2. Systemeigenschaften

Wie man sich anhand des Beispiels von Abbildung 2.1 einfach iiberzeugen kann, ist es
nicht méglich, die Linearitéit eines Systems in der Form zu beurteilen, dass man sagt ,,Ein
System ist nichtlinear, wenn es ein nichtlineares Element beinhaltet®.

Daher wollen wir am Beginn dieses Kapitels mathematisch korrekt klassifizieren, wann
ein System der Form (siehe auch (1.5))

x =f(x,u,t), x (to) = %o (2.1a)
y =h(x,u,t) (2.1b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R? und dem Ausgang y € RY linear ist.

2.1. Linearitat

Es sei angenommen, dass ¢ (xo,u (t),t) die Losung der Differentialgleichung (2.1a) zum
Zeitpunkt ¢ fiir den Anfangswert x (tg) = xo und die Eingangsgrofie u(7), tg < 7 < t,
bezeichnet.

Definition 2.1 (Linearitdt). Das System (2.1) nennt man linear, wenn fir alle (zu-
lassigen) EingangsgroBen u (t) und jeden beliebigen Anfangszeitpunkt ¢y > 0 die
Ausgangsgrofie y (xg,u,t) = h(p (xg,u(t),t),u(t),t) zu jedem Zeitpunkt ¢ > tg
die Bedingungen

Yy (041X0,1 + Q2X0.2, 07 t) = a1y (Xo,lv 07 t) + any (X0,27 07 t) (22&)
Yy (07 Blul + BQUQ, t) - ﬁly (07 uj, t) + /Bzy (07 us, t) (22b)
Y(X07u7t) = y(X()vat) +Y(07u7t) (22C)

mit aq, as, B, B2 € R erfiillt.

Dabei bezeichnet man die Eigenschaft (2.2a) auch als das Superpositionsprinzip oder
Zerlegungseigenschaft hinsichtlich der Anfangswerte (Nulleingangslinearitdt), (2.2b) als
das Superpositionsprinzip hinsichtlich der EingangsgroBen (Nullzustandslinearitdt) und
(2.2¢) als das Superpositionsprinzip hinsichtlich der Eingangsgrofien mit den Anfangs-
werten (siehe auch die Vorlesung Signale und Systeme 1).

Aufgabe 2.1. Ist das System

r=24u
y=x
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ideal | R

R
—
| I

Abbildung 2.1.: Aquivalente Schaltungen.

| mit dem Eingang u, dem Ausgang y und dem Zustand z linear?

| Lésung von Aufgabe 2.1. Nein.
Es gilt nun folgender Satz:

Satz 2.1. Das System (2.1) ist genau dann linear, wenn es sich in die Form

x=A({t)x+B(t)u, x (to) = Xo (2.3a)
y=C({)x+D(t)u (2.3b)

uberfihren ldsst.

Dabei bezeichnet die Matrix A (¢) eine (n x n)-Matrix, B (¢) eine (n x p)-Matrix, C ()
eine (¢ x n)-Matrix und D (¢) eine (¢ x p)-Matrix, deren Eintrége lediglich von der Zeit
t abhéngen diirfen.

Aufgabe 2.2. Sind die Systeme der Abschnitte 1.2 - 1.6 linear oder nichtlinear?

Aufgabe 2.3. Geben Sie ein System erster Ordnung an, das die Eigenschaft (2.2a)
erfiillt, aber nichtlinear ist.

Aufgabe 2.4. Wie kénnen Sie bei linearen elektrischen Netzwerken mit mehreren
Strom- und Spannungsquellen das Superpositionsprinzip nutzen? Wenden Sie dies
auf das Netzwerk von Abbildung 2.2 an und berechnen Sie den Spannungsabfall am
Widerstand R3 zufolge der Spannung ug der Spannungsquelle und des Stromes 7
der Stromquelle.

Lésung von Aufgabe 2.4. Spannung upr, am Widerstand Rs:

R3Ry R3

UR, = 20 + U
Bs = R+ R ° R3+ Ry
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R, Ry
—
L | L | /L
UOJ Rs )

Abbildung 2.2.: Einfaches Netzwerk mit Strom- und Spannungsquelle.

F() 4 JE-1) ¢

%o Y toto+1

S 4

Abbildung 2.3.: Zur Verschiebung einer Zeitfunktion.

2.2. Zeitinvarianz

Bevor der Begriff der Zeitinvarianz erlautert wird, sei festgehalten, dass mit f (¢t — 7)),
T > 0, im Folgenden die um die Zeit T nach rechts verschobene Zeitfunktion f (¢) gemeint
ist, siehe dazu Abbildung 2.3.

Definition 2.2 (Zeitinvarianz). Man nennt nun das System (2.1) zeitinvariant, wenn
fir alle (zuldssigen) Eingangsgrofien u (¢) und jeden beliebigen Anfangszeitpunkt
to > 0 nachfolgende Bedingung fiir alle ¢t > to erfiillt ist: Bezeichnet y (¢) die Aus-
gangsgrofe des Systems zum Zeitpunkt ¢ fiir den Anfangswert x (t9) = xo und die
Eingangsgrofie u (), to < 7 < t,dannist y (¢t — 7') die Ausgangsgrofie des Systems fiir
den Anfangswert x (tg + T') = x¢ und die Eingangsgrofie u (7 — T'), to+7T < 7 < t+T.

Aufgabe 2.5. Ist das System

T=2+u
y=x

mit dem Eingang u, dem Ausgang y und dem Zustand z zeitinvariant?

Lésung von Aufgabe 2.5. Ja.

Es gilt nun nachstehender Satz:
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Satz 2.2. Das System (2.1) ist genau dann linear und zeitinvariant, wenn es sich in
die Form

X = Ax + Bu, x (0) = xo (2.4a)
y = Cx+Du (2.4b)

tberfiihren ldsst.
Aufgabe 2.6. Sind die Systeme der Abschnitte 1.2 - 1.6 zeitvariant oder zeitinvariant?

Aufgabe 2.7. Zeigen Sie anhand der Definition der Zeitinvarianz, dass das System
T = —tx

zeitvariant ist.

Aufgabe 2.8. Betrachten Sie ein Forderband. Die am Bandanfang pro Zeiteinheit

aufgebrachte Materialmenge wird mit u (t) bezeichnet, die am Ende pro Zeiteinheit

abgeworfene mit z (¢). Fiir den Transportvorgang vom Bandanfang bis zum Banden-

de benotigt das Material die Zeit tp (Totzeit). Das System lésst sich vereinfacht durch

die Gleichung x (t) = u (t — t7) beschreiben. Ist das System linear und zeitinvariant?
Losung: Ja

Lésst es sich durch ein mathematisches Modell der Form (2.1) beschreiben?
Losung: Nein

2.3. Existenz und Eindeutigkeit der Losung

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschéaftigen, wann die Losung eines Dif-
ferentialgleichungssystems iiberhaupt existiert und unter welchen Voraussetzungen diese
Losung eindeutig ist. Dazu sollen im ersten Schritt noch ein paar Begriffe eingefiihrt wer-
den. Sind f und h in 2.1 nicht explizit von der Zeit ¢ abhéingig, dann ist das System
zeitinvariant. Ein zeitinvariantes, nichtlineares System hat also die Form

x =f(x,u), x (0) = %o (2.5a)
y =h(x,u) (2.5b)

Wirken auf das System (2.1) keine Eingangsgroflen u ein, oder ist der zeitliche Verlauf
der Eingangsgrofien festgelegt, dann heifit das System frei.
Ein freies, nichtlineares System kann man also in der Form

x =1f(x,1), x (to) = %o (2.6a)
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anschreiben. Ist das System (2.1) frei und zeitinvariant, dann nennt man es autonom, und
es hat die Form

x = f (x), x (0) = x¢ (2.7a)
y=h(x) . (2.7b)

Im Folgenden betrachte man das freie, nichtlineare System (2.6a). Ohne Beweis sei
festgehalten, dass die Stetigkeit von f (x,t) in den Argumenten x und t zwar die Existenz
einer Losung garantiert, aber diese keinesfalls eindeutig sein muss.

Dazu betrachte man das System

i=az'/3, x(0)=2¢0=0. (2.8)

Man {iberzeugt sich leicht, dass z'/3 zwar stetig ist, aber die Differentialgleichung (2.8)

zwei Losungen, namlich

3/2
z(t) = <23t> und z(t)=0, (2.9)

zuléisst. Der nachstehende Satz gibt nun eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
und Eindeutigkeit der Losung von (2.6a) an:

Satz 2.3 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Es sei f (x,t) stickweise stetig in t
und geniige der Abschdtzung (Lipschitz-Bedingung)

If(x,t) —f(y, D) < Llx—yl, 0<L<oo (2.10)

fir allex, y € B={z e R"||z—x0| <r} und alle t € [to,to + 7]. Dann existiert
ein d > 0 so, dass

x =f(x,1), x (to) = %o (2.11)

genau eine Losung fir t € [to,to + d] besitzt. Dabei wird L auch als Lipschitz-Kons-
tante bezeichnet.

Fiir das Beispiel (2.8) findet man in der Néhe von xy = 0 tatsdchlich keine Lipschitz-
Konstante L, fiir die gilt ‘wl/?” < L|z|.

Wenn x (¢) Losung des Differentialgleichungssystems (2.6a) ist, genau dann geniigt
diese auch der Integralgleichung

¢
x(t)=xo+ [ f(x(r),7)dr. (2.12)
to
Diese Beobachtung ist der Ausgangspunkt fiir die Methode der sukzessiven Approxima-
tion nach Picard. Erfillt namlich f (x,¢) von (2.6a) die Bedingungen von Satz 2.3, dann
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konvergiert die nachstehende Folge von Funktionen

X0 (t) = X
x1 (t) = x¢ + ttf(xo (r),7)dr
Xz (t) = %o + 't (x1(7),7)dr (2.13)

to

¢
xp (t) =x0+ | £(xg_1(7),7)dr
to

gegen die eindeutige Losung von (2.6a), es gilt also

x(t) = lim xi (¢) . (2.14)

k—o0

Beispiel 2.1. Als Beispiel berechne man die Losung des Systems
T = ax, z(0) =x0, a € R (2.15)

mit Hilfe der Methode der sukzessiven Approximation nach Picard. Man iiberzeugt
sich leicht, dass in diesem Fall die Folge von Funktionen gemifl (2.13) wie folgt
aussieht:

i) (t) = X0

t
x1 (1) ::L"o—i-/ arodr = o (1 + at)
0
t 12
1‘2(t):$0+/0 azo (1 +at)dr = o 1—|—at—|—a2§ (2.16)

t 7_k—l
wk(t):wo—i—/oawo 1+ar+...+ak_lm dr .

Damit erhélt man unmittelbar fiir £ — oo die bekannte Losung

o k
x(t) = klim zp (t) = xo <Z akz!> = zpe™ . (2.17)
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Aufgabe 2.9. Berechnen Sie fiir das lineare, zeitvariante System
&= —sin (), x (0) = xg

einmal die Losung exakt und bestimmen Sie anschlieBend mit Hilfe der Methode der
sukzessiven Approximation nach Picard eine Nédherungslosung. Vergleichen Sie die
Néherungslosung mit der exakten Losung fiir verschiedene Iterationsschritte. Ver-
wenden Sie zur Lésung das Computeralgebraprogramm MAPLE.

Lésung von Aufgabe 2.9.
Exakte Losung:
x (t) = zpexp (cos (t) — 1)

Néherungslosung fir k = 3:

ra (6) =0 (5 + 5 cos (0) + g (cos ()"

2.4. Die Transitionsmatrix

Im Weiteren betrachte man das lineare, autonome System
x = Ax, x (to) = %o . (2.18)

Wegen der Zeitinvarianz darf man hier den Anfangszeitpunkt ¢y beliebig festlegen, weshalb
er im Folgenden einfachheitshalber auf ty = 0 gesetzt wurde. Aus

[Ax — Ay = [|A (x = y)[| < [[A[l[x =¥ (2.19)

mit ||A|| als der induzierten Matrixnorm der Matrix A ist es unmittelbar einsichtig, dass
das System (2.18) mit der Lipschitz-Konstanten L = ||A|| die Lipschitz-Bedingung (2.10)
von Satz 2.3 erfiillt.

Damit lédsst sich nach der Methode der sukzessiven Approximation nach Picard

xo (t) = %o

t
X1 (t) = Xgo + / AXodT = (E + At) X0
0

t t2
— — 27
xo (t) = x0 + /0 A (E+ A7) xpdr = (E +At+ A 5 ) X0 (2.20)

t2 tk
die Losung von (2.18) in der Form

x(t) = <§: Ak%]j> xg = P (t) xo (2.21)
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anschreiben.
Die (n x n)-Matrix ® (t) wird als Transitionsmatriz bezeichnet. Wegen der grofien
Ahnlichkeit zur Exponentialreihe (2.17) schreibt man auch

® (t) = exp (At) . (2.22)

Beispiel 2.2. Als Beispiel berechne man die Transitionsmatrix des Systems

H - B (ﬂ H | (2.23)

Die Exponentialreihe (2.17) liefert unmittelbar das Ergebnis

‘I)(t):r o] . [0 1]“[0 1] lo ﬂﬁ:ll t]' (2.24)
01 |0 o0 0 0/l0 0]2 o1
~—_—————
=0

Aufgabe 2.10. Berechnen Sie die Transitionsmatrix des Systems
{tl . )\1 0 I
To 0 A2f |z2 ‘

Lésung von Aufgabe 2.10.

® (1) — lexp (A1) 0 ]

0 exp (Aat)

Die Transitionsmatrix ® (¢) erfiillt nun folgende Beziehungen:

®(0)=FE (2.25a)
P(t+s)=2(t)®(s) (2.25b)
(1) =@ (1) (2.25¢)
%cp (t) = A® (t) . (2.25d)

Aufgabe 2.11. Beweisen Sie die Eigenschaften (2.25) der Transitionsmatrix und tiber-
legen Sie sich ein geometrisches Bild, das diese Eigenschaften beschreibt.

Der néchste Satz gibt nun die allgemeine Losung eines linearen, zeitinvarianten Systems
der Form (siehe auch (2.4))

%X = Ax + Bu, x (0) = %o (2.26a)
y = Cx + Du (2.26b)

an.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.4. Die Transitionsmatrix Seite 30

Satz 2.4. Die allgemeine Lisung des Systems (2.26) lautet

x(t):<I>(t)xo+/0t<1>(t—7')Bu(7')dT
y (t) = Cx(t) + Du(t)

(2.27)

mit der Transitionsmatriz ® (t) von (2.22).

Beweis. Der Beweis des Satzes erfolgt tiber die so genannte Methode der Variation
der Konstanten. Dazu setzt man in (2.26a) die Losung des homogenen Differential-
gleichungssystems mit der zeitabhéngigen Grofle xg (¢) der Form

x (t) = ® (t)xo (1) (2.28)
cin. Damit erhilt man
b (t)xq (t) + P (t) %0 (t) = AP (t) %0 (t) + Bu (1) (2.29)
bzw. mit ® (t) = A® () (Eigenschaft (2.25d)) ergibt sich
& (t) %o (t) = Bu (¢) (2.30)
und mit ® 7! (t) = ® (—t) (Eigenschaft (2.25¢)) folgt
%o (t) = ® (—t) Bu (t) . (2.31)

Durch Integration von (2.31) errechnet sich xq (¢) zu
t
%o () = %0 (0) + / & (—7)Bu (r)dr (2.32)
0

bzw. wegen x (0) = x¢ (0) = x¢ und ® (t) ® (—7) = ® (¢t — 7) (Eigenschaft (2.25b))
folgt unmittelbar das Ergebnis zu

X (1) = ® () %0 (1) = ® (t) x0 + /Otcp (t — ) Bu(r)dr . (2.33)
L]

Vollstéandigkeitshalber sei erwihnt, dass fiir lineare, zeitvariante Systeme der Form (2.3)
vollkommen analoge Uberlegungen angestellt werden kénnen. Nachfolgende Aufgabe soll
zeigen, wie man die Transitionsmatrix in diesem Fall berechnen kann.

Aufgabe 2.12. Gegeben ist das lineare, zeitvariante System
x=A(t)x, x (tg) = xp -

Es sei angenommen, dass die Elemente von A (t) im betrachteten Zeitintervall [to, ¢1]
beschrinkt sind. Zeigen Sie, dass das System im betrachteten Zeitintervall eine ein-
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deutige Losung besitzt und sich in der Form
X (t) =@ (t7 tO) X0
mit der Transitionsmatrix ® (¢,tg) errechnet, wobei die Transitionsmatrix durch die
so genannte Peano-Baker-Reihe
t t T
q)(t,to):E-f— A(T)dT+ A(T) A(Tl)dTldT+...
to to to

dargestellt werden kann.

Aufgabe 2.13. Betrachten Sie das elektrische System von Abbildung 1.6 mit dem
zugehorigen mathematischen Modell

o) = ul)
y(t) = —ue (1) - Zru ()

Berechnen Sie allgemein den Verlauf der Ausgangsgrofie y (¢) nach Satz 2.4 fiir be-
liebige (zuléssige) Eingangsgrofien u ().

Lésung von Aufgabe 2.13.

2.5. Linearisierung nichtlinearer Systeme

Wie sich im Rahmen dieser Vorlesung noch zeigen wird, ist die gezielte Beeinflussung
linearer, zeitinvarianter Systeme durch Regelung bzw. Steuerung um Groéflenordnungen
einfacher als die nichtlinearer Systeme. Falls jedoch nur kleine Auslenkungen des nichtli-
nearen Systems um eine Ruhelage bzw. einen Arbeitspunkt oder von einer Solltrajektorie
betrachtet werden, kann das nichtlineare System sehr héufig durch ein lineares mathe-
matisches Modell hinreichend gut angenéhert werden.

2.5.1. Begriff der Ruhelage

In einem ersten Schritt betrachte man das autonome nichtlineare System nach (2.7a) der

Form
x =1 (x) . (2.34)

Definition 2.3 (Ruhelage). Man sagt xg € R" ist eine Ruhelage des Systems (2.34),
wenn die Bedingung
f (xp,t) =0 (2.35)
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fur alle Zeiten ¢t > 0 erfullt ist.

Wie man erkennt, hat die Ruhelage xp die Eigenschaft, dass das System (2.34) fiir alle
Zeiten t > 0 in dieser Ruhelage verharrt, sofern man in der Ruhelage startet. Nichtlineare
Systeme konnen eine beliebige Anzahl von Ruhelagen aufweisen.

Beispiel 2.3. Als Beispiele betrachte man das nichtlineare System erster Ordnung
t=(x-1)(z—2)(z—3) (2.36)

mit den drei Ruhelagen g1 =1, g2 = 2, g 3 = 3, das nichtlineare System zweiter
Ordnung

1 = xg9exp (—x1) (2.37a)
&9 = sin (z2) (2.37b)

mit unendlich vielen Ruhelagen
Xp = {x € IRQ‘ r9 = 0 und x7 ist beliebig} , (2.38)

oder das nichtlineare System erster Ordnung
i=(a241) (2.39)

das keine Ruhelage besitzt.

Bei linearen, zeitinvarianten autonomen Systemen der Form
x = Ax, x (0)=x¢ (2.40)

mit x € R"™ und der (n x n)-Matrix A gibt es entweder genau eine Ruhelage, ndmlich
xpr = 0, oder unendlich viele Ruhelagen, wobei man die zwei Félle wie folgt unterscheidet:

(1) Aist regular det(A)#0 xp =0 ist die einzige Ruhelage
(2) A ist singuldr det(A) =0 es gibt unendlich viele Ruhelagen

Aufgabe 2.14. Berechnen Sie die Ruhelage(n) des mathematischen Pendels von Ab-
bildung 1.8.

Lésung von Aufgabe 2.14. Mathematisch erhélt man: wg = 0 und pr = =Lk,
k=0,1,2,.... Physikalisch kénnen jedoch nur zwei Ruhelagen unterschieden werden,
nédmlich wyp =0, op =0 und wr =0, pr = 7.

Aufgabe 2.15. Berechnen Sie die Ruhelage(n) des linearen Systems
i‘l . 1 a Il
i’g B b 1 X9
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mit den reellen Parametern a, b.

Lésung von Aufgabe 2.15.

ba #1: xp=0

ba=1: xXp= {x S IR2’ 1R = —axg g und o g ist beliebig}

Im Falle von nichtlinearen Systemen (2.5a) mit einem Eingang u € RP muss man zur
Bestimmung der Ruhelagen xp fiir ein festgelegtes konstantes u = ug die Losungen des

nichtlinearen Gleichungssystems
f (XR, uR) =0 (2.41)

bestimmen. In diesem Fall nennt man das Paar (ug,xp) auch einen Arbeitspunkt des
Systems (2.5a). Bei linearen, zeitinvarianten Systemen der Form

%X = Ax + Bu, x (0)=x¢ (2.42)

gelten zur Bestimmung der Ruhelagen fiir konstantes u = up die folgenden Bedingungen:

det (A) #0 xp = —A~'Bug einzige Ruhelage
det (A) = 0 und rang (A) = rang ([A,Bug]) es gibt unendlich viele Ruhelagen
det (A) = 0 und rang (A) # rang ([A,Bug|) es gibt keine Ruhelage

Aufgabe 2.16. Wie lauten die Ruhelage(n) des linearen, zeitinvarianten Systems

j}l 1 2 T a
= —|— u
i‘g -2 —4 T2 b
mit den reellen Parametern a, b und der Eingangsgrofie u = ug.

Lésung von Aufgabe 2.16.

b# —2a: keine Ruhelage

b=—2a: xp= {X € IR2‘ 1R = —2T2 g — aur und xa g ist beliebig}

Aufgabe 2.17. Wie grof muss die stationdre Ankerspannung ua g sein, damit fiir die
vorgegebene konstante Erregerspannung ur = up g die fremderregte Gleichstromma-
schine von Abbildung 1.9 die Seiltrommel in einer konstanten Position halten kann?
Wie lautet die zugehorige Ruhelage?

Lésung von Aufgabe 2.17.
Ramgr

Stationdre Ankerspannung: ua g = TR
’ kﬂpF R}Y?
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Ruhelage: ig p = IFR = zg_;;, wr = 0 und pg ist beliebig.

mgr
UF R
kYr—p-

2.5.2. Linearisierung um eine Ruhelage

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden im Folgenden einige Abkiirzungen vereinbart.
Fiir die partielle Ableitung einer Funktion f (x): R™ — R nach x; an der Stelle x = xp
schreibt man einfach

9 o
8:an (X) e = 8:an (XR) . (2‘43)
Die Ableitung der skalaren Funktion f (x) an der Stelle x = xp ist der Zeilenvektor
of (%) 0 [ 0 o o
~ x = |90 o R 2.44
Ox  |x=xp axf(XR) amlf(XR) a$2f(XR) Omnf(xR) (2.44)

und die Ableitung einer vektorwertigen Funktion f (x) : R™ — R an einer Stelle x = xp,
also die Jacobimatriz von f (x), ist durch

ro 0 0 ]
aal‘lfl (l‘R) 881'2]01 ($R) agnfl (xR)
of (x) _ gf(mR) _ 8—951f2 (zr) 8—w2f2 (zr) .. 8—%f2 (zr) (2.45)
0X |x=xp, O : : :
0 0 0
I Tfnlfm (zR) Tngm (zr) .- aTcnfm (zr) ]
gegeben.

Fiir die Linearisierung eines nichtlinearen Systems um eine Ruhelage oder Trajektorie
wird noch nachstehender Satz benotigt:

Satz 2.5 (Taylorformel zweiter Ordnung). Es sei angenommen, dass die vektorwer-
tige Funktion f(x) : D — R™ mit D C R"™ als offene Teilmenge des R™ zweifach
stetig differenzierbar ist und die Punkte xXg sowie xg + Ax mitsamt ihrer Verbin-
dungsstrecke in D liegen. Dann ist

f(xp+ Ax) =f (xpr) + %f (xr) Ax +r (xg, AX) , (2.46)

wobei fir das Restglied r (xp, Ax) eine Konstante K so existiert, dass folgende Ab-
schdtzung

r(xg, Ax
It (xg, Ax)| < K [|Ax[®  bzw. ||A)1<||—>0 W =0 (2.47)
gilt.
Als Néchstes betrachte man das zeitinvariante, nichtlineare System
x=f(x,u), x (tg) = %o (2.48a)
y=h(x,u) (2.48b)
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mit der Ruhelage (Arbeitspunkt) (xg, ug), die definitionsgeméaf die Gleichungen

f(xg,ur) =0 (2.49a)
yr = h(xg,ur) (2.49b)

erfiillt. Betrachtet man nun nur kleine Auslenkungen aus der Ruhelage, dann lassen sich
die Groflen x, u, und y in der Form

x (t) = xp + Ax (1) (2.50a)
u(t) =ugr+ Au(t) (2.50b)
y(t)=yr+Ay(t) (2.50¢)

anschreiben, wobei A die jeweiligen Abweichungen von der Ruhelage symbolisieren.
Setzt man (2.50) in (2.48) ein, erhédlt man mit der abgekiirzten Schreibweise Ax =

L Ax (t)

dt

\)’(£—|—A5c =f(xp + Ax,ur + Au), x (to) = xp + Ax (to) (2.51a)
=0
yr + Ay = h(xp + Ax,up + Au) (2.51b)

bzw. durch Anwendung der Taylorformel zweiter Ordnung nach Satz 2.5 und Vernach-
lassigung der Restglieder ergibt sich

Ax (tg) = A
Ax = f (xp,ur) + g)af (xp,ur) Ax + ;f (xg,uR) Au, x (fo) 0 (2.52a)
T X ~- u ~ = X0 — XR
0 0
yr+ Ay =h(xp,ur)+—h (xg,ur) Ax + —h (xg,ur) Au . (2.52b)
—_ 2 Ox ou
=YR ~C -5

Zusammenfassend lasst sich folgender Satz formulieren:

Satz 2.6. Es seiXg, yr eine Ruhelage des Systems (2.48) fiiru = ug. Die Anderung
der Losung Ax, Ay bei hinreichend kleinen Abweichungen Au von ug und Axg von
xp wird durch das lineare, zeitinvariante System

Ax = AAx + BAu, Ax (tg) = Axg = X0 — XR (2.53a)
Ay = CAx + DAu (2.53Db)

A = if(xR,uR) ) B = if(XR,uR)

%X 35‘ (2.54)
C = a—xh(XR,uR) 0 D= a—uh (XR,UR)

beschrieben. Das System (2.53), (2.54) wird auch als Linearisierung von (2./8) um
die Ruhelage (Arbeitspunkt) (xg,ur) bezeichnet.
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Beispiel 2.4 (Mathematisches Pendel). Als Beispiel betrachte man das mathemati-
schen Pendel von Abbildung 1.8 mit dem mathematischen Modell in Zustandsdar-
stellung

O =w
. g . (2.55)
w=—7sin (p)
und der Position der Pendelspitze in x-Richtung als Ausgangsgrofie
x =lIsin(p) . (2.56)

Die Ruhelagen errechnen sich zu ¢ 1 = 0, wgr,1 = 0 (Pendel in der unteren Ruhelage)
und pro = 7, wr2 = 0 (Pendel in der oberen Ruhelage). Gemaf (2.53), (2.54) erhélt
man fiir die Linearisierung um eine allgemeine Ruhelage ¢r, wr das linearisierte
Modell in der Form

d

dt

Ay
Aw

_ [ 0 11 lA“’} (2.57a)
—9%cos(pr) 0] |Aw
Ago]

2.57b
A (2.57b)

Ax = {lcos (vr) 0} [

Durch Einsetzen von ¢r1 =0, wr1 = 0 in (2.57) ergibt sich das linearisierte Modell
um die untere Ruhelage zu

d |[Ap| |0 1] |Ap
il =1 ol ] 550
Az =1 0] liﬂ . (2.58b)

Analog erhélt man fiir die obere Ruhelage pro =7, w2 =0

d |Ayp 0 1| |Ap
TR

Az =[-1 0] lAS‘J] . (2.50b)

~k

Man beachte, dass die oft {ibliche Néherung fiir kleine Winkel sin (p) ~ ¢ und
cos () =~ 1 nur fir Betrachtungen um die Ruhelage ¢ = 0 giiltig ist!

Aufgabe 2.18. Berechnen Sie fiir das Zwei-Tank-System von Abbildung 1.11 die Ru-
helage fiir einen stationiren Zufluss qg. Linearisieren Sie das System (1.29), (1.30)
um diese Ruhelage.
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0h

Liosung von Aufgabe 2.18. Ruhelage hi g = ho g = 2g7 und Linearisierung
d |Ah a’g |-1 0| [Ah L
— = —— + A Aq
dt Aho Agr | 1 -1 Ahsy 0

an=lo 2] [0

2.5.3. Linearisierung um eine Trajektorie

Neben der Linearisierung um eine Ruhelage ist auch die Linearisierung um eine Trajek-
torie von Bedeutung. Dabei wird die Abweichung eines nichtlinearen Systems der Form

x =1f(x,u), x (to) = %o (2.60a)
y =h(x,u) (2.60Db)

von einer vorgegebenen Losungskurve (Trajektorie) betrachtet. Sind fur (2.60) die Be-
dingungen von Satz 2.3 erfiillt, dann weifl man, dass fiir eine vorgegebene Eingangsgrofie
u (t) = u(t) auf einem Intervall 0 < ¢ < T und einen vorgegebenen Anfangswert xy = X
die Losung x (t) von (2.60) eindeutig festliegt. Es gelten also die Beziehungen

M
=1

) y X (to) = )~(0 (2.61&)
) . (2.61b)

= f (%,
~—h(x,

<
[t

Fiir hinreichend kleine Abweichungen der Eingangsgrofie u (¢) und des Anfangswertes
xp von u (t) bzw. X¢ stellen sich nur kleine Abweichungen der Losung x (¢) von X (¢) im
Intervall 0 <t < T ein. Schreibt man x (¢), u (t) und y (¢) in der Form

x(t) =x(t) + Ax (t) (2.62a)
u(t)=u(t)+Au(t) (2.62Db)
y(t) =y () + Ay (1) (2.62c)

und setzt dies in (2.60) ein, dann erhdlt man mit Ax = $£Ax (t) die Beziehung

X+ Ax =f (X + Ax, 10+ Au), x (to) = % (to) + Ax (o) (2.63a)
y+ Ay =h(x+ Ax,u+ Au) (2.63b)

bzw. durch Anwendung der Taylorformel zweiter Ordnung nach Satz 2.5 und Vernach-
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lassigung der Restglieder ergibt sich

. %, i %, i Ax (tg) = A
f4 Ax=f(xa)+ 2B A HED N x(t) = Axo (2.64a)
\_\:_/ 0x Ju = X0 — Xp
= =A(t) =B(t)
y+Ay:h(x,ﬁ)+WAx+w“. (2.64b)
—C() —D(t)

Zusammenfassend lésst sich folgender Satz angeben:

Satz 2.7. Es sei X (t) eine Trajektorie des Systems (2.60) fir eine vorgegebene Ein-
gangsgrife u (t) = 1 (t) und einen vorgegebenen Anfangswert xq = %Xo. Die Anderung
der Losung Ax (t), Ay (t) bei hinreichend kleinen Abweichungen Au (t) von a (t) und
Axq von Xo wird durch das lineare, zeitvariante System

Ax = A (t) Ax + B (t) Au, Ax (tg) = Axg = x9 — Xo (2.65a)
Ay = C(t) Ax+ D (t) Au (2.65Db)
mit
 Of (%,10) _ of (%,1)
A =2E8 g AED
_ Oh(x,0) _ Oh(x,0) (2.66)
CO="% + PU=—%

beschrieben. Das System (2.65), (2.66) wird auch als Linearisierung von (2.60) um
die Trajektorie (X,0) bezeichnet.

Man beachte, dass die Linearisierung eines zeitinvarianten, nichtlinearen Systems der
Form (2.48) um eine Ruhelage auf ein zeitinvariantes, lineares System fithrt, wohingegen
die Linearisierung eines zeitinvarianten, nichtlinearen Systems um eine Solltrajektorie im
Allgemeinen ein zeitvariantes, lineares System ergibt.

Beispiel 2.5 (Rakete). Als Beispiel betrachte man eine einstufige Rakete mit der
zeitlich verdnderlichen Masse m (t) = mg—my (t), wobei mg das Gewicht der Rakete
vor dem Start (Eigenmasse + Traglast 4+ Treibstoffmenge) und my (t) die zeitlich
abnehmende Treibstoffmasse bezeichnen. Nimmt man an, dass die Treibstoffmasse
my (t) mit der AusstoBrate 1 (t) = —ris (t) mit konstanter Relativgeschwindigkeit
w > 0 von der Rakete ausgestoflen wird, dann lauten die Bewegungsgleichungen der
Rakete in einem Schwerefeld mit der Gravitationskonstanten g

h(t)=wv(t)
. 1

b(t) = @ (wu(t) —m(t)g) (2.67)

m(t) = —u(t)
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Dabei beschreiben die Grofien h (t) die Hohe der Rakete gemessen von der Erd-
oberfliche, v (t) die Raketengeschwindigkeit, m (¢) die Raketenmasse und u (t) die
Treibstoffausstofirate. Im ersten Schritt berechnet man sich fiir eine konstante Treib-
stoffausstofrate @ (t) = k und die Anfangswerte A (0) = ho = 0, 7 (0) = 7y = 0 sowie
m (0) = my = myg die Trajektorie

Th(t):mo—kt
mo — kt
; ) (2.68)

0(t) = —gt —wl
o (t) g wn( e

. 1 2 mo—k:t n
(t)——29t +wt—wln( o >(t— k‘)

>

Linearisiert man das System (2.67) um die Trajektorie (2.68), dann erhélt man das
lineare, zeitvariante System

AR (1) o1 0 AR (1) 0
DA = o o 22O Ay |+ |22 | auy (2.69)
@ |20 = (1) Y n (t) '
Am (t) 0 0 0 Am (t) 1
bzw. eingesetzt fiir die Trajektorien ergibt sich
L [an® 01 _&k Ah (1) 0
— =10 0 . .
T Av (t) (mo — kt)’ Av(t) | + mo — ki Au (t) (2.70)
Am (t) 0 0 0 Am (t) -1

Aufgabe 2.19. Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

wy (t) = aws (t) ws () + uq (t)

Wy (t) = —awy (t) ws (t) + us (t)

ws (t) = us (1)
mit dem konstanten Parameter a > 0. Bestimmen Sie fiir die Eingangsgrofien @ (t) =
Ug (t) = us (t) = 0 und die Anfangsbedingungen @; (0) = @19 =0, @2 (0) = 29 > 0
und @3 (0) = @30 > 0 die Trajektorie xT (¢) = [(Dl (t) @2 (t) w3 (t)] und linearisie-
ren Sie das System um diese Trajektorie.

Lésung von Aufgabe 2.19. Trajektorie:

(I)l (t) = @270 sin (04(2137025)
(I)g (t) = @270 COS (Oé(Zngot)

w3 (t) = &)30

)
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Linearisierung:
d Awl (t) 0 04(213 ad)g Awl (t) 1 0 0 Aul (t)
& Aws (t) = | —aws; 0 —a Aws (t) + 10 1 0] [Aus (t)
Aws (t) 0 0 0 Aws (t) 0 0 1| |Aus (t)
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