
3. Lineare dynamische Systeme

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Konzepte zur Beschreibung linearer zei-
tinvarianter dynamischer Systeme behandelt. Die theoretischen Grundlagen dazu wurden
bereits ausführlich in den Vorlesungen Mathematik 2 für ET und Signale und Systeme 1
diskutiert. Zur leichteren Lesbarkeit des Skriptums werden im Folgenden unter anderem
einige bekannte Ergebnisse dieser Vorlesungen wiederholt.

3.1. Zustandstransformation

Im Kapitel 1.1 wurde bereits erwähnt, dass die Wahl der Zustandsgrößen keinesfalls
eindeutig ist (siehe auch Aufgabe 1.5). Mit Hilfe einer regulären Zustandstransformation
der Form

x (t) = Vz (t) (3.1)

mit einer regulären (n× n)-Matrix V lässt sich das lineare, zeitinvariante System (siehe
auch (2.26))

ẋ = Ax + Bu , x (0) = x0 (3.2a)

y = Cx + Du (3.2b)

mit dem Zustand x ∈ Rn in die Form

ż = V−1AV
︸ ︷︷ ︸

Ã

z + V−1B
︸ ︷︷ ︸

B̃

u , z (0) = z0 = V−1x0 (3.3a)

y = CV
︸︷︷︸

C̃

z + D
︸︷︷︸

D̃

u (3.3b)

mit dem neuen Zustand z ∈ Rn überführen.
Man sagt dann auch, die beiden mathematischen Beschreibungen (A,B,C,D) von

(3.2) und
(
Ã, B̃, C̃, D̃

)
von (3.3) sind äquivalent. Man beachte, dass in diesem Fall die

beiden quadratischen Dynamikmatrizen A und Ã gemäß Definition ähnlich sind (siehe
Kapitel 2 Skriptum Mathematik 2 für ET).

Aufgabe 3.1. Zeigen Sie, dass die Matrizen A und Ã = V−1AV mit der regulären
(n× n)-Matrix V die gleichen Eigenwerte besitzen.

Hinweis: Es gelten die Beziehungen

det (AV) = det (A) det (V) und V−1V= E . (3.4)

Zeigen Sie weiters, dass V−1vk ein Eigenvektor von Ã = V−1AV ist, wenn vk ein
Eigenvektor von A ist.
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Man könnte nun diese Transformation zu einem neuen Zustand z insofern nutzen, als
man die Lösung des Systems (3.2) gemäß Satz 2.4

x (t) = Φ (t) x0 +
∫ t

0
Φ (t− τ) Bu (τ) dτ (3.5a)

y (t) = Cx (t) + Du (t) , (3.5b)

insbesondere die Berechnung der Transitionsmatrix Φ (t), unter Verwendung einer geeig-
neten Transformation, auf einfache Art und Weise bestimmen kann. Dazu wählt man die
Zustandstransformation (3.1) so, dass die Struktur von Ã des transformierten Systems
(3.3) eine einfache Berechnung der Transitionsmatrix Φ̃ (t) von (3.3) zulässt. Dies ist
zum Beispiel der Fall, wenn Ã Diagonalstruktur aufweist oder in Jordanscher Normal-
form vorliegt.

Die Lösung des transformierten Systems (3.3) lautet dann

z (t) = Φ̃ (t) z0 +
∫ t

0
Φ̃ (t− τ) B̃u (τ) dτ (3.6a)

y (t) = C̃z (t) + D̃u (t) . (3.6b)

Transformiert man (3.6) mit der Vorschrift (3.1) in den Zustand x unter Verwendung der
Ausdrücke für B̃, C̃ und D̃ von (3.3) zurück, erhält man

x (t) = VΦ̃ (t) V−1x0 +
∫ t

0
VΦ̃ (t− τ) V−1Bu (τ) dτ (3.7a)

y (t) = Cx (t) + Du (t) . (3.7b)

Durch Vergleich mit (3.5) ergibt sich der Zusammenhang zwischen Φ (t) und Φ̃ (t) zu

Φ (t) = VΦ̃ (t) V−1 . (3.8)

Abbildung 3.1 veranschaulicht grafisch diese Vorgangsweise.

3.2. Jordansche Normalform

In Mathematik 2 für ET (Kapitel 5) wurde gezeigt, dass jede (n× n)-Matrix A durch
eine Ähnlichkeitstransformation Ã = V−1AV auf Jordansche Normalform transformiert
werden kann. Die Jordansche Normalform einer Matrix A ist bis auf die Reihenfolge
der so genannten Jordanblöcke eindeutig bestimmt. Zur Formulierung der Jordanschen
Normalform werden im Folgenden einige Begriffe aus Mathematik 2 für ET wiederholt.

Das charakteristische Polynom det (A− λE) der Matrix A habe m verschiedene Wur-
zeln λ1, . . . , λm ∈ C mit den entsprechenden Vielfachheiten n1, . . . , nm. Dann bezeichnet
die Zahl nj die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes λj, j = 1, . . . ,m und die geome-
trische Vielfachheit gj des Eigenwertes λj, j = 1, . . . ,m ist definiert als die Dimension des
Eigenraumes zum Eigenwert λj, d. h. gj = dim (Kern (A− λjE)). Für die geometrische
Vielfachheit gj eines Eigenwertes λj gilt 1 ≤ gj ≤ nj.
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Zustandstransformation

Original

Problem
V

Transformiertes

Problem

Lösung im

Originalbereich
V−1

Lösung im

transformierten

Bereich

inverse

Zustandstransformation

Abbildung 3.1.: Zur regulären Zustandstransformation.

3.2.1. Diagonalform

Eine (n× n)-Matrix A lässt sich nun genau dann durch eine Ähnlichkeitstransformation
auf Diagonalform transformieren, wenn für jeden Eigenwert die geometrische und die al-
gebraische Vielfachheit gleich sind. In diesem Fall spannen die Eigenvektoren der Matrix
A den Rn bzw. Cn auf und bilden eine Eigenbasis der Matrix A. Die Ähnlichkeitstransfor-

mation auf Diagonalform erfolgt über die Transformationsmatrix V =
[

v1 v2 . . . vn

]

deren Spaltenvektoren die Eigenvektoren von A sind. Liegt die Dynamikmatrix Ã =
V−1AV des transformierten Systems in Diagonalform

Ã =










d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · dn










(3.9)

vor, so kann man die transformierte Transitionsmatrix gemäß (2.22) direkt in der Form

Φ̃ (t) =










exp (d1t) 0 · · · 0

0 exp (d2t) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · exp (dnt)










(3.10)

berechnen und die Transitionsmatrix des Originalproblems erhält man aus (3.8). Beachten
Sie, dass die Diagonalelemente di, i = 1, . . . , n gerade den Eigenwerten von A entsprechen.
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Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass für den Fall einer (n× n)-Matrix A mit n paarwei-
se verschiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λn die zugehörigen Eigenvektoren v1, . . . ,vn

linear unabhängig sind und damit eine Eigenbasis von A bilden.
Hinweis: Führen Sie den Beweis durch Widerspruch.

Beispiel 3.1. Als Beispiel betrachte man das autonome lineare zeitinvariante System

ẋ = Ax =







3 2 −2

0 1 0

0 0 1







x, x (0) = x0 . (3.11)

Die Eigenwerte der Dynamikmatrix A lauten λ1 = 3 mit der algebraischen Vielfach-
heit 1 und λ2 = 1 mit der algebraischen Vielfachheit 2. Wegen rang (A− λ1E) = 2
und rang (A− λ2E) = 1 folgt unmittelbar die geometrische Vielfachheit von λ1 zu 1
und von λ2 zu 2. Da die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten von λ1 und
λ2 gleich sind, existiert eine Eigenbasis der Matrix A. Der Eigenvektor zu λ1 = 3
folgt aus

(A− λ1E) v1 =







0 2 −2

0 −2 0

0 0 −2







v1 = 0 (3.12)

zu vT
1 =

[

1 0 0
]

und die Eigenvektoren zu λ2 = 1 errechnen sich aus

(A− λ2E) vk =







2 2 −2

0 0 0

0 0 0







vk = 0, k = 2, 3 (3.13)

zu vT
2 =

[

0 1 1
]

und vT
3 =

[

−1 1 0
]

. Mit der Transformationsmatrix

V =
[

v1 v2 v3

]

=







1 0 −1

0 1 1

0 1 0







(3.14)

ergibt sich das System (3.11) im transformierten Zustand z (t) = V−1x (t) zu

ż = V−1AVz = Ãz =







3 0 0

0 1 0

0 0 1







z, z (0) = z0 = V−1x0 . (3.15)
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Die Transitionsmatrix des transformierten Systems (3.15) lautet dann

Φ̃ (t) =







exp (3t) 0 0

0 exp (t) 0

0 0 exp (t)







(3.16)

und damit errechnet sich die Transitionsmatrix des Originalsystems (3.11) zu

Φ (t) = VΦ̃ (t) V−1 =







exp (3t) exp (3t)− exp (t) exp (t)− exp (3t)

0 exp (t) 0

0 0 exp (t)







. (3.17)

3.2.2. Notwendigkeit von Hauptvektoren

Ist für einen Eigenwert λj die geometrische Vielfachheit gj echt kleiner als die algebraische
Vielfachheit nj, so muss man zusätzlich zu den Eigenvektoren die entsprechenden Haupt-
vektoren berechnen. Die Gesamtheit aller Eigen- und Hauptvektoren zu einem Eigenwert
λj nennt man den algebraischen Eigenraum, dessen Dimension gleich der algebraischen
Vielfachheit nj des Eigenwertes λj ist.

Angenommen, λ sei ein Eigenwert der (n× n)-Matrix A mit der algebraischen Viel-
fachheit n und der geometrischen Vielfachheit 1. Neben dem Eigenvektor v1, der defini-
tionsgemäß die Beziehung

(A− λE) v1 = 0 (3.18)

erfüllt, existieren in diesem Fall (n− 1) linear unabhängige Hauptvektoren vj , j = 2, . . . , n,
die Lösungen der Gleichungen

(A− λE) vj+1 = vj , j = 1, 2, . . . , n − 1 (3.19)

sind. Aus (3.18) und (3.19) folgt nun unmittelbar die Beziehung

A
[

v1 v2 . . . vn

]

= λ
[

v1 v2 . . . vn

]

+
[

0 v1 v2 . . . vn−1

]

(3.20)

bzw. in Matrixschreibweise
AV = V (λE + N)

︸ ︷︷ ︸

=S

(3.21)

mit V =
[

v1 v2 . . . vn

]

und der (n× n)-Matrix

N =













0 1 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 0 0













. (3.22)
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Die Matrix N hat nun eine ganz spezielle Struktur, sie ist nämlich nilpotent der Ordnung
n. Dazu folgende Definition:

Definition 3.1 (Nilpotente Matrix). Man nennt eine (n× n)-Matrix N nilpotent
der Ordnung k, wenn gilt Nk−1 6= 0 und Nk = 0.

Man erkennt unmittelbar aus (3.21), dass sich durch die Wahl der Transformationsma-
trix V mit dem Eigenvektor und den zugehörigen Hauptvektoren als Spalten die Dyna-
mikmatrix Ã des transformierten Systems zu

Ã = V−1AV = S =













λ 1 · · · 0 0

0 λ · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · λ 1

0 0 · · · 0 λ













(3.23)

ergibt.
Die Transitionsmatrix Φ̃ (t) des transformierten Systems mit der Dynamikmatrix Ã =

S von (3.23) lässt sich sehr einfach in geschlossener Form

Φ̃ (t) = exp ((λE + N) t) = exp (λEt) exp (Nt)
︸ ︷︷ ︸

(∗)

= exp (λEt)

(

E + Nt+ . . .+
Nn−1tn−1

(n− 1)!

) (3.24)

bzw.

Φ̃ (t) = e(λt)



























1 t
t2

2!
· · · tn−1

(n− 1)!

0 1 t · · · tn−2

(n− 2)!
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · · · · t

0 0 · · · · · · 1



























(3.25)

anschreiben. Man beachte, dass die Gleichung (*) in (3.24) nur deshalb gilt, da die Ma-
trizen E und N kommutieren, d. h., die Beziehung EN = NE erfüllen.

Lösen Sie dazu folgende Aufgabe.

Aufgabe 3.3. Zeigen Sie, dass

exp ((A1 + A2) t) = exp (A1t) exp (A2t)

gilt, wenn die beiden Matrizen A1 und A2 die Bedingung A1A2 = A2A1 erfüllen.
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Lösung von Aufgabe 3.3. Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich

Aufgabe 3.4. Transformieren Sie das System

ẋ =







0 −2 −1

1 2 1

0 1 1







x

auf die Form von (3.23). Berechnen Sie anschließend die Transitionsmatrix.

Lösung von Aufgabe 3.4. Die Transformationsmatrix V und die Dynamikmatrix Ã

des transformierten Systems lauten

V =







−1 −2 1

0 1 1

1 1 −1







und Ã =







1 1 0

0 1 1

0 0 1







.

Kontrollieren Sie die Transitionsmatrix mit Maple mit Hilfe des Befehls MatrixEx-

ponential im LinearAlgebra-package.

3.2.3. Reelle Jordansche Normalform

Man überzeugt sich leicht, dass eine (n× n)-Matrix A mit reellen Koeffizienten nur Eigen-
werte besitzen kann, die entweder reell oder konjugiert komplex sind. Man kann natürlich
die soeben besprochene Methode der Diagonalisierung bzw. die Konstruktion der Haupt-
vektoren auch für Systeme mit konjugiert komplexen Eigenwerten anwenden. Es sei aber
an dieser Stelle angemerkt, dass in diesem Fall sowohl die Transformationsmatrix V als
auch die transformierte Dynamikmatrix Ã komplexwertige Matrizen sind. Dies stört zwar
nicht Weiters, doch besteht oft der Wunsch, dass die Matrizen des transformierten Sys-

tems
(

Ã, B̃, C̃, D̃
)

von (3.3) ebenfalls reellwertig sind. Wie diese Transformation dann

im Detail aussieht, wird im Folgenden anhand einer Dynamikmatrix A besprochen, die
r = n/2 paarweise verschiedene konjugiert komplexe Eigenwerte der Form λj = αj + Iβj

mit dem konjugiert komplexen λ∗j = αj − Iβj, j = 1, . . . , r besitzt. Es gilt nun folgender
Satz:

Satz 3.1. Besitzt eine Matrix A einen konjugiert komplexen Eigenwert, dann sind
auch die zugehörigen Eigenvektoren konjugiert komplex.

Aufgabe 3.5. Beweisen Sie Satz 3.1.
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Wählt man als Transformationsmatrix V die mit der regulären Matrix T von rechts
multiplizierte Matrix V̄ der konjugiert komplexen Eigenvektoren

V =
[

v1 v∗1 . . . vr v∗r

]

︸ ︷︷ ︸

V̄

T

=






1

2
(v1 + v∗1)

︸ ︷︷ ︸

Re(v1)

I

2
(v∗1 − v1)

︸ ︷︷ ︸

Im(v1)

. . .
1

2
(vr + v∗r)

︸ ︷︷ ︸

Re(vr)

I

2
(v∗r − vr)

︸ ︷︷ ︸

Im(vr)






(3.26)

mit

T =
1

2













1 −I · · · 0 0

1 I · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −I

0 0 · · · 1 I













, T−1 =













1 1 · · · 0 0

I −I · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 1

0 0 · · · I −I













, (3.27)

dann errechnet sich die Dynamikmatrix Ã des transformierten Systems zu

Ã = V−1AV = T−1 V̄−1AV̄
︸ ︷︷ ︸

=Λ

T = Ω (3.28)

bzw.

Ω = T−1













α1 + Iβ1 0 · · · 0 0

0 α1 − Iβ1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · αr + Iβr 0

0 0 · · · 0 αr − Iβr













︸ ︷︷ ︸

Λ

T

=













α1 β1 · · · 0 0

−β1 α1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · αr βr

0 0 · · · −βr αr













.

(3.29)

Die Transitionsmatrix Φ̃ (t) des transformierten Systems mit der Dynamikmatrix Ã =
Ω von (3.29) lässt sich sehr einfach in geschlossener Form angeben

Φ̃ (t) = exp (Ωt) =













eα1t cos (β1t) eα1t sin (β1t) · · · 0 0

−eα1t sin (β1t) eα1t cos (β1t) · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · eαrt cos (βrt) eαrt sin (βrt)

0 0 · · · −eαrt sin (βrt) eαrt cos (βrt)













.

(3.30)
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Aufgabe 3.6. Berechnen Sie die Transitionsmatrix Φ (t) des Systems

ẋ =

[

1 1

−4 1

]

x .

Lösung von Aufgabe 3.6. Transitionsmatrix

Φ (t) =

[

exp (t) cos (2t) 1
2 exp (t) sin (2t)

−2 exp (t) sin (2t) exp (t) cos (2t)

]

3.2.4. Zusammenfassung

Die Ergebnisse der Abschnitte 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3 lassen sich nun wie folgt für ein
allgemeines lineares, zeitinvariantes System (3.2) kombinieren.

Satz 3.2 (Reelle Jordansche Normalform). Es sei die reellwertige (n× n)-Matrix
A die Dynamikmatrix des linearen, zeitinvarianten Systems (3.2). Angenommen, A

habe k reelle und (n− k) /2 konjugiert komplexe Eigenwerte. Dann existiert eine
reguläre Zustandstransformation der Form (3.1)

V =
[

v1 . . . vk Re (vk+1) Im (vk+1) . . . Re (vr) Im (vr)
]

(3.31)

bestehend aus linear unabhängigen (komplexwertigen) Eigen- und Hauptvektoren vj ,
j = 1, . . . , r mit r = (n+ k) /2 so, dass die Dynamikmatrix des transformierten
Systems folgende Form

Ã = V−1AV =










J1 0 · · · 0

0 J2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Jl










(3.32)

annimmt. Dabei bezeichnen Ji, i = 1, . . . , l die so genannten Jordanblöcke, deren
Struktur für reelle Eigenwerte λi in der Form

Ji =













λi 1 · · · 0 0

0 λi · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · λi 1

0 0 · · · 0 λi













(3.33)
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bzw. für konjugiert komplexe Eigenwerte αi ± Iβi in der Form

Ji =













W E2 · · · 0 0

0 W · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · W E2

0 0 · · · 0 W













(3.34)

mit

W =

[

αi βi

−βi αi

]

und E2 =

[

1 0

0 1

]

(3.35)

gegeben ist.

Beispiel 3.2. Als Beispiel betrachte man das System

ẋ =












2 −2 −6 −8 −10

−3
2 4 8 12 15

6 4 1 0 0

−7
2 −4 −9

4 −3 0

0 0 0 0 −3












x (3.36)

mit dem reellen Eigenwert λ1 = −3 der algebraischen Vielfachheit 1 und dem kon-
jugiert komplexen Eigenwert λ2 = 1 ± I2 der algebraischen Vielfachheit 2 und geo-
metrischen Vielfachheit 1. Der Eigenvektor zu λ1 = −3 lautet

vT
1 =

[

0 0 0 −5
4 1

]

, (3.37)

und der Eigenvektor zu λ2 = 1 + I2 ergibt sich zu

vT
2 =

[

−2
3 1 0 −1

3 + I1
6 0

]

. (3.38)

Den Hauptvektor v3 erhält man aus der Beziehung (3.19) mit

(A− λ2E) v3 = v2 (3.39)

zu
vT

3 =
[

−8
9 1 I2

3 − 5
18 − I 5

18 0
]

. (3.40)
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Damit lautet die Transformationsmatrix V

V =
[

v1 Re (v2) Im (v2) Re (v3) Im (v3)
]

=












0 −2
3 0 −8

9 0

0 1 0 1 0

0 0 0 0 2
3

−5
4 −1

3
1
6 − 5

18 − 5
18

1 0 0 0 0












(3.41)

und die transformierte Dynamikmatrix in der reellen Jordanschen Normalform er-
rechnet sich zu

Ã = V−1AV =







λ1 0 0

0 W E2

0 0 W







︸ ︷︷ ︸

W=

[

Re (λ2) Im (λ2)

− Im (λ2) Re (λ2)

]

=












−3 0 0 0 0

0 1 2 1 0

0 −2 1 0 1

0 0 0 1 2

0 0 0 −2 1












. (3.42)

Aus den Überlegungen der Abschnitte 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3 folgt die Transitionsma-
trix des transformierten Systems zu

Φ̃ (t) =












e−3t 0 0 0 0

0 et cos (2t) et sin (2t) tet cos (2t) tet sin (2t)

0 −et sin (2t) et cos (2t) −tet sin (2t) tet cos (2t)

0 0 0 et cos (2t) et sin (2t)

0 0 0 −et sin (2t) et cos (2t)












(3.43)

bzw. für das Originalsystem (3.36) nach (3.8)

Φ (t) = VΦ̃ (t) V−1 (3.44)

mit V von (3.41).

Aufgabe 3.7. Berechnen Sie die reelle Jordansche Normalform des Systems

ẋ =










2 1 4 0

0 2 1 −1

0 0 2 1

0 0 0 2










x .
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Lösung von Aufgabe 3.7. Die Jordansche Normalform ergibt sich zu

Ã = V−1AV =










2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2










Aufgabe 3.8. Berechnen Sie die reelle Jordansche Normalform des Systems

ẋ =










2 1 4 0

0 2 1 0

0 0 2 0

0 0 0 2










x .

Lösung von Aufgabe 3.8. Die Jordansche Normalform ergibt sich zu

Ã = V−1AV =










2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 0

0 0 0 2










3.3. Allgemeines Lösungsverhalten

Aus dem bisher Gesagten lässt sich auf einfache Art und Weise das Lösungsverhalten
eines linearen, zeitinvarianten autonomen Systems der Form

ẋ = Ax, x (0) = x0 (3.45)

angeben.

Satz 3.3. Jede Lösung xj (t), j = 1, . . . , n des Systems (3.45) ist eine Linearkombi-
nation der Funktionen

tk1eλt, tk2eαt cos (βt) und tk3eαt sin (βt) (3.46)

für die reellen Eigenwerte λ, die konjugiert komplexen Eigenwerte α± Iβ und k1, k2,
k3 = 0, . . . , (r − 1) mit r als der jeweiligen Dimension der Jordanblöcke.

Aus Satz 3.3 kann man schließen, dass die Trajektorien eines linearen zeitkontinuier-
lichen Systems der Form (3.45) weder in endlicher Zeit nach Null noch nach Unendlich
streben können. Dies gilt nicht für nichtlineare und zeitdiskrete Systeme.

Als direkte Konsequenz von Satz 3.3 lässt sich noch folgender Satz angeben:

Vorlesung und Übung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut für Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.3. Allgemeines Lösungsverhalten Seite 53

Satz 3.4 (Globale asymptotische Stabilität). Für alle Anfangswerte x0 ∈ Rn gilt
genau dann

lim
t→∞

x (t) = lim
t→∞

Φ (t) x0 = 0 , (3.47)

wenn alle Eigenwerte der Matrix A negativen Realteil besitzen. Man sagt dann auch,
die Ruhelage xR = 0 ist global asymptotisch stabil.

Aufgabe 3.9. Beweisen Sie Satz 3.4.

Aufgabe 3.10. Ist die Ruhelage xR = 0 des Systems

ẋ =







1 2 0

0 5 6

1 0 −1







x

global asymptotisch stabil?

Lösung von Aufgabe 3.10. Nein

Aufgabe 3.11. Ist die Ruhelage xR = 0 des Systems

ẋ =

[

1 −2

−2 4

]

x

global asymptotisch stabil?

Lösung von Aufgabe 3.11. Nein

Zur geometrischen Interpretation des Eigenvektors wird im Folgenden der Begriff eines
invarianten Unterraums definiert.

Definition 3.2. Es sei V ein linearer Unterraum des Rn mit der Basis
{

r1 . . . rk

}

.

Man nennt V invariant gegenüber einer (n× n)-Matrix A, wenn für alle x ∈ V auch
Ax ∈ V gilt.

Aus der Definition des Eigenvektors Avj = λjvj zu einem Eigenwert λj sieht man
unmittelbar, dass vj invariant gegenüber A ist. Mit anderen Worten heißt dies, dass
wenn man mit einem Anfangswert x0 auf einem Eigenvektor startet, also z. B.

x0 = γ0v1, γ0 ∈ R , (3.48)

dann verbleibt die Trajektorie für alle Zeiten in dieser Richtung des Eigenvektors, d. h.
die Lösung hat die Form

x (t) = γ (t) v1 . (3.49)

Vorlesung und Übung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut für Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.4. Eingangs-Ausgangsverhalten Seite 54

Um dies zu zeigen, setzt man (3.49) in das System (3.45) ein und erhält

γ̇ (t) v1 = γ (t) Av1 = γ (t)λ1v1 (3.50)

bzw.
(
γ̇ (t)− γ (t)λ1

)
v1 = 0 . (3.51)

Da der Eigenvektor v1 6= 0 ist, muss demnach gelten

γ̇ (t) = γ (t)λ1 (3.52)

bzw.
γ (t) = γ0 exp (λ1t) . (3.53)

Dies bedeutet, dass sich das System entlang eines Eigenvektors durch eine gewöhnliche
Differentialgleichung erster Ordnung beschreiben lässt. Die spezielle Lösung (3.49) mit
(3.53)

x (t) = γ0 exp (λ1t) v1 (3.54)

wird auch als Eigenschwingung des Systems (3.45) bezeichnet.

Beispiel 3.3. Als Beispiel betrachte man folgendes System zweiter Ordnung

ẋ = Ax =

[

1.4 −1.2

−1.2 −0.4

]

x . (3.55)

Die Eigenwerte der Dynamikmatrix A errechnen sich zu λ1 = −1 und λ2 = 2, die
Eigenvektoren lauten

v1 =

[

−0.447

−0.894

]

(3.56a)

v2 =

[

−0.894

0.447

]

(3.56b)

und die zugehörige Jordansche Normalform ergibt sich zu

Ã = V−1AV =

[

−1 0

0 2

]

. (3.57)

Abbildung 3.2 zeigt den Verlauf der Trajektorien mit den zugehörigen Eigenvektoren
v1 und v2.

3.4. Eingangs-Ausgangsverhalten

Neben der bisher behandelten mathematischen Formulierung linearer, zeitinvarianter Sys-
teme in Form von Zustandsdifferentialgleichungen und Ausgangsgleichungen (siehe (3.2))
ist sehr häufig eine Beschreibung des Systemverhaltens vom Eingang u ∈ Rp zum Aus-
gang y ∈ Rq ohne Kenntnis des Zustandes x ∈ Rn gewünscht. Wie im Folgenden gezeigt
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3
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1
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- 3
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x
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Abbildung 3.2.: Verlauf der Trajektorien für λ1 = −1 und λ2 = 2.

wird, kann dieses so genannte Eingangs-Ausgangsverhalten in Form von Übertragungs-
funktionen im Eingrößenfall (p = q = 1) bzw. Übertragungsmatrizen im Mehrgrößenfall
beschrieben werden. Die hierfür erforderlichen Grundlagen der Laplace-Transformation
L wurden bereits in Signale und Systeme 1 (Kapitel 7) besprochen und sind der Voll-
ständigkeit halber im Anhang A nochmals zusammengefasst. Im weiteren Verlauf des
Skriptums werden Laplace-transformierte Zeitsignale immer mit einem ˆ versehen, d. h.
L
(
f (t)

)
= f̂ (s).

3.4.1. Übertragungsfunktion

Wendet man die Laplace-Transformation auf das lineare zeitinvariante Eingrößensystem

ẋ = Ax + bu, x (0) = x0 (3.58a)

y = cTx + du (3.58b)

mit dem Zustand x ∈ Rn, dem skalaren Eingang u ∈ R und dem skalaren Ausgang y ∈ R

an, so erhält man

sx̂ (s)− x0 = Ax̂ (s) + bû (s) (3.59a)

ŷ (s) = cTx̂ (s) + dû (s) . (3.59b)
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Berechnet man nun aus (3.59a) die Größe x̂ (s)

x̂ (s) = (sE−A)−1
x0 + (sE−A)−1

bû (s) (3.60)

und setzt dies in (3.59b) ein, ergibt sich

ŷ (s) = cT (sE−A)−1
x0 +

(

cT (sE−A)−1
b + d

)

û (s) . (3.61)

Daraus lässt sich unmittelbar der Begriff der Übertragungsfunktion definieren:

Definition 3.3 (Übertragungsfunktion). Für das lineare zeitinvariante Eingrößen-
system von (3.58) mit dem Zustand x ∈ Rn, der Eingangsgröße u ∈ R und der
Ausgangsgröße y ∈ R gelte x0 = 0. Die von der speziellen Wahl von u unabhängige
Funktion G(s)

ŷ (s) = G (s) û (s) (3.62)

heißt Übertragungsfunktion von (3.58).

Im Abschnitt 2.4, Satz 2.4, haben wir festgestellt, dass sich die allgemeine Lösung von
(3.58) in der Form

x (t) = Φ (t) x0 +
∫ t

0
Φ (t− τ) bu (τ) dτ (3.63a)

y (t) = cTx (t) + du (t) (3.63b)

mit der Transitionsmatrix Φ (t) anschreiben lässt. Wendet man nun auf die erste Zeile
von (3.63) die Laplace-Transformation an, so ergibt sich unter Verwendung des Faltungs-
satzes X aus Anhang A die Beziehung

x̂ (s) = Φ̂ (s) x0 + Φ̂ (s) bû (s) . (3.64)

Durch Vergleich von (3.60) mit (3.64) zeigt sich unmittelbar, dass sich die Laplace-
Transformierte der Transitionsmatrix Φ (t) in der Form

Φ̂ (s) = (sE−A)−1 (3.65)

errechnet.

Aufgabe 3.12. Berechnen Sie die Transitionsmatrix Φ (t) des Systems

ẋ =

[

1 1

−4 1

]

x

mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Lösung von Aufgabe 3.12. Transitionsmatrix

Φ (t) =

[

exp (t) cos (2t) 1
2 exp (t) sin (2t)

−2 exp (t) sin (2t) exp (t) cos (2t)

]
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Damit ist neben der im vorigen Kapitel diskutierten Transformation auf Jordansche
Normalform eine weitere Möglichkeit zur effizienten Berechnung der Transitionsmatrix
gegeben.

Satz 3.5 (Übertragungsfunktion). Die Übertragungsfunktion G (s) des linearen, zei-
tinvarianten Eingrößensystems (3.58) errechnet sich zu

G (s) =
z (s)

n (s)
= cT (sE−A)−1

b + d (3.66)

mit den Polynomen z (s) und n (s). Sind die Polynome z (s), auch Zählerpolynom ge-
nannt, und n (s), auch Nennerpolynom genannt, teilerfremd, dann gilt grad (z (s)) ≤
grad (n (s)) ≤ n und die Nullstellen des Nennerpolynoms n (s), die so genannten Pole
der Übertragungsfunktion G (s), sind auch Eigenwerte der Matrix A. Die Umkeh-
rung gilt im Allgemeinen nicht. Der Grad des Nennerpolynoms grad (n (s)) gibt auch
die Ordnung der Übertragungsfunktion G (s) an.

Beweis. Den Beweis für die Beziehung (3.66) erhält man unmittelbar indem man in
(3.61) x0 = 0 setzt. Die Inverse der Matrix (sE−A) lässt sich in der Form

(sE−A)−1 =
adj (sE−A)

det (sE−A)
(3.67)

anschreiben, wobei mit adj (sE−A) die adjunkte Matrix der Matrix (sE−A) be-
zeichnet wird.
(Anmerkung: Die Elemente Aij der adjunkten Matrix adj (A) = [Aij ] einer Matrix
A = [aij ] entsprechen den Subdeterminanten der

(

(n− 1) × (n− 1)
)

-Matrizen von
A, die durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte hervorgehen, multipliziert
mit dem Faktor (−1)i+j .)
Setzt man (3.67) in die Übertragungsfunktion (3.66) ein

G (s) =
z (s)

n (s)
=

cT adj (sE−A) b + ddet (sE−A)

det (sE−A)
, (3.68)

erkennt man unmittelbar, dass

• die Pole der Übertragungsfunktion G (s) auch Eigenwerte der Matrix A sind,
da det (sE−A) dem charakteristischen Polynom der Matrix A entspricht,

• das Nennerpolynom n (s) von G (s) maximal die Ordnung n haben kann und

• der Grad des Zählerpolynoms z (s) kleiner oder gleich dem Grad des Nenner-
polynoms n (s) sein muss, da adj (sE−A) zufolge der Definition lediglich aus
Polynomen (n− 1)-ter Ordnung in s besteht.
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Aufgabe 3.13. Berechnen Sie die Übertragungsfunktion G (s) des linearisierten Zwei-
tanksystems von Aufgabe 2.18

d

dt

[

∆h1

∆h2

]

=
a2g

AqR

[

−1 0

1 −1

] [

∆h1

∆h2

]

+

[
1
A

0

]

∆q

∆q2 =
[

0 a2g
qR

]
[

∆h1

∆h2

]

mit der Eingangsgröße ∆q und der Ausgangsgröße ∆q2.

Lösung von Aufgabe 3.13. Die Übertragungsfunktion lautet

G (s) =
1

(

s
AqR

a2g
+ 1

)2 .

Aufgabe 3.14. Berechnen Sie die Übertragungsfunktion G (s) des elektrischen Sys-
tems von Abbildung 1.6 mit der Eingangsgröße u (t) und der Ausgangsgröße y (t).

Lösung von Aufgabe 3.14. Die Übertragungsfunktion lautet

G (s) = −1 + sCR2

sR1C
.

3.4.2. Zusammenschaltung von Übertragungsfunktionen

Mit Übertragungsfunktionen kann sehr einfach das Übertragungsverhalten zusammenge-
setzter Systeme aufgrund der Kenntnis des Übertragungsverhaltens ihrer Komponenten
bestimmt werden. Dazu betrachte man die Übertragungsfunktionen G1 (s) und G2 (s)
zweier Eingrößensysteme mit

ŷ1 = G1 (s) û1 (3.69a)

ŷ2 = G2 (s) û2 . (3.69b)

Als Hintereinanderschaltung oder Serienschaltung bezeichnet man das System von Ab-
bildung 3.3 mit der Eingangsgröße û = û1, der Ausgangsgröße ŷ = ŷ2 und der Zusam-
menschaltungsbedingung û2 = ŷ1.

Für das Gesamtsystem mit der Eingangsgröße u (t) und der Ausgangsgröße y (t) erhält
man die Übertragungsfunktion

G (s) =
ŷ

û
= G2 (s)G1 (s) . (3.70)

Man beachte, dass die Beziehung (3.70) nur dann gültig ist, wenn die Zusammenschaltung
von Abbildung 3.3 rückwirkungsfrei ist.
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u
u1 u2

y
y1 y2

G (s)

G1 (s) G2 (s)

Abbildung 3.3.: Serienschaltung zweier Übertragungsfunktionen.

u (t) y (t)

R R

CC CC G (s)u y

Abbildung 3.4.: Elektrisches Netzwerk.

Zur Erläuterung betrachte man das elektrische System von Abbildung 3.4. Die Über-
tragungsfunktion errechnet sich zu

G (s) =
ŷ

û
=

1

s2C2R2 + 3sCR+ 1
(3.71)

und dies entspricht offensichtlich nicht der Serienschaltung zweier Übertragungsfunkti-
onen G1 (s) nach Abbildung 3.5

G (s) 6= G1 (s)G1 (s) =
1

(sCR+ 1)2 . (3.72)

Der Grund liegt darin, dass die Zusammenschaltung zweier Netzwerke nach Abbil-
dung 3.5 nicht rückwirkungsfrei ist. Man kann die Rückwirkungsfreiheit beispielsweise
dadurch erreichen, dass man die Teilnetzwerke durch einen Spannungsfolger gemäß Ab-
bildung 3.6 trennt.

Als Parallelschaltung bezeichnet man das System von Abbildung 3.7 mit der Eingangs-
größe û1 = û2 = û und der Ausgangsgröße ŷ = ŷ1 + ŷ2. Für die Übertragungsfunktion
der Parallelschaltung folgt unmittelbar

G (s) =
ŷ

û
= G1 (s) +G2 (s) . (3.73)

Die so genannte Gegenkopplung (Mitkopplung) oder Rückkopplung mit negativem Vor-
zeichen (mit positivem Vorzeichen) ist in Abbildung 3.8 dargestellt. Die Übertragungs-

Vorlesung und Übung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut für Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.4. Eingangs-Ausgangsverhalten Seite 60

u1 (t) y1 (t)

R

CC G1 (s)u1 y1

Abbildung 3.5.: Teilnetzwerk von Abbildung 3.4.

u (t)
y (t)

R

R

CC
C

ideal

−

+

Abbildung 3.6.: Auftrennung der Teilnetzwerke durch einen Spannungsfolger.

funktion des Gesamtsystems mit der Eingangsgröße û = û1 + ŷ2, der Ausgangsgröße
ŷ = ŷ1 und der Zusammenschaltungsbedingung û2 = ŷ1 folgt zu

G (s) =
ŷ

û
= (1 +G1 (s)G2 (s))−1 G1 (s) . (3.74)

Aufgabe 3.15. Berechnen Sie die Übertragungsfunktionen Gr,y (s), Gr,u (s), Gd,y (s),
Gd,u (s), Gn,y (s) sowie Gn,u (s) des Regelkreises von Abbildung 3.9 mit der Füh-
rungsgröße r, der Störgröße d, dem Messrauschen n, der Stellgröße u und der Aus-
gangsgröße y. Beachten Sie, dass mit Gη,χ (s) die Übertragungsfunktion vom Eingang
η zum Ausgang χ gemeint ist.

Lösung von Aufgabe 3.15. (für drei Übertragungsfunktionen)

Gr,y =
V G1

1 +G1R
Gr,u =

V

1 +G1R
Gd,u =

−G2R

1 +G1R

3.4.3. Übertragungsmatrix

Im Mehrgrößenfall (p Eingänge und q Ausgänge) tritt an Stelle der Übertragungsfunkti-
on G (s) die so genannte Übertragungsmatrix G (s). Die Herleitung erfolgt vollkommen
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u

u1

u2

y

y1

y2

G (s)

G1 (s)

G2 (s)

Abbildung 3.7.: Parallelschaltung zweier Übertragungsfunktionen.

analog zur Übertragungsfunktion und wird wegen der Ähnlichkeit zu Abschnitt 3.4.1 re-
lativ kurz gehalten. Die Laplace-Transformation angewandt auf das lineare, zeitinvariante
System

ẋ = Ax + Bu, x (0) = x0 (3.75a)

y = Cx + Du (3.75b)

mit dem Zustand x ∈ Rn, dem Eingang u ∈ Rp und dem Ausgang y ∈ Rq ergibt

sx̂− x0 = Ax̂ + Bû (3.76a)

ŷ = Cx̂ + Dû . (3.76b)

Durch Elimination der Größe x̂ mit

x̂ = (sE−A)−1
Bû + (sE−A)−1

x0 (3.77)

folgt unmittelbar

ŷ =
(

C (sE−A)−1
B + D

)

û + C (sE−A)−1
x0 , (3.78)

und für x0 = 0 erhält man die (q × p)-Übertragungsmatrix

G (s) = C (sE−A)−1
B + D = CΦ̂ (s) B + D . (3.79)

Aufgabe 3.16. Betrachten Sie das elektromechanische System vom Abschnitt 1.4 mit
der Zustandsdifferentialgleichung (1.25) und der Ausgangsgleichung

y =

[

x

Mel

]

=

[

rϕ

kψF (iF ) iA

]

.
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u
u1

u2

y
y1

y2

−

G (s)

G1 (s)

G2 (s)

Abbildung 3.8.: Gegenkopplung zweier Übertragungsfunktionen.

Linearisieren Sie das System für ψF (iF ) = LF iF mit konstantem LF und uF = uF,R

um den Arbeitspunkt

uA,R =
RARFmgr

kLFuF,R
, iA,R =

RFmgr

kLFuF,R
, iF,R =

uF,R

RF
, ωR = 0, ϕR = const.

und berechnen Sie die Übertragungsmatrix G (s) des linearisierten Systems vom

Eingang ∆uT =
[

∆uA ∆uF

]

zum Ausgang ∆yT =
[

∆x ∆Mel

]

.

Lösung von Aufgabe 3.16. Die Übertragungsmatrix G (s) lautet

G (s) =





rkuF,RRF LF

sñ(s)
(sLA+RA)mgr2R3

F

s(sLF +RF )ñ(s)uF,R

skLF uF,RRF Θ̃
ñ(s)

s(sLA+RA)mgrR3

F
Θ̃

(sLF +RF )ñ(s)uF,R





mit

ñ (s) = s2R2
F Θ̃LA + sR2

F Θ̃RA + k2L2
Fu

2
F,R

Θ̃ =
(

ΘG + ΘT +mr2
)

.

Aufgabe 3.17. Zeigen Sie, dass äquivalente mathematische Beschreibungen eines li-

nearen, zeitinvarianten Systems (A,B,C,D) (siehe (3.2)) und
(

Ã, B̃, C̃, D̃
)

(siehe

(3.3)) die gleiche Übertragungsmatrix besitzen.

Man beachte, dass bei der Zusammenschaltung von Übertragungsmatrizen wegen der
Nichtkommutativität der Matrizenmultiplikation die Reihenfolge der Teilübertragungs-
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u

d

r y

n

−

R (s)

V (s) G1 (s)

G2 (s)

Abbildung 3.9.: Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden.

matrizen entscheidend ist. Die Ergebnisse für die Serienschaltung (3.70) sowie für die
Rückkopplung (3.74) von Abschnitt 3.4.2 wurden bereits so angeschrieben, dass sie auch
im Mehrgrößenfall gültig sind.

Aufgabe 3.18. Berechnen Sie die Übertragungsmatrix G (s) der Serienschaltung, der
Parallelschaltung und der Rückkopplung zweier Übertragungsmatrizen G1 (s) und
G2 (s). Wie müssen die Dimensionen der Matrizen aussehen, damit die einzelnen
Zusammenschaltungen überhaupt möglich sind.

3.5. Realisierungsproblem

Im Satz 3.5, im Speziellen (3.66), wurde gezeigt, dass es sehr einfach ist, zu einem line-
aren, zeitinvarianten Eingrößensystem (3.58) die Übertragungsfunktion G (s) zu berech-
nen. Unter dem Realisierungsproblem versteht man die umgekehrte Aufgabe, nämlich zu
einer gegebenen Übertragungsfunktion G (s) eine Zustandsdarstellung der Form (3.58)
mit den Größen A, b, c und d zu suchen. Jene Zustandsrealisierungen, die eine minimale
Anzahl von Zuständen haben, werden auch als Minimalrealisierung der Übertragungs-
funktion G (s) bezeichnet. Es sei an dieser Stelle nochmals betont, dass die Zustandsrea-
lisierung einer Übertragungsfunktion G (s) natürlich keinesfalls eindeutig ist (siehe dazu
auch Aufgabe 3.17).
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Satz 3.6 (Realisierbarkeit). Eine Übertragungsfunktion

G (s) =
z (s)

n (s)
(3.80)

mit dem Zähler- und Nennerpolynom z (s) und n (s) ist genau dann realisierbar, wenn
grad (z (s)) ≤ grad (n (s)) oder äquivalent dazu

lim
s→∞

|G (s)| <∞ (3.81)

gilt.

In der englischsprachigen Literatur bezeichnet man eine Übertragungsfunktion (3.80)
mit grad (z (s)) ≤ grad (n (s)) auch als proper bzw. für grad (z (s)) < grad (n (s)) als
strictly proper. Durch Polynomdivision von z (s) durch n (s) ist es unmittelbar einsichtig,
dass für grad (z (s)) > grad (n (s)) in der zugehörigen Zustandsdarstellung Ableitungen
der Eingangsgröße u auftreten müssen, und man somit nicht mehr direkt die Struktur
von (3.58) erhält. Um für G (s) von (3.80) eine Minimalrealisierung zu finden, müssen die
Polynome z (s) und n (s) teilerfremd sein.

Im Folgenden werden zwei kanonische Minimalrealisierungen der Übertragungsfunkti-
on

G (s) =
ŷ (s)

û (s)
=
z (s)

n (s)
=
b0 + b1s+ · · ·+ bn−1s

n−1 + bns
n

a0 + a1s+ · · ·+ an−1sn−1 + sn
(3.82)

angegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass die Polynome z (s) und n (s) teilerfremd sind,
und das Nennerpolynom monisch ist, d. h. der höchstwertigste Koeffizient von n (s) ist 1.
Führt man für (3.82) eine Polynomdivision in der Form

G (s) =
ŷ (s)

û (s)
=

(b0 − a0bn) + (b1 − a1bn) s+ · · ·+ (bn−1 − an−1bn) sn−1

a0 + a1s+ · · · + an−1sn−1 + sn
+ bn (3.83)

durch und vergleicht diesen Ausdruck mit (3.66), dann erhält man unmittelbar

d = bn . (3.84)

Für den echtrationalen Anteil von (3.83) folgt durch Ausmultiplizieren

a0 (ŷ − bnû) + a1s (ŷ − bnû) + . . .+ sn (ŷ − bnû)

= (b0 − a0bn) û+ (b1 − a1bn) sû+ · · · + (bn−1 − an−1bn) sn−1û
(3.85)

bzw. mit

x̂n = ŷ − bnû (3.86a)

b̃i = bi − aibn, i = 0, 1, . . . , n− 1 (3.86b)

folgt

a0x̂n + a1sx̂n + · · ·+ an−1s
n−1x̂n + snx̂n = b̃0û+ b̃1sû+ · · ·+ b̃n−1s

n−1û . (3.87)
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Formt man (3.87) in der Form

a0
1

sn
x̂n + a1

1

sn−1
x̂n + · · · + an−1

1

s
x̂n + x̂n = b̃0

1

sn
û+ b̃1

1

sn−1
û+ · · ·+ b̃n−1

1

s
û (3.88)

bzw.

x̂n = ((. . . ((
︸ ︷︷ ︸

n mal

(b̃0û− a0x̂n)
1

s
+ b̃1û− a1x̂n)

1

s
+ . . . )

1

s
+ b̃n−1û− an−1x̂n)

1

s
︸ ︷︷ ︸

n mal

(3.89)

um und führt die Größen

x̂1 =
1

s

(

b̃0û− a0x̂n

)

(3.90a)

x̂2 =
1

s

(

x̂1 + b̃1û− a1x̂n

)

(3.90b)

...

x̂n =
1

s

(

x̂n−1 + b̃n−1û− an−1x̂n

)

(3.90c)

ein, so erhält man unmittelbar das System

s













x̂1

x̂2

...

x̂n−1

x̂n













︸ ︷︷ ︸

x̂

=














0 . . . . . . 0 −a0

1 0 . . . 0 −a1

... 1
. . .

...
...

0 0
. . . 0 −an−2

0 0 . . . 1 −an−1














︸ ︷︷ ︸

A













x̂1

x̂2

...

x̂n−1

x̂n













︸ ︷︷ ︸

x̂

+













b̃0

b̃1

...

b̃n−2

b̃n−1













︸ ︷︷ ︸

b

û (3.91a)

ŷ =
[

0 0 . . . 0 1
]

︸ ︷︷ ︸

cT













x̂1

x̂2

...

x̂n−1

x̂n













︸ ︷︷ ︸

x̂

+ bn
︸︷︷︸

d

û . (3.91b)

Durch die inverse Laplace-Transformation von (3.91) ist aber unmittelbar eine Zu-
standsrealisierung der Übertragungsfunktion G (s) von (3.82) gefunden. Man nennt diese
Realisierung auch 2-te Standardform oder Beobachtbarkeitsnormalform. Abbildung 3.10
zeigt das zugehörige Strukturschaltbild.

Die Übertragungsfunktion G (s) als skalare rationale Funktion in s bleibt unverändert,
wenn man sie transponiert, d. h.

G (s) = cT (sE−A)−1
b + d =

(

cT (sE−A)−1
b + d

)T
= bT

(

sE−AT
)−1

c + d .

(3.92)

Vorlesung und Übung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut für Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.5. Realisierungsproblem Seite 66

u

y

b̃0 b̃1

a0 a1

1
s

1
s

1
s

x1 x2

b̃n−1 bn

an−1

xn−1 xn

−−−

Abbildung 3.10.: Beobachtbarkeitsnormalform oder 2-te Standardform.

Gleichung (3.92) besagt offensichtlich, dass das Eingrößensystem (3.58) und

ẋ = ATx + cu , x (0) = x0 (3.93a)

y = bTx + du (3.93b)

die gleiche Übertragungsfunktion G (s) haben. Das System (3.93) nennt man auch das zu
(3.58) duale System. Wendet man dies auf (3.91) an, erhält man die Realisierung

s













x̂1

x̂2

...

x̂n−1

x̂n













︸ ︷︷ ︸

x̂

=













0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 . . . 0 1

−a0 −a1 . . . −an−2 −an−1













︸ ︷︷ ︸

AT













x̂1

x̂2

...

x̂n−1

x̂n













︸ ︷︷ ︸

x̂

+













0

0
...

0

1













︸︷︷︸

c

û (3.94a)

ŷ =
[

b̃0 b̃1 . . . b̃n−2 b̃n−1

]

︸ ︷︷ ︸

bT













x̂1

x̂2

...

x̂n−1

x̂n













︸ ︷︷ ︸

x̂

+ bn
︸︷︷︸

d

û . (3.94b)

Das zugehörige Strukturschaltbild ist Abbildung 3.11 zu entnehmen. Die Form (3.94)
heißt auch 1-te Standardform oder Steuerbarkeitsnormalform.
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1
s

1
s

1
s

x1x2

b̃n−1bn

an−1

xn−1xn

Abbildung 3.11.: Steuerbarkeitsnormalform oder 1-te Standardform.

Als Beispiel bestimme man für die Übertragungsfunktion

G (s) =
ŷ

û
=

s3 + 2s

(s− 1)(−2 + 3s)(s+ 1)
(3.95)

die 1-te Standardform. Dazu zerlegt man die Übertragungsfunktion in einen konstanten
und einen echt rationalen Anteil in der Form

G (s) =
1
3s

3 + 2
3s

s3 − 2
3s

2 − s+ 2
3

=
2
3s− 1

3

(

−2
3s

2 − s+ 2
3

)

s3 − 2
3s

2 − s+ 2
3

+
1

3
=

2
9s

2 + s− 2
9

s3 − 2
3s

2 − s+ 2
3

+
1

3
. (3.96)

Die 1-te Standardform lässt sich nun unmittelbar aus (3.96) ablesen

d

dt







x1

x2

x3







=







0 1 0

0 0 1

−2
3 1 2

3













x1

x2

x3







+







0

0

1






u (3.97a)

y =
[

−2
9 1 2

9

]







x1

x2

x3







+
1

3
u . (3.97b)

Aufgabe 3.19. Bestimmen Sie die 2-te Standardform für die Übertragungsfunktion

G (s) =
ŷ

û
=

−3s+ 1

2s2 + 3s+ 1
.
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Lösung von Aufgabe 3.19. Die 2-te Standardform lautet

d

dt

[

x1

x2

]

=

[

0 −1
2

1 −3
2

] [

x1

x2

]

+

[
1
2
−3
2

]

u

y =
[

0 1
]
[

x1

x2

]

.

Aufgabe 3.20. Starten Sie das Programm Matlab und tippen Sie help control ein.
Studieren Sie die Befehle tf, tfdata, canon, ss2tf, tf2ss, feedback etc.

3.6. BIBO-Stabilität

Die globale asymptotische Stabilität der Ruhelage nach Satz 3.4 bezieht sich auf ein li-
neares, zeitinvariantes, autonomes System. Mit Hilfe der so genannten BIBO-Stabilität
(BIBO - Bounded Input Bounded Output) lässt sich die Stabilität des Eingangs-Aus-
gangsverhaltens eines linearen, zeitinvarianten Systems der Form (3.58) beurteilen.

Definition 3.4 (BIBO-Stabilität). Für ein lineares, zeitinvariantes Eingrößensystem
(3.58) mit der Eingangsgröße u und der Ausgangsgröße y gelte x0 = 0. Das System
heißt BIBO-stabil, wenn zu jeder beschränkten Eingangsfunktion u (t) eine beschränkte
Ausgangsfunktion y (t) gehört, d. h. zu jedem finiten a > 0 mit |u (t)| ≤ a existiert
ein finites b > 0 so, dass |y (t)| ≤ b gilt.

Die BIBO-Stabilität lässt sich nun sehr einfach anhand der so genannten Impulsantwort

g (t) =
∫ t

0
g (τ) δ (t− τ) dτ = L−1 (G (s) 1) = cTΦ (t) b , t > 0 (3.98)

der Übertragungsfunktion

G (s) = cT (sE−A)−1
b

︸ ︷︷ ︸

ĝ(s)

+d (3.99)

mit δ (t) als der Dirac Delta-Funktion (siehe Anhang A) überprüfen – es gilt nämlich
folgender Satz:

Satz 3.7 (BIBO-Stabilität anhand der Impulsantwort). Ein lineares, zeitinvariantes
Eingrößensystem der Form (3.58) ist genau dann BIBO-stabil, wenn die Impulsant-
wort g (t) nach (3.98) absolut integrabel ist, d. h. die Ungleichung

∫ ∞

0
|g (t)| dt <∞ (3.100)

erfüllt ist.

Beweis: siehe Anhang C
Eine weitere Möglichkeit zur Überprüfung der BIBO-Stabilität erfolgt über die Über-

tragungsfunktion G (s) von (3.66).
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Satz 3.8 (BIBO-Stabilität anhand der Übertragungsfunktion). Ein lineares, zeitin-
variantes Eingrößensystem der Form (3.58) ist genau dann BIBO-stabil, wenn für
alle Pole si = αi + Iωi der zugehörigen Übertragungsfunktion G (s) von (3.66) gilt

Re (si) = αi < 0 . (3.101)

Beweis: siehe Anhang C
Da nach Satz 3.5 jeder Pol von G (s) ein Eigenwert der Dynamikmatrix A ist folgt aus

der globalen asymptotischen Stabilität der Ruhelage xR = 0 des autonomen Systems ẋ =
Ax (siehe Satz 3.4), dass das System auch BIBO-stabil ist. Die Umkehrung gilt nur dann,
wenn die Ordnung der Übertragungsfunktion G (s) und die des Systems übereinstimmen.

Aufgabe 3.21. Geben Sie für das nicht BIBO-stabile, lineare, zeitinvariante Eingrö-
ßensystem mit der Übertragungsfunktion

G (s) =
ŷ

û
=

1

s2 + 1

eine beschränkte Eingangsgröße u (t) so an, dass die Ausgangsgröße y (t) unbe-
schränkt ist.

Lösung von Aufgabe 3.21.
u (t) = A sin (t)

Aufgabe 3.22. Überprüfen Sie anhand der Sätze 3.7 und 3.8, ob die Übertragungs-
funktionen

G1 (s) =
1

s
, G2 (s) =

s− 1

s+ 2
, G3 (s) = s , G4 (s) =

s

s2 + s+ 1

BIBO-stabil sind.

Lösung von Aufgabe 3.22. G1 (s), G3 (s) sind nicht BIBO-stabil; G2 (s), G4 (s) sind
BIBO-stabil.

Aufgabe 3.23. Ist das System

d

dt







x1

x2

x3







=







0 1 0

0 0 1

−2 −3 −1













x1

x2

x3







+







1

0

1






u

y =
[

0 1 0
]







x1

x2

x3







+
1

3
u

BIBO-stabil?
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Lösung von Aufgabe 3.23. Ja.

3.7. Kontinuierlicher Frequenzgang

Schaltet man auf ein lineares zeitinvariantes System mit der Übertragungsfunktion G (s)
eine harmonische Eingangsgröße der Form

u (t) = A0 sin (ω0t) (3.102)

auf und nimmt an, dass G (s) BIBO-stabil ist, dann erhält man für die Ausgangsgröße
y (t) im eingeschwungenen Zustand (d. h. nach Abklingen der transienten Vorgänge) wie-
der eine harmonische Funktion mit identischer Frequenz ω0 aber veränderter Phase und
Amplitude (siehe auch Kapitel 4 von Signale und Systeme 1)

y (t) = A0 |G (Iω0)| sin
(

ω0t+ arg
(
G (Iω0)

))

. (3.103)

Wertet man die Übertragungsfunktion G (s) entlang der imaginären Achse s = Iω aus,
so ist mit G (Iω) eine Abbildung der imaginären Achse Iω mit der reellen Größe ω in die
komplexen Zahlen gegeben. Man nennt nun die Funktion G (Iω) den Frequenzgang der
Übertragungsfunktion G (s) und die reellwertigen Funktionen |G (Iω)| bzw. arg (G (Iω))
bezeichnet man als Betragsfrequenzgang oder Amplitudengang bzw. Winkelfrequenzgang
oder Phasengang von G (s).

Beispiel 3.4. Als Beispiel berechne man für das elektrische System von Abbildung
3.12 die Ausgangsspannung y (t) im eingeschwungenen Zustand für die Eingangs-
spannung

u (t) = 3 sin (2t+ 15°) . (3.104)

C=1/2u (t) y (t)

R = 1

G (s)u y

Abbildung 3.12.: Einfaches elektrisches System.
Die Übertragungsfunktion lautet

G (s) =
ŷ (s)

û (s)
=

1

1 + sRC
=

1

1 + s
2

(3.105)

und damit errechnet sich der komplexe Frequenzgang zu

G (Iω) =
1

1 + Iω
2

=
1

√

1 +
(

ω
2

)2
e−I arctan(ω

2
) . (3.106)
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Da G (s) BIBO-stabil ist, lautet die Ausgangsspannung y (t) im eingeschwungenen
Zustand mit ω0 = 2

y (t) = 3 |G (I2)| sin (2t + 15° + arg (G (I2))) =
3√
2

sin (2t− 30°) . (3.107)

Aufgabe 3.24. Bestimmen Sie für die Übertragungsfunktion

G (s) =
ŷ (s)

û (s)
=

s−
√

3

s2 + s+ 1

die Ausgangsgröße y (t) im eingeschwungenen Zustand für die Eingangsgröße

u (t) = 10 cos (t− 10°) + e−3t .

Lösung von Aufgabe 3.24. Die Ausgangsgröße y (t) im eingeschwungenen Zustand
lautet

y (t) = 20 cos (t+ 50°) .

Aufgabe 3.25. Das mechanische System von Abschnitt 1.3 (Abbildung 1.7 und Glei-
chung (1.16)) wird mit einer harmonischen Kraft der Form

F (t) = F0 sin (ω0t+ ϕ0)

angeregt. Berechnen Sie die Kreisfrequenz ω0 so, dass die mittlere Leistung im ein-
geschwungenen Zustand

pm =
1

T

∫ T
2

−T
2

F (t) v (t) dt , T=
2π

ω0

mit der Geschwindigkeit v (t) maximal wird.

Lösung von Aufgabe 3.25. Die Kreisfrequenz lautet ω0 =
√

k
m und die zugehörige

mittlere Leistung im eingeschwungenen Zustand ergibt sich zu pm =
F 2

0

2d .

Aus der Berechnung des eingeschwungenen Zustandes ist es bereits naheliegend, wie
man den Frequenzgang G (Iω) einer BIBO-stabilen Übertragungsfunktion G (s) punkt-
weise messtechnisch ermitteln kann. Dazu schaltet man einfach auf das System eine har-
monische Eingangsgröße der Form

u (t) = U0 sin (ω0t) (3.108)

auf, wartet ab, bis sämtliche transienten Vorgänge abgeklungen sind, und misst anschlie-
ßend die Ausgangsgröße im eingeschwungenen Zustand

y (t) = Y0 sin (ω0t+ ϕ0) . (3.109)
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Abbildung 3.13.: Zur punktweisen Aufnahme des Frequenzganges.

Aus dieser Messung erhält man den Punkt ω = ω0 des Frequenzganges G (Iω) über die
Beziehungen

|G (Iω0)| =
Y0

U0
(3.110)

arg (G (Iω0)) = ϕ0 . (3.111)

In Abbildung 3.13 ist diese Vorgangsweise grafisch veranschaulicht.
Die Aufgabe, aus Messungen der Ein- und Ausgangsgrößen das mathematische Modell

des zugehörigen Systems zu ermitteln, wird als Identifikationsaufgabe bezeichnet. Eine
einfache Möglichkeit, den Frequenzgang eines linearen, zeitinvarianten Systems punkt-
weise zu bestimmen, wurde soeben gezeigt. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass es zur
Identifikation des Frequenzganges wesentlich intelligentere Methoden gibt, die im Rahmen
dieser Vorlesung nicht behandelt werden. Für nähere Details dazu sei auf die Vorlesung
Prozessidentifikation im Masterstudiengang Automatisierungstechnik verwiesen.

3.7.1. Nyquist-Ortskurve

Wie bereits erwähnt, ist der Frequenzgang G (Iω) eine Abbildung von den reellen in
die komplexen Zahlen. Eine Möglichkeit den Frequenzgang grafisch zu veranschaulichen,

besteht darin, den Graphen
(

Re
(
G (Iω)

)
, Im

(
G (Iω)

))

in Abhängigkeit des Parameters

ω in der komplexen Ebene zu zeichnen. Diese Art der Darstellung nennt man Nyquist-
Ortskurve und diese ist für viele weitere Betrachtungen im Rahmen der Regelung linearer,
zeitinvarianter Systeme von essentieller Bedeutung.

Als Beispiel betrachte man die Übertragungsfunktion G (s) des elektrischen Systems
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ω
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ω = ∞

ω = −∞
 

 

 

×

Abbildung 3.14.: Nyquist-Ortskurve der Übertragungsfunktion von Abbildung 3.12.

von Abbildung 3.12 mit dem zugehörigen Frequenzgang

G (Iω) =
1

1 + Iω
2

=
1

1 +
(

ω
2

)2

︸ ︷︷ ︸

Re(G(Iω))

+I
−ω

2

1 +
(

ω
2

)2

︸ ︷︷ ︸

Im(G(Iω))

. (3.112)

Aus der Beziehung

(

Re (G (Iω))− 1

2

)2

+ Im (G (Iω))2 =
1

4
(3.113)

überzeugt man sich leicht, dass die Nyquist-Ortskurve von (3.112) ein Kreis mit dem

Mittelpunkt
(

1
2 , 0

)

und dem Radius 1
2 ist (siehe Abbildung 3.14).

Abbildung 3.15 zeigt als zweites Beispiel die Nyquist-Ortskurve der Übertragungsfunk-
tion

G (s) =
10s2 + 15s + 10

s2 + s+ 3
. (3.114)

Aufgabe 3.26. Berechnen Sie für die Nyquist-Ortskurve von Abbildung 3.15 die Kreis-
frequenz ω0.
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5 10 15 20−5 0

Re (G (Iω))

5

10

15

−5

−10

−15

0

Im
(G

(I
ω

)) ω = 0

ω = ±ω0

ω = ∞

ω = −∞
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Abbildung 3.15.: Nyquist-Ortskurve zum zweiten Beispiel.

Lösung von Aufgabe 3.26. Die Kreisfrequenz ergibt sich zu ω0 =
√

7.

Aufgabe 3.27. Zeichnen Sie die Nyquist-Ortskurven der Übertragungsfunktionen

G1 (s) =
10

s2 + s+ 1
, G2 (s) =

s− 1

s+ 1
, G3 (s) =

s

s+ 2
,

G4 (s) =
3

s
, G5 (s) =

2

s2 + 4
.

Welche Nyquist-Ortskurven beschreiben als geometrischen Ort einen Kreis? Geben
Sie die zugehörigen Kreisgleichungen an.

Hinweis: Versuchen Sie den prinzipiellen Verlauf der Ortskurve mit der Hand zu
skizzieren und vergleichen Sie anschließend das Ergebnis mit Matlab (Befehl ny-

quist).

3.7.2. Bode-Diagramm

Neben der soeben besprochenen Nyquist-Ortskurve zur Darstellung des Frequenzgan-
ges G (Iω) einer Übertragungsfunktion G (s) sind die so genannten Logarithmischen Fre-
quenzkennlinien oder Bode-Diagramme von essentieller Bedeutung. Zur Definition der
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Bode-Diagramme wird im Nachfolgenden der Begriff einer einfach- und doppellogarith-
mischen Darstellung eines Graphen erläutert. Man nennt den Graphen einer Funktion
f : R → R einfach logarithmisch, wenn er in der Parameterdarstellung

(
log (x) , f (x)

)

mit dem Parameter x gezeichnet wird, man nennt ihn doppellogarithmisch, wenn man die
Darstellung

(
log (x) , log (f (x))

)
wählt. Bei den Bode-Diagrammen ist es im Rahmen der

doppellogarithmischen Darstellung üblich, auf der Ordinate anstelle von log (f (x)) die
Größe 20 log (f (x)) aufzutragen. Man sagt dann auch, die Größe f (x) liege in Dezibel
(f (x) in dB) vor mit (f (x))dB = 20 log (f (x)).

Definition 3.5 (Bode-Diagramm). Unter dem Bode-Diagramm einer Übertragungs-
funktion G (s) versteht man die beiden Graphen

• Amplitudengang:
(
log (ω) , |G (Iω)|dB

)
(doppellogarithmisch) und

• Phasengang:
(
log (ω) , arg (G (Iω))

)
(einfach logarithmisch). Die Phase wird

hier in ° angegeben.

Der große Vorteil dieser logarithmischen Darstellung liegt darin, dass bei der Serien-
schaltung von Systemen auf sehr einfache Art und Weise der Einfluss der Teilsysteme
erkennbar ist. Dazu betrachte man die beiden Übertragungsfunktionen

G1 (s) =
z1 (s)

n1 (s)
(3.115a)

G2 (s) =
z2 (s)

n2 (s)
(3.115b)

und deren Serienschaltung

G (s) = G1 (s)G2 (s) =
z1 (s)

n1 (s)

z2 (s)

n2 (s)
. (3.116)

Berechnet man nun |G (Iω)|dB, so erhält man

|G (Iω)|dB =20 log
(∣
∣
∣
∣

z1 (Iω)

n1 (Iω)

z2 (Iω)

n2 (Iω)

∣
∣
∣
∣

)

=20 log (|z1 (Iω)|) + 20 log (|z2 (Iω)|)
− 20 log (|n1 (Iω)|)− 20 log (|n2 (Iω)|)

(3.117)

und arg
(
G (Iω)

)
ergibt sich zu

arg (G (Iω)) = arg
(
z1 (Iω)

n1 (Iω)

z2 (Iω)

n2 (Iω)

)

= arg (z1 (Iω)) + arg (z2 (Iω))− arg (n1 (Iω))− arg (n2 (Iω)) .

(3.118)

Man erkennt, dass sowohl bei der Logarithmusbildung als auch beim Argument Multipli-
kationen zu Additionen und Divisionen zu Subtraktionen werden.
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Zur einfacheren Konstruktion und Interpretation des Bode-Diagrammes einer Übertra-
gungsfunktion G (s) wird die Übertragungsfunktion in normierter Form wie folgt

G (s) =
ŷ (s)

û (s)
=
V

sr

z (s)

n (s)
=
V

sr

k∏

i=1

(

1 + s
ωz,i

)

l∏

j=1

(

1 + s
ωn,j

)

m∏

i=k+1

(

1 + 2ξz,i

(
s

ωz,i

)

+
(

s
ωz,i

)2
)

n∏

j=l+1

(

1 + 2ξn,j

(
s

ωn,j

)

+
(

s
ωn,j

)2
) (3.119)

mit z (0) = n (0) = 1, r ∈ Z sowie ωz,i, ωn,j 6= 0 und |ξz,i| , |ξn,j| < 1 angeschrieben.
Dabei bezeichnet V den Verstärkungsfaktor, ωz,i und ωn,j die Knickfrequenzen und ξz,i

und ξn,j die Dämpfungsgrade der Übertragungsfunktion G (s). Zur Interpretation des
Verstärkungsfaktors betrachte man den Fall, dass r = 0 gilt und die Nullstellen von
n (s) alle in der linken offenen s-Halbebene sind. Damit ist aber nach der Definition 3.4
der BIBO-Stabilität garantiert, dass die Antwort y (t) des Systems (3.119) auf einen
Einheitssprung u (t) = σ (t) beschränkt ist und somit der Grenzwert limt→∞ y (t) existiert.

Wendet man den Endwertsatz der Laplace-Transformation an, so folgt

lim
t→∞

y (t) = lim
s→0

sŷ (s) = lim
s→0

s
1

s
G (s) = lim

s→0
V
z (s)

n (s)
= V . (3.120)

Damit wird also stationär die Höhe des Eingangssprunges um den Faktor V auf die
Ausgangsgröße verstärkt.

Für den Amplitudengang von (3.119) erhält man

|G (Iω)|dB = |V |dB +
k∑

i=1

∣
∣
∣
∣
∣
1 + I

ω

ωz,i

∣
∣
∣
∣
∣
dB

+
m∑

i=k+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1−
(

ω

ωz,i

)2

+ I2ξz,i

(

ω

ωz,i

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dB

− r |ω|dB −
l
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

∣

1 + I
ω

ωn,j

∣

∣

∣

∣

∣

dB

−
n
∑

j=l+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1−
(

ω

ωn,j

)2

+ I2ξn,j

(

ω

ωn,j

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dB

(3.121a)

und für den Phasengang folgt

arg (G (Iω)) = arg (V ) +
k
∑

i=1

arg

(

1 + I
ω

ωz,i

)

+
m
∑

i=k+1

arg



1−
(

ω

ωz,i

)2

+ I2ξz,i

(

ω

ωz,i

)



− r arg (Iω)

−
l
∑

j=1

arg

(

1 + I
ω

ωn,j

)

−
n
∑

j=l+1

arg



1−
(

ω

ωn,j

)2

+ I2ξn,j

(

ω

ωn,j

)



 .

(3.121b)

Aus (3.121) erkennt man, dass sich der Amplituden- und Phasengang der Übertragungs-
funktion G (s) additiv aus den Amplituden- und Phasengängen der einzelnen Terme zu-
sammensetzt.

Deshalb sollen im Folgenden die einzelnen Terme genauer untersucht werden, wobei für
alle Betrachtungen ω > 0 vorausgesetzt wird:
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(1) Verstärkungsfaktor G1 (Iω) = V :

|G1|dB = 20 log |V | (3.122a)

arg (G1) =

{

0° für V > 0

±180° für V < 0
(3.122b)

(2) Integrierer, Differenzierer G2 (Iω) = (Iω)r:

|G2|dB = 20r log (ω) (3.123a)

arg (G2) = 90°r (3.123b)

(3) Linearer Term G3 (Iω) =
(

1 + I ω
ωk

)

:

|G3|dB = 20 log





√

1 +
(
ω

ωk

)2


 =







0 für
∣
∣
∣

ω
ωk

∣
∣
∣≪ 1

3.0103 für
∣
∣
∣

ω
ωk

∣
∣
∣ = 1

20 log
(

ω
ωk

)

für
∣
∣
∣

ω
ωk

∣
∣
∣≫ 1

(3.124a)

arg (G3) = arctan
(
ω

ωk

)

=







0° für
∣
∣
∣

ω
ωk

∣
∣
∣≪ 1

45° sign (ωk) für
∣
∣
∣

ω
ωk

∣
∣
∣ = 1

90° sign (ωk) für
∣
∣
∣

ω
ωk

∣
∣
∣≫ 1

(3.124b)

(4) Quadratischer Term G4 (Iω) =
(

1−
(

ω
ωk

)2
+ I2ξk

(
ω
ωk

))

, ωk > 0:

|G4|dB = 20 log






√
√
√
√

(

1−
(

ω

ωk

)2
)2

+
(

2ξk
ω

ωk

)2







=















0 für ω
ωk
≪ 1

40 log
(

√

2 |ξk|
)

für ω
ωk

= 1

40 log
(

ω
ωk

)

für ω
ωk
≫ 1

(3.125a)

arg (G4) = arctan







2ξk

(

ω
ωk

)

1−
(

ω
ωk

)2







=















0° für ω
ωk
≪ 1

90° sign (ξk) für ω
ωk

= 1

180° sign (ξk) für ω
ωk
≫ 1

(3.125b)

Man erkennt aus (3.124) bzw. (3.125), dass bei einem linearen Term bzw. einem qua-
dratischen Term im Zähler (Nenner) der Amplitudengang für ω ≫ ωk mit 20 dB/Dekade
bzw. 40 dB/Dekade steigt (abfällt) und für ω ≪ ωk der Amplitudengang konstant 0 dB
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Abbildung 3.16.: Bode-Diagramm für einen linearen Term im Nenner.

beträgt. Beim Zeichnen der Betragsgänge wird nun oftmals der exakte Verlauf um ωk

vernachlässigt und durch die so genannten Asymptoten angenähert (siehe Kapitel 4 von
Signale und Systeme 1). Abbildung 3.16 zeigt dies beispielsweise für die Übertragungs-
funktion

G (s) =
1

1 + s
10

. (3.126)

Aufgabe 3.28. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm von G (s) = sr für verschiedene
r ∈ Z.

Das Bode-Diagramm eines quadratischen Terms im Nenner für verschiedene Dämp-
fungsgrade ξ wird in Abbildung 3.17 anhand der Übertragungsfunktion

G (s) =
1

1 + 2ξ
(

s
10

)
+

(
s

10

)2 (3.127)

für ξ = 0.01, 0.1, 0.5 und 1 gezeigt.
Die Eigenschaft, dass sich der Amplituden- und Phasengang einer allgemeinen Über-

tragungsfunktion G (s) gemäß (3.121) als Summe der Amplituden- und Phasengänge der
einzelnen Teile von G (s) zusammensetzt, wird im Weiteren zur Konstruktion des Bode-
Diagramms von G (s) gezielt genutzt. Als Beispiel betrachte man die Übertragungsfunk-
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Abbildung 3.17.: Bode-Diagramm eines quadratischen Terms im Nenner für verschiedene
Dämpfungsgrade.

tion

G (s) = −10−2 (s− 10)

s (s2 + 0.1s + 0.01)
(3.128)

bzw. in normierter Form angeschrieben

G (s) =
10−210

0.01
︸ ︷︷ ︸

V =10

1− s
10

s
(

1 + 21
2

(
s

0.1

)

+
(

s
0.1

)2
) . (3.129)

Dem bisher Gesagten folgend lässt sich der Amplituden- und Phasengang von G (s)
durch Summation der Amplituden- und Phasengänge folgender Teilübertragungsfunktio-
nen

G1 = 10, G2 =
1

s
, G3 =

(

1− s

10

)

, G4 =
1

1 + 21
2

(
s

0.1

)
+

(
s

0.1

)2 (3.130)

konstruieren (siehe dazu Abbildung 3.18).
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Abbildung 3.18.: Bode-Diagramm für G (s) von (3.128).

Aufgabe 3.29. Zeichnen Sie die Bode-Diagramme für die Übertragungsfunktionen

G1 (s) =
10

s2 + s+ 1
, G2 (s) =

s− 1

s+ 1
, G3 (s) =

s

s+ 2
,

G4 (s) =
3

s
, G5 (s) =

2

s2 + 4
.

Aufgabe 3.30. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm der Übertragungsfunktion

G (s) =
10

(
s2 + 0.01s + 1

)

s
(( s

8

)2 + 0.02
( s

8

)
+ 1

)

und vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit Matlab (Befehl bode).
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G (s)u y

Abbildung 3.19.: Übertragungsglied mit der Übertragungsfunktion G (s).

Am Ende dieses Teilabschnittes soll noch kurz der Begriff einer phasenminimalen Über-
tragungsfunktion erläutert werden:

Definition 3.6 (Phasenminimale Übertragungsfunktion). Man nennt eine Übertra-
gungsfunktion G (s) phasenminimal, wenn alle Pole und Nullstellen von G (s) in der
linken offenen s-Halbebene liegen.

Der Name kommt daher, da es für diese Klasse von Systemen möglich ist, den Phasen-
gang allein aus der Kenntnis des Amplitudenganges über die Beziehung

arg (G (Iωx)) =
1

π

∫ ∞

−∞

d log (|G (Iω)|)
d log (ω)

ln
(

coth
(∣
∣
∣
∣

u

2

∣
∣
∣
∣

))

du , u = ln
(
ω

ωx

)

(3.131)

zu ermitteln, wobei angenommen wird, dass der Verstärkungsfaktor V der Übertragungs-
funktion G(s) positiv ist. Man kann sich anhand der Übertragungsfunktionen

G1 (s) =
1 + s

1 + s
10

, G2 (s) =
− (1− s)

1 + s
10

, G3 (s) =
− (1 + s)

1− s
10

(3.132)

einfach überzeugen, dass die Beziehung (3.131) bei nicht phasenminimalen Übertragungs-
funktionen nicht mehr gültig ist, da in (3.132) zwar alle Übertragungsfunktionen G1 (s),
G2 (s) und G3 (s) den gleichen Amplitudengang aber vollkommen unterschiedliche Pha-
sengänge aufweisen.

Aufgabe 3.31. Zeichnen Sie die Bode-Diagramme der Übertragungsfunktionen von
(3.132).

3.8. Regelungstechnische Übertragungsglieder

Im Folgenden sollen einige, für die Regelungstechnik wichtige Übertragungsglieder er-
läutert werden. Auf die Bedeutung dieser Übertragungsglieder im Rahmen der Regelung
linearer, zeitkontinuierlicher Systeme wird in den nächsten Abschnitten noch näher ein-
gegangen. Als Grundlage aller weiterer Betrachtungen liege die Übertragungsfunktion
G (s) = ŷ(s)

û(s) des jeweiligen Übertragungsgliedes gemäß Abbildung 3.19 zugrunde.
Neben den bisher besprochenen harmonischen Testsignalen sind auch die Antwort eines

Systems zufolge eines Einheitssprungs u (t) = σ (t) (siehe auch A.6), die so genannte
Sprungantwort h (t), und die Antwort des Systems auf einen Einheitsimpuls u (t) = δ (t)
(siehe auch A.7), die so genannte Impulsantwort g (t), von Bedeutung.
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Abbildung 3.20.: Sprungantwort eines P-T1-Gliedes.

3.8.1. Verzögerungsglied 1-ter Ordnung (P-T1-Glied)

Die Übertragungsfunktion eines Verzögerungsgliedes 1-ter Ordnung lautet

G (s) =
V

1 + sT
(3.133)

mit dem Verstärkungsfaktor (Beiwert) V und der Zeitkonstanten T > 0. Die Nyquist-
Ortskurve und das Bode-Diagramm eines P-T1-Gliedes sind den Abbildungen 3.14 und
3.16 zu entnehmen. Die Sprungantwort errechnet sich allgemein zu

h (t) = L−1
{

G (s)
1

s

}

= V
(

1− e−
t
T

)

σ (t) (3.134)

und die zugehörige Impulsantwort lautet

g (t) = L−1 {G (s)} =
d

dt
h (t) =

V

T
e−

t
T σ (t) . (3.135)

Abbildung 3.20 zeigt den Verlauf der Sprungantwort der Übertragungsfunktion

G (s) =
10

1 + s
2

. (3.136)

Aufgabe 3.32. Berechnen Sie für ein allgemeines P-T1-Glied (3.133) die in Abbil-
dung 3.20 grau hinterlegte Fläche.
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Lösung von Aufgabe 3.32. Die Fläche berechnet sich zu A = V T .

Aufgabe 3.33. Berechnen Sie mit Hilfe des Anfangswertsatzes der Laplace-Transfor-
mation (siehe Anhang A) die Steigung k0 der Sprungantwort zum Zeitpunkt t = 0.

Lösung von Aufgabe 3.33. k0 = V
T

3.8.2. Verzögerungsglied 2-ter Ordnung (P-T2-Glied)

Die Übertragungsfunktion eines Verzögerungsgliedes 2-ter Ordnung lautet

G (s) =
V

1 + 2ξ (sT ) + (sT )2 (3.137)

mit dem Verstärkungsfaktor V , der Zeitkonstanten T > 0 und dem Dämpfungsgrad
0 ≤ ξ < 1. Das Bode-Diagramm eines P-T2-Gliedes für verschiedene Dämpfungsgrade ξ
ist Abbildung 3.17 zu entnehmen. Die Sprungantwort ergibt sich in allgemeiner Form zu

h (t) = V

(

1− 1
√

1− ξ2

(

ξ sin
(

√

1− ξ2
t

T

)

+
√

1− ξ2 cos
(

√

1− ξ2
t

T

))

e−ξ t
T

)

σ (t)

(3.138)
und die Impulsantwort lautet

g (t) =
V

T
√

1− ξ2
e−ξ t

T sin
(

√

1− ξ2
t

T

)

σ (t) . (3.139)

Abbildung 3.21 zeigt den Verlauf der Sprungantwort der Übertragungsfunktion

G (s) =
5

1 + 2ξ
( s

10

)

+
( s

10

)2 (3.140)

für die verschiedenen Dämpfungsgrade ξ = 0.01, 0.1, 0.5 und 0.9.

Aufgabe 3.34. Berechnen Sie allgemein für die Sprungantwort h (t) von (3.138) die so
genannten Hüllkurven θ1/2 (t) wie sie für die Sprungantwort der Übertragungsfunk-
tion G (s) von (3.140) dargestellt sind.

Lösung von Aufgabe 3.34. Die Hüllkurven lauten

θ1/2 (t) = V

(

1± e−ξ t
T

√

1− ξ2

)

.

3.8.3. Proportional-Glied (P-Glied, P-Regler)

Die Übertragungsfunktion eines Proportional-Gliedes hat die Form

G (s) =
ŷ (s)

û (s)
= VP . (3.141)
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Abbildung 3.21.: Sprungantwort eines P-T2-Gliedes.

Der Name kommt daher, da die Ausgangsgröße y (t) proportional zur Eingangsgröße u (t)
ist, es gilt nämlich

y (t) = Vpu (t) . (3.142)

3.8.4. Integrator (I-Glied, I-Regler)

Die Übertragungsfunktion des Integrators lautet

G (s) =
ŷ (s)

û (s)
=
VI

s
. (3.143)

Wie der Name schon sagt, ist die Ausgangsgröße y (t) die integrierte Eingangsgröße u (t),
also

y (t) = VI

∫ t

0
u (τ) dτ, y (0) = 0 . (3.144)

Aufgabe 3.35. Berechnen Sie die Sprungantwort des Integrators.

Lösung von Aufgabe 3.35. h (t) = VItσ (t)

Aufgabe 3.36. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des In-
tegrators.
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Abbildung 3.22.: Die Hüllkurven der Sprungantwort eines P-T2-Gliedes.

3.8.5. Proportional-Integral-Glied (PI-Glied, PI-Regler)

Die Parallelschaltung eines Proportional-Gliedes und eines Integrators ergibt das Propor-
tional-Integral-Glied mit der Übertragungsfunktion

G (s) =
ŷ (s)

û (s)
=
VI (1 + sTI)

s
=
VI

s
+ VITI

︸ ︷︷ ︸

VP

(3.145)

mit TI > 0. Die Ausgangsgröße y (t) ergibt sich in diesem Fall zu

y (t) = VI

∫ t

0
u (τ) dτ + VITIu (t) , y (0) = VITIu (0) . (3.146)

Aufgabe 3.37. Berechnen Sie die Sprungantwort des Proportional-Integral-Gliedes.

Lösung von Aufgabe 3.37. h (t) = (VIt+ VITI)σ (t)

Aufgabe 3.38. Zeichnen Sie die das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Proportional-Integral-Gliedes.

Die Operationsverstärkerschaltung von Abbildung 1.6 gibt eine schaltungstechnische
Realisierung eines Proportional-Integral-Gliedes an.

Aufgabe 3.39. Berechnen Sie die Übertragungsfunktion G (s) = ŷ(s)
û(s) der Operations-

verstärkerschaltung von Abbildung 1.6 und drücken Sie die Parameter VI und TI von
(3.145) als Funktion der Bauteile R1, R2 und C aus.
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Lösung von Aufgabe 3.39. Aus der Übertragungsfunktion G (s) = −1+sR2C
sR1C erhält

man unmittelbar VI = − 1
R1C und TI = R2C.

3.8.6. Differenzierer (D-Glied, D-Regler, D-T1-Glied)

Die Übertragungsfunktion eines idealen Differenzierers lautet

G (s) = VDs . (3.147)

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass nach Satz 3.6 die Übertragungsfunktion des idealen
Differenzierers nicht realisierbar ist.

Aufgabe 3.40. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des Dif-
ferenzierers.

Um eine realisierbare Version des Differenzierers zu erhalten, fügt man im Nenner einen
so genannten Realisierungsterm in der Form

GR (s) =
VDs

1 + TRs
, TR ≪ (3.148)

mit TR > 0 hinzu. Ein Übertragungsglied mit der Übertragungsfunktion GR (s) gemäß
(3.148) wird auch als D-T 1-Glied bezeichnet.

Wie man aus Abbildung 3.23 für

G (s) = 10s (3.149a)

GR (s) =
10s

1 + 0.1s
(3.149b)

erkennt, verhält sich GR (s) natürlich nur noch in einem bestimmten Frequenzbereich,
nämlich für ω ≪ 1

TR
, wie ein Differenzierer.

3.8.7. Proportional-Differential-Glied (PD-Glied, PD-Regler)

Die Übertragungsfunktion des Proportional-Differential-Gliedes hat die Form

G (s) = VP (1 + TDs) = VP + VPTD
︸ ︷︷ ︸

VD

s (3.150)

mit TD > 0 und ist nach Satz 3.6 ebenfalls nicht realisierbar.

Aufgabe 3.41. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Proportional-Differential-Gliedes.

Fügt man beim Proportional-Differential-Glied analog zu (3.148) einen Realisierungs-
term mit TR ≪ TD hinzu, dann erhält man ein so genanntes Lead-Glied.
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Abbildung 3.23.: Differenzierer mit und ohne Realisierungsterm.

3.8.8. Lead-Glied (PD-T1-Glied)

Die Übertragungsfunktion des Lead-Gliedes lautet

G (s) = V
1 + sT

1 + sηT
, 0 < η < 1 (3.151)

mit T > 0. Die Sprungantwort ergibt sich in allgemeiner Form zu

h (t) = V

(

1 +
1− η
η

e−
t

ηT

)

σ (t) . (3.152)

Aufgabe 3.42. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Lead-Gliedes für T = V = 1 und η = 0.1.

Wie man dem Phasengang des Lead-Gliedes von Aufgabe 3.42 sofort entnehmen kann,
bedingt das Lead-Glied in einem bestimmten Frequenzbereich eine Phasenanhebung. Des-
halb ist die Frage naheliegend, an welcher Frequenz die Phasenanhebung des Lead-Gliedes
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maximal wird? Dazu berechne man

arg (G (Iω)) = arctan (ωT )− arctan (ωηT ) (3.153)

und bestimme jenes ω = ωmax, für das gilt

d

dω
arg (G (Iω)) =

T

1 + (ωT )2 −
Tη

1 + (ωηT )2 = 0 . (3.154)

Als Lösung von (3.154) erhält man

ωmax =
1√
ηT

(3.155)

und damit errechnet sich die maximale Phasenanhebung ϕmax zu

ϕmax = arg (G (Iωmax)) = arctan

(

1√
η

)

− arctan (
√
η) . (3.156)

Aufgabe 3.43. Wenn für die Übertragungsfunktion G (s) von (3.151) gilt η > 1,
dann spricht man auch von einem Lag-Glied (PP-T 1-Glied). Zeichnen Sie das Bode-
Diagramm und die Nyquist-Ortskurve eines Lag-Gliedes für T = V = 1 und η = 10.
Berechnen und zeichnen Sie die Sprungantwort dieses Lag-Gliedes.

Aufgabe 3.44. Bestimmen Sie mit Hilfe der Grenzwertsätze der Laplace-Transforma-
tion die Werte der Sprungantwort h (t) des Lead- und Lag-Gliedes zum Zeitpunkt
t = 0 und t→∞.

Lösung von Aufgabe 3.44. Es gilt h (0) = V
η und limt→∞ h (t) = V .

3.8.9. Proportional-Differential-Integral-Glied (PID-Glied, PID-Regler)

Kombiniert man das Proportional-Glied, den Integrator und den Differenzierer mit ei-
nem Realisierungsterm, so erhält man das Proportional-Differential-Integral-Glied mit
der Übertragungsfunktion

G (s) = VP
(1 + TIs) (1 + TDs)

s (1 + TRs)
, TR ≪ (3.157)

mit TI , TD, TR > 0.

Aufgabe 3.45. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm des Proportional-Differential-Inte-
gral-Gliedes (3.157) für VP = 10, TI = 1, TD = 10 und TR = 0.1.
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3.8.10. Totzeit-Glied

Wenn durch das System G (s) von Abbildung 3.19 die Eingangsgröße u (t) um eine kon-
stante Zeit Tt nach rechts verschoben wird (vergleiche auch Abbildung 2.3), also die
Ausgangsgröße die Form

y (t) = u (t− Tt) (3.158)

mit Tt > 0 annimmt, dann bezeichnet man das System auch als Totzeit-Glied und Tt

als Totzeit. Nach dem ersten Verschiebungssatz der Laplace-Transformation lautet die
zugehörige Übertragungsfunktion

G (s) = e−sTt . (3.159)

Solche Totzeit-Glieder treten typischerweise bei Systemen mit Transportvorgängen (z. B.
Förderbänder) auf. Es sei aber an dieser Stelle erwähnt, dass bei diesen Systemen die
Totzeit Tt sehr häufig nicht konstant ist (beispielsweise zufolge der Abhängigkeit von der
Förderbandgeschwindigkeit), sondern sich zeitlich ändert und damit die Formulierung von
(3.159) nicht mehr gültig ist.

Aufgabe 3.46. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve eines
Totzeit-Gliedes.

3.9. Schaltungstechnische Realisierung

Wie man bereits in Abbildung 1.6 gesehen hat, lässt sich das Proportional-Integral-Glied
sehr einfach als Operationsverstärkerschaltung realisieren. Es liegt daher die Frage nahe,
ob es eine einfache Möglichkeit gibt, für eine vorgegebene Übertragungsfunktion G (s)
eine schaltungstechnische Realisierung in Form von Operationsverstärkerschaltungen zu
finden? Für die Übertragungsfunktionen wie sie auch im vorigen Abschnitt beschrieben
wurden, ist dies sehr einfach möglich. Man betrachte dazu die Operationsverstärkerschal-
tung in Vierpoldarstellung von Abbildung 3.24.

Mit den Admittanzmatrizen der beiden Vierpol-Netzwerke a und b

[

ı̂a,1

ı̂a,2

]

=

[

Ya,11 (s) Ya,12 (s)

Ya,21 (s) Ya,22 (s)

] [

ûa,1

ûa,2

]

(3.160a)

[

ı̂b,1

ı̂b,2

]

=

[

Yb,11 (s) Yb,12 (s)

Yb,21 (s) Yb,22 (s)

] [

ûb,1

ûb,2

]

(3.160b)

sowie den Beziehungen

û = ûa,1, ûa,2 = ûb,1 = 0, ı̂a,2 = −ı̂b,1 und ŷ = ûb,2 (3.161)

folgt unmittelbar die Übertragungsfunktion

G (s) =
ŷ (s)

û (s)
=
ûb,2

ûa,1
=

ı̂b,1

Yb,12 (s)

Ya,21 (s)

ı̂a,2
= −Ya,21 (s)

Yb,12 (s)
. (3.162)
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u = ua,1 ua,2

ub,1 ub,2

u = 0

y

ia,1 ia,2
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i = 0

Netzwerk

Netzwerk
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b

ideal
−

+

Abbildung 3.24.: Operationsverstärkerschaltung in Vierpoldarstellung.

Da passive RLC-Netzwerke reziprok sind, gilt allgemein, dass die Admittanzmatrix
symmetrisch ist, d. h. Y12 (s) = Y21 (s). Der nachfolgenden Tabelle sind die Leitwerte
einiger Netzwerke zu entnehmen und damit lassen sich relativ einfach die Operationsver-
stärkerschaltungsrealisierung verschiedener Übertragungsfunktionen bestimmen.

Schaltung Y12 Koeffizienten

R −1

R

C

−sC

C

R

−V (1 + sT )
V =

1

R
T = RC
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Schaltung Y12 Koeffizienten

C
R R

− V

(1 + sT )

V =
1

2R

T =
RC

2

C

R
1

R
2

−V 1 + sT

1 + sηT

η < 1

V =
1

R1

T = (R1 +R2)C

η =
R2

R1 +R2

C

R
2

R
1 R

1

−V 1 + sηT

1 + sT

η < 1

V =
2R1 +R2

2R1R2

T =
R1C

2

η =
2R1

2R1 +R2

Aufgabe 3.47. Verifizieren Sie die Admittanzen Y12 (s) der vorigen Tabelle.

Aufgabe 3.48. Bestimmen Sie mit Hilfe der soeben gezeigten Methode die schaltungs-
technische Realisierung eines Lead-, Lag- und eines Proportional-Gliedes sowie eines
Integrators.

3.10. Pol-Nullstellen Diagramm

Neben der Möglichkeit, eine Übertragungsfunktion G (s) als Frequenzgang in Form der
Nyquist-Ortskurve oder des Bode-Diagramms zu charakterisieren, wird auch sehr oft das
so genannte Pol-Nullstellen Diagramm verwendet. Dabei werden die Pole mit einem Kreuz
× und die Nullstellen mit einem Kreis ◦ in der komplexen Ebene symbolisiert. Abbildung
3.25 zeigt dies für die Übertragungsfunktion

G (s) =
10s (s+ 1)

(s− 0.5) (s2 + 4s+ 6.25)
. (3.163)
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Abbildung 3.25.: Pol-Nullstellen Diagramm der Übertragungsfunktion G (s) von (3.163).

Das Pol-Nullstellen Diagramm von Abbildung 3.25 wurde mit dem Befehl pzmap von
Matlab erstellt.

Die Wahl für das von Matlab eingezeichnete Gitter von Halbkreisen und Strahlen in
der linken komplexen Ebene hat folgende Bedeutung. Betrachtet man ein quadratisches
Polynom in s in der Form des Nennerpolynoms der Übertragungsfunktion des P-T2-
Gliedes G (s) von (3.137)

n (s) = 1 + 2ξ (sT ) + (sT )2 (3.164)

und bezeichnet man mit λ = α± Iβ das zugehörige konjugiert komplexe Nullstellenpaar,
dann errechnet sich über die Beziehung

n (s) = (s− α− Iβ) (s− α+ Iβ) =
1

T 2
+ 2ξ

s

T
+ s2 (3.165)

folgender Zusammenhang zwischen Real- und Imaginärteil der Nullstelle und der Zeit-
konstanten T bzw. dem Dämpfungsgrad ξ

ξ =
−α

√

α2 + β2
=
− sign (α)
√

1 +
(

β
α

)2
(3.166)

T =
1

√

α2 + β2
. (3.167)
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Aus (3.167) erkennt man, dass im Pol-Nullstellen Diagramm Punkte konstanten Dämp-
fungsgrades, also ξ konstant, auf einem Strahl durch den Nullpunkt mit konstanter Stei-
gung, also β

α konstant, liegen. Weiters gilt, dass Punkte konstanter Zeitkonstante, also

T konstant oder 1
T konstant, im Pol-Nullstellen Diagramm einen Kreis, also

√

α2 + β2

konstant, beschreiben. Setzt man voraus, dass Re (λ) = α < 0 ist, dann kommt nur die
linke komplexe Halbebene in Betracht. Wie man Abbildung 3.25 entnehmen kann, liegt
das konjugiert komplexe Polpaar λ = −2 ± I1.5 der Übertragungsfunktion (3.163) auf
einem Halbkreis mit dem Radius 2.5, was einer Zeitkonstanten T = 1/2.5 = 0.4 ent-
spricht, und auf einem Strahl mit der Steigung β

α = ±0.75 , was einem Dämpfungsgrad
ξ = 1√

1+0.752
= 0.8 entspricht.

Aufgabe 3.49. Geben Sie für die Übertragungsfunktion des P-T2-Gliedes G (s) von
(3.137) jene Bereiche im Pol-Nullstellen Diagramm an, in denen die Pole liegen müs-
sen, damit folgende Bedingungen 0.5 ≤ ξ ≤ 0.7 und 0.1 ≤ T ≤ 0.8 erfüllt sind.
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