3. Lineare dynamische Systeme

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Konzepte zur Beschreibung linearer zei-
tinvarianter dynamischer Systeme behandelt. Die theoretischen Grundlagen dazu wurden
bereits ausfithrlich in den Vorlesungen Mathematik 2 fiir ET und Signale und Systeme 1
diskutiert. Zur leichteren Lesbarkeit des Skriptums werden im Folgenden unter anderem
einige bekannte Ergebnisse dieser Vorlesungen wiederholt.

3.1. Zustandstransformation

Im Kapitel 1.1 wurde bereits erwdhnt, dass die Wahl der Zustandsgroflen keinesfalls
eindeutig ist (siehe auch Aufgabe 1.5). Mit Hilfe einer requldren Zustandstransformation
der Form

x (t) = Vz(t) (3.1)

mit einer reguléren (n x n)-Matrix V ldsst sich das lineare, zeitinvariante System (siehe
auch (2.26))

x = Ax + Bu, x (0) = %o (3.2a)
y = Cx+ Du (3.2b)

mit dem Zustand x € R" in die Form

2=V 'AVz+V 'Bu, z (0) = 2o = V!xg (3.3a)
A B
y=CVz+ D u (3.3b)
Cc D

mit dem neuen Zustand z € R iiberfiithren.

Man sagt dann auch, die beiden mathematischen Beschreibungen (A,B,C,D) von
(3.2) und (A,B,C,D) von (3.3) sind dquivalent. Man beachte, dass in diesem Fall die
beiden quadratischen Dynamikmatrizen A und A gemiB Definition &hnlich sind (siehe
Kapitel 2 Skriptum Mathematik 2 fir ET).

Aufgabe 3.1. Zeigen Sie, dass die Matrizen A und A = V-'AV mit der reguliren
(n x n)-Matrix V die gleichen Eigenwerte besitzen.
Hinweis: Es gelten die Beziehungen

det (AV) = det (A)det (V) und V!'V=E. (3.4)

Zeigen Sie weiters, dass V~lv}, ein Eigenvektor von A = V™LAV ist, wenn vy ein
Figenvektor von A ist.
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Man koénnte nun diese Transformation zu einem neuen Zustand z insofern nutzen, als
man die Losung des Systems (3.2) gemafl Satz 2.4
¢
X (£) = & (1) xo + / & (t - r)Bu(r)dr (3.52)
0
y(t)=Cx(t)+ Du(t) , (3.5b)

insbesondere die Berechnung der Transitionsmatrix ® (¢), unter Verwendung einer geeig-
neten Transformation, auf einfache Art und Weise bestimmen kann. Dazu wihlt man die
Zustandstransformation (3.1) so, dass die Struktur von A des transformierten Systems
(3.3) eine einfache Berechnung der Transitionsmatrix @ (t) von (3.3) zulisst. Dies ist
zum Beispiel der Fall, wenn A Diagonalstruktur aufweist oder in Jordanscher Normal-
form vorliegt.

Die Losung des transformierten Systems (3.3) lautet dann

z(t)=®(t)zo + /Ot ® (t—7)Bu(r)dr (3.6a)
y (t) = Cz(t) + Du(t) . (3.6b)

Transformiert n~1an~(3.6) mit der Vorschrift (3.1) in den Zustand x unter Verwendung der
Ausdriicke fiir B, C und D von (3.3) zuriick, erhdlt man

x(t)=Ve )V 'xo + /Ot V& (t—7)V'Bu(r)dr (3.7a)
y(t) =Cx(t) + Du(t) . (3.7b)

Durch Vergleich mit (3.5) ergibt sich der Zusammenhang zwischen ® (¢) und @ (t) zu
®(t)=Ve () VL. (3.8)

Abbildung 3.1 veranschaulicht grafisch diese Vorgangsweise.

3.2. Jordansche Normalform

In Mathematik 2 fiir ET (Kapitel 5) wurde gezeigt, dass jede (n x n)-Matrix A durch
eine Ahnlichkeitstransformation A = V~2AV auf Jordansche Normalform transformiert
werden kann. Die Jordansche Normalform einer Matrix A ist bis auf die Reihenfolge
der so genannten Jordanblocke eindeutig bestimmt. Zur Formulierung der Jordanschen
Normalform werden im Folgenden einige Begriffe aus Mathematik 2 fiir ET wiederholt.
Das charakteristische Polynom det (A — AE) der Matrix A habe m verschiedene Wur-

zeln Ay, ..., Ay € C mit den entsprechenden Vielfachheiten nq,...,n,. Dann bezeichnet
die Zahl n; die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes Aj, j = 1,...,m und die geome-
trische Vielfachheit g; des Eigenwertes \;, j = 1,...,m ist definiert als die Dimension des

FEigenraumes zum FEigenwert X\, d.h. g; = dim (Kern (A — A\;E)). Fiir die geometrische
Vielfachheit g; eines Eigenwertes \; gilt 1 < g; < n;.
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Zustandstransformation

Original v ) Transformiertes
Problem Problem
L Loésung im
Losung im 1 )
. . \4 «— transformierten
Originalbereich )
Bereich
inverse

Zustandstransformation

Abbildung 3.1.: Zur reguldren Zustandstransformation.

3.2.1. Diagonalform

Eine (n x n)-Matrix A ldsst sich nun genau dann durch eine Ahnlichkeitstransformation
auf Diagonalform transformieren, wenn fiir jeden Eigenwert die geometrische und die al-
gebraische Vielfachheit gleich sind. In diesem Fall spannen die Eigenvektoren der Matrix
A den R" bzw. C" auf und bilden eine Eigenbasis der Matrix A. Die Ahnlichkeitstransfor-

mation auf Diagonalform erfolgt iiber die Transformationsmatrix V= |v; v ... Vn}

deren Spaltenvektoren die Eigenvektoren von A sind. Liegt die Dynamikmatrix A =
V1AV des transformierten Systems in Diagonalform

d 0 - 0

- 0 do -+ 0

A= (3.9)
0 0 - d,

vor, so kann man die transformierte Transitionsmatrix geméf (2.22) direkt in der Form

exp (dit) 0 e 0
& () = 0 o fdﬂ) N " (3.10)
0 0 <oexp (dpt)

berechnen und die Transitionsmatrix des Originalproblems erhélt man aus (3.8). Beachten
Sie, dass die Diagonalelemente d;, 7 = 1,...,n gerade den Eigenwerten von A entsprechen.
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Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass fiir den Fall einer (n x n)-Matrix A mit n paarwei-
se verschiedenen Eigenwerten Ai,...,\, die zugehorigen Figenvektoren vi,...,v,
linear unabhéngig sind und damit eine Eigenbasis von A bilden.

Hinweis: Fiihren Sie den Beweis durch Widerspruch.

Beispiel 3.1. Als Beispiel betrachte man das autonome lineare zeitinvariante System
3 2

x=Ax= 1|0 1 0 |x, x(0) =xp . (3.11)
0 0

Die Eigenwerte der Dynamikmatrix A lauten A\; = 3 mit der algebraischen Vielfach-
heit 1 und A9 = 1 mit der algebraischen Vielfachheit 2. Wegen rang (A — \ME) = 2
und rang (A — A\2E) = 1 folgt unmittelbar die geometrische Vielfachheit von Ay zu 1
und von A zu 2. Da die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten von A1 und
A2 gleich sind, existiert eine Eigenbasis der Matrix A. Der Eigenvektor zu A\; = 3
folgt aus

0 2 -2
(A-ME)vi=[0 -2 0 |vi=0 (3.12)
0 0 -2

7 vi = {1 0 0} und die Eigenvektoren zu Ay = 1 errechnen sich aus

2 2 -2
(A-XME)vi=1[0 0 0|vi=0, k=23 (3.13)
00 0

vy = [O 1 1} und vi = {—1 1 O}. Mit der Transformationsmatrix

10 -1
V:[V1 vo V3}: 01 1 (3.14)
01 0

ergibt sich das System (3.11) im transformierten Zustand z (t) = V™ 1x (t) zu

2=V 1AVz = Az = z(0)=29=V !xg. (3.15)

o O W

oS = O

= o O
N
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Die Transitionsmatrix des transformierten Systems (3.15) lautet dann

exp (3t) 0 0
(1) = 0 exp(t) 0 (3.16)
0 0 exp (t)

und damit errechnet sich die Transitionsmatrix des Originalsystems (3.11) zu

exp (3t) exp(3t) —exp(t) exp(t) — exp (3t)
O(t)=Ve(t)V!= 0 exp (1) 0 . (3.17)
0 0 exp (t)

3.2.2. Notwendigkeit von Hauptvektoren

Ist fiir einen Eigenwert \; die geometrische Vielfachheit g; echt kleiner als die algebraische
Vielfachheit n;, so muss man zusétzlich zu den Eigenvektoren die entsprechenden Haupt-
vektoren berechnen. Die Gesamtheit aller Eigen- und Hauptvektoren zu einem Eigenwert
Aj nennt man den algebraischen Eigenraum, dessen Dimension gleich der algebraischen
Vielfachheit n; des Eigenwertes \; ist.

Angenommen, A sei ein Eigenwert der (n x n)-Matrix A mit der algebraischen Viel-
fachheit n und der geometrischen Vielfachheit 1. Neben dem Eigenvektor vy, der defini-
tionsgeméf die Beziehung

(A=)XE)v; =0 (3.18)
erfiillt, existieren in diesem Fall (n — 1) linear unabhéngige Hauptvektoren v, j =2,...,n,
die Losungen der Gleichungen

(A—)\E)Vj+1:Vj, j:1,2,...,’l’L—1 (319)

sind. Aus (3.18) und (3.19) folgt nun unmittelbar die Beziehung

A [vl Vo ... vn} =A {Vl Voo ... vn} + {O Vi Vo ... vn_l} (3.20)
bzw. in Matrixschreibweise
AV =V (AE + N) (3.21)
=S
mit V= vy vy ... vn} und der (n x n)-Matrix
01 0 ol
0 0
N=|: "~ = . (3.22)
0 0 1
0 0 0 0

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2. Jordansche Normalform Seite 46

Die Matrix N hat nun eine ganz spezielle Struktur, sie ist ndmlich nilpotent der Ordnung
n. Dazu folgende Definition:

Definition 3.1 (Nilpotente Matrix). Man nennt eine (n x n)-Matrix N nilpotent
der Ordnung k, wenn gilt N*~1 £ 0 und N* = 0.

Man erkennt unmittelbar aus (3.21), dass sich durch die Wahl der Transformationsma-
trix V mit dem Eigenvektor und den zugehorigen Hauptvektoren als Spalten die Dyna-
mikmatrix A des transformierten Systems zu

1
0 A 00

A=V IAV=8=|: : -. = : (3.23)
Al
0 0 0 Al

ergibt.
Die Transitionsmatrix ® (¢) des transformierten Systems mit der Dynamikmatrix A =
S von (3.23) ldsst sich sehr einfach in geschlossener Form

® (t) = exp (AE + N) t) = exp (AEt) exp (Nt)
()

(3.24)
Nn—ltn—l
= MEH|E+Nt+... 4+ ——
exp ( )( +Nt+...+ (n—l)!)
bzw.
r t2 tn—l B
.
2! (n— 12[)'
=
) 01 ¢t - N
B(t)=eM | (n—2)! (3.25)
00 - --- t
0o 0 - - 1]

anschreiben. Man beachte, dass die Gleichung (*) in (3.24) nur deshalb gilt, da die Ma-
trizen E und N kommutieren, d. h., die Beziehung EN = NE erfiillen.
Losen Sie dazu folgende Aufgabe.

Aufgabe 3.3. Zeigen Sie, dass
exp ((A1 + Ag)t) = exp (A1) exp (Ast)

gilt, wenn die beiden Matrizen A; und As die Bedingung A1 As = As A, erfiillen.
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Losung von Aufgabe 3.3. Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich

Aufgabe 3.4. Transformieren Sie das System

0o -2 -1
x=11 2 1 |x
0 1 1

auf die Form von (3.23). Berechnen Sie anschlieflend die Transitionsmatrix.

Lisung von Aufgabe 3.4. Die Transformationsmatrix V und die Dynamikmatrix A
des transformierten Systems lauten

-1 -2 1
V=0 1 1 und A=

0
1
1 1 -1 1

oS O =
S ==

Kontrollieren Sie die Transitionsmatrix mit MAPLE mit Hilfe des Befehls MatrixEx-
ponential im LinearAlgebra-package.

3.2.3. Reelle Jordansche Normalform

Man iiberzeugt sich leicht, dass eine (n x n)-Matrix A mit reellen Koeffizienten nur Eigen-
werte besitzen kann, die entweder reell oder konjugiert komplex sind. Man kann natiirlich
die soeben besprochene Methode der Diagonalisierung bzw. die Konstruktion der Haupt-
vektoren auch fiir Systeme mit konjugiert komplexen Eigenwerten anwenden. Es sei aber
an dieser Stelle angemerkt, dass in diesem Fall sowohl die Transformationsmatrix V als
auch die transformierte Dynamikmatrix A komplexwertige Matrizen sind. Dies stort zwar
nicht Weiters, doch besteht oft der Wunsch, dass die Matrizen des transformierten Sys-
tems (A, B, C,f)) von (3.3) ebenfalls reellwertig sind. Wie diese Transformation dann
im Detail aussieht, wird im Folgenden anhand einer Dynamikmatrix A besprochen, die
r = n/2 paarweise verschiedene konjugiert komplexe Eigenwerte der Form \; = a;; +15;
mit dem konjugiert komplexen A = o —1;, j = 1,...,r besitzt. Es gilt nun folgender
Satz:

Satz 3.1. Besitzt eine Matriz A einen konjugiert komplexen Eigenwert, dann sind
auch die zugehérigen Eigenvektoren konjugiert komplex.

Aufgabe 3.5. Beweisen Sie Satz 3.1.
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Wahlt man als Transformationsmatrix V die mit der reguldren Matrix T von rechts

multiplizierte Matrix

V der konjugiert komplexen Eigenvektoren

V:_vl vi \ v’;}T
v
30D 30w e p et 5o v)
| Re(vi) Im(v:) Re(vy) Im(vy)
mit
1 -1 -~ 0 0] 1 1 |
11 0 I -1 0
T:l , T ! = )
5| P P P
0 0 1 -1 00 -~ 1 1
0 0 1 1] 0 0 - I I

dann errechnet sich die Dynamikmatrix A des transformierten Systems zu

A=V IAV=T"'VIAVT=0Q
————

=A
bzw.
_al + 15 0 |
0 o — 18 - 0 0
Q=171 : : : : : T
o, + 18, 0
0 0 e 0 ar — 15, |
A
(o1 B 0 0]
—B1 o 0 0
0 0 ar By
| 0 0 - =5 o]

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Die Transitionsmatrix ® (t) des transformierten Systems mit der Dynamikmatrix A =
Q von (3.29) lasst sich sehr einfach in geschlossener Form angeben

P (t) =exp () =

[ eteos (Bit)  ePsin (Byt) - 0
—elsin (Bit) ecos(Bit) - 0
0 0 et cos (f3,t)

et sin (B3,t)
—etsin (B,t) e cos (B,t)

(3.30)
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Aufgabe 3.6. Berechnen Sie die Transitionsmatrix ® (¢) des Systems

. 1 1
X = X
-4 1

Lésung von Aufgabe 3.6. Transitionsmatrix

exp (t)cos (2t)  1exp(t)sin (2t)]
—2exp (t)sin (2t)  exp (t) cos (2t)

@(t):[

3.2.4. Zusammenfassung

Die Ergebnisse der Abschnitte 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3 lassen sich nun wie folgt fiir ein
allgemeines lineares, zeitinvariantes System (3.2) kombinieren.

Satz 3.2 (Reelle Jordansche Normalform). Es sei die reellwertige (n x n)-Matriz
A die Dynamikmatriz des linearen, zeitinvarianten Systems (3.2). Angenommen, A
habe k reelle und (n — k) /2 konjugiert komplexe Eigenwerte. Dann existiert eine
requldre Zustandstransformation der Form (3.1)

V:{vl ... vig Re(vgt1) Im(vgs1) ... Re(vy) Im(vr)} (3.31)

bestehend aus linear unabhdngigen (komplexwertigen) Eigen- und Hauptvektoren v,
j=1....,r mitr = (n+k)/2 so, dass die Dynamikmatriz des transformierten
Systems folgende Form

J, 0 0
- ! 0 Jo --- O
A=V AV=| ) (3.32)
0o 0 --- J
annimmt. Dabei bezeichnen J;, i = 1,...,1 die so genannten Jordanblocke, deren

Struktur fir reelle Figenwerte \; in der Form

T i
0 X\ 0 0
Ji=1: o 0 (3.33)
Ao 1
0 0 0 A
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bzw. fir konjugiert komplexe Figenwerte a; + I3; in der Form

W E;, -~ 0 0
0O W .- 0 O
Ji= |1 S (3.34)
0O 0 --- W E,
0 0 -+ 0 W]
mit
wo | B und E, = (3.35)
=B
gegeben ist.
Beispiel 3.2. Als Beispiel betrachte man das System
(2 -2 —6 -8 —10]
-3 4 8 12 15
x=|16 4 1 0 0 |x (3.36)
7 9
-5 —4 -7 =3
0 0 0 0 =3]
mit dem reellen Eigenwert \; = —3 der algebraischen Vielfachheit 1 und dem kon-

metrischen Vielfachheit 1. Der Eigenvektor zu A = —3 lautet
vi=[o 00 -5 1],
und der Eigenvektor zu Ay = 1 4 12 ergibt sich zu
vi=[-2 10 -1+l 0of.
Den Hauptvektor v erhilt man aus der Beziehung (3.19) mit
(A —XE)vs =vy

zu

jugiert komplexen Eigenwert \o = 1 4+ 12 der algebraischen Vielfachheit 2 und geo-

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)

© A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2. Jordansche Normalform Seite 51

Damit lautet die Transformationsmatrix V

0 -2 0 -8 o0
0 1 0 1 0
V=|vi Re(vz) Im(vs) Re(vs) Im(vg)]=|0 0 0 0 2
5 11 _5 _5
4 3 6 18 18
1 0 0 0 0|
(3.41)

und die transformierte Dynamikmatrix in der reellen Jordanschen Normalform er-
rechnet sich zu

-3 0 0 0 0
M 0 0 0 1 2 1 0
A=V 1AV = 0 W E, =10 -2 1 0 1 (3.42)
0 0 W 0 0 0 1 2
— 0 0 0 —2 1

W:[Re()\g) Im()\g)] - -
—Im()\g) Re()\Q)

Aus den Uberlegungen der Abschnitte 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3 folgt die Transitionsma-
trix des transformierten Systems zu

e 3t 0 0 0 0
0 elcos(2t) e'sin(2t) te'cos(2t) te'sin (2t)
®(t)=| 0 —e'sin(2t) elcos(2t) —telsin(2t) tel cos (2t) (3.43)
0 0 0 elcos(2t)  e'sin(2t)
L 0 0 0 —elsin (2t) e’ cos (2t) |

bzw. fiir das Originalsystem (3.36) nach (3.8)
®(t)=Ve(t)V! (3.44)

mit V von (3.41).

Aufgabe 3.7. Berechnen Sie die reelle Jordansche Normalform des Systems

o O O N
o O N =
[ N S
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Lésung von Aufgabe 3.7. Die Jordansche Normalform ergibt sich zu

2 100
A-viav |V 210
00 21
000 2

Aufgabe 3.8. Berechnen Sie die reelle Jordansche Normalform des Systems

o o o w
o o v o=
<IN RSN
N O O O

Lésung von Aufgabe 3.8. Die Jordansche Normalform ergibt sich zu

A=V 1AV =

N O OO

0
1
2
0

o O O N
S O NN o=

3.3. Allgemeines Losungsverhalten

Aus dem bisher Gesagten ldsst sich auf einfache Art und Weise das Losungsverhalten
eines linearen, zeitinvarianten autonomen Systems der Form

x = Ax, x (0) = %o (3.45)

angeben.

Satz 3.3. Jede Losung x; (t), j =1,...,n des Systems (3.45) ist eine Linearkombi-
nation der Funktionen

threr k269 cos (Bt)  und %3 sin (Bt) (3.46)

fur die reellen Figenwerte X\, die konjugiert komplexen Eigenwerte a+15 und ky, ko,
ks =0,...,(r —1) mit r als der jeweiligen Dimension der Jordanblicke.

Aus Satz 3.3 kann man schlieflen, dass die Trajektorien eines linearen zeitkontinuier-
lichen Systems der Form (3.45) weder in endlicher Zeit nach Null noch nach Unendlich
streben kénnen. Dies gilt nicht fiir nichtlineare und zeitdiskrete Systeme.

Als direkte Konsequenz von Satz 3.3 ldsst sich noch folgender Satz angeben:
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Satz 3.4 (Globale asymptotische Stabilitit). Fir alle Anfangswerte xg € R™ gilt
genau dann

t1l>11010x (t) = tll>11010<1> (t)xo =0, (3.47)

wenn alle Eigenwerte der Matriz A negativen Realteil besitzen. Man sagt dann auch,
die Ruhelage xp = 0 ist global asymptotisch stabil.

Aufgabe 3.9. Beweisen Sie Satz 3.4.

Aufgabe 3.10. Ist die Ruhelage xp = 0 des Systems

0
6 | x
—1

o ot N

1
x= |0
1

global asymptotisch stabil?
Lésung von Aufgabe 3.10. Nein
Aufgabe 3.11. Ist die Ruhelage xp = 0 des Systems
. 1 -2
X = e
-2 4
global asymptotisch stabil?

Lésung von Aufgabe 3.11. Nein

Zur geometrischen Interpretation des Eigenvektors wird im Folgenden der Begriff eines
tnwvarianten Unterraums definiert.

Definition 3.2. Es sei V ein linearer Unterraum des R" mit der Basis {rl . rk}.

Man nennt V invariant gegeniiber einer (n X n)-Matrix A, wenn fiir alle x € V auch
Ax €V gilt.

Aus der Definition des Eigenvektors Av; = A;v; zu einem Eigenwert \; sieht man
unmittelbar, dass v, invariant gegeniiber A ist. Mit anderen Worten heifit dies, dass
wenn man mit einem Anfangswert xg auf einem Eigenvektor startet, also z. B.

X0 = YoV1, Yo € R, (348)

dann verbleibt die Trajektorie fiir alle Zeiten in dieser Richtung des Eigenvektors, d. h.
die Losung hat die Form

x(t)=~(t)vy . (3.49)
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Um dies zu zeigen, setzt man (3.49) in das System (3.45) ein und erhalt

A (t) vy =7 (t) Avy =y (t) \ivy (3.50)
bzw.
(7 () =y () M)vi=0. (3.51)
Da der Eigenvektor vq # 0 ist, muss demnach gelten
Y(t) =7t M (3.52)
bzw.
v (t) =voexp (A\it) . (3.53)

Dies bedeutet, dass sich das System entlang eines Eigenvektors durch eine gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung beschreiben ldsst. Die spezielle Losung (3.49) mit
(3.53)

x (t) = yoexp (A1t) vi (3.54)

wird auch als Figenschwingung des Systems (3.45) bezeichnet.

Beispiel 3.3. Als Beispiel betrachte man folgendes System zweiter Ordnung
14 —1.2
x=Ax = X . (3.55)
-1.2 —-04
Die Eigenwerte der Dynamikmatrix A errechnen sich zu Ay = —1 und X\ = 2, die
Figenvektoren lauten
—0.447
Vi = 3.56a
' [—0.894] (3.562)
—0.894
= 3.56b
2 [ 0.447 ] (3.56b)
und die zugehorige Jordansche Normalform ergibt sich zu
- -1 0
A=V1AV = [ . 2] : (3.57)

Abbildung 3.2 zeigt den Verlauf der Trajektorien mit den zugehorigen Eigenvektoren
vy und vs.

3.4. Eingangs-Ausgangsverhalten

Neben der bisher behandelten mathematischen Formulierung linearer, zeitinvarianter Sys-
teme in Form von Zustandsdifferentialgleichungen und Ausgangsgleichungen (siehe (3.2))
ist sehr hdufig eine Beschreibung des Systemverhaltens vom Eingang u € R? zum Aus-
gang y € R? ohne Kenntnis des Zustandes x € R" gewtiinscht. Wie im Folgenden gezeigt
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Abbildung 3.2.: Verlauf der Trajektorien fiir Ay = —1 und Ay = 2.

wird, kann dieses so genannte Eingangs-Ausgangsverhalten in Form von Ubertragungs-
funktionen im Eingréfienfall (p = ¢ = 1) bzw. Ubertragungsmatrizen im Mehrgréfenfall
beschrieben werden. Die hierfiir erforderlichen Grundlagen der Laplace-Transformation
L wurden bereits in Signale und Systeme 1 (Kapitel 7) besprochen und sind der Voll-
stdndigkeit halber im Anhang A nochmals zusammengefasst. Im weiteren Verlauf des
Skriptums werden Laplace-transformierte Zeitsignale immer mit einem ~ versehen, d. h.

L(f(1) =1 (s).
3.4.1. Ubertragungsfunktion

Wendet man die Laplace-Transformation auf das lineare zeitinvariante Eingréffensystem

% = Ax + bu, x (0) = xo (3.58a)
y=clx +du (3.58b)

mit dem Zustand x € R"™, dem skalaren Eingang u € R und dem skalaren Ausgang y € R
an, so erhéilt man

0= AXx(s) +bi(s) (3.59a)
y=cT%(s)+di(s) . (3.59b)
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Berechnet man nun aus (3.59a) die Grofie x (s)
%(s) = (sE—A) 'x0+ (sE— A) ' bi(s) (3.60)
und setzt dies in (3.59b) ein, ergibt sich
j(s) =" (SE—A) " xo+ (" (sE— A) b+ d)a(s) . (3.61)

Daraus lisst sich unmittelbar der Begriff der Ubertragungsfunktion definieren:

Definition 3.3 (Ubertragungsfunktion). Fiir das lineare zeitinvariante Eingréfien-
system von (3.58) mit dem Zustand x € R™, der Eingangsgroe © € R und der
Ausgangsgrofie y € R gelte xg = 0. Die von der speziellen Wahl von u unabhéngige
Funktion G(s)

g(s) =G (s)i(s) (3.62)

heifit Ubertragungsfunktion von (3.58).
Im Abschnitt 2.4, Satz 2.4, haben wir festgestellt, dass sich die allgemeine Lésung von
(3.58) in der Form
t
X (1) = ® (1) x0 + / & (t—7)bu(r)dr (3.63a)
0
y(t) =cTx (t) + du(t) (3.63b)

mit der Transitionsmatrix ® (¢) anschreiben ldsst. Wendet man nun auf die erste Zeile
von (3.63) die Laplace-Transformation an, so ergibt sich unter Verwendung des Faltungs-
satzes X aus Anhang A die Beziehung

% (s) = ® (s)x0 + P (s)bii(s) . (3.64)

Durch Vergleich von (3.60) mit (3.64) zeigt sich unmittelbar, dass sich die Laplace-
Transformierte der Transitionsmatrix ® (¢) in der Form

A

d(s)=(sE—A)"* (3.65)

errechnet.

Aufgabe 3.12. Berechnen Sie die Transitionsmatrix ® (t) des Systems
. 1 1
X = X
-4 1
mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Lésung von Aufgabe 3.12. Transitionsmatrix

® (1) = [ exp (t) cos (2t) %exp (t) sin (Qt)l
—2exp (t)sin (2t)  exp (t) cos (2t)
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Damit ist neben der im vorigen Kapitel diskutierten Transformation auf Jordansche
Normalform eine weitere Moglichkeit zur effizienten Berechnung der Transitionsmatrix
gegeben.

Satz 3.5 (Ubertragungsfunktion). Die Ubertragungsfunktion G (s) des linearen, zei-
tinvarianten Eingrofiensystems (3.58) errechnet sich zu

G(s) = 28 —c"(sE—A)'b+d (3.66)
mit den Polynomen z (s) und n (s). Sind die Polynome z (s), auch Zahlerpolynom ge-
nannt, und n (s), auch Nennerpolynom genannt, teilerfremd, dann gilt grad (z (s)) <
grad (n (s)) < n und die Nullstellen des Nennerpolynoms n (s), die so genannten Pole
der Ubertragungsfunktion G (s), sind auch Eigenwerte der Matriz A. Die Umkeh-
rung gilt im Allgemeinen nicht. Der Grad des Nennerpolynoms grad (n (s)) gibt auch
die Ordnung der Ubertragungsfunktion G (s) an.

Beweis. Den Beweis fiir die Beziehung (3.66) erhdlt man unmittelbar indem man in
(3.61) x¢ = 0 setzt. Die Inverse der Matrix (sE — A) lasst sich in der Form
_ dj (sE — A)
E_A)l =202 A) 3.67

(s ) det (sE — A) (3.67)
anschreiben, wobei mit adj (sE — A) die adjunkte Matriz der Matrix (sE — A) be-
zeichnet wird.
(Anmerkung: Die Elemente A;; der adjunkten Matrix adj (A) = [A;;] einer Matrix
A = [a;;] entsprechen den Subdeterminanten der ((n —1) x (n — 1))-Matrizen von
A, die durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte hervorgehen, multipliziert
mit dem Faktor (—1)"*7.)
Setzt man (3.67) in die Ubertragungsfunktion (3.66) ein

z(s) cTadj(sE— A)b+ddet(sE— A)

G(s) = n(s) B det (sE — A) ’ (368)

erkennt man unmittelbar, dass

o die Pole der Ubertragungsfunktion G (s) auch Eigenwerte der Matrix A sind,
da det (sE — A) dem charakteristischen Polynom der Matrix A entspricht,

o das Nennerpolynom n (s) von G (s) maximal die Ordnung n haben kann und

o der Grad des Zahlerpolynoms z (s) kleiner oder gleich dem Grad des Nenner-
polynoms n (s) sein muss, da adj (sE — A) zufolge der Definition lediglich aus
Polynomen (n — 1)-ter Ordnung in s besteht.

[
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Aufgabe 3.13. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G (s) des linearisierten Zwei-
tanksystems von Aufgabe 2.18

A 2g |1 A %
i hl :M 0 hl + A Aq
dt Ahsy Agr |1 -1 Ahs 0
Ah
_ a’g 1
an=[o 2] |30

mit der Eingangsgrofie Ag und der Ausgangsgrofie Ags.

Lésung von Aufgabe 3.13. Die Ubertragungsfunktion lautet
1

A 2
(S;JR + 1>
ag

G(s) =

Aufgabe 3.14. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G (s) des elektrischen Sys-
tems von Abbildung 1.6 mit der Eingangsgrofie u () und der Ausgangsgrofe y ().

Lésung von Aufgabe 3.14. Die Ubertragungsfunktion lautet

_1 + sCRy

Gls) = sR,C

3.4.2. Zusammenschaltung von Ubertragungsfunktionen

Mit Ubertragungsfunktionen kann sehr einfach das Ubertragungsverhalten zusammenge-
setzter Systeme aufgrund der Kenntnis des Ubertragungsverhaltens ihrer Komponenten
bestimmt werden. Dazu betrachte man die Ubertragungsfunktionen Gp (s) und Gs (s)
zweier FKingroflensysteme mit

g1 =G1(s) (3.692)
g2 = Ga (s) Uz (3.69b)

Als Hintereinanderschaltung oder Serienschaltung bezeichnet man das System von Ab-
bildung 3.3 mit der Eingangsgrofie @ = @1, der Ausgangsgrofie § = ¢ und der Zusam-
menschaltungsbedingung s = 7.

Fiir das Gesamtsystem mit der Eingangsgroie u (t) und der Ausgangsgrofle y (¢) erhalt
man die Ubertragungsfunktion

G (s) = % — Gy (s)Ch(s) . (3.70)

Man beachte, dass die Beziehung (3.70) nur dann giiltig ist, wenn die Zusammenschaltung
von Abbildung 3.3 rickwirkungsfrei ist.
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U1 Y1 U2 Y2

Abbildung 3.4.: Elektrisches Netzwerk.

Zur Erlduterung betrachte man das elektrische System von Abbildung 3.4. Die Uber-
tragungsfunktion errechnet sich zu

1
- s2C2R?2+4+3sCR+1

G(s) =

IS

(3.71)

und dies entspricht offensichtlich nicht der Serienschaltung zweier Ubertragungsfunkti-
onen G (s) nach Abbildung 3.5

1

G(S)#Gl(S)Gl(S):m .

(3.72)

Der Grund liegt darin, dass die Zusammenschaltung zweier Netzwerke nach Abbil-
dung 3.5 nicht riickwirkungsfrei ist. Man kann die Riickwirkungsfreiheit beispielsweise
dadurch erreichen, dass man die Teilnetzwerke durch einen Spannungsfolger geméafi Ab-
bildung 3.6 trennt.

Als Parallelschaltung bezeichnet man das System von Abbildung 3.7 mit der Eingangs-
groBe i1 = 1z = @ und der Ausgangsgrofe § = §; + 2. Fiir die Ubertragungsfunktion
der Parallelschaltung folgt unmittelbar

G(s) = % — Gy (5)+Cas) . (3.73)

Die so genannte Gegenkopplung (Mitkopplung) oder Riickkopplung mit negativem Vor-
zeichen (mit positivem Vorzeichen) ist in Abbildung 3.8 dargestellt. Die Ubertragungs-
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U (t) C—— | N1 (t) Uy — Gl (5) — Y1

Abbildung 3.5.: Teilnetzwerk von Abbildung 3.4.

R
ideal 1 o
R
o— 1 +
C=—= |yt
U (t) o
o O

Abbildung 3.6.: Auftrennung der Teilnetzwerke durch einen Spannungsfolger.

funktion des Gesamtsystems mit der Eingangsgrofie 4 = 4y + @2, der Ausgangsgrofie
7 = 91 und der Zusammenschaltungsbedingung 4, = ¢ folgt zu

G(s)=Z2=(1+G1(s)G2(s)) Gy (s) . (3.74)

IS

Aufgabe 3.15. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen G,y (s), Gru (), Gay (),
G (8), Gy (s) sowie Gy, (s) des Regelkreises von Abbildung 3.9 mit der Fiih-
rungsgrofle r, der Storgrofie d, dem Messrauschen n, der Stellgrofie u und der Aus-
gangsgroBe y. Beachten Sie, dass mit G, (s) die Ubertragungsfunktion vom Eingang

n zum Ausgang y gemeint ist.

Lésung von Aufgabe 5.15. (fiir drei Ubertragungsfunktionen)

VG Vv G —G2R

“v=ivar 9T ivan STk

3.4.3. Ubertragungsmatrix

Im Mehrgréfienfall (p Eingéinge und ¢ Ausgénge) tritt an Stelle der Ubertragungsfunkti-
on G (s) die so genannte Ubertragungsmatrix G (s). Die Herleitung erfolgt vollkommen
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U1 U

Gl (S)

v

U2 Y2

A 4
D)
(V)
—
V)
S~—

G ()

Abbildung 3.7.: Parallelschaltung zweier Ubertragungsfunktionen.

analog zur Ubertragungsfunktion und wird wegen der Ahnlichkeit zu Abschnitt 3.4.1 re-
lativ kurz gehalten. Die Laplace-Transformation angewandt auf das lineare, zeitinvariante
System

X = Ax + Bu, x (0) = %o (3.75a)
y = Cx+ Du (3.75Db)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R” und dem Ausgang y € R? ergibt

sX —x0 = Ax + Ba (3.76a)
y=Cx+Du. (3.76Db)

Durch Elimination der Grofle x mit
= (E—A) 'Ba+ (sE—-A) 'xg (3.77)
folgt unmittelbar
y=(CGE-A)'B+D)a+C(E-A) 'x, (3.78)
und fiir xg = 0 erhilt man die (q x p)- Ubertragungsmatriz

G(s)=C(sE-A) 'B+D=C®(s)B+D. (3.79)

Aufgabe 3.16. Betrachten Sie das elektromechanische System vom Abschnitt 1.4 mit
der Zustandsdifferentialgleichung (1.25) und der Ausgangsgleichung

y:

o) =t
My|  |kyr (ir)ia
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u1 Y1
u———O——  Gi(s) >y
L) Y2
G2 (S) <

G (s)

Abbildung 3.8.: Gegenkopplung zweier Ubertragungsfunktionen.

Linearisieren Sie das System fiir ¢z (i) = Lpip mit konstantem Ly und up = up g
um den Arbeitspunkt

_ RaRpmgr ) Rpmgr . _UFR

UA,R = y AR=77——, IFR= R
F

= , wpr =0, = const.
kLFuRR R YR

k?LFU,F’R
und berechnen Sie die Ubertragungsmatrix G (s) des linearisierten Systems vom

Eingang Au' = |Auy Aup| zum Ausgang Ay’ = [Al‘ AMel}.

Lésung von Aufgabe 5.16. Die Ubertragungsmatrix G (s) lautet

rkup rRRrpLp (sLa+RA)mgr?R3,

G (S) _ sfi(s) s(sLF—&—RF)FL(s)uI':‘E
skLpup RRF© s(sLA—&—RA)mger,@
7i(s) (sLrt+RFp)(s)urr

mit
it (s) = s°R3OL4 + sRpOR4 + k*Liuy

o= (9G+@T+mr2) .

Aufgabe 3.17. Zeigen Sie, dass dquivalente mathematische Beschreibungen eines li-
nearen, zeitinvarianten Systems (A, B, C,D) (siehe (3.2)) und (A,B,C,f)) (siehe
(3.3)) die gleiche Ubertragungsmatrix besitzen.

Man beachte, dass bei der Zusammenschaltung von Ubertragungsmatrizen wegen der
Nichtkommutativitat der Matrizenmultiplikation die Reihenfolge der Teiliibertragungs-
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d—> G2 (s)

!
=
—

w
~—
(‘\4
v
<

r ——>» V (s) e R—»u

R (s)

Abbildung 3.9.: Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden.

matrizen entscheidend ist. Die Ergebnisse fur die Serienschaltung (3.70) sowie fiir die
Riickkopplung (3.74) von Abschnitt 3.4.2 wurden bereits so angeschrieben, dass sie auch
im Mehrgroflenfall giiltig sind.

Aufgabe 3.18. Berechnen Sie die Ubertragungsmatrix G (s) der Serienschaltung, der
Parallelschaltung und der Riickkopplung zweier Ubertragungsmatrizen G1 (s) und
G2 (s). Wie miissen die Dimensionen der Matrizen aussehen, damit die einzelnen
Zusammenschaltungen iiberhaupt moglich sind.

3.5. Realisierungsproblem

Im Satz 3.5, im Speziellen (3.66), wurde gezeigt, dass es sehr einfach ist, zu einem line-
aren, zeitinvarianten EingroBensystem (3.58) die Ubertragungsfunktion G (s) zu berech-
nen. Unter dem Realisierungsproblem versteht man die umgekehrte Aufgabe, ndmlich zu
einer gegebenen Ubertragungsfunktion G (s) eine Zustandsdarstellung der Form (3.58)
mit den Gréflen A, b, ¢ und d zu suchen. Jene Zustandsrealisierungen, die eine minimale
Anzahl von Zustéinden haben, werden auch als Minimalrealisierung der Ubertragungs-
funktion G (s) bezeichnet. Es sei an dieser Stelle nochmals betont, dass die Zustandsrea-
lisierung einer Ubertragungsfunktion G (s) natiirlich keinesfalls eindeutig ist (sieche dazu
auch Aufgabe 3.17).
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Satz 3.6 (Realisierbarkeit). Eine Ubertragungsfunktion

CH$=ZS§ (3.80)

mit dem Zdhler- und Nennerpolynom z (s) und n (s) ist genau dann realisierbar, wenn
grad (z (s)) < grad (n (s)) oder dquivalent dazu

lim |G (s)| < o0 (3.81)

S$—00
gilt.

In der englischsprachigen Literatur bezeichnet man eine Ubertragungsfunktion (3.80)
mit grad (z (s)) < grad (n(s)) auch als proper bzw. fiir grad (z(s)) < grad (n(s)) als
strictly proper. Durch Polynomdivision von z (s) durch n (s) ist es unmittelbar einsichtig,
dass fiir grad (z (s)) > grad (n (s)) in der zugehorigen Zustandsdarstellung Ableitungen
der Eingangsgrofle u auftreten miissen, und man somit nicht mehr direkt die Struktur
von (3.58) erhélt. Um fiir G (s) von (3.80) eine Minimalrealisierung zu finden, miissen die
Polynome z (s) und n (s) teilerfremd sein.

Im Folgenden werden zwei kanonische Minimalrealisierungen der Ubertragungsfunkti-
on
g(s)  z(s) bo+bis+-- +by_15""1 4 bys"
i(s) n(s) ag+ars+---+a, 15714 s

G (s) = (3.82)
angegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass die Polynome z (s) und n (s) teilerfremd sind,
und das Nennerpolynom monisch ist, d.h. der hochstwertigste Koeffizient von n (s) ist 1.
Fithrt man fiir (3.82) eine Polynomdivision in der Form

] by — apbn, b1 —a1b, oot (bp_q — ap_1by) "t
G(s) = 1) _ (bo=aobn) + (b —anb) s+ 4 Bt = anabo) "7 g g
i (s) ap+ars+--F+ap_1s"t 4 sn

durch und vergleicht diesen Ausdruck mit (3.66), dann erhilt man unmittelbar
d=b, . (3.84)
Fiir den echtrationalen Anteil von (3.83) folgt durch Ausmultiplizieren

ag (§ — bpt) + a1s (4 — bpt) + ... + 8" (4 — bpt)

. (3.85)
= (bp — aobn) a4+ (by — albn) s+ -+ (bp—1 — ap—1by) s
bzw. mit
Tp =19 — byl (3.86a)
by =b; —aib,, i=0,1,...,n—1 (3.86b)
folgt
A0l + 1880 4 -+ + Q18" "By + 8 Ep = bolh + bysU+ -+ + by_18" ' . (3.87)
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Formt man (3.87) in der Form

1 1 1 R -1 - 1 1.
aos—nwn—i-al—lxn—i-“-+an_1;xn+xn:bos—nu+blﬁu+-'~+bn_1;u (3.88)

s
bzw.
. o U 1 1 - . 1
Tn = ((-.. (((both — apy) — + b1t — a18n)— + ... )= + bp—1U — Qp—13n)— (3.89)
~— S S s S
n mal n mal
um und fithrt die Grélen
N T N
o= (bou - aomn) (3.90a)
N T/, 5 N
To = B (1‘1 + b1t — almn) (3.90b)
Ty, = é Tp_1+ Bn_la — Ap—1Tn (3.90(3)
z
ein, so erhélt man unmittelbar das System
[ 2y ] 0 ... ... 0 —ao |[ 2] [&]
To 1 0 0 —aj o [~)1
s = 1 : K (3.91a)
Tp1 0 0 —ap_a| [Tn-1 by—2
L :%n i 0 0 1 —a,_1 :%n i _bn—l_
—_—— L —— ——
X A X b
T
To
g=00 ... 0 1]| : + o it (3.91b)
cT i'n—l d
Zp
-
X

Durch die inverse Laplace-Transformation von (3.91) ist aber unmittelbar eine Zu-
standsrealisierung der Ubertragungsfunktion G (s) von (3.82) gefunden. Man nennt diese
Realisierung auch 2-te Standardform oder Beobachtbarkeitsnormalform. Abbildung 3.10
zeigt das zugehorige Strukturschaltbild.

Die Ubertragungsfunktion G (s) als skalare rationale Funktion in s bleibt unveriindert,
wenn man sie transponiert, d. h.

G(s)=c"(sB-A) " btd=(cT(sE-A)'b+d) =b" (sBE-AT) ctd.
(3.92)
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3.5. Realisierungsproblem

u eee
A y A 4
bo by by 1 b
T T Tn—1
1 ! 1 ——2—> coe " 1 In » Y
L N =
ao ai an—1
A A A
Xy

Abbildung 3.10.: Beobachtbarkeitsnormalform oder 2-te Standardform.

Gleichung (3.92) besagt offensichtlich, dass das Eingrofiensystem (3.58) und
(3.93a)

x=ATx + cu, x (0) = xo
y=bTx +du (3.93b)

die gleiche Ubertragungsfunktion G (s) haben. Das System (3.93) nennt man auch das zu
(3.58) duale System. Wendet man dies auf (3.91) an, erhélt man die Realisierung

a4 ] o 0 o [[a ] [o
To 0 0 1 0 o
s = P, : S ERHE (3.94a)
Tp—1 0 0 0 1 Tn_1 0
| Zn | |—a0 —a1 ... —ap—2 —an—1| | Zn | 1]
—_——— —_——
X AT X C
I
T
g=bo b1 ... buz boa|| i |+ Dait. (3.94D)
—~
bT ZTp—1 d
Zn
X

Das zugehorige Strukturschaltbild ist Abbildung 3.11 zu entnehmen. Die Form (3.94)
heifit auch 1-te Standardform oder Steuerbarkeitsnormalform.
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y
bn bn—l b1 bO
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u ——>O_> 1 n » 1 _n»l eoe » 1
s s s
A
v y A
An—1 aq agp

Abbildung 3.11.: Steuerbarkeitsnormalform oder 1-te Standardform.

Als Beispiel bestimme man fiir die Ubertragungsfunktion

s3 + 25
T G-1(-2+35)(s 1) (3.95)

G(s) =

|

die 1-te Standardform. Dazu zerlegt man die Ubertragungsfunktion in einen konstanten
und einen echt rationalen Anteil in der Form
2 1/ 2.2 2
TS RS Lk 1 Lb s ) S LAt Y

s
Gls) — _ +io +2 . (3.96
)= 5 22 —s+32 $3—2s2—s+2 3 $S-2s2-5+2 3 (3.96)

Die 1-te Standardform lésst sich nun unmittelbar aus (3.96) ablesen

d T 0 1 0 T 0
N zo| =10 0 1| |xo| +|0|u (3.97a)
T3 —% 1 % T3 1
T
=|-2 1 2 ! 3.97b
Y= {—g g} xo| + g (3.97b)
z3

Aufgabe 3.19. Bestimmen Sie die 2-te Standardform fiir die Ubertragungsfunktion

0 —3s+1
G(S)Za

T 22135+ 1
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Lésung von Aufgabe 3.19. Die 2-te Standardform lautet
d |ﬁ‘{| - [0 —%
dt T2 1 —%

x1
=10 1 .
v=D 1))

Aufgabe 3.20. Starten Sie das Programm MATLAB und tippen Sie help control ein.
Studieren Sie die Befehle tf, tfdata, canon, ss2tf, tf2ss, feedback etc.

3.6. BIBO-Stabilitat

Die globale asymptotische Stabilitit der Ruhelage nach Satz 3.4 bezieht sich auf ein li-
neares, zeitinvariantes, autonomes System. Mit Hilfe der so genannten BIBO-Stabilitit
(BIBO - Bounded Input Bounded Output) ldsst sich die Stabilitét des Eingangs-Aus-
gangsverhaltens eines linearen, zeitinvarianten Systems der Form (3.58) beurteilen.

Definition 3.4 (BIBO-Stabilitdt). Fiir ein lineares, zeitinvariantes Eingrofiensystem
(3.58) mit der Eingangsgrofle v und der Ausgangsgrofle y gelte xg = 0. Das System
heifit BIBO-stabil, wenn zu jeder beschrinkten Eingangsfunktion u (t) eine beschrinkte
Ausgangsfunktion y (t) gehort, d.h. zu jedem finiten a > 0 mit |u (t)| < a existiert
ein finites b > 0 so, dass |y (t)| < b gilt.

Die BIBO-Stabilitét ldsst sich nun sehr einfach anhand der so genannten Impulsantwort
t
g(t) :/ g(1)o(t—1)dr =L (G (s)1) =@ (B)b, >0 (3.98)
0
der Ubertragungsfunktion

G(s)=cl(sSE—A) 'b+d (3.99)

9(s)

mit § (¢) als der Dirac Delta-Funktion (siehe Anhang A) iiberpriifen — es gilt namlich
folgender Satz:

Satz 3.7 (BIBO-Stabilitdt anhand der Impulsantwort). Ein lineares, zeitinvariantes
Eingrifiensystem der Form (3.58) ist genau dann BIBO-stabil, wenn die Impulsant-
wort g (t) nach (3.98) absolut integrabel ist, d. h. die Ungleichung

/Ooo 19 ()] dt < oo (3.100)

erfiullt ist.

Beweis: sieche Anhang C
Eine weitere Moglichkeit zur Uberpriifung der BIBO-Stabilitit erfolgt iiber die Uber-
tragungsfunktion G (s) von (3.66).
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Satz 3.8 (BIBO-Stabilitit anhand der Ubertragungsfunktion). Ein lineares, zeitin-
variantes Eingroflensystem der Form (3.58) ist genau dann BIBO-stabil, wenn fir
alle Pole s; = a; + Iw; der zugehérigen Ubertragungsfunktion G (s) von (5.66) gilt

Re(s;)) =a; <0 . (3.101)

Beweis: siehe Anhang C

Da nach Satz 3.5 jeder Pol von G (s) ein Eigenwert der Dynamikmatrix A ist folgt aus
der globalen asymptotischen Stabilitdt der Ruhelage xp = 0 des autonomen Systems x =
Ax (siehe Satz 3.4), dass das System auch BIBO-stabil ist. Die Umkehrung gilt nur dann,
wenn die Ordnung der Ubertragungsfunktion G (s) und die des Systems iibereinstimmen.

Aufgabe 3.21. Geben Sie fiir das nicht BIBO-stabile, lineare, zeitinvariante Eingro-
Bensystem mit der Ubertragungsfunktion

1

Clo=g=ar1

ISR

eine beschrinkte Eingangsgrofie w(t) so an, dass die Ausgangsgrofie y (¢) unbe-
schrankt ist.

Lésung von Aufgabe 3.21.
u(t) = Asin (t)

Aufgabe 3.22. Uberpriifen Sie anhand der Sitze 3.7 und 3.8, ob die Ubertragungs-
funktionen

1 s—1 S
Gils)==, Gale) =75, Gals)=s, Gul)=5——7

BIBO-stabil sind.

Lésung von Aufgabe 3.22. Gy (s), Gs (s) sind nicht BIBO-stabil; Ga (s), G4 (s) sind
BIBO-stabil.

Aufgabe 3.23. Ist das System

d T 0 1 0 T 1
E o 0 0 1 T2 + |0 u
T3 -2 -3 -1 I3 1

x1
y=10 1 0] |z + L
3

T3

BIBO-stabil?
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Lésung von Aufgabe 3.23. Ja.

3.7. Kontinuierlicher Frequenzgang

Schaltet man auf ein lineares zeitinvariantes System mit der Ubertragungsfunktion G (s)
eine harmonische Eingangsgrofle der Form

u (t) = Agsin (wot) (3.102)

auf und nimmt an, dass G (s) BIBO-stabil ist, dann erhélt man fiir die Ausgangsgrofie
y (t) im eingeschwungenen Zustand (d.h. nach Abklingen der transienten Vorgénge) wie-
der eine harmonische Funktion mit identischer Frequenz wgy aber verdanderter Phase und
Amplitude (siche auch Kapitel 4 von Signale und Systeme 1)

y (t) = A |G (Lwp)| sin (wpt + arg(G (o)) ) (3.103)

Wertet man die Ubertragungsfunktion G (s) entlang der imaginiren Achse s = Iw aus,
so ist mit G (Iw) eine Abbildung der imaginéren Achse Iw mit der reellen Grofie w in die
komplexen Zahlen gegeben. Man nennt nun die Funktion G (Iw) den Frequenzgang der
Ubertragungsfunktion G (s) und die reellwertigen Funktionen |G (Iw)| bzw. arg (G (Iw))
bezeichnet man als Betragsfrequenzgang oder Amplitudengang bzw. Winkelfrequenzgang
oder Phasengang von G (s).

Beispiel 3.4. Als Beispiel berechne man fiir das elektrische System von Abbildung
3.12 die Ausgangsspannung y (t) im eingeschwungenen Zustand fiir die Eingangs-
spannung

u(t) = 3sin (2t + 15°) . (3.104)
R=1
o—  Fr—o
u(t) | c=1/2 == |y (1) u—m> G(s) |—>y

Abbildung 3.12.: Einfaches elektrisches System.
Die Ubertragungsfunktion lautet

j(s) 1 1

)
G(s) = = = 3.105
() = %(s) ~ T4 sRC 143 (3.105)
und damit errechnet sich der komplexe Frequenzgang zu
1 1 w
G (Iw) = - o~ Larctan(5) (3.106)

)’
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Da G (s) BIBO-stabil ist, lautet die Ausgangsspannung y (¢) im eingeschwungenen
Zustand mit wy = 2

Y (£) = 3|G (12)] sin (2 + 15° + arg (G (12))) = —=sin (2 — 30°) . (3.107)

V2

Aufgabe 3.24. Bestimmen Sie fiir die Ubertragungsfunktion

_ () s—V3
G(S)_ﬁ(s) S s24s+1

die Ausgangsgrofie y (t) im eingeschwungenen Zustand fiir die Eingangsgrofie

u (t) = 10cos (t — 10°) +- e~ .

Losung von Aufgabe 3.24. Die Ausgangsgrofie y (t) im eingeschwungenen Zustand
lautet
y (t) = 20cos (t + 50°) .

Aufgabe 3.25. Das mechanische System von Abschnitt 1.3 (Abbildung 1.7 und Glei-
chung (1.16)) wird mit einer harmonischen Kraft der Form

F (t) = Fysin (wot + ¢o)

angeregt. Berechnen Sie die Kreisfrequenz wg so, dass die mittlere Leistung im ein-
geschwungenen Zustand

_27‘(‘

1[5
m== [ F)v(t)dt, T
pn=7 [ F @00 -

mit der Geschwindigkeit v (#) maximal wird.

Lésung von Aufgabe 3.25. Die Kreisfrequenz lautet wy = 4/ % und die zugehorige

2
mittlere Leistung im eingeschwungenen Zustand ergibt sich zu p,, = 5—3.

Aus der Berechnung des eingeschwungenen Zustandes ist es bereits naheliegend, wie
man den Frequenzgang G (Iw) einer BIBO-stabilen Ubertragungsfunktion G (s) punkt-
weise messtechnisch ermitteln kann. Dazu schaltet man einfach auf das System eine har-
monische Eingangsgrofie der Form

u (t) = Up sin (wot) (3.108)

auf, wartet ab, bis sdmtliche transienten Vorgénge abgeklungen sind, und misst anschlie-
Bend die Ausgangsgrofie im eingeschwungenen Zustand

y (t) = Yy sin (wot + o) - (3.109)
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1.0

0.5

—0.5

—1.0

Abbildung 3.13.: Zur punktweisen Aufnahme des Frequenzganges.

Aus dieser Messung erhélt man den Punkt w = wy des Frequenzganges G (Iw) tiber die
Beziehungen
Y,
G (Twp)| = -2 (3.110)
Uo
arg (G (Iwp)) = o - (3.111)

In Abbildung 3.13 ist diese Vorgangsweise grafisch veranschaulicht.

Die Aufgabe, aus Messungen der Ein- und Ausgangsgrofien das mathematische Modell
des zugehorigen Systems zu ermitteln, wird als Identifikationsaufgabe bezeichnet. Eine
einfache Moglichkeit, den Frequenzgang eines linearen, zeitinvarianten Systems punkt-
weise zu bestimmen, wurde soeben gezeigt. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass es zur
Identifikation des Frequenzganges wesentlich intelligentere Methoden gibt, die im Rahmen
dieser Vorlesung nicht behandelt werden. Fiir ndhere Details dazu sei auf die Vorlesung
Prozessidentifikation im Masterstudiengang Automatisierungstechnik verwiesen.

3.7.1. Nyquist-Ortskurve

Wie bereits erwahnt, ist der Frequenzgang G (Iw) eine Abbildung von den reellen in
die komplexen Zahlen. Eine Moglichkeit den Frequenzgang grafisch zu veranschaulichen,

besteht darin, den Graphen (Re(G (Iw)), Im(G (Iw))) in Abhéngigkeit des Parameters

w in der komplexen Ebene zu zeichnen. Diese Art der Darstellung nennt man Nyquist-
Ortskurve und diese ist fiir viele weitere Betrachtungen im Rahmen der Regelung linearer,
zeitinvarianter Systeme von essentieller Bedeutung.

Als Beispiel betrachte man die Ubertragungsfunktion G (s) des elektrischen Systems
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L0 = ! ! ! !
0.5 _
3
S :
B
~0.5 _
_10 I I I I I
1.0 0.5 0 0.5 1.0 1.5
Re (G (Iw))

Abbildung 3.14.: Nyquist-Ortskurve der Ubertragungsfunktion von Abbildung 3.12.

von Abbildung 3.12 mit dem zugehorigen Frequenzgang

1 1 —¥
G (lw) = — = +1 2__ . (3.112)
Ll 1+(5)°  1+(3)°
— —
Re(G(Iw)) Im(G(Iw))
Aus der Beziehung
1\?2 1
(Re(G(Iw)) - 2) +In (@ () = | (3.113)

iberzeugt man sich leicht, dass die Nyquist-Ortskurve von (3.112) ein Kreis mit dem
Mittelpunkt (%,0) und dem Radius % ist (siehe Abbildung 3.14).

Abbildung 3.15 zeigt als zweites Beispiel die Nyquist-Ortskurve der Ubertragungsfunk-
tion

1052 + 15s + 10
G (s) = Tisi3 (3.114)

Aufgabe 3.26. Berechnen Sie fiir die Nyquist-Ortskurve von Abbildung 3.15 die Kreis-
frequenz wy.
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15 ! ! ! !

10F i .......... ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ .........

Im (G (Iw))

_1() ,,,,,,,,, PR PR ,,,,,,,,,

Re (G (Iw))

Abbildung 3.15.: Nyquist-Ortskurve zum zweiten Beispiel.

Losung von Aufgabe 3.26. Die Kreisfrequenz ergibt sich zu wy = /7.

Aufgabe 3.27. Zeichnen Sie die Nyquist-Ortskurven der Ubertragungsfunktionen

10 s—1 S
@)= mrr 28 =5 Gl =33
3 2
G4 (S) = g7 G5 (S) = m .

Welche Nyquist-Ortskurven beschreiben als geometrischen Ort einen Kreis? Geben
Sie die zugehorigen Kreisgleichungen an.
Hinweis: Versuchen Sie den prinzipiellen Verlauf der Ortskurve mit der Hand zu

skizzieren und vergleichen Sie anschliefilend das Ergebnis mit MATLAB (Befehl ny-
quist).

3.7.2. Bode-Diagramm

Neben der soeben besprochenen Nyquist-Ortskurve zur Darstellung des Frequenzgan-
ges G (Iw) einer Ubertragungsfunktion G (s) sind die so genannten Logarithmischen Fre-
quenzkennlinien oder Bode-Diagramme von essentieller Bedeutung. Zur Definition der
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Bode-Diagramme wird im Nachfolgenden der Begriff einer einfach- und doppellogarith-
mischen Darstellung eines Graphen erldutert. Man nennt den Graphen einer Funktion
[ : R — R einfach logarithmisch, wenn er in der Parameterdarstellung (log (), f (z))
mit dem Parameter x gezeichnet wird, man nennt ihn doppellogarithmisch, wenn man die
Darstellung (log (z), log (f (z))) wéhlt. Bei den Bode-Diagrammen ist es im Rahmen der
doppellogarithmischen Darstellung iiblich, auf der Ordinate anstelle von log (f (z)) die
Grofe 201log (f (x)) aufzutragen. Man sagt dann auch, die Grofie f (z) liege in Dezibel

(f (x) in dB) vor mit (f (x))4s = 20log (f (x)).

Definition 3.5 (Bode-Diagramm). Unter dem Bode-Diagramm einer Ubertragungs-
funktion G (s) versteht man die beiden Graphen

o Amplitudengang: (log (w), |G (Iw)|yg) (doppellogarithmisch) und

o Phasengang: (log (w), arg (G (Iw))) (einfach logarithmisch). Die Phase wird
hier in ° angegeben.

Der grofle Vorteil dieser logarithmischen Darstellung liegt darin, dass bei der Serien-
schaltung von Systemen auf sehr einfache Art und Weise der Einfluss der Teilsysteme
erkennbar ist. Dazu betrachte man die beiden Ubertragungsfunktionen

Gy (s) = le ((Z)) (3.115a)
Go (s) = 2 ((S)) (3.115b)
no (S

und deren Serienschaltung

N

(s) 22(s)

N
[ah

G(s)=G1(5)Ga(s) = o1 (5) 2 (s) (3.116)
Berechnet man nun |G (Iw)| 4, so erhdlt man
- 21 (Iw) 29 (Iw)
1€ (1)l gy =200 ( n1 (Iw) ng (Iw) D 3117
=201log (|z1 (Iw)]) + 201og (|22 (Iw)|) (3.117)
— 20log (|n1 (Iw)]) — 201og (|n2 (Iw)|)
und arg(G (Iw)) ergibt sich zu
- (Iw) z9 (Iw)
arg (G (lw)) =arg <n1 (Iw) 19 (Iw)) (3.118)

Man erkennt, dass sowohl bei der Logarithmusbildung als auch beim Argument Multipli-
kationen zu Additionen und Divisionen zu Subtraktionen werden.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.7. Kontinuierlicher Frequenzgang Seite 76

Zur einfacheren Konstruktion und Interpretation des Bode-Diagrammes einer Ubertra-
gungsfunktion G (s) wird die Ubertragungsfunktion in normierter Form wie folgt

ﬁ (1+52) ._ﬁ (1+2£z,@- (55)+ (w)2>

G(s)= 2 VL)V o ny )
i(s) sTn(s) s jl;ll (1 + w7LJ) j=1;[+1 (1 + 26,5 (Wsy) * (ijf) )

mit 2z (0) = n(0) = 1, r € Z sowie w,;, il» |€nj] < 1 angeschrieben.
Dabei bezeichnet V' den Verstirkungsfaktor, w.; und w, ; die Knickfrequenzen und &, ;
und &, ; die Dimpfungsgrade der Ubertragungsfunktion G (s). Zur Interpretation des
Verstarkungsfaktors betrachte man den Fall, dass » = 0 gilt und die Nullstellen von
n (s) alle in der linken offenen s-Halbebene sind. Damit ist aber nach der Definition 3.4
der BIBO-Stabilitdt garantiert, dass die Antwort y (¢) des Systems (3.119) auf einen
Einheitssprung u (t) = o (t) beschrénkt ist und somit der Grenzwert lim;_,~ y (t) existiert.
Wendet man den Endwertsatz der Laplace-Transformation an, so folgt

. T e 2(8)
tlgloloy (t) = ll_r{(l) sy(s) = ll_r{(l) s;G (s) = E%Vn )~ V. (3.120)
Damit wird also stationédr die Hohe des Eingangssprunges um den Faktor V' auf die
Ausgangsgrofie verstérkt.
Fiir den Amplitudengang von (3.119) erhélt man

2
u“ w w
i=1 2B i=k+1 Wzi Wzi )| g
l " n o\ 2 "
j=1 I ldB  j=l+1 Wn,j Wn,j B

(3.121a)

und fiir den Phasengang folgt

arg (G (Iw)) =arg (V —i—Zarg <1+Iwzz>

=1

2
+ Z arg (1—( ) —1—12£Zﬂ-< d )) —rarg (Iw)
imkt1 2,0 Wz i
2
- Zarg <1 + I) Z arg (1 — <> + 126, ; (w)) .
=1 n,j j=l+1 n,j Wn,j

(3.121b)

Aus (3.121) erkennt man, dass sich der Amplituden- und Phasengang der Ubertragungs-
funktion G (s) additiv aus den Amplituden- und Phasengéngen der einzelnen Terme zu-
sammensetzt.

Deshalb sollen im Folgenden die einzelnen Terme genauer untersucht werden, wobei fiir
alle Betrachtungen w > 0 vorausgesetzt wird:
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(1) Verstarkungsfaktor G; (Iw) = V:

|G1|4p = 201og |V]

arg (G) = 0° fiir V > 0
ST L1800 fiwr vV <0

(2) Integrierer, Differenzierer Gy (Iw) = (Iw)":

|G| = 20rlog (w)
arg (Ga) = 90°r

(3) Linearer Term G3 (Iw) = (1 + Iw%):

0 fiir | =
w2 ok
G = QOIOg( 1+ <w) ) = {3.0103 fiir |2
k
201og (w—k) fiir or
0° fiir :}"—k
arg (G3) = arctan <:j> = { 45°sign (wg) fiir |
k
90°sign (wy) fir |-
2
(4) Quadratischer Term G4 (Iw) = (1 — (i) + 12¢; (ww_k)>’ wg > 0:

(
Gil gy = 20log J - (:;)2)2 + (2&:;)2

0 far :}7 <1
= {40log (V21&]) fir 2 =
40 log :’—k) fiir == >1

arg (G4) = arctan

2
1- ()
0° fir 2= <1
={90%sign (&) fir = =1
180°sign (&) fiir o= > 1

<1

>1

<1

>1

(3.122a)

(3.122D)

(3.123a)

(3.123b)

(3.124a)

(3.124b)

(3.125a)

(3.125b)

Man erkennt aus (3.124) bzw. (3.125), dass bei einem linearen Term bzw. einem qua-
dratischen Term im Zéhler (Nenner) der Amplitudengang fiir w > wy mit 20 dB/Dekade
bzw. 40 dB/Dekade steigt (abfillt) und fiir w < wy der Amplitudengang konstant 0dB

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.7. Kontinuierlicher Frequenzgang Seite 78

~3dB Betrégskofrekfur

|G (Iw)| in dB

i
3
S
ol
<
_90 . . . . . . . . .
100 10! 102

w in rad/s
Abbildung 3.16.: Bode-Diagramm fiir einen linearen Term im Nenner.

betragt. Beim Zeichnen der Betragsgiinge wird nun oftmals der exakte Verlauf um wy
vernachléssigt und durch die so genannten Asymptoten angenihert (siche Kapitel 4 von
Signale und Systeme 1). Abbildung 3.16 zeigt dies beispielsweise fiir die Ubertragungs-

funktion 1
G = . 3.126

Aufgabe 3.28. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm von G (s) = s" fiir verschiedene
re’Z.

Das Bode-Diagramm eines quadratischen Terms im Nenner fiir verschiedene Damp-
fungsgrade ¢ wird in Abbildung 3.17 anhand der Ubertragungsfunktion

1
12 () + ()]

G (s) (3.127)
fiir £ =0.01, 0.1, 0.5 und 1 gezeigt.

Die Eigenschaft, dass sich der Amplituden- und Phasengang einer allgemeinen Uber-
tragungsfunktion G (s) geméaf (3.121) als Summe der Amplituden- und Phasengénge der
einzelnen Teile von G (s) zusammensetzt, wird im Weiteren zur Konstruktion des Bode-
Diagramms von G (s) gezielt genutzt. Als Beispiel betrachte man die Ubertragungsfunk-
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E 0.0
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S
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~180 : : L
10° 10! 102

w in rad/s

Abbildung 3.17.: Bode-Diagramm eines quadratischen Terms im Nenner fiir verschiedene

Déampfungsgrade.
tion ( 10)
s —
G(s)=—-10"2 3.128
(s) s(s2+0.1s 4+ 0.01) ( )
bzw. in normierter Form angeschrieben

107210 1- 5

G (s) = L (3.129)

5
S S 2 ’
D5 (1423 (81 + (59)°)
V=10

Dem bisher Gesagten folgend ldsst sich der Amplituden- und Phasengang von G (s)
durch Summation der Amplituden- und Phasengéinge folgender Teiliibertragungsfunktio-
nen

1
o1) T (51)

Gi =10,  Gy— . G3=<1—i>, Gy =
5 1+ 24 (

0 5 (3.130)

konstruieren (siche dazu Abbildung 3.18).
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Abbildung 3.18.: Bode-Diagramm fiir G (s) von (3.128).

Aufgabe 3.29. Zeichnen Sie die Bode-Diagramme fiir die Ubertragungsfunktionen

10 s—1 s
Gl(s):ma G2(5):S+71, G3(5):S+27
3 2
Ga(s) = 3’ Gs (s) = 2ad

Aufgabe 3.30. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm der Ubertragungsfunktion
10 (s +0.01s + 1)
5\2 s
s((3)*+002(3) +1)

und vergleichen Sie IThr Ergebnis mit MATLAB (Befehl bode).

G(s) =
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Abbildung 3.19.: Ubertragungsglied mit der Ubertragungsfunktion G (s).

Am Ende dieses Teilabschnittes soll noch kurz der Begriff einer phasenminimalen Uber-
tragungsfunktion erlautert werden:

Definition 3.6 (Phasenminimale Ubertragungsfunktion). Man nennt eine Ubertra-
gungsfunktion G (s) phasenminimal, wenn alle Pole und Nullstellen von G (s) in der
linken offenen s-Halbebene liegen.

Der Name kommt daher, da es fiir diese Klasse von Systemen mdoglich ist, den Phasen-
gang allein aus der Kenntnis des Amplitudenganges iiber die Beziehung

arg (G (Iwy)) = ! /Oo Mln(eo‘ch (‘g’))du, u=In (i> (3.131)

TJooo dlog(w) Wy

zu ermitteln, wobei angenommen wird, dass der Verstirkungsfaktor V der Ubertragungs-
funktion G(s) positiv ist. Man kann sich anhand der Ubertragungsfunktionen

1+s —(1+s)
1+1i0’

S
=15

. Ga(s)= (3.132)

einfach iiberzeugen, dass die Beziehung (3.131) bei nicht phasenminimalen Ubertragungs-
funktionen nicht mehr giiltig ist, da in (3.132) zwar alle Ubertragungsfunktionen Gy (s),
G2 (s) und G (s) den gleichen Amplitudengang aber vollkommen unterschiedliche Pha-
sengénge aufweisen.

Aufgabe 3.31. Zeichnen Sie die Bode-Diagramme der Ubertragungsfunktionen von
(3.132).

3.8. Regelungstechnische Ubertragungsglieder

Im Folgenden sollen einige, fiir die Regelungstechnik wichtige Ubertragungsglieder er-
ldutert werden. Auf die Bedeutung dieser Ubertragungsglieder im Rahmen der Regelung
linearer, zeitkontinuierlicher Systeme wird in den néchsten Abschnitten noch néher ein-
gegangen. Als Grundlage aller weiterer Betrachtungen liege die Ubertragungsfunktion
G(s) = Z%i% des jeweiligen Ubertragungsgliedes gemifi Abbildung 3.19 zugrunde.

Neben den bisher besprochenen harmonischen Testsignalen sind auch die Antwort eines
Systems zufolge eines Einheitssprungs u (t) = o (t) (siehe auch A.6), die so genannte
Sprungantwort h (t), und die Antwort des Systems auf einen Einheitsimpuls u (¢) = ¢ (¢)

(siehe auch A.7), die so genannte Impulsantwort g (t), von Bedeutung,.
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10 =" A S

Abbildung 3.20.: Sprungantwort eines P-T;-Gliedes.

3.8.1. Verzogerungsglied 1-ter Ordnung (P-T;-Glied)
Die Ubertragungsfunktion eines Verzogerungsgliedes 1-ter Ordnung lautet

4
14T

G (s) (3.133)

mit dem Verstarkungsfaktor (Beiwert) V' und der Zeitkonstanten 7" > 0. Die Nyquist-
Ortskurve und das Bode-Diagramm eines P-T1-Gliedes sind den Abbildungen 3.14 und
3.16 zu entnehmen. Die Sprungantwort errechnet sich allgemein zu

h(t) = £ {G(s) i} —v(i-ect)o (3.134)

und die zugehorige Impulsantwort lautet

g8 = £ {G ()} = %h(t) - %e_%a ) . (3.135)

Abbildung 3.20 zeigt den Verlauf der Sprungantwort der Ubertragungsfunktion

Gls)= 0 (3.136)

Aufgabe 3.32. Berechnen Sie fiir ein allgemeines P-T;-Glied (3.133) die in Abbil-
dung 3.20 grau hinterlegte Fléche.
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Losung von Aufgabe 3.32. Die Flache berechnet sich zu A = VT.

Aufgabe 3.33. Berechnen Sie mit Hilfe des Anfangswertsatzes der Laplace-Transfor-
mation (siche Anhang A) die Steigung ko der Sprungantwort zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Lésung von Aufgabe 3.33. ko = %

3.8.2. Verzogerungsglied 2-ter Ordnung (P-T.-Glied)

Die Ubertragungsfunktion eines Verzégerungsgliedes 2-ter Ordnung lautet

y
Gle) =17 2 (sT) + (sT)?

(3.137)

mit dem Verstarkungsfaktor V', der Zeitkonstanten 7' > 0 und dem Dampfungsgrad
0 < ¢ < 1. Das Bode-Diagramm eines P-T5-Gliedes fiir verschiedene Dampfungsgrade &
ist Abbildung 3.17 zu entnehmen. Die Sprungantwort ergibt sich in allgemeiner Form zu

h(t)y=V (1 — \/1%752 (fsin (ﬁ%) + \/1 — &2 cos <\/1 —52%>> e_5;> o(t)

(3.138)

und die Impulsantwort lautet

g(t)= T\/I/_—@e_g% sin (\/ 1- 52;> o(t) . (3.139)

Abbildung 3.21 zeigt den Verlauf der Sprungantwort der Ubertragungsfunktion

5
G(s) =
) 1+2¢ () + (35)°

fir die verschiedenen Dampfungsgrade £ = 0.01, 0.1, 0.5 und 0.9.

(3.140)

Aufgabe 3.34. Berechnen Sie allgemein fiir die Sprungantwort A (¢) von (3.138) die so
genannten Hiillkurven 0y 5 (t) wie sie fiir die Sprungantwort der Ubertragungsfunk-
tion G (s) von (3.140) dargestellt sind.

Lésung von Aufgabe 3.34. Die Hiillkurven lauten

e_g%

3.8.3. Proportional-Glied (P-Glied, P-Regler)

Die Ubertragungsfunktion eines Proportional-Gliedes hat die Form

G(s)=22=Vp. (3.141)
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Abbildung 3.21.: Sprungantwort eines P-Ts-Gliedes.

Der Name kommt daher, da die Ausgangsgrofie y (t) proportional zur Eingangsgrofie u (t)
ist, es gilt ndmlich
y(t) =Vou(t) . (3.142)

3.8.4. Integrator (I-Glied, I-Regler)

Die Ubertragungsfunktion des Integrators lautet

(3.143)

Wie der Name schon sagt, ist die Ausgangsgrofie y (t) die integrierte Eingangsgrofie u (t),
also

t
y(t) = vI/ w(r)ydr,  y(0)=0. (3.144)
0
Aufgabe 3.35. Berechnen Sie die Sprungantwort des Integrators.
Lésung von Aufgabe 3.35. h(t) = Vito (t)

Aufgabe 3.36. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des In-
tegrators.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.8. Regelungstechnische Ubertragungsglieder Seite 85

10 T T T T T T T
S b f A Hilllkurven -« noeeee i
01 / :
- 6 b T e i
E/ - — = — — _— _ — _ — R — —_ N J— —_ = —
4 ...................................... @2 .................................. u
N R i N R S R ST _
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Abbildung 3.22.: Die Hiillkurven der Sprungantwort eines P-Ty-Gliedes.

3.8.5. Proportional-Integral-Glied (PI-Glied, Pl-Regler)

Die Parallelschaltung eines Proportional-Gliedes und eines Integrators ergibt das Propor-
tional-Integral-Glied mit der Ubertragungsfunktion

g(s) _Vi(L+sT) _ Vi (3.145)
0 (s) s s =

Vp

G(s) =

mit 77 > 0. Die AusgangsgroBe y (t) ergibt sich in diesem Fall zu

t
y () = Vi / w(r)dr + ViTru (), y(0) = ViTru (0) . (3.146)
0
Aufgabe 3.37. Berechnen Sie die Sprungantwort des Proportional-Integral-Gliedes.

Losung von Aufgabe 3.37. h(t) = (Vit + ViTr) o (t)

Aufgabe 3.38. Zeichnen Sie die das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Proportional-Integral-Gliedes.

Die Operationsverstirkerschaltung von Abbildung 1.6 gibt eine schaltungstechnische
Realisierung eines Proportional-Integral-Gliedes an.

Aufgabe 3.39. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G (s) = 22‘3 der Operations-
verstirkerschaltung von Abbildung 1.6 und driicken Sie die Parameter V7 und 77 von
(3.145) als Funktion der Bauteile Ry, Ry und C' aus.
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Lésung von Aufgabe 3.39. Aus der Ubertragungsfunktion G (s) = —% erhélt
1

man unmittelbar V; = —R®C und 77 = RyC.

3.8.6. Differenzierer (D-Glied, D-Regler, D-T;-Glied)

Die Ubertragungsfunktion eines idealen Differenzierers lautet
G (s)=Vps. (3.147)

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass nach Satz 3.6 die Ubertragungsfunktion des idealen
Differenzierers nicht realisierbar ist.

Aufgabe 3.40. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des Dif-
ferenzierers.

Um eine realisierbare Version des Differenzierers zu erhalten, fiigt man im Nenner einen
so genannten Realisierungsterm in der Form

Vps

GR(S): 1+TRS,

Tr < (3.148)

mit T > 0 hinzu. Ein Ubertragungsglied mit der Ubertragungsfunktion G (s) geméif
(3.148) wird auch als D-T-Glied bezeichnet.
Wie man aus Abbildung 3.23 fiir

G (s) = 10s (3.149a)
10s

erkennt, verhélt sich Gg (s) natiirlich nur noch in einem bestimmten Frequenzbereich,
namlich fiir w <« ﬁ, wie ein Differenzierer.
3.8.7. Proportional-Differential-Glied (PD-Glied, PD-Regler)
Die Ubertragungsfunktion des Proportional-Differential-Gliedes hat die Form
G(s)=Vp(1+Tps)=Vp+VpIps (3.150)
~——
Vb
mit Tp > 0 und ist nach Satz 3.6 ebenfalls nicht realisierbar.

Aufgabe 3.41. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Proportional-Differential-Gliedes.

Fiigt man beim Proportional-Differential-Glied analog zu (3.148) einen Realisierungs-
term mit Tr < Tp hinzu, dann erhélt man ein so genanntes Lead-Glied.
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Abbildung 3.23.: Differenzierer mit und ohne Realisierungsterm.
3.8.8. Lead-Glied (PD-T;-Glied)

Die Ubertragungsfunktion des Lead-Gliedes lautet

_V1+5T

G (s)= m,

0<n<l (3.151)

mit 7" > 0. Die Sprungantwort ergibt sich in allgemeiner Form zu

h(t)=V (1 + ne_ﬂtT> o(t) . (3.152)

Aufgabe 3.42. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Lead-Gliedes fiir T =V =1 und n = 0.1.

Wie man dem Phasengang des Lead-Gliedes von Aufgabe 3.42 sofort entnehmen kann,
bedingt das Lead-Glied in einem bestimmten Frequenzbereich eine Phasenanhebung. Des-
halb ist die Frage naheliegend, an welcher Frequenz die Phasenanhebung des Lead-Gliedes
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maximal wird? Dazu berechne man
arg (G (Iw)) = arctan (wT') — arctan (wnT") (3.153)

und bestimme jenes w = wmax, fir das gilt

d
—arg (G (Iw)) = - =0. 3.154
dw 8 (G (Iw) 1+ (WD)? 1+ (wnT)? ( )
Als Losung von (3.154) erhélt man
e = (3.155)
max ,\/ﬁT .

und damit errechnet sich die maximale Phasenanhebung ¢,ax zu

Ymax = arg (G (Iwmax)) = arctan <%> —arctan (/1) . (3.156)

Aufgabe 3.43. Wenn fiir die Ubertragungsfunktion G (s) von (3.151) gilt n > 1,
dann spricht man auch von einem Lag-Glied (PP-T1-Glied). Zeichnen Sie das Bode-
Diagramm und die Nyquist-Ortskurve eines Lag-Gliedes fiir T'=V = 1 und n = 10.
Berechnen und zeichnen Sie die Sprungantwort dieses Lag-Gliedes.

Aufgabe 3.44. Bestimmen Sie mit Hilfe der Grenzwertsétze der Laplace-Transforma-
tion die Werte der Sprungantwort h (¢) des Lead- und Lag-Gliedes zum Zeitpunkt
t=0und t — oo.

Lésung von Aufgabe 3.44. Es gilt h(0) = % und limy_,oo b (1) = V.

3.8.9. Proportional-Differential-Integral-Glied (PID-Glied, PID-Regler)

Kombiniert man das Proportional-Glied, den Integrator und den Differenzierer mit ei-
nem Realisierungsterm, so erhélt man das Proportional-Differential-Integral-Glied mit
der Ubertragungsfunktion

(1+Trs) (1+Tps)
s (14 Trs) ’

G(s)=Vp Tr < (3.157)

mit 17, Tp, Tr > 0.

Aufgabe 3.45. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm des Proportional-Differential-Inte-
gral-Gliedes (3.157) fir Vp =10, Ty =1, Tp = 10 und T = 0.1.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.9. Schaltungstechnische Realisierung Seite 89

3.8.10. Totzeit-Glied

Wenn durch das System G (s) von Abbildung 3.19 die Eingangsgrofie w (¢) um eine kon-
stante Zeit T; nach rechts verschoben wird (vergleiche auch Abbildung 2.3), also die

Ausgangsgrofle die Form
y(t) =u(t— 1) (3.158)

mit 7; > 0 annimmt, dann bezeichnet man das System auch als Totzeit-Glied und T}
als Totzeit. Nach dem ersten Verschiebungssatz der Laplace-Transformation lautet die
zugehorige Ubertragungsfunktion

G(s)=e Tt (3.159)

Solche Totzeit-Glieder treten typischerweise bei Systemen mit Transportvorgidngen (z. B.
Forderbander) auf. Es sei aber an dieser Stelle erwihnt, dass bei diesen Systemen die
Totzeit T} sehr hdufig nicht konstant ist (beispielsweise zufolge der Abhéngigkeit von der
Forderbandgeschwindigkeit ), sondern sich zeitlich &ndert und damit die Formulierung von
(3.159) nicht mehr giiltig ist.

Aufgabe 3.46. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve eines
Totzeit-Gliedes.

3.9. Schaltungstechnische Realisierung

Wie man bereits in Abbildung 1.6 gesehen hat, lasst sich das Proportional-Integral-Glied
sehr einfach als Operationsverstirkerschaltung realisieren. Es liegt daher die Frage nahe,
ob es eine einfache Moglichkeit gibt, fiir eine vorgegebene Ubertragungsfunktion G (s)
eine schaltungstechnische Realisierung in Form von Operationsverstérkerschaltungen zu
finden? Fiir die Ubertragungsfunktionen wie sie auch im vorigen Abschnitt beschrieben
wurden, ist dies sehr einfach mdglich. Man betrachte dazu die Operationsverstarkerschal-
tung in Vierpoldarstellung von Abbildung 3.24.
Mit den Admittanzmatrizen der beiden Vierpol-Netzwerke a und b

[%11 _ [Ya,ll s) Yai12 (3)] lﬁa,ll (3.160a)
ia,2 Yo,21 (s (

(s)

(5) Yoo (s)| [laz2
l%,l] _ [Yb,n (s)
b2 Y21 ()

i
] [f“] (3.160b)
sowie den Beziehungen

i = ﬂa,l, IAL(LQ == @b71 = 0, ia,Q = —ib71 und g = ﬂbg (3.161)

folgt unmittelbar die Ubertragungsfunktion

g(s) o b1 Yao1(s) Y01 (s)
G(s)="77=—"=— - =% . 3.162
) a(s)  tay  Ypi2(s) a2 Yp12 (s) ( )
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Abbildung 3.24.: Operationsverstéirkerschaltung in Vierpoldarstellung.

Da passive RLC-Netzwerke reziprok sind, gilt allgemein, dass die Admittanzmatrix
symmetrisch ist, d.h. Y15 (s) = Ya; (s). Der nachfolgenden Tabelle sind die Leitwerte
einiger Netzwerke zu entnehmen und damit lassen sich relativ einfach die Operationsver-
stirkerschaltungsrealisierung verschiedener Ubertragungsfunktionen bestimmen.

Schaltung Yio Koeffizienten
T S
R -1
R

C
o " o
—sC
O ® O
L
Oo—e R o—O 1
e va+s) VTR

T = RC
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Schaltung Yio Koeffizienten
. T I 1
T (1+ sT) o RC
) RS ) 2
1
| I 1
o—e R1 ® o V=—
v 1+ sT Ry
—[ ] I L+snT T =(R+Ry)C
R2 C n < 1 . R2
O _T_ © n= Ry + Ry
1+ snT 1402
o—eo—| f—e—o _y oA R,C
14 sT T=""="
f C f n<1 22R
1
"= op | p_
T 2R + Ry
O L O

Aufgabe 3.47. Verifizieren Sie die Admittanzen Yy, (s) der vorigen Tabelle.

Aufgabe 3.48. Bestimmen Sie mit Hilfe der soeben gezeigten Methode die schaltungs-
technische Realisierung eines Lead-, Lag- und eines Proportional-Gliedes sowie eines
Integrators.

3.10. Pol-Nullstellen Diagramm

Neben der Méglichkeit, eine Ubertragungsfunktion G (s) als Frequenzgang in Form der
Nyquist-Ortskurve oder des Bode-Diagramms zu charakterisieren, wird auch sehr oft das
so genannte Pol-Nullstellen Diagramm verwendet. Dabei werden die Pole mit einem Kreuz
x und die Nullstellen mit einem Kreis o in der komplexen Ebene symbolisiert. Abbildung
3.25 zeigt dies fiir die Ubertragungsfunktion

10s (s +1)

G) = 5=05) (2 145 7 6.25)

(3.163)
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Abbildung 3.25.: Pol-Nullstellen Diagramm der Ubertragungsfunktion G (s) von (3.163).

Das Pol-Nullstellen Diagramm von Abbildung 3.25 wurde mit dem Befehl pzmap von
MATLAB erstellt.

Die Wahl fiir das von MATLAB eingezeichnete Gitter von Halbkreisen und Strahlen in
der linken komplexen Ebene hat folgende Bedeutung. Betrachtet man ein quadratisches
Polynom in s in der Form des Nennerpolynoms der Ubertragungsfunktion des P-Ts-
Gliedes G (s) von (3.137)

n(s) =1+ 2¢(sT) + (sT)? (3.164)

und bezeichnet man mit A = a4+ I3 das zugehorige konjugiert komplexe Nullstellenpaar,
dann errechnet sich iiber die Beziehung

n(s):(s—a—Iﬂ)(s—a—i—Iﬁ):%—i—%%—i—sQ (3.165)

folgender Zusammenhang zwischen Real- und Imaginérteil der Nullstelle und der Zeit-
konstanten T bzw. dem Dampfungsgrad &£

_—a _ —sign ()
VaTr i [ (2) (3.166)
G\ (3.167)

Vol i 2
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Aus (3.167) erkennt man, dass im Pol-Nullstellen Diagramm Punkte konstanten Damp-
fungsgrades, also £ konstant, auf einem Strahl durch den Nullpunkt mit konstanter Stei-
gung, also g konstant, liegen. Weiters gilt, dass Punkte konstanter Zeitkonstante, also
T konstant oder % konstant, im Pol-Nullstellen Diagramm einen Kreis, also /a2 + /32
konstant, beschreiben. Setzt man voraus, dass Re (A\) = a < 0 ist, dann kommt nur die
linke komplexe Halbebene in Betracht. Wie man Abbildung 3.25 entnehmen kann, liegt
das konjugiert komplexe Polpaar A = —2 4 I1.5 der Ubertragungsfunktion (3.163) auf
einem Halbkreis mit dem Radius 2.5, was einer Zeitkonstanten 7" = 1/2.5 = 0.4 ent-
spricht, und auf einem Strahl mit der Steigung B — 10.75 , was einem Dampfungsgrad

a
— 1 — ;
§= o 0.8 entspricht.

Aufgabe 3.49. Geben Sie fiir die Ubertragungsfunktion des P-Ty-Gliedes G (s) von
(3.137) jene Bereiche im Pol-Nullstellen Diagramm an, in denen die Pole liegen miis-
sen, damit folgende Bedingungen 0.5 < ¢ < 0.7 und 0.1 < T < 0.8 erfiillt sind.
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