7. Erreichbarkeit/Beobachtbarkeit

In Satz 3.5 wurde gezeigt, dass die Pole einer Ubertragungsfunktion
G(s)=c"(sSE—A)'b+d (7.1)

auch Eigenwerte der Dynamikmatrix A sind, die Umkehrung hingegen im Allgemeinen
nicht gilt. Als elektrisches Beispiel betrachte man dazu die Briickenabgleichschaltung von
Abbildung 7.1 mit der Versorgungsspannung u, als Eingangs- und der Briickendiagonal-
spannung ug als Ausgangsgrofe.

Das zugehorige mathematische Modell lautet

1 1
d |uc “me V| Jue R,C
d _ . 7.2
dt LJ 0 —% ir % ! (7.22)
ug=[-1 R |'° (7.2b)
L

und die Ubertragungsfunktion errechnet sich in der Form

_@_ S(CRlRQ—L)
) = T GRCOT)GLT R (7.3)

Setzt man nun die sogenannte Briickenbedingung

IwL
m = R1R2 bZW. L = CRlRQ (74)

in (7.3) ein, so ergibt sich (7.3) zu
G(s)=0 . (7.5)

Man erkennt also, dass fiir die Wahl der Bauelemente nach der Briickenbedingung von
(7.4) keiner der beiden Eigenwerte der Matrix A von (7.2) als Pol der Ubertragungsfunk-
tion auftritt. Die nachfolgende Aufgabe zeigt ein mechanisches System, wo dieser Effekt
ebenfalls auftritt.

Aufgabe 7.1. Berechnen Sie das mathematische Modell des Systems Wagen mit in-
versem Pendel von Abbildung 7.2.

Verwenden Sie dazu die Zustandsgrofen xT = [, ¢, 2, 2], die Eingangsgrofe u = F;
und die Ausgangsgrofie y = . Linearisieren das mathematische Modell um die obere

Ruhelage XE = [0 0 zgr 0} mit zr konstant aber beliebig und berechnen Sie die
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Abbildung 7.1.: Briickenabgleichschaltung.

Abbildung 7.2.: Wagen mit inversem Pendel.

Ubertragungsfunktion G (s) = %.

Lésung von Aufgabe 7.1. Das linearisierte System um die obere Ruhelage errechnet
sich zu

0 1 0

(mw +mp)g 0 -1

SAx= Imyy Ax + | W | AR,
dt 0 0 0
_mpg 0 1

L my i L mwy

Ay:[l 00 O}Ax

o O

o o o O
—

mit der zugehorigen Ubertragungsfunktion

Y -1

Gls) = Ad s2mwl — (mw +mp)g

Als letztes Beispiel berechne man zum linearen, zeitinvarianten, zeitkontinuierlichen

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2012/2013)
© A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



7.1. Erreichbarkeit (zeitkont. Fall) Seite 186

System
-2 1 0 -1
x=|-1 -2 0|x+|2|u (7.6a)
1 1 1 1
| —— ~—
A b
y=1 0 1]x (7.6b)
~——
cT

sowie zum zugehorigen Abtastsystem mit der Abtastzeit T, = w

—e 27 0 0 0
Xp1 = 0 —e 2™ 0| xk+ e 2 1 g (7.7a)
% (e—27r + e7r) % (e—27r + e7r) em %ew —9_ %e—ZW
P r
ve=[1 0 1]x (7.7b)
| S ——

7 6s + 10
G =7 = 7.8
) = = (P as+5) (s— 1) (7.8)
sowie
G(2) = Yo (2) _ 2—4+5e" + 3™ 4 437y — 5re?™ — 2 (7.9)

Cuy(2) 5 (ze2™ 4+ 1) (z — e™)
Man erkennt, dass im zeitkontinuierlichen Fall die Dimension der Matrix A von (7.6) mit
der Ordnung der Ubertragungsfunktion G (s) von (7.8) iibereinstimmt (und somit die
Eigenwerte von A gleich den Polstellen von G (s) sind), aber beim zugehorigen Abtastsys-
tem die Ordnung der Ubertragungsfunktion G (z) um eins kleiner als die Dimension der
Dynamikmatrix ® ist.

Eine systematische Erklirung fiir diesen Rangverlust in den Ubertragungsfunktionen
der soeben behandelten Beispiele kann mit Hilfe der Konzepte von Erreichbarkeit und
Beobachtbarkeit gegeben werden.

7.1. Erreichbarkeit (zeitkontinuierlicher Fall)

Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein lineares, zeitinvariantes, zeitkontinuierliches
System der Form

x = Ax + Bu, x (0) = %o (7.10)

mit dem Zustand x € R", dem FEingang u € R? sowie den Matrizen A € R™" und
B € R™*P zu Grunde.
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Definition 7.1 (Erreichbarkeit im Zeitkontinuierlichen). Man nennt das System
(7.10) wvollstandig erreichbar, wenn ausgehend vom Anfangszustand xo = 0 jeder be-
liebige Zustand x (T') innerhalb einer endlichen Zeit 7" mit einer im Intervall 0 < ¢ < T
stiickweise stetigen Eingangsgrofle u (t) erreicht werden kann.

Nachfolgender Satz gibt nun ein auf Basis der Systemmatrizen (A, B) iiberpriifbares
Kriterium fiir die Erreichbarkeit des Systems (7.10) an:

Satz 7.1 (Erreichbarkeit iiber die Erreichbarkeitsmatrix). Das System (7.10) ist
genau dann vollstdndig erreichbar, wenn die sogenannte Erreichbarkeitsmatrix

R(A.B)=|B AB A’B ... A"'B] (7.11)
den Rang n hat.

Bevor dieser Satz bewiesen wird, soll noch eine spezielle Eigenschaft von Matrizen, die
die Struktur von R (A, B) aufweisen, im nachfolgenden Hilfssatz angegeben werden.

Lemma 7.1. Wenn fir die Matriz
H, = [B,AB,AZB,...,Ak—lB] (7.12)

gilt rang (Hy) = rang (Hg11), dann folgt rang (Hy) = rang (Hy.;) mit | = 2,3,.. ..
Im Weiteren gilt, falls rang (H,,) = p mit p < n, dann folgt rang (H,) =

Beweis siche Anhang C

Beweis Satz 7.1.
Teil 1: vollstandig erreichbar = rang (R (A,B)) =

In einem ersten Schritt betrachte man die allgemeine Losung von (7.10) zum Zeit-
punkt ¢

t
X (£) = B (£) xq +/ & (t — 7)Bu(r)dr (7.13)
0
mit der Transitionsmatrix ® () = exp (At) (vergleiche dazu Satz 2.4). Setzt man

nun gemdf Definition 7.1 xg = 0 und ¢ = 7" in (7.13) ein, so erhélt man

k

/'I> —7)Bu(r dT—/O ZAk Bu (7)dr

k=0

i (T — 1
:kgoAkB/O 7( 7 ) u(r)dr .

'y

(7.14)

Die Vektoren rj sind fur festes T' konstante p-dimensionale Vektoren. Aus (7.14)
erkennt man also, dass sich x (T") als Linearkombination der Spaltenvektoren von
B, AB, A’B, ... darstellen lisst. Da wegen der Erreichbarkeit von (7.10) x (T') ein
beliebiger Punkt des R™ ist, miissen die Spaltenvektoren von B, AB, A’B,... den
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R™ aufspannen. Damit folgt aber unmittelbar aus dem zweiten Teil des Hilfssatzes
7.1 fir alle N > n die Beziehung n = rang (Hy) = rang (H,,) = rang (R (A, B)).

Teil 2: rang (R (A, B)) = n = vollstandig erreichbar:

Um dies zu zeigen, wird eine Eingangsgrofie u (¢) so konstruiert, dass das System
(7.10) vom Anfangszustand xo = 0 in der Zeit 7" in den gewiinschten Zustand x (7')
iibergefiihrt wird. Dazu wird in einem ersten Schritt bewiesen, dass die sogenannte
Gramsche Matriz (controllability gramian)

T T
G= / A"BBT (A7) dr (7.15)
0

flir alle Zeiten T' > 0 regulér ist. Der Beweis wird durch Widerspruch gefithrt — d. h.,
man nimmt an, G sei singuldr. Dann existiert ein Vektor a # 0 so, dass gilt

T T
Ga=0 bzw. a'Ga = / aTeA"BBT (aTeAT) dr=0. (7.16)
P
w T W(T)

Da in (7.16) fiir alle Zeiten 0 < 7 < T der Integrand wT (1) w (7) > 0 ist, muss fiir
alle Zeiten 0 < 7 < T' die Funktion w (7) = 0 sein, damit das Integral verschwindet.
Bildet man nun die zeitlichen Ableitungen von w (7) an der Stelle 7 =0

wl(0)=a"B=0

<;TWT) (0)=aTAB=0
(d—QWT> (0)=aTA’B=0
d7'2 (717)

dn—l
<WWT> (0) = aTAn_lB =0 ,

dann erkennt man, dass dieses Gleichungssystem fiir rang (R (A, B)) = n nur erfiillt
werden kann, wenn a = 0 ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, womit
gezeigt ist, dass die Gramsche Matrix G von (7.15) fir alle Zeiten T > 0 regulér ist.

Damit kann man fir eine gewiinschte Zeit T durch Einsetzen der Eingangsfunktion

u(t) =BT (eA<T—t>)T G 'x(T) (7.18)
in (7.14)
x(T) = /T<I>(T—T)Bu(7)d7' = /T<I>(T)Bu(T—T)dT
0 0

- /T ATBRT (eAT)TdT G 1x (T) = x (T) (7.19)
0

G

zeigen, dass das System (7.10) in den gewiinschten Zustand x (7°) iibergefiihrt wird.

—
|-
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Man kann dem Stellgesetz (7.18) entnehmen, dass die Zeit T' fiir das Erreichen des
gewtinschten Zustandes x (T') beliebig klein gewéhlt werden kann. Es sei jedoch zu be-
achten, dass je kleiner die Endzeit 1" > 0 gewéhlt wird, desto kleiner sind die Eintrage
in der Gramschen Matrix G bzw. desto grofer sind die Elemente von G~!, d.h. desto
grofier werden die Amplituden der Zeitfunktionen von u ().

Die Uberpriifung der Erreichbarkeit anhand der Erreichbarkeitsmatrix von (7.11) (siehe
auch den MATLAB-Befehl ctrb) kann insbesondere bei grofleren Systemen numerisch
problematisch werden. Aus diesem Grund wird die Erreichbarkeit bei diesen Systemen
sehr oft direkt tiber die Gramsche Matrix von (7.15) untersucht. Dazu nachfolgender Satz:

Satz 7.2 (Erreichbarkeit tiber die Gramsche Matrix). Das System (7.10) ist genau
dann vollstdndig erreichbar, wenn die Gramsche Matrix (controllability gramian)

T T
G= / ABBT (A7) dr (7.20)
0
requldr ist.

Aufgabe 7.2. Beweisen Sie Satz 7.2.
Hinweis: Orientieren Sie sich an den zweiten Teil des Beweises von Satz 7.1.

Wenn die Dynamikmatrix A von (7.10) lauter Eigenwerte mit negativem Realteil be-
sitzt (man nennt A dann auch Hurwitz-Matriz), dann kann die Gramsche Matrix (7.20)
numerisch sehr stabil anhand einer Lyapunov-Gleichung berechnet werden. Da nun an-
genommen wurde, dass die Dynamikmatrix A eine Hurwitz-Matrix ist, ist die Existenz
des Integrals G, = limy_, G garantiert und G, ist Losung der Lyapunov-Gleichung

AG, + G AT +BBT =0 (7.21)
(man vergleiche dazu den MATLAB-Befehl gram). Um (7.21) zu zeigen, setze man G
von (7.20) in (7.21) ein

T T T
lim / AA"BBT (A7) +ABBT (AchT) dr +BBT =0 (7.22)
0

T—o00

d (eAT BBT(eAT )T)

dr

und erhélt schlussendlich das Ergebnis

T
lim eA"BBT (e*”) -BBT +BBT =0. (7.23)

T—00

=0

7.2. Erreichbarkeit (zeitdiskreter Fall)

Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein lineares, zeitinvariantes, zeitdiskretes System
der Form

Xp4+1 = Px; + Tug, x (0) = xg (7.24)
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mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € RP sowie den Matrizen ® € R™*"™ und
I' € R"*P zu Grunde.

Definition 7.2 (Erreichbarkeit im Zeitdiskreten). Man nennt das System (7.24)
vollstandig erreichbar, wenn ausgehend vom Anfangszustand xy = 0 jeder beliebige
Zustand xx mit einer endlichen Steuerfolge (uy) = (ug,uy,...,un_1,0,...) erreicht
werden kann.

In vollkommener Analogie zum zeitkontinuierlichen Fall gelten auch hier folgende Sétze:

Satz 7.3 (Erreichbarkeit iiber die Erreichbarkeitsmatrix). Das System (7.24) ist
genau dann vollstdndig erreichbar, wenn die sogenannte Erreichbarkeitsmatrix

R(®,T) = [r, T, d°T, .. ., @”—11“} (7.25)

den Rang n hat.

Aufgabe 7.3. Beweisen Sie Satz 7.3.

Hinweis: Der Beweis erfolgt vollkommen analog zu Satz 7.1. Ausgangspunkt des
ersten Teiles des Beweises ist wiederum die allgemeine Losung des Differenzenglei-
chungssystems von (7.24) (siehe auch (6.33))

k—1
x, = ®Fxg+ Y Ty, . (7.26)
j=0
Fiir den zweiten Teil des Beweises wird nun die Gramsche Matriz (controllability
gramian) des zeitdiskreten Systems (7.24) benéotigt

N-1 T
Gy= Y T (o) . (7.27)
k=0

Satz 7.4 (Erreichbarkeit iiber die Gramsche Matrix). Das zeitdiskrete System (7.24)
ist genau dann vollstindig erreichbar, wenn die Gramsche Matrix (controllability
gramian) (7.27) regular ist. Wenn die Dynamikmatriz ® lauter Eigenwerte im Inne-
ren des Finheitskreises besitzt, dann lisst sich Gg o = limn_oc Gq aus der diskreten
Lyapunov-Gleichung

PGy ®’ — Gy +ITT =0 (7.28)

errechnen.

Aufgabe 7.4. Beweisen Sie Satz 7.4.
Hinweis: Konstruieren Sie im Zuge dieses Beweises jene Eingangsfolge (uy) der
Form

(uy) = (rT (@N—l—k)TG;1XN> : (7.29)
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die das System (7.24) in N Schritten in den gewiinschten Zustand x tiberfiihrt.

7.3. Steuerbarkeit

Der Vollstandigkeit halber sei erwdhnt, dass in diesem Zusammenhang neben dem Be-
griff der Erreichbarkeit haufig auch der Begriff der Steuerbarkeit verwendet wird. Dazu
folgende Definition:

Definition 7.3 (Steuerbarkeit). Man nennt das zeitkontinuierliche System (7.10)
vollstandig steuerbar, wenn ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand xq eine
stiickweise stetige Eingangsgrofe u(t), 0 < t < T, mit der endlichen Zeit T so
existiert, dass gilt x (7') = 0.

Analog dazu bezeichnet man das zeitdiskrete System (7.24) wvollstindig steuerbar,
wenn ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand Xq eine endliche Steuerfolge
(ug) = (up,uy,...,uny_1,0,...) so existiert, dass gilt xy = 0.

Im Zeitkontinuierlichen sind vollstéandige Erreichbarkeit und vollstidndige Steuerbarkeit
dquivalent. Dies erkennt man unmittelbar aus den Definitionen - denn, wenn das Sys-
tem vollstindig steuerbar ist, dann existiert fiir jedes beliebige xo € R"™ eine geeignete
Eingangsgrofie u (t), 0 <t < T, so, dass nachfolgende Gleichung

O:'I>(T)x0—|—/OT<I>(T—7')Bu(T)dT (7.30)

gelost wird, und fir ein vollstdndig erreichbares System existiert fiir jedes beliebige
x (T) € R™ eine geeignete Eingangsgrofie u (t), 0 <t < T, so, dass die Gleichung

x(T) = /0 " & (T~ r)Bu(r)dr (7.31)

erfillt ist. Setzt man nun in (7.31) x(T') = —® (T)xg, dann sieht man, dass wegen
der Regularitdt der Transitionsmatrix ® (7") die Losbarkeit von (7.30) die von (7.31)
impliziert und vice versa. Dass diese Aquivalenz im Zeitdiskreten nicht uneingeschrankt
gilt, soll nachfolgende Aufgabe zeigen.

Aufgabe 7.5. Zeigen Sie fiir zeitdiskrete Systeme (7.24), dass jedes vollstiandig erreich-
bare System vollstindig steuerbar ist, die Umkehrung jedoch nur dann gilt, wenn die
Dynamikmatrix ® von (7.24) reguldr ist.

Aufgabe 7.6. Zeigen Sie, dass die Erreichbarkeitsmatrix R des mathematischen Mo-
dells (7.2) der Briickenabgleichschaltung von Abbildung 7.1 fiir die Briickenbedin-
gung (7.4) den Rang 1 hat und somit das System in diesem Fall nicht vollstandig
erreichbar ist.
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Aufgabe 7.7. Zeigen Sie, dass das linearisierte mathematische Modell des Wagens mit
inversem Pendel von Abbildung 7.2 vollstdndig erreichbar ist.

Aufgabe 7.8. Berechnen Sie den Rang der Erreichbarkeitsmatrix R (®,T") des zeit-
diskreten Systems (7.7). Fithren Sie die Berechnung sowohl in MAPLE als auch in
MATLAB mit dem Befehl ctrb durch.

Léosung von Aufgabe 7.8. rang (R (®,T)) =2

7.4. Beobachtbarkeit (zeitkontinuierlicher Fall)

Uber die Erreichbarkeit eines mathematischen Modells erhiilt man Aussagen iiber die
Wirkung des Einganges auf den Systemzustand. Mit Hilfe der Beobachtbarkeit wird un-
tersucht, welche Kenntnis iiber den Systemzustand man prinzipiell erhalten kann, wenn
ausschliefllich die Ausgangsgrofien eines dynamischen Systems gemessen werden kénnen.

Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein lineares, zeitinvariantes, zeitkontinuierliches
System der Form

x = Ax + Bu, x (0) = %o (7.32a)
y = Cx+Du (7.32b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € RP, dem Ausgang y € R? sowie den Matrizen
A e R™" BeR"™P Ce R und D € R7*P zu Grunde.

Definition 7.4 (Beobachtbarkeit im Zeitkontinuierlichen). Man nennt das System
(7.32) wollstandig beobachtbar, wenn aus der Kenntnis der Eingangs- und Ausgangs-
groBen u (t) und y (¢) auf dem Intervall 0 < ¢ < T sowie der Systemmatrizen A, B,
C und D der Anfangszustand x( errechnet werden kann.

Nachfolgender Satz gibt nun ein auf Basis der Systemmatrizen (C, A) iiberprifbares
Kriterium fiir die Beobachtbarkeit des Systems (7.32) an:

Satz 7.5 (Beobachtbarkeit iiber die Beobachtbarkeitsmatrix). Das System (7.32) ist
genau dann vollstdndig beobachtbar, wenn die sogenannte Beobachtbarkeitsmatrix

C
CA
O(C,A)= | CA? (7.33)

_CAn_l_
den Rang n hat.
Beweis: sieche Anhang C.
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Die Uberpriifung der Beobachtbarkeit anhand der Beobachtbarkeitsmatrix von (7.33)
(siehe auch den MATLAB-Befehl obsv) kann insbesondere bei grofleren Systemen nu-
merisch problematisch werden. Aus diesem Grund wird die Beobachtbarkeit bei diesen
Systemen oft direkt tiber die Gramsche Matrix von (C.19) untersucht (man vergleiche
dazu wiederum den MATLAB-Befehl gram). Dazu nachfolgender Satz:

Satz 7.6 (Beobachtbarkeit iiber die Gramsche Matrix). Das System (7.32) ist genau
dann vollstdndig beobachtbar, wenn die Gramsche Matrix (observability gramian )

_ T T
G- / (A7) C"Cerdr (7.34)
0

reguldr ist. Wenn die Dynamikmatriz A eine Hurwitz-Matriz ist, dann lisst sich
Gy = lim7p o G aus der Lyapunov-Gleichung

ATG +G A+CTC=0 (7.35)

errechnen.

Aufgabe 7.9. Beweisen Sie Satz 7.6.
Hinweis: Orientieren Sie sich an den Herleitungen und Ergebnissen von Abschnitt
7.1.

7.5. Beobachtbarkeit (zeitdiskreter Fall)

Aus den bisherigen Uberlegungen ist es nun naheliegend, wie das Konzept der Beobacht-
barkeit auf lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete Systeme der Form

Xpr1 = Pxp + Tuy x (0) = xg (7.36a)
yr = Cx; + Dug (7.36Db)

mit dem Zustand x € R, dem Eingang u € R?, dem Ausgang y € RY sowie den Matrizen
P c R T e R"*P, C € R?”*™ und D € R?*P iibertragen werden kann.

Definition 7.5 (Beobachtbarkeit im Zeitdiskreten). Man nennt das zeitdiskrete Sys-
tem (7.36) wollstandig beobachtbar, wenn aus der Kenntnis der Eingangs- und Aus-
gangsfolgen (ug) = (ug,uy,...,un-1,0,...) und (yx) = (yo,¥y1,---,¥nN-1,0,...)
mit finitem IV sowie der Systemmatrizen ®, I') C und D der Anfangszustand xg
errechnet werden kann.

Es gelten nun analog zum zeitkontinuierlichen Fall folgende Sétze:

Satz 7.7 (Beobachtbarkeit iber die Beobachtbarkeitsmatrix). Das zeitdiskrete Sys-
tem (7.36) ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn die sogenannte Beobacht-
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barkeitsmatrix

C
Co

C®? (7.37)

0 (C,®)

_Cén_l_
den Rang n hat.

Aufgabe 7.10. Beweisen Sie Satz 7.7.
Hinweis: Die allgemeine Losung des Differenzengleichungssystems (7.36) (siehe
auch (6.33)) lautet

k—1
yr =C®"xg+C> &" 7 'T'u; + Duy .
j=0

Satz 7.8 (Beobachtbarkeit tiber die Gramsche Matrix). Das zeitdiskrete Sys-
tem (7.36) ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn die Gramsche Matrix
(observability gramian )
N—-1
_ T
Gi=Y (<I>k) cTco” (7.38)
k=0
reguldr ist. Wenn die Dynamikmatriz ® lauter Eigenwerte im Inneren des Einheits-
kreises besitzt, dann lisst sich Ggeo = limy_o0 Gg aus der Lyapunov-Gleichung

TGy ® - Gyoo +CTC=0 (7.39)

errechnen.

Aufgabe 7.11. Beweisen Sie Satz 7.8.

Hinweis: Zeigen Sie im Zuge dieses Beweises, dass Sie aus Kenntnis der
Eingangs- und Ausgangsfolgen (u;) = (ug,uy,...,un-1,0,...) und (yx) =
(Y0,¥1s---,¥YN-1,0,...) sowie der Systemmatrizen ®, I', C und D den Anfangs-
zustand xo mit der Berechnungsvorschrift

N-1 . . T - k—1 i
xo= > G;'(®") CTyr,  Fi=yr— > C® I 'Tu; - Duy

explizit ermitteln kénnen.

Aufgabe 7.12. Zeigen Sie, dass die Beobachtbarkeitsmatrix O des mathematischen
Modells (7.2) der Briickenabgleichschaltung von Abbildung 7.1 fiir die Briickenbe-
dingung (7.4) den Rang 1 hat und somit das System nicht vollstdndig beobachtbar
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Brennerflamme

Il

Wind

it

Referenzhohe

Abbildung 7.3.: Schematische Darstellung eines Heiflluftballons.

| ist.

Aufgabe 7.13. Zeigen Sie, dass die Beobachtbarkeitsmatrix O des linearisierten ma-
thematischen Modells Wagen mit inversem Pendel von Abbildung 7.2 den Rang 2
hat und somit das linearisierte System nicht vollsténdig beobachtbar ist.

Aufgabe 7.14. Die Bewegung eines HeifSluftballons nach Abbildung 7.3 wird néhe-
rungsweise durch ein mathematisches Modell der Form

. 1
AT = —T—AT +u (7.40a)
1
1
0= - (v—w)+ AT (7.40b)
2
h=wv (7.40¢)

mit der Temperaturdifferenz zur Gleichgewichtstemperatur AT, der Hohe des Bal-
lons h, der Vertikalgeschwindigkeit des Ballons v, der vertikalen Windgeschwindigkeit
w (Storgrofe) sowie der zur zugefithrten Warme proportionalen Stellgrofie wu.

(1) Ist es moglich, die Temperaturanderung AT und eine konstante Windgeschwin-
digkeit w alleinig aufgrund der Messung der Hoéhe h zu beobachten?

Hinweis: Erweitern Sie fiir die konstante Windgeschwindigkeit w das mathe-
matische Modell um die Differenzialgleichung w = 0.
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Ergebnis: Die Beobachtbarkeitsmatrix O lautet

0 0 1 0
0 0 0 -0
0= 1 1 det (0) = —
g = 0 5 TIT2
—_o_9o L o 41
T T2 T2 2

und damit ist das erweiterte System fiir ¢ # 0 mit der Messgrofle y = h
vollstdndig beobachtbar.

(2) Ist das System (7.40a) mit der Eingangsgroe u vollstandig erreichbar?
Ergebnis: ja fiir 0 # 0

(3) Ist das System (7.40a) mit der Eingangsgrofle w vollstandig erreichbar?

Ergebnis: nein

Aufgabe 7.15. Berechnen Sie den Rang der Beobachtbarkeitsmatrix O (C,®) des
zeitdiskreten Systems (7.7). Fiihren Sie die Berechnung sowohl in MAPLE als auch
in MATLAB mit dem Befehl obsv durch.

Lésung von Aufgabe 7.15. rang (O (C,®)) = 2

7.6. Einfluss der Abtastung

Wie man dem Beispiel (7.6) und (7.7) entnehmen kann (siehe Aufgaben 7.8 und 7.15),
kénnen die Eigenschaften der vollstdndigen Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit durch
Abtastung verloren gehen. Ohne Beweis sei dazu folgender Satz angegeben:

Satz 7.9. Es sei das lineare, zeitinvariante, zeitkontinuierliche System (7.32) mit den
Systemmatrizen A, B, C und D wollstindig erreichbar und vollstdndig beobachtbar
und mit \; = o £ Iw;, j = 1,...,n, bezeichne man die unterschiedlichen Eigen-
werte der Matriz A. Wenn die Abtastzeit T, so gewdhlt wird, dass fir die konjugiert
komplexen Eigenwertpaare gilt

(S T R (7.41)

dann ist das zugehorige Abtastsystem nach (6.19) vollstindig erreichbar und vollstin-
dig beobachtbar.
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Zur Veranschaulichung betrachte man als Beispiel das zeitkontinuierliche System

. A —w bl
X = x + u (7.42a)
w —A b2
—_—— ——
A B
y=lo efx (7.42b)
C

mit dem zugehorigen Abtastsystem

e Ma cos (Tyw) —e Masin (Tw)

1
Xpt1 = Xp+ |- |u 7.43a
s L:_)‘Ta sin (Tyw) e e cos (Tyw) g 2 g ( )
——
® r
Yk = [01 02} Xp - (7.43Db)
—
C
Die Erreichbarkeitsmatrix des zeitkontinuierlichen Systems (7.42)
by —Aby —wb
R(A,B) = | ' LT en (7.44)
b2 wb1 — )\bQ

ist genau dann reguldr, wenn w (b2 + b3) # 0 ist. Durch Einsetzen einer Abtastzeit der
Form T, = Ir/w, | = £1,£2, ... (vergleiche dazu (7.41)) in die Erreichbarkeitsmatrix des
Abtastsystems (7.43)

b1 bre= = cos (Tuw) — boe™ o sin (T,
R(®.T) = by bie , c‘os( w) bae . sin (Tw) (7.45)
by bre~Mesin (Taw) + boe™Me cos (Tyw)
erhdlt man
b1 bre e cos (I
R(@T)=|" ' cos (Im)| (7.46)
by bae~ e cos (I)

und man erkennt unmittelbar, dass in diesem Fall R (®,T) singulér ist.

Aufgabe 7.16. Unter welchen Bedingungen an die Parameter A\, w, ¢; und ¢y ist das
zeitkontinuierliche System (7.42) vollstdndig beobachtbar?

Zeigen Sie, dass fir die Abtastzeit T, = Ir/w, | = +1,4+2,..., das Abtastsystem
(7.43) nicht vollstdndig beobachtbar ist.

Lisung von Aufgabe 7.16. Es muss gelten w (c¢f + c3) # 0.

Aus der Bedingung (7.41) folgt also, dass fur die Wahl der Abtastzeit

m
T, <

A (7.47)
mit w;j max als den betraglich grofiten Imaginarteil aller auftretenden konjugiert komplexen
Eigenwerte der Dynamikmatrix A die Eigenschaften der vollstdndigen Erreichbarkeit und
vollstéandigen Beobachtbarkeit bei der Abtastung erhalten bleiben.
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7.7. Dualitatsprinzip

Es wurde bereits im Abschnitt 3.5 gezeigt, dass eine skalare Ubertragungsfunktion G (s)
bzw. G (z) unverandert bleibt, wenn man sie transponiert, es gilt also

—1
G(s)=c"(sE—A)'b+d=b" (sE-AT) c+d (7.48)

bzw.

—1
Giz)=c'GE-®) 'T+d=1r" (zE—@T) c+d. (7.49)

Aus (7.48) bzw. (7.49) erkennt man, dass jeweils die beiden Systeme, auch primales und
duales System genannt,

X, = Ax,+bu % = ATxg+cu
und (7.50)
Yy = clx,+du ya = blxg+du
primales System duales System
bzw.
T
Xpht1 = ®x,p+ Tuy Xdke1 = PTxgr +cug
. und . (7.51)
Ypk = C Xpp+dug yar = T xqp+ dug
primales System duales System

die gleiche Ubertragungsfunktion besitzen.

Aufgabe T.17. Zeigen Sie, dass die Erreichbarkeit (Beobachtbarkeit) des primalen
Systems dquivalent zur Beobachtbarkeit (Erreichbarkeit) des dualen Systems ist.

7.8. Minimalrealisierung

Die Aufgabe, zu einer Ubertragungsfunktion G (s) eine Zustandsdarstellung in Form eines
Systems von Differenzialgleichungen 1-ter Ordnung

%X = Ax + bu, x(0) = %o (7.52a)

y=c'x+du (7.52b)

bzw. zu einer Ubertragungsfunktion G (2) eine Zustandsdarstellung in Form eines Systems
von Differenzengleichungen 1-ter Ordnung

Xp11 = Pxg + Tuyg, x(0) = x¢ (7.53a)

yr = ¢ xp + du (7.53b)

zu finden, wird als Realisierungsproblem bezeichnet (vergleiche dazu Abschnitt 3.5 und

Abschnitt 6.4.4). Man nennt nun eine Zustandsrealisierung minimal, wenn es die geringst

mogliche Anzahl von Zustdnden unter allen moglichen Realisierungen aufweist. Es gilt
nun folgender Satz:
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Satz 7.10 (Minimale Zustandsrealisierung). Eine Zustandsrealisierung{A, b, c,d}zu
einer Ubertragungsfunktion G (s) bzw. {®,T,c,d} zu einer Ubertragungsfunktion
G (z) ist genau dann minimal, wenn das Paar {A,b} bzw. {®,T'} vollstindig er-
reichbar und das Paar {A,c} bzw. {®,c} vollstindig beobachtbar ist.

Aufgabe 7.18. Beweisen Sie Satz 7.10.

Zur Wiederholung seien an dieser Stelle nochmals die zwei bereits bekannten kanoni-
schen Minimalrealisierungen fiir die z-Ubertragungsfunktion

Cbot bzt by 12" b2”

¢ () ag+ a1z + -+ ap_12" 1 + 2n (7.54)
=t io (Z . S ; f’;ﬂi .0 (7.55)

mit
bi=bi—aiby, i=01,..,n—1 (7.56)

angegeben, ndmlich die I-te Standardform oder Steuerbarkeitsnormalform {®g, I'r, cg,
dr}

[z | O 1 00 L 0 | [ awx] [0
L2 k41 0 0 1 0 T2k
: = : ST : ol e (7.57a)
Tn—1,k+1 0 0 e 0 1 Tp—1,k 0
| Tng+1 | [T@0 —@1 ... —Gp—2 —Gp-1| | Tpk | |1]
— =~
Xk+1 Pr Xk I'r
€1,k
T2k
Y = i)o l~)1 i)n—Z En—l} + bn Uk (757b)
~~
C}; "En—lJi' dR
- l'n’k: -
S ——
Xk
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und die 2-te Standardform oder Beobachtbarkeitsnormalform {®p, I'p, cp, dp}

$17k+1 O ... ... 0 —a $1,k2 bO
T2,k+1 0 —a1 T2k by
: = 1 + | uk (7.58a)
Tn—1,k+1 0 O 0 —an_o Tn—1,k b2
L T, k+1 i 0 . 1 —an,_1 L Tk i _bn—l_
~——— - N———— N —
Xk+1 dp Xk I'p
L1,k
T2k
Ye=10 0 ... 0 1 S T (7.58b)
~—~
cl Tn—1,k s
L xn7k -
——
X

Man iiberzeugt sich leicht, dass die 1-te und 2-te Standardform zueinander jeweils das
primale und duale System geméfl (7.51) sind. Jetzt sind wir auch in der Lage, die Namen
Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsnormalform zu interpretieren, denn eine einfache
Rechnung zeigt, dass die Erreichbarkeitsmatrix R (® z, I'r) der Steuerbarkeitsnormalform
{'I)R, FR, CR, dR} von (757)

_ 0 A
0 0 0 *

R(®r,Tr)= |: Do e (7.59)
0 1 * %
11 —an— kK|

immer reguldr ist.

Aufgabe 7.19. Zeigen Sie, dass die Beobachtbarkeitsmatrix O (cg, P B) der Beob-
achtbarkeitsnormalform {®p5,T'p,cp,dp} von (7.58) immer regulér ist.

Die beiden kanonischen Normalformen (7.57) und (7.58) weisen noch eine weitere sehr
schone Kigenschaft auf - nédmlich, die Koeffizienten a;, ¢ = 1,...,n, des charakteristi-
schen Polynoms p (z) = det (zE — ®r) = det (2E — &) von @i bzw. ® 5 konnen direkt
der letzten Zeile bzw. Spalte entnommen werden. Um dies fiir ®p allgemein zu zeigen,
nehme man an, dass A eine Losung des charakteristischen Polynoms sei, also p (\) = 0,
dann existiert ein nichttrivialer Vektor v # 0 so, dass gilt (AE — ®z)v = 0 bzw. in
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Komponentenschreibweise

-1 0 .. 0 V1 0
o x -1 ... 0 V9 0
SRS : Col= ] (7.60)
0o 0 ... A -1 Up—1 0
a0 a1 ... Gp—2 A+ an—1| | Un | 0]
Aus (7.60) erhélt man
vi =Avj_1 bzw. wv;j=NTlu fir j=2,...,n (7.61)
und
apv1 + a1vg + ... + Ap_2Up_1 + Ap_1Vn + AU, =0 . (7.62)
Setzt man nun (7.61) in (7.62) ein, dann folgt aus
(ao +aA+...+ (Ln_z)\n_Q + an_l)\"_l + )\n) v1 =0 (7.63)

unmittelbar, dass wegen v # 0 und damit v; # 0 der Klammerausdruck in (7.63) Null
sein muss und damit die Tatsache, dass

p(z) =ao+az+ ...+ an22" " +a, 12" +2" (7.64)
das charakteristische Polynom von ®p ist.

Aufgabe 7.20. Zeigen Sie, dass die charakteristischen Polynome einer quadratischen
Matrix ® € R™ ™ und der zugehérigen transponierten Matrix ®@T gleich sind.

7.8.1. Markov-Parameter und Hankelmatrizen

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit setze man fiir die nachfolgenden Betrachtungen
voraus, dass die Systeme (7.52) und (7.53) nicht sprungféhig sind, also gilt d = 0. Man
bezeichnet nun die Grofien

mp =c A b bzw. my=c"®' | k=1,2,3,... (7.65)
als die Markov-Parameter der Systeme (7.52) und (7.53).

Aufgabe 7.21. Beweisen Sie, dass die Markov-Parameter invariant gegeniiber regulé-
ren Zustandstransformationen sind.

Die Markov-Parameter sind nun eindeutig durch die Ubertragungsfunktionen G (s) =
cT (sE — A) 'bbzw. G (2) = c' (2E — ®) ' T bestimmt. Um dies fiir zeitkontinuierliche
Systeme zu zeigen, schreibe man einfach G (s) in der Form

S

G(s)= 2T (B~ Afs) ' b = %cT (E+A/s+A%/s?+ ... )b = f: mys™®(7.66)
k=1
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mit den Markov-Parametern my von (7.65) um. Die Markov-Parameter hingen nun mit
der Impulsantwort g (t) von (7.52) fir d =0

2
gt)=cT®(t)b=cT <E+At+A22'+...>b (7.67)
und deren zeitlichen Ableitungen an der Stelle t = 0 wie folgt
dk—l
(dtk_lg (t)) =cTAF b =m; fir k=1,2,3,... (7.68)
=0

zusammen. Bei zeitdiskreten Systemen (7.53) geben die Markov-Parameter my, von (7.65)
direkt die Gewichtsfolge (Impulsantwortfolge) (gx) fir d = 0 an, denn es gilt

G(z) = %cT (E—®/2)7'T = %cT (E—|—<I>/z+ P2/ 2> —|—) = kaz_k (7.69)
k=1

und damit folgt unmittelbar die Beziehung
g =my =c @I fir k=1,2,3,... . (7.70)

Eine wichtige Matrix, die mit den Markov-Parametern eng verbunden ist, ist die soge-
nannte Hankelmatrix

m; mi+1 . Mg
L Mir1 M2 o0 Mgl
Hi,jl=] . : , . : (7.71)
Mitj  Mitj+1 -0 Mi425

Die vollstandige Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit der Systeme (7.52) bzw. (7.53) kann
nun sehr effizient anhand der Hankelmatrix gepriift werden.

Satz 7.11 (Minimalrealisierung und Hankelmatrix). Das System (7.52) bzw. (7.53)
ist genau dann vollstandig erreichbar und vollstandig beobachtbar, wenn die Hankel-
matric

cTb cTAb ... cTA"1p
cTAb cTA%b ... cTA"b
H[l,n—-1]= . . . . (7.72)
cTA"™1p cTA"b ... cTAZ"2p
bzw.
cI'r cfeor ... cTerIr
cf'er e ... cterr
Hyln-1=| . . (7.73)
cfem—1r Terr ... cTe2n2r

requldr ist.
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Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass sich die Hankelmatrizen
H[l,n — 1] und Hy[1,n — 1] in der Form

CT
cTA
H= | c"A” | [b,Ab,A%, ..., A" 'b| = O (c",A) R (A,b) (7.74)

bzw.

Hy= | c'®? [r,@r@?r,...,@"—lr} =0 (cT,@) R (®,T) (7.75)

CT‘I:’n_l

schreiben lassen. O

7.9. Der PBH-Test

Um die vollstandige Erreichbarkeit bzw. Beobachtbarkeit zu testen, muss man den bisheri-
gen Uberlegungen folgend eine Rangpriifung gewisser Matrizen durchfiihren, was teilweise
numerisch sehr problematisch sein kann. Aus diesem Grund soll hier noch ein Verfahren,
welches auf der Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren beruht, der sogenann-
te PBH(Popov-Belevitch- Hautus)-Eigenvektortest, vorgestellt werden. Die nachfolgenden
Sétze werden nur fiir zeitkontinuierliche Systeme (7.52) formuliert, gelten aber eins zu
eins auch fiir zeitdiskrete Systeme (7.53).

Satz 7.12 (PBH-Eigenvektortest). Das System (7.52) ist genaw dann nicht vollstan-
dig erreichbar, wenn ein Vektor W;F £ 07 so existiert, dass gilt

wiA = \w] und wib=0. (7.76)

Man beachte, dass w; ein Linkseigenvektor der Matriz A ist.

Das System (7.52) ist genau dann nicht vollstandig beobachtbar, wenn ein Vektor
v; # 0 so existiert, dass gilt

Av; = \v; und clv;=0. (7.77)
Der Vektor v; entspricht einem (Rechts)eigenvektor der Matriz A.

Beweis: sieche Anhang C
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Aufgabe 7.22. Zeigen Sie, dass zu einem Figenwert \; einer Matrix A der Linkseigen-
vektor W;F von A gleich dem transponierten Rechtseigenvektor v; der transponierten
Matrix AT ist.

Aufgabe 7.23. Uberpriifen Sie mit Hilfe des PBH-Eigenvektortests, ob nachfolgendes
System

2 1 0 0
x=|-1 0 O[x+1]1]u
-3 -3 =2 -1

y:[1 1 1}X+u

vollsténdig erreichbar bzw. vollsténdig beobachtbar ist. Berechnen Sie die Ubertra-
gungsfunktion G (s) = .

Lésung von Aufgabe 7.23. Das System ist nicht vollstdndig erreichbar und nicht voll-
stdndig beobachtbar mit folgenden Eigenwerten und fiir den PBH-Eigenvektortest
relevanten Links- und Rechtseigenvektoren:

Eigenwert Linkseigenvektor Rechtseigenvektor
A= -2 wi=[11 1] vi=]o 0 1
Mo =1 (sweifach) wi =[1 1 0] vi=[-11 0

Die Ubertragungsfunktion lautet G (s) = 1.

Aufgabe 7.24. Beweisen Sie, dass ein System der Form (7.52) mit der Dynamikmatrix

>

I
o O >
o > O
> = O

unabhéngig von b immer nicht erreichbar ist.
Hinweis: Zeigen Sie dies auf zwei verschiedene Art und Weisen, ndmlich

(1) durch Aufstellen der Erreichbarkeitsmatrix R (A, b) fir ein allgemeines b und

(2) mit Hilfe des PBH-Eigenvektortests. Beachten Sie, dass in diesem Fall zum
gleichen Eigenwert A zwei linear unabhéingige Linkseigenvektoren wi und w4
existieren und damit geméafl Satz 7.12 fiir die Nichterreichbarkeit des Systems
lediglich eine Linearkombination W;r = alw?+agwg mit oy, ag € R existieren

muss, die die Bedingung (7.76) erfiillt.
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Aufgabe 7.25. Zeigen Sie, dass wenn fiir die Dynamikmatrix A eines Systems (7.52) zu
einem Mehrfacheigenwert A mehr als ein linear unabhéngiger Eigenvektor existiert,
dann ist das System nicht vollstdndig beobachtbar.

Hinweis: Aufgabe 7.24 in Kombination mit dem Dualitdtsprinzip

Aufgabe 7.26. Gegeben ist das System

A0 ...00
0 X ... O
Xk+1 = | . .. .| Xk
0 0 ... M\
Y = |1 Cco ... Cn} X
Welche Bedingungen miissen die Parameter A;, ¢j, j = 1,...,n erfiillen, damit das

System vollstdndig beobachtbar ist?

Losung von Aufgabe 7.26. Es muss gelten ¢; # 0 und \; # \; fir ¢ # j und
ji=1,....,n.

Neben dem PBH-Eigenvektortest gibt es auch noch den sogenannten PBH-Rangtest,
der in diesem Zusammenhang haufig in der Literatur zu finden ist.

Satz 7.13 (PBH-Rangtest). Das System (7.52) ist genau dann vollstandig erreichbar,
wenn gilt
rang [sE — A,b] =n (7.78)

fir alle s der komplezen Ebene.
Das System (7.52) ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn gilt

et (7.79)
ran =N o
& sE — A

fir alle s der komplezen Ebene.

Beweis: sieche Anhang C
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