8. Zustandsregler/Zustandsbeobachter

Das bisher diskutierte Frequenzkennlinienverfahren im Abschnitt 5 beruht auf einer Re-
gelkreisstruktur, bei der eine Grofle, die so genannte Ausgangsgréfie, gemessen wird, und
auf deren Kenntnis gemeinsam mit der vorgegebenen Fihrungsgréfie der Regler als dy-
namisches System die Stellgrofle errechnet. Daher werden Regelkreise dieser Art auch als
Ausgangsregelungen bezeichnet. Setzt man nun voraus, dass der gesamte Zustand eines
Systems messtechnisch erfassbar ist, dann ist es moglich, einen so genannten Zustands-
regler zu entwerfen. Unter einem Zustandsregelgesetz versteht man eine dynamiklose,
funktionale Abhdngigkeit der Stellgréfle u von den Zustandsgroflen x und eventuell wei-
teren externen Eingangsgrofien (z.B. Fiithrungsgrofen) r im allgemeinen Fall in der Art

u(t) =1y (x(t),r(t),t) bzw. uy = fu i (X, 18) (8.1)
bzw. fiir lineare, zeitinvariante Systeme

u(t) =Kx(t) + Gr(t) bzw. u, = Kxi, + Gry, . (8.2)

8.1. Zustandsregler

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit lege man den nachfolgenden Betrachtungen das
lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete Eingrofiensystem

Xr1 = Pxy + Tug, x (0) = xq (8.3a)
yr = " xp, + duy (8.3b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R, dem Ausgang y € R sowie den Matrizen
P c R, I',ce R" und d € R zu Grunde. Setzt man nun ein Zustandsregelgesetz der
Form

we = kKTxy, + grg (8.4)
in (8.3) ein, so ergibt sich der geschlossene Regelkreis zu
Xpy1 = (<I> + I‘kT> x + Lgry , x (0) = xg (8.5a)
[ —
@9
Yk = (CT + dkT) Xy, + dgry, (8.5b)

mit der Dynamikmatrix des geschlossenen Kreises ®, und der Eingangsgréfie r. Of-
fensichtlich miissen nun die Groflen k € R™ und ¢ € R im Rahmen des Zustands-
reglerentwurfes so bestimmt werden, dass die Ausgangsfolge (yx) als Antwort des ge-
schlossenen Kreises (8.5) auf spezielle Eingangsfolgen, wie beispielsweise der Sprungfolge

(re) =70 (1’“) = (ro,70,70, - -.), gewissen Bedingungen geniigt.
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Im ersten Schritt soll die Eingangsfolge (r) auler Acht bleiben, also (r;) = (0’“), und
die Grofle k soll so entworfen werden, dass die Eigenwerte der Dynamikmatrix @, des
geschlossenen Kreises an beliebig vorgegebenen gewiinschten Stellen zu liegen kommen.
Man nennt diesen Entwurf deshalb auch Polvorgabe im Zustandsrauwm. Zuvor wird je-
doch noch ein fiir das Weitere wesentlicher Satz, ndmlich der Satz von Cayley-Hamilton,
formuliert und bewiesen:

Satz 8.1 (Satz von Cayley-Hamilton).
Bezeichnet

p(z)=ap+a1z+ - +ap_12" 1 + 27 (8.6)
das charakteristische Polynom der Matriz ® € R™*"™, dann gentigt ® der Beziehung

p(@)=aE+a®+ - +a, 1P +B"=0. (8.7)

Beweis. Fiir die Inverse der Matrix (zE — ®) € R™*" gilt

CE—®) ! = adj (zE — ®)

"~ det(zE — @)’ (88)

wobei die adjunkte Matrix adj (zE — ®) lediglich Polynome (n — 1)-Ordnung besitzt
und demnach in der Form

adj ;E—®)=Ro+Ryz+ -+ Ry02" 2 + Ry 2" ! (8.9)
angeschrieben werden kann. Aus (8.7) - (8.9) erhélt man schlussendlich
det 2E — ®)E = (2E — ®) (Ro +Riz+- + Ry 02" 2 + Rn_lz”_1> (8.10)
bzw.

(ao farz4 -+ ap 12"+ z") E

(8.11)
= ®Ro+...+ (R 2 —®R, 1) 2" '+ R, 12" .

Durch Koeffizientenvergleich der Potenzen von z in (8.11) ergibt sich folgendes Glei-
chungssystem

CL()E = —<I)R0

alE = Ro — <I)R1

: (8.12)
an—ok = Rn—3 - (I)Rn—Z
an—1E = Rn—2 - (I)Rn—l
E=R, ;.
Multipliziert man nun jeweils die j-te Zeile von (8.12) mit ®/, j = 0,...,n, und
addiert diese, dann folgt (8.7), womit Satz 8.1 bewiesen ist. O
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Liegt das System (8.3) in I-ter Standardform (Steuerbarkeitsnormalform) {®g, I'g,
cr, dr} gemaB (7.57) vor, dann erhilt man unmittelbar eine Vorschrift, wie k' im Zu-
standsregelgesetz (8.4) festzulegen ist, damit die Eigenwerte der Dynamikmatrix ®, =
('I> r+7T RkT> von (8.5) an beliebig vorgegebenen gewtinschten Stellen zu liegen kommen.
Es gilt namlich fiir ¢, in diesem Fall

0 1 0 ... o | [o
0
By=| 1 A S L R Y (8.13)
0 0 0 1 0 o
|—a0 —a1 ... —ap—2 —ap—1] _1_
-
Bp Tx
bzw.
] : . ]
0 0 1 0
P,=| : ; (8.14)
0 0o ... 0 1
(ko —ao ki—a1 ... kn-2—an—2 kn-1—an—1]

mit dem zugehérigen charakteristischen Polynom von @, (man wiederhole dazu die Uber-
legungen von Abschnitt 7.8)

Py (2) = (ag — ko) + (a1 — k1) 2+ ... + (an—1 — kp—1) 2" 1+ 2" . (8.15)

Die Vorgangsweise bei der Polvorgabe im Zustandsraum fiir ein System in Steuerbar-
keitsnormalform {®r,'r,cr,dr} ist demnach die folgende: Man gibt die n gewiinschten
Eigenwerte A\;, j = 1,...,n, des geschlossenen Kreises vor und bestimmt sich daraus ein
gewiinschtes charakteristisches Polynom fiir den geschlossenen Kreis

n
Pgson (2) = [[ (2= X)) =po+ prz+p2z® + ...+ a1+ 2" (8.16)
j=1

Durch Koeffizientenvergleich von (8.15) und (8.16) erhélt man dann direkt die Zustands-
reglerkoeffizienten

kj:aj—pj, jZO,...,TL—l. (8.17)

Wenn nun das System (8.3) nicht in Steuerbarkeitsnormalform vorliegt, dann kann die
Polvorgabe im Zustandsraum mit Hilfe der Formel von Ackermann durchgefithrt werden.
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Satz 8.2 (Formel von Ackermann).

Die Eigenwerte der Dynamikmatriz ®4 des geschlossenen Kreises (8.5) konnen genau
dann durch eine Zustandsrickfihrung der Form (8.4) beliebig platziert werden, wenn
das System (8.3) vollsténdig erreichbar ist. Der Riickfiihrungsvektor kT berechnet sich
nach der Beziehung

00 ... 1f=vl[r er @ .. &I (8.18a)
—_———
ef=TF R(®,T)
kT = _pOVrl[‘ - plvrlI‘(I) - pn—lvrlri)n_l - Vrl[‘i)n = _VlTpg,soll (i))
(8.18b)

mit pg soll (2) = Do +p124pa22 4. A pp_12" 142" als gewiinschtes charakteristisches
Polynom des geschlossenen Systems.

Beweis. Am Beginn des Beweises ist festzuhalten, dass die Eigenschaft der vollstédndi-
gen Erreichbarkeit des Systems (8.3) durch eine regulire Zustandstransformation der
Form xj = Vzj mit einer reguliren (n x n)-Matrix V weder verloren noch hinzuge-
wonnen werden kann. Dies ist unmittelbar einsichtig, denn die Erreichbarkeitsmatrix
des zu (8.3) zugehorigen dquivalenten transformierten Systems

21 =V '®Vz, + V 'Ly, z(0) = V'xg (8.19a)
& r
yr = " xp, + duy (8.19b)
lautet
R(®T)=[F & #T ... & 'T]
[V—lr v-levv-ir v-levv-ler ... V‘1'1>"_1I‘} =V IR (®,I) .
(8.20)

Aus (8.20) erkennt man, dass wegen der Regularitit von V die Regularitit der
Erreichbarkeitsmatrix R ((i), f‘) des transformierten Systems (8.19) unmittelbar aus

der Regularitiat der Erreichbarkeitsmatrix R (®,T') des urspriinglichen Systems (8.3)
folgt und vice versa. Weiters wurde in (7.59) gezeigt, dass ein System, welches in
Steuerbarkeitsnormalform vorliegt, immer vollstdndig erreichbar ist. Kombiniert man
diese beiden Erkenntnisse, dann folgt, dass ein vollstindig erreichbares System immer
auf Steuerbarkeitsnormalform transformiert werden kann.

Die Idee zur Bestimmung der Beziehung (8.18) besteht nun darin, das System
(8.3) in einem ersten Schritt auf Steuerbarkeitsnormalform zu transformieren und
anschlieffend die Polvorgabe im Zustandsraum, wie in (8.17) gezeigt, durchzufithren.
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Gesucht ist also eine reguldre Zustandstransformation der Form

z=Vx= x (8.21)

so, dass das System (8.3) im neuen Zustand z in Steuerbarkeitsnormalform

Zpp = VOV Lz + VI (8.22)
q)R I‘R:en

vorliegt. Aus der Gleichung

br=VeV! (8.23a)
bzw.
C 0
vi| v
0 0 T T
V2 V2
: : . . : =1 .1® (8.23b)
0o 0 ... 0 1 ' '
val Lva
_—a() —a1 ... —QAp—2 —an_l_
erhélt man
vig=v,®, j=1,...,n—1 (8.24a)
—agV] —aivy — ... —a, vy =vi® . (8.24b)
Durch Einsetzen der Beziehungen fiir V;F, j =2,...,n, in die letzte Gleichung von
(8.24)
vlT (ao +a®+..  Fa, P+ <I>") =0" (8.25)

und Anwenden des Satzes 8.1 erkennt man, dass (8.25) trivialer Weise erfiillt ist. Die
noch fehlende Gleichung zur Bestimmung von v{ erhélt man aus

'r=e,=VT (8.26a)
bzw.
o
vi
0 T
V2
=|.|T (8.26b)
Vi
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und mit (8.24) folgt

el =T [r T P27 ... @n—lr]. (8.27)

R(®,T)

Unter der Voraussetzung, dass das System (8.3) vollstdndig erreichbar ist, lautet
dann die Zustandstransformation

vi
vide
V= , (8.28)
v?@”_l
mit
vi =elR(®, )" . (8.29)

Fiir das System in Steuerbarkeitsnormalform (8.22) kann durch

U = k};zk = [ao —Ppo a1 —pP1r ... Qp_-1 —pn_l} Z (8.30)
direkt das gewiinschte charakteristische Polynom
Pg.solt (2) = Po + P12 +p22° + ...+ pp12" " + 2" (8.31)

und damit die Eigenwerte des geschlossenen Kreises vorgegeben werden (man ver-
gleiche dazu auch (8.13) - (8.17)).

Da man diese zwei Schritte (Transformation auf Steuerbarkeitsnormalform mit
anschlieender Polvorgabe) nicht immer getrennt durchfiihren mochte, transformiert
man den geschlossenen Kreis (8.22) und (8.30) in den urspriinglichen Zustand x
zurick, also

Xpi1 =V I®pVx, + VIITR kL VX, . (8.32)
Lo r T
k

Damit lautet aber der Riickfithrungsvektor kT im urspriinglichen System wie folgt
vi
T

vi P

K" = kEV = {ao —Po ar—pr ... Qn-1 _pn—l}

v?@"‘l

=vi (ao +a®+... + an_1<I>”_1> —vi <p0 +p®+ ... +pn_1,1)n—1)

—=—®" nach Satz 8.1
=V (po+P1® 4.+ pu1®" T+ B") = VD o (D)
(8.33)
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mit dem gewiinschten charakteristischen Polynom pg s von (8.31). Es ist damit
bewiesen, dass wenn das System (8.3) vollstdndig erreichbar ist, dann kénnen die
Pole des geschlossenen Kreises mit dem Zustandsregler u; = kTx; und k' nach
(8.18) beliebig platziert werden.

Aufgabe 8.1. Zeigen Sie die Umkehrung, dass aus der Tatsache der nicht voll-
standigen Erreichbarkeit von (8.3) folgt, dass die Pole des geschlossenen Kreises
nicht alle beliebig vorgegeben werden kénnen.

Hinweis: Nutzen Sie die Tatsache, dass jedes nicht vollstdndig erreichbare

System auf die Form
Iy
u
0| U

lxl,k+1‘| B [‘511 <I’12] [Xl,k
X2 kot 1 0 Py X2k

X1,k
Yk = [clT cﬂ l + duy, .
X2,k
transformiert werden kann.
Mit der Losung von Aufgabe 8.1 ist aber Satz 8.2 gezeigt. O

Wie man gesehen hat, spielt die Eingangsfolge (rx) von (8.5) fir die Polvorgabe keine
Rolle. Nun beinhaltet das Zustandsregelgesetz

wp = kKTxp, + grg (8.34)

von (8.4) noch den Parameter g, mit dessen Hilfe man beispielsweise erreichen kann, dass
fir den geschlossenen Kreis

Xkl = (<I> + I‘kT) xi +Tgry, x (0) = xg (8.35a)
|
¢g
Y = (CT + dkT) Xy + dgry, (8.35b)
gilt
lim yg =79 (8.36)
k—00

mit der Sprungfolge (ry) = 7o (1’“) = (ro,70,70,-..) als Eingangsgrofie. Berechnet man

nun die z-Transformierte von (y), so erhdlt man

z z
+2zxo | +dgro
z—1 z—

Y (2) = (cT + dkT) (zE - I‘kT)_l Tgro (8.37)

r2(z) r2(2)
bzw. durch Anwendung des Endwertsatzes folgt
-1
: Y _ _(.T T & _ TLT _
kETooy’“ = 21;1_>ml (z—1Duy.(2) = (c + dk ) (E P -Tk ) Tgro + dgro =19 ,
(8.38)
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Abbildung 8.1.: Zweimassenschwinger.

da alle Nullstellen von det (zE e I‘kT) im Inneren des Einheitskreises der komplexen
z-Ebene liegen. Damit errechnet sich g aus (8.36) und (8.38) zu

1
(cT+dkT)(E— & —TkT) 'T'+d

= (8.39)

Beispiel 8.1 (Simulationsbeispiel). Als Beispiel betrachte man den Zweimassen-
schwinger von Abbildung 8.1 bestehend aus den zwei Massen m; und ms, den zwei
linearen Federn mit den Federkonstanten c¢; und cy sowie den zwei geschwindig-
keitsproportionalen Dampfern mit den Dampfungskonstanten d; und ds.

Auf die erste Masse m; wirkt die externe Kraft Fi.;, die zugleich die Stellgrofle
u = Foy des Systems darstellt, und die auf die zweite Masse mo wirkende Kraft
F, = v ist als unbekannte Storung aufzufassen. Das mathematische Modell errechnet
sich direkt durch Anwendung des Impulserhaltungssatzes auf die beiden Massen mq
und msy in der Form

mlél = —C1 (21 - 2’2) - dl (21 - 2:’2) - Fext (8.40&)
moZo = C1 (2’1 — 22) + dl (21 — 22) — (929 — d22:’2 — F, , (840b)
wobei z; und zy die Auslenkungen der Massen m; und msy um die entspannte Lage
der Federn beschreiben. Mit den Zustandsgrofien xT = [21 V] =2%1 29 Uy = 2':2}7

der Stellgrofle u = Fiyy, der Storung v = F,, und der Ausgangsgrofle y = zo ergibt
sich die Zustandsdarstellung von (8.40) zu

%x = Ax+bu+ by, x (0) = %o (8.41a)

y=clx (8.41b)
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gilt limg— o0 Yk = 0.

mit
[0 1 0 0 |
La _d o a i
A=| M1 m my my 7 (8.42a)
0 0 0 1
cr ﬂ a + 2 _dl + do
L T2 mo mo mo
0
B
b= my |, (8.42b)
0
| 0
0
0
b, = E (8.42¢)
b
L 2]
"=o 01 0]. (8.42d)
Wiéhlt man fiir die Parameter die Werte m; = 1, mo = 10, ¢; = ¢ = 1 und
dy = dy = 1, dann lautet das mathematische Modell
21 0 1 0 21 0 0
-1 -1 1 —1 0
d o) _ T u+ v (8.43)
dt |z 0 0 0 29 0 0
V9 0.1 01 —-0.2 —-0.2] |vg 0 -0.1
Z1
y=1[o o 1 o |" (8.43b)
22
V2

Fiir den Reglerentwurf berechnet man in einem ersten Schritt das zugehorige Ab-
tastsystem mit der Eingangsgrofie u und der Ausgangsgréfie y fiir die Abtastzeit
T, = 2 (MATLAB-Befehl c2d). Im Anschluss daran soll fir das Abtastsystem ein
Zustandsregler mittels Polvorgabe so entworfen werden, dass die Pole des geschlos-
senen Kreises bei exp (A\;13), j = 1,...,4, mit Ao = —0.5+ 0.5/, A3 = —1 und
A4 = —2 zu liegen kommen (MATLAB-Befehl acker). Man beachte, dass in MATLAB
der Zustandsregler im Gegensatz zum Skriptum, siehe (8.34), mit negativem Vor-
zeichen in der Form wuj, = —kTx;, angesetzt ist! Im Weiteren ist der Vorfaktor ¢ in

(8.34) so zu bestimmen, dass fiir eine Sprungfolge (r;) = ro (1’“) als Fiuhrungsgrofie
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Mit diesen Vorgaben errechnet sich fiir das vorliegende Beispiel der Zustandsregler
(8.34) zu

wp = [0.0189 04627 05245 3.8538) x5, — 1.5624r . (8.44)

Aufgabe 8.2. Zeigen Sie, dass fur den Fall, dass das System (8.3) in 1-ter Standard-
form {®r,T'r,cr,dr} geméaB (7.57) vorliegt, sich der Ausdruck fiir g von (8.39) wie
folgt

1
9= J=0Ps 1= ! pn=1
(T +dkM)1+d> op;’ "
1

vereinfacht.
Hinweis: Es gilt folgender Zusammenhang

adj (E — &5 — Trk})
~ det (E— ®p — T'rk})

(BE-@n- rRkﬁ)_1

mit
n
det<E_(I)R_FRk£):pg,soll(z)|Z:1:ija pn=1
=0
und
_ o -
0o 1 -1 0
(BE-®r—Takh)=|: : - - :
o o0 ... 1 -1
o p1 oo Pn—2 l+pp1

Aufgabe 8.3. Entwerfen Sie fiir das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete System

11

) +
0 1| *

1
2

U
1

Xk+1 = [

einen Zustandsregler so, dass die Eigenwerte des geschlossenen Kreises bei A\; und
Ao liegen.
Hinweis: Fur festes \; und Ay verwenden Sie den MATLAB-Befehl acker.
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Lésung von Aufgabe 8.3. Der Zustandsregler lautet u;, = k'x;, mit dem Riickfiih-
rungsvektor

k' = |:1—)\1 — X2+ Ao %— %)\1 - %)\2 — %)\1)\2} .

Aufgabe 8.4. Gegeben ist das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete System

air 0 by

XE +
k by

Uk

Xk4+1 =
as1  a22

mit den Parametern a;; # 0.

(1) Berechnen Sie die Erreichbarkeitsmatrix und geben Sie Bedingungen fiir b1 und
by an, damit diese regular ist.

(2) Entwerfen Sie einen Zustandsregler so, dass das charakteristische Polynom des
geschlossenen Kreises die Form

Pg,soll (Z) = 2’2 + p1z + p2

hat.

Losung von Aufgabe 8.4. ad (1) Die Bedingungen fiir die vollstandige Erreichbarkeit
lauten

b1 #0
b
by # o fir ai1 # az
air — a2
bQ beliebig flir ail = ag2, a21 75 0.

ad (2) Der Zustandsregler errechnet sich zu u; = kTx;, mit

kT — [_ baa?, +bopiaii+bapa—azibiair —azibiase—azibip a2, +piaga+p2 }
b1(—a21b1—a22ba+ai1b2) —az1b1—a22b2+a11b2

8.1.1. Dead-Beat Regler

Will man nun ein Zustandsregelgesetz der Form (8.34) mit ¢ = 0 so entwerfen, dass
jede Anfangsauslenkung x( des Systems (8.3) moglichst schnell zu 0 gemacht wird, dann
gelangt man zum so genannten Dead-Beat Regler. Es gilt nun folgender Satz:

Satz 8.3 (Dead-Beat Regler). Legt man fiir ein vollstindig erreichbares System (8.3)
gemaf Satz 8.2 samtliche Eigenwerte der Dynamikmatriz des geschlossenen Kreises
nach Null, das gewiinschte charakteristische Polynom lautet also py son (2) = 2", dann
wird jede Anfangsauslenkung xo in hdchstens n Schritten in O dbergefiihrt.
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Beweis. Die Dynamikmatrix ®, des geschlossenen Kreises lautet fiir pg son () =2"

<I>g:'I>+I‘kT: S (8.45)

00 ... 0 0

und diese ist nach Definition 3.1 nilpotent der Ordnung n, d.h., es gilt N¥ = 0
fir £ > n. Damit ldasst sich aber fiir eine beliebige Anfangsauslenkung xq fiir den
geschlossenen Kreis x;,1 = ®,x;, zeigen, dass wegen

Xp = (I’];XO (8.46)

gilt x; = 0 fiir k > n. U

Aufgabe 8.5. Entwerfen Sie fiir das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete System

11

0
Xk+1 = 01

X +
ST

Uk

einen Dead-Beat Regler und bestimmen Sie jenes Gebiet D in der (z1,, x2,0)-Ebene,
wo die Anfangsauslenkungen xq liegen diirfen, damit der Betrag der Stellgréfie immer
kleiner gleich 1 ist, also |ug| <1 fir £k =0,1,2,....

Losung von Aufgabe 8.5. Der Dead-Beat Regler lautet u;, = kTx;, mit
KT =[-1 -2

und das Gebiet der zuldssigen Anfangsauslenkungen fiir |ug| < 1 errechnet sich zu

1 1
-1 <ap < - (1—
D:{XOER2‘ p (I ro) <mao <y ( xl’O)}.
—(1+1’170)<{E270<(1—1‘170)

8.2. Der PIl-Zustandsregler

In (8.39) wurde der Vorfaktor g des Zustandsreglers (8.4) so berechnet, dass die bleibende
Regelabweichung

lim e, = (re — yk) (8.47)

lim
k—o00 k—o00
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zufolge der Eingangssprungfolge () = 7o (1]’“) = (ro, 70,70, - - -) Null wird. Dies ist natiir-
lich dann nicht mehr erfiillt, wenn die Streckenparameter vom nominellen Wert abweichen
bzw. Stoérungen auf die Strecke einwirken. Man betrachte dazu das System

X1 = Pxi + Tug + Tyo, x (0) = xg (8.48a)
Yk = ¢ X (8.48b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u, dem Ausgang y, der Storung v sowie den
Matrizen ® € R™"™ und I',T',,c € R"™. Setzt man fiir u; den Zustandsregler (8.4) mit

(rp) = (Ok) ein, dann erhélt man

Xpi1 = <<I> + I‘kT) xp + Tyug x (0) = xg (8.49a)
S
@y
Yk = ¢ Xk (8.49b)

bzw. fiir eine konstante Storfolge v, = vy (1k) errechnet sich die bleibende Regelabwei-
chung zu

-1
lim (rp —yx) = — li_>m1 (z—1)y. (2) = —c* (E . I‘kT) Lyuo#0.  (8.50)

k—+00
Aus diesem Grund muss man wie bereits beim Frequenzkennlinienverfahren im Regler
einen Integralanteil einbauen, um zumindest konstante Storungen und Parameterschwan-
kungen stationdr unterdriicken zu kénnen. Dazu wird ein so genannter PI-Zustandsregler
der Form

TIk+1 =Tk + | Th — c'xy (8.51a)
N——
Yk
up = [k;r /{:I} [Xk +kp | rp — cTxp (8.51b)
Tk SN——
Yk

angesetzt. Der Entwurf der Reglerparameter k!, k7 und kp erfolgt nun in zwei Schritten:
Schritt 1: Im ersten Schritt wird fiir das um einen Integrator erweiterte System (8.48)

b ¢ ® 0] |x r 0 r
SR T F + Uk + TR + Y Ve (8.52a)
LI k+1 —C 1 LIk 0 1 0
— ~~ ~~ ~—~—
P Ty s Ty s
Yk = ¢ X (8.52b)
ein Zustandsregler
Xk
Wz@?@w ] (8.53)
Tk
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nach Satz 8.2 entworfen. Ein Vergleich von (8.51b) mit (8.53) zeigt, dass gilt
k! — kpct = ki (8.54a)
und
kr=ky . (8.54b)

Man beachte, dass dies unter bestimmten Voraussetzungen immer moglich ist, denn es
gilt folgender Satz:

Satz 8.4. Wenn die Dynamikmatriz ® des Systems (8.52) keinen Eigenwert bei 1
und die Ubertragungsfunktion von wuy zu vy keine Nullstelle bei 1 hat, dann folgt
aus der vollstandigen Erreichbarkeit von (®,T) die vollstandige Erreichbarkeit von

Beweis: siche Anhang C

Schritt 2: Im zweiten Schritt miissen noch gemif (8.54) die Parameter k! und kp
festgelegt werden. Da dieses Problem unterbestimmt ist, legt man im Allgemeinen kp fest
und berechnet sich anschliefend aus (8.54) k1. Geht man davon aus, dass zum Zeitpunkt
t =0 gilt xo = 0 und x7 = 0, dann folgt aus (8.51b)

ug = k?p?‘() . (855)

Wenn nun die Dynamikmatrix ® stabil ist, also lauter Eigenwerte im Inneren des Ein-
heitskreises besitzt, dann errechnet sich die Ausgangsgréfie im eingeschwungenen Zustand
zZu

lim 4y = Yoo = €' (E — ®) ' Dug . (8.56)
k—o0
In diesem Fall ist es nun zweckméBig, den Proportionalanteil kp so festzulegen, dass zum

Zeitpunkt Null die Stellgréfie ug den gleichen Wert, der auch fiir £ — oo zur Einhaltung
der Bedingung y., = ro benétigt wird, annimmt, also gilt

To
ug = kprg = = Uso 8.57
T T T E—9) T (8:57)
bzw.
kp = ! (8.58)
P E-—e) T '

Abbildung 8.2 zeigt das Blockschaltbild eines zeitdiskreten, zeitinvarianten, linearen Sys-
tems mit PI-Zustandsregler.

Beispiel 8.2 (Simulationsbeispiel). Fiir den Zweimasseschwinger von Abbildung 8.1
mit dem zugehorigen mathematischen Modell in Zustandsdarstellung (8.43) soll ein
zeitdiskreter PI-Zustandsregler geméf (8.51) fiir eine Abtastzeit T, = 2 so entworfen
werden, dass die Pole des geschlossenen Kreises bei exp (A\;j71,), j = 1,...,5, mit
A2 = —05%0.51, A3 = -1, Ay = =2 und Ay = —3 zu liegen kommen (MATLAB-
Befehl acker).

Mit diesen Vorgaben errechnet sich fiir das vorliegende Beispiel der PI-
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A 4

kp

oW
k) Yk)

Tht1 = Py + Tup, + Tyor > T >

(%) ods] 2 (zrk) .

z—1
T37I,0

I@
T

»

kT

Abbildung 8.2.: Blockschaltbild zum PI-Zustandsregler fiir den zeitdiskreten Fall.

Zustandsregler (8.51) zu

Trhr1 =Tk + (T — Yk) (8.59a)

4 (=1) (re— )

(8.59b)

uk:[0.2163 0.7201 2.4323 6.7892 —1.5585}[

Ik

8.3. Zustandsbeobachter

Der Nachteil des Zustandsreglers liegt offensichtlich darin, dass fiir dessen Realisierung
der gesamte Zustand x gemessen werden muss. In vielen Féllen ist dies natiirlich nicht
moglich, weshalb man sich die Frage stellt, ob man den Zustand x allein durch Kennt-
nis der Ausgangsgrofie y und der Stellgrée u rekonstruieren kann. Um diese Frage zu
beantworten, betrachte man das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete Eingréflensystem

Xpa1 = Pxp + Ty, x (0) = xg (8.60a)
yr = ¢ xp + duy, (8.60b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u, dem Ausgang y sowie den Matrizen ® &
R™™ T,c € R"™ und d € R. Eine Einrichtung, die aus Kenntnis der Eingangsgréfien
(ug,uy,...,ur) und der AusgangsgroBen (yo,yi,...,yr) den Zustand x zum Zeitpunkt
k schétzt, nennt man auch Beobachter. Es wird sich in weiterer Folge noch zeigen, dass
so ein Beobachter fiir (8.60) genau dann konstruiert werden kann, wenn das System
(8.60) vollstindig beobachtbar ist. Sémtliche Uberlegungen lassen sich ohne zusétzlichen
Aufwand direkt auf den zeitkontinuierlichen Fall iibertragen.
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8.3.1. Trivialer Beobachter (Simulator)

Die einfachste Moglichkeit, den Zustand x zu schétzen, besteht darin, das mathematische
Modell der Strecke geméaf (8.60)

K1 = PRy + Tug,  %(0) =% (8.61a)
Ok = TRy, + duy, (8.61Db)

mit dem geschdtzten Zustand X im Rechner zu simulieren. Die Abweichung des ge-
schétzten Zustandes X vom tatséchlichen Zustand x, der so genannte Beobachtungsfehler
e = X — x, genligt dann folgender Differenzengleichung

€r+1 — @ek N e (0) =€y = )A(() —Xq . (862)

Ein Beobachter der Form (8.61), der einfach eine Kopie des Streckenmodells im Rechner
darstellt, wird auch als trivialer Beobachter oder Simulator bezeichnet und er hat folgende
Nachteile:

(1) Die Fehlerdynamik (8.62) ist offenbar nur dann stabil, wenn die Strecke stabil ist,
also sémtliche Eigenwerte von ® im Inneren des Einheitskreises liegen und

(2) das Abklingen von Beobachtungsfehlern ey bei stabilen Strecken kann nicht beein-
flusst werden, sondern ist durch die Streckendynamik festgelegt.

Der triviale Beobachter (8.61) macht noch nicht von der Tatsache Gebrauch, dass dem
System (8.60) eine Messung, nimlich die von y, zur Verfiigung steht. Diese Uberlegung
fihrt schlussendlich zum so genannten wvollstdndigen Luenberger Beobachter, der im Fol-
genden behandelt wird.

Beispiel 8.3 (Simulationsbeispiel). Fiir den Zweimasseschwinger von Abbildung 8.1
mit dem zugehorigen mathematischen Modell in Zustandsdarstellung (8.43) lautet
der zeitdiskrete triviale Beobachter geméfl (8.61) fiir eine Abtastzeit T, = 2

Bt 0.2036  0.5061  0.6941 1.3366] [2,4] [—0.8087
Duper| _ | 08724 01688 02387 09328| oy |-05061|
Sor 0.0694  0.1337 07589 15754 ||  |—0.1023
Do k1 0.0239  0.0933 —0.1814 0.5774| |dss| |-0.1337
(8.63a)
21k
gm=1[0 0 1 o [ (8.63b)
2ok
V9 k
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8.3.2. Vollstandiger Luenberger Beobachter

Fiigt man dem trivialen Beobachter von (8.61) einen zusitzlichen Term k (g — i), k €
R"™, hinzu, dann erhédlt man den so genannten vollstindigen Luenberger Beobachter

X1 = %+ Dup +k (G —yp) . %(0) = %o (8.64a)
g, = ¢ %y + duy, . (8.64b)

Die zugehorige Fehlerdynamik fiir e = X — x mit x von (8.60) und % von (8.64) errechnet
sich in der Form

€ri1 = <<I> + ECT) e, e(0)=ey=%0— X . (8.65)

—_——

®.

Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Voraussetzungen kann k so entworfen werden,
dass die Eigenwerte der Fehlerdynamikmatrix ®, von (8.65) an vorgegebenen gewiinsch-
ten Stellen zu liegen kommen? Diese Aufgabenstellung erinnert sehr stark an den Zu-
standsreglerentwurf von Abschnitt 8.1 — und tatséchlich kann hier ein Satz vollkommen

analog zu Satz 8.2 angegeben werden:

Satz 8.5 (Formel von Ackermann fiir den Zustandsbeobachterentwurf). Die Eigen-
werte der Fehlerdynamikmatriz ®. von (8.65) des wvollstindigen Beobachters (8.64)
zum System (8.60) konnen genau dann durch k beliebig platziert werden, wenn das
System (8.60) vollstindig beobachtbar ist. Der Vektor k berechnet sich nach der
Beziehung

0 cT
cr'd
| % |5 (8.66a)
1 cT(I)n—l
—_
en 0T, @)
k= —pov1 — p1®V1 — ... — P 1 @IV — By = —Dg,sol (P) V1 (8.66b)

mit Py soll (2) = po +P124 o2’ 4. A Pp_12" 42" als gewiinschtes charakteristisches
Polynom der Fehlerdynamikmatriz ®..

Beweis. Aufgrund der Tatsache, dass das charakteristische Polynom einer Matrix
gleich dem charakteristischen Polynom der Transponierten dieser Matrix ist, es gilt
also

det (zE — ®,) = det (zE - ® — RCT> = det (zE —oT - CRT) = det (zE — <I>;F) )
(8.67)

kann der Entwurf von k zur Platzierung der Figenwerte von ®, = ® + ket auf Basis
von ®1 = &1+ ckT durchgefiihrt werden. Vergleicht man nun ! mit ®, = &+T'kT
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von (8.5), so erkennt man, dass der Beobachterentwurf geméf dem Dualitétsprinzip
von Abschnitt 7.7 dual zum Zustandsreglerentwurf ist, indem man einfach

T durch &
c durch T (8.68)
k durch k

ersetzt. Mit Hilfe dieses Dualitétsprinzips kann Satz 8.5 unmittelbar aus Satz 8.2
hergeleitet werden. O

Beispiel 8.4 (Simulationsbeispiel). Fur den Zweimasseschwinger von Abbildung 8.1
mit dem zugehorigen mathematischen Modell in Zustandsdarstellung (8.43) soll ein
zeitdiskreter vollstandiger Luenberger Beobachter geméaf (8.64) fiir eine Abtastzeit
T, = 2 so entworfen werden, dass die Pole der Fehlerdynamikmatrix bei exp (A;7,),
j=1,...,4, mit \j o = —3£3] und A\34 = —1=%1 zu liegen kommen (MATLAB-Befehl
acker).

Mit diesen Vorgaben errechnet sich fiir das vorliegende Beispiel der zeitdiskrete
vollsténdige Luenberger Beobachter (8.64) zu

Kpoy1 = (@ 1 f«;T) %, + Tuy, — kyp (8.69a)
| N ——
P,
=100 1 0% (8.69D)
mit
[0.2036 05061 —0.6543 1.3366
~0.3724 —0.1688 0.1383  0.9328
P, — , (8.70a)
0.0694 01337 —0.7201 1.5754
0.0239  0.0933 —0.2390 0.5774
[ 0.8987]
—0.5061
r— , (8.70b)
~0.1023
| —0.1337]
[ 1.3483]
. |=0.1004
k= (8.70¢)
—1.4790
—0.0576

Aufgabe 8.6. Welche vereinfachte Berechnungsvorschrift lisst sich fiir k von (8.64) an-
geben, wenn das System (8.60) in 2-ter Standardform (Beobachtbarkeitsnormalform)
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{®p5,T'p,cpdp} gemal (7.58) mit dem charakteristischen Polynom p (z) = ap+ajz+
o4 ap_12"" 1 4 2" vorliegt und das gewiinschte charakteristische Polynom der Feh-
lerdynamikmatrix ®, = ®+kcT durch Dg.soll (2) = PotPrz+Pez?+. . cAPp_12" 42"
gegeben ist.

Lésung von Aufgabe 8.6. Die Komponenten des Vektors k lauten in diesem Fall

/%j:aj—pj, jIO,...,Tl—l.

Aufgabe 8.7. Zeigen Sie, dass das System (8.60) genau dann auf Beobachtbarkeits-
normalform transformiert werden kann, wenn es vollstiandig beobachtbar ist. Geben
Sie an, wie diese Tranformation zu konstruieren ist.

Hinweis: Orientieren Sie sich am Beweis von Satz 8.2.

Aufgabe 8.8. Zeigen Sie, dass wenn man sdmtliche FEigenwerte der Fehlerdynamik-
matrix ®, = ® + keT von (8.64) auf Null legt - das gewiinschte charakteristische
Polynom lautet also pg sou (2) = 2" - dann wird jeder Anfangsfehler ey = %o — xo
in hochstens n Schritten zu 0 gemacht. Man nennt so einen Beobachter in Analogie
zum gleichnamigen Regler Dead-Beat Beobachter.

Aufgabe 8.9. Entwerfen Sie fiir das System
|ﬁ1,k+J| _ [2 1] [xl,k
T k1 0 10] |22k

ot

L2,k

0
1

+ U

einen Dead-Beat Beobachter. Bestimmen Sie weiters das Gebiet D der zuldssigen
Anfangsfehler ey in der (eq 1, €p,2)-Ebene so, dass gilt

lejl2<1, j=0,1,... .

Hinweis: Verwenden Sie den MATLAB-Befehl acker.

Lésung von Aufgabe 8.9. Der Dead-Beat Beobachter lautet
“ = ~ U — Yk — Yk
o kt1 0 10| [Zok

100
el

0
1

+
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und das Gebiet der zuldssigen Anfangsfehler errechnet sich zu

2 2
e +efo <1
D= {eo GRZ‘ 0,17 02 }

101(eg2 — 10eg1)* < 1

8.4. Separationsprinzip

Wenn man nun nicht den gesamten Zustand x messen kann und doch einen Zustandsregler
einsetzen will, ist es doch naheliegend, den Zustandsregler mit einem Zustandsbeobachter
zu kombinieren. Dazu wird fiir das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete Eingréflensystem
der Form

Xpr1 = Pxy + Tug, x (0) = xg (8.71a)
Yk = CTXk (8.71b)

ein Zustandsbeobachter geméaf (8.64)

Rpa1 = ®%p + T +k (G — ), %(0) = %o (8.72a)

Uk = c Xy (8.72b)
entworfen und im Zustandsregelgesetz (8.4) wird anstelle des tatsichlichen Zustandes x
der beobachtete Zustand x in der Form

U = kT)A(k + grg (8.73)

eingesetzt. Abbildung 8.3 veranschaulicht diese so genannte Zustandsregler/Zustandsbe-
obachter Konfiguration.

Wenn man nun den Zustandsregler und den Zustandsbeobachter nach den Sétzen 8.2
und 8.5 getrennt entwirft, also die Eigenwerte getrennt vorgibt, stellt sich die Frage, wo
die Eigenwerte des geschlossenen Kreises nach Abbildung 8.3 zu liegen kommen? Die
Antwort auf diese Frage gibt das so genannte Separationsprinzip:

Satz 8.6 (Separationsprinzip). Wenn das System (8.71) wvollstindig erreichbar und
vollstandig beobachtbar ist, dann ergibt sich das charakteristische Polynom des ge-
schlossenen Kreises von Abbildung 8.3 nach den Gleichungen (8.71)-(8.73) zu

Dges (z) = det (zEan — (<I> + I‘kT)) det (zEan — (<I> + RCT))

= DPg,soll (Z) ﬁg,soll (Z)

(8.74)

mit den gewinschten charakteristischen Polynomen pg sonu (2) fiir den Zustandsreg-
lerentwurf nach Satz 8.2 und pg sou (2) fiir den Zustandsbeobachterentwurf nach Satz
8.5.
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1"

Tpy1 = Pxg + Tuy > c

kT

Zrr1 = g 4 Tug + k(G — yr) (k)

A~ T
Y = C Tk

A 4

Abbildung 8.3.: Zustandsregler/Zustandsbeobachter Konfiguration.

Beweis. Um diesen zentralen Satz zu beweisen, schreibe man den geschlossenen Kreis
(8.71)-(8.73) als Differenzengleichungssystem im Zustand X;Fes = [XT eT} mit dem
Beobachtungsfehler e = X — x in der Form

[xkﬂ _[®@+Tk"  TKT

[X’“] + [Fg] - (8.75a)

€41 0 ‘I>+kCT €er 0
N—— N~ Y~
Xges,k+1 Pyes Xges,k Tyes
- X},
i = [T OTH ] (8.75b)
—— [k
CTCS
g Xges,k

an. Man erkennt unmittelbar, dass sich wegen der Blockdiagonalstruktur der Dy-
namikmatrix des geschlossenen Kreises @40, das charakteristische Polynom in der
Form

det (2Egnxan — ®ges) = det (zEan - (@ + rkT)) det (zEan - (@ + RcT))
(8.76)

berechnet.

Aufgabe 8.10. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung (8.76).
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Beispiel 8.5 (Simulationsbeispiel). Fiir den Zweimasseschwinger von Abbildung 8.1
mit dem zugehorigen mathematischen Modell in Zustandsdarstellung (8.43) sollen
der PI-Zustandsregler (8.59) und der vollsténdige Luenberger Beobachter (8.69) und
(8.70) kombiniert werden.

Aufgabe 8.11. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion R (z) = . (2) /7. (2) des
dynamischen Reglers, der sich durch Zusammenschaltung des vollstdndigen Beob-
achters mit dem Zustandsregler ergibt. Welchen Schluss kénnen Sie aus der Ordnung
der Ubertragungsfunktion R (z) ziehen?

Lésung von Aufgabe 8.11. Die Ubertragungsfunktion lautet

R(z) = %—8 =ct (zE — <<I> —|—1"kT))_1 I'g.

Die Ordnung der Ubertragungsfunktion ist lediglich n, da der Beobachtungsfehler in
(8.75) durch den Eingang (7) nicht beeinflusst werden kann und somit das System
(8.75) ein nichterreichbares Teilsystem n-ter Ordnung besitzt.

Aufgabe 8.12. In wieviel Abtastschritten kann eine Anfangsauslenkung xg des Sys-
tems (8.71) bei der Zustandsregler /Zustandsbeobachter Konfiguration schnellst mog-
lich zu 0 geregelt werden. Beweisen Sie Thre Antwort.

Lésung von Aufgabe 8.12. Bei der Kombination eines vollstdndigen Dead-Beat Beob-
achters mit einem Dead-Beat Zustandsregler in hochstens 2n Schritten. Man beachte,
dass durch Anwendung eines im Rahmen dieses Skriptums nicht diskutierten so ge-
nannten reduzierten Dead-Beat Beobachters bei einer Messgrofie die Schrittanzahl
um 1 weiter reduziert werden kann, also in héchstens (2n — 1) Schritten.

Aufgabe 8.13. Entwerfen Sie fiir das System

1 0 -4 1 2
1[4 —2 4 0 5
R R ] e FT
5 0 4 3 4

yk:[1 1 -2 0]x

einen Zustandsregler nach Satz 8.2 so, dass samtliche Eigenwerte des geschlosse-
nen Kreises bei A\ = 1/5 liegen. Berechnen Sie weiters einen vollstdndigen Beob-
achter nach Satz 8.5 fiir die gewiinschten Eigenwerte der Fehlerdynamikmatrix bei
Aj =1/20, j =1,...,4. Kombinieren Sie den Zustandsregler und den vollstandigen
Zustandsbeobachter nach Abbildung 8.3 und simulieren Sie den geschlossenen Kreis
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in MATLAB/SIMULINK. Vergleichen Sie das Ergebnis, wenn Sie den vollstandigen
Beobachter durch den trivialen Beobachter von (8.61) ersetzen.

Lésung von Aufgabe 8.13. Der dynamische Regler bestehend aus Zustandsregler und
vollstdndigem Zustandsbeobachter lautet

[ 102197
-1 0 -4 1 2 ggg{]()
114 -2 4 5 aar
Xpt1 = S5 o o 1 Xy + || + _9@ (U — yk)
5 0 4 3 4 1%%%0
L 7500

gk:[l 1 —2 o]fck

und

_[481567 2187 488491 23 }X
* 11200000 80000 1200000 4000 F°
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A. Die Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ist eine im Wesentlichen eineindeutige Zuordnung von Funk-
tionen der Zeit ¢ zu Funktionen einer komplexen Variablen s. Im Rahmen der (einseitigen)
Laplace-Transformation werden nur so genannte kausale Zeitfunktionen f(t) betrachtet,
fir die gilt f(¢) =0 fir ¢ < 0.

Definition A.1 (Laplace-Transformation). Es sei angenommen, dass die Zeitfunk-
tion f (¢) kausal und auf jedem finiten Zeitintervall ¢ > 0 stiickweise stetig ist sowie
der Ungleichung

If ()] < Me” (A.1)
fiir geeignete positive Konstanten v und M geniigt. Dann ist das Integral
f(s):ﬁ(f(t)):/ et ()dt, s=o+lw (A.2)
0

fir alle Re (s) = a > «y absolut konvergent. Man nennt die Funktion f (s) auch die
Laplace-Transformierte der kausalen Zeitfunktion f (¢) und das Gebiet C, = {s € C|
Re (s) > v} den Eristenzbereich von f (s).

Als Beispiel berechne man die Laplace-Transformierte f (s) der kausalen Zeitfunktion
F(t) = (A.3)

und bestimme den zugehorigen Existenzbereich. Auswertung des Laplace-Integrals (A.2)
ergibt

; o0 o0 —(s—a)t |*° —(a—a)t o —lwt | 1
0 0 —(s—a)0 —(s—a) 0 s—a
(A4)
P 1
fiir Re (s) = a > a. Die Laplace-Transformierte von f () = e lautet f(s) = und
s—a

der Existenzbereich errechnet sich zu C, = {s € C|Re(s) > a}.
Die urspriingliche Zeitfunktion f(¢) von (A.2) kann nun iber die inverse Laplace-
Transformation aus der zugehorigen Laplace-Transformierten f (s) in der Form

1 r4+Ioo

A

f6)y=27(f(s)) Fls)ettds |, t>0 (A.5)

- ﬁ r—Ioco

bestimmt werden, wobei r eine beliebige reelle Zahl bezeichnet, die im Existenzbereich
von f(s) liegt. Man beachte, dass an Unstetigkeitspunkten der Zeitfunktion f(¢) das
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(D)
1

T

T t

Abbildung A.1.: Zur Definition des Einheitsimpulses.

Integral von (A.5) den Mittelwert von links- und rechtsseitigem Grenzwert, also f (¢) =
S (f (+t) + £ (—t)), liefert.

Bevor die wesentlichen Eigenschaften der Laplace-Transformation zusammengefasst
werden, sollen noch zwei fiir die weiteren Betrachtungen benétigte Zeitfunktionen in Er-
innerung gerufen werden.

Der so genannte Einheitssprung (Heaviside-Funktion) o (t) ist als

0 fur t<0
o (t) = { undefiniert fir t=0 (A.6)
1 fir t>0

definiert und die zugehorige Laplace-Transformierte errechnet sich nach (A.2) zu

= % fir Re(s)>0. (A7)

Lo () = /0 Festqy = O

—S

0

Der Einheitsimpuls (Dirac Delta-Funktion) ¢ (t) ist keine Funktion im herkémmlichen
Sinne sondern vielmehr ein Funktional, dass iiber die Beziehungen

o0 () g)dt = g¢(0)
dn

P Ssm)emar = o (Sg) o (A5)

einer stetigen bzw. n-fach stetig differenzierbaren Funktion ¢(¢) eine reelle Zahl ¢ (0)

dn
bzw. <dt"g> (0) zuordnet. Der Einheitsimpuls ¢ (¢) kann nun als Grenziibergang von
herkémmlichen Funktionen definiert werden, z. B. in der Form (siehe Abbildung A.1)

5(t):limpT(t):lima(t)_U(t_T) .

T—0 T7—0 T

(A.9)
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Zur Berechnung der Laplace-Transformierten von ¢ (¢) bestimme man zuerst die La-
place-Transformierte von p; (t)
1 _ e—ST

TS

£ (1)) = % /0 "ot = (A.10)

und fiihre anschliefend den Grenziibergang 7 — 0 unter Zuhilfenahme der Regel von
I’Hospital

LG5 (0) = lm £(pr (1)) = i~ = im **
T—r

T—0 TS T—0 S

=1 (A.11)

durch.

A.1. Eigenschaften und Korrespondenzen der
Laplace-Transformation

I. Linearitat:
Zeitbereich: afit)+cfa(t) , c,c2€C

Bildbereich:  ¢1f1 () + cafa (s)

II. Ahnlichkeitssatz:
Zeitbereich: flat) , a>0

Bildbereich:  +f (f>
a (0)

ITI. Erster Verschiebungssatz:
Zeitbereich: ft—a)o(t—a) , a>0

Bildbereich: e~ f (s)

IV. Zweiter Verschiebungssatz:
Zeitbereich:  f(t+a) , a>0
Bildbereich: % (f(s) = WO e_Stdt)

V. Dampfungssatz:
Zeitbereich: e f(t) , ceC

A

Bildbereich:  f(s+¢)

VI. Differentiation:
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Zeitbereich: %f (t) = f(t)

Bildbereich:  sf (s) — f (40)

bzw.
Zeitbereich: dt" f (t) = £ (t)
Bildbereich: s"f (s) — f(4+0)s" 1 — A (+0) s" 2 — ... — Fn=1) (+0)

VII. Integration:
Zeitbereich: [ f(r)dr

1.
Bildbereich: B f(s)

VIII. Umkehrung zu VI:
Zeitbereich: (=)™ f (¢)

d" .
Bildbereich: —
ildbereic ds”f (s)

IX. Umkehrung zu VII:

Zeitbereich: % f)
Bildbereich: [ f (o) do

X. Faltungssatz:

Zeitbereich: (f1% f2)( fo fi(r) fa(t—7) dT—fO fi(t—=7) fa(r)dr
Bildbereich:  fi (s) f2 (s)

XI. Periodische Funktionen:
Zeitbereich: fE+T)=71(1)
1

Bildbereich:  ———7 [y Cestf (t) dt

XII. Grenzwertséitze: (nur anwendbar, wenn die Grenzwerte auch existieren)
Anfangswertsatz: limy_s 40 f (£) = limg_yo0 S (5)
Endwertsatz: limy—s 400 f (£) = limy_y0 sf (5)

Aufgabe A.1. Beweisen Sie die Eigenschaften I-V sowie X und XI.

Man beachte, dass sowohl bei der Differentiationsregel VI als auch beim Anfangswert-
satz XII der rechtsseitige Grenzwert limy_, 1o f (t) = f (4+0) der Funktion f (t) (bzw. ihrer
zeitlichen Ableitungen) an der Stelle ¢ = 0 verwendet wurde. Es ist natiirlich unmittelbar
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einsichtig, dass im Falle einer an der Stelle ¢t = 0 stetigen (bzw. n-fach differenzierbaren
Funktion) f (t) gilt f(0) = f (+0) (bzw. £ (0) = f@ (+0),i=0,...,(n —1)).

Die Berechnung der Laplace-Transformation und insbesondere auch der inversen La-
place-Transformation erfolgt im Allgemeinen nicht iiber die Beziehungen (A.2) bzw. (A.5),
sondern mit Hilfe geeigneter Korrespondenztabellen unter Verwendung der Eigenschaften
der Laplace-Transformation. Nachfolgende Tabelle A.1 fasst einige wesentliche Korrespon-
denzen zusammen:

Nummer Zeitbereich Bildbereich | Nummer Zeitbereich  Bildbereich
f@) f(s) f@) f(s)
. b
S
II1. t — VIII. e gin (bt) —
Sl (s —a)”+b?
IV. et IX. e cos (bt) #
s - a (s —a)” + b2
n!
V. et _
(3 o a)TH-l

Tabelle A.1.: Laplace-Korrespondenztabelle einiger wichtiger Funktionen.

Aufgabe A.2. Berechnen Sie zu den Zeitfunktionen f (¢) von Tabelle A.1 die jeweiligen
Laplace-Transformierten f (s) und weisen Sie somit die Giiltigkeit dieser Korrespon-
denzen nach.

Hinweis: Verwenden Sie unter anderem die Euler-Formeln

ot —Tbt ot | —Tbt
sin (bt) = % und cos (bt) = ¢ +2€

in Kombination mit der Linearitdtseigenschaft I der Laplace-Transformation.

Bei der inversen Laplace-Transformation hat man im Allgemeinen die Aufgabe, ratio-
nale Funktionen f (s) in der Laplace-Variablen s in den Zeitbereich zu transformieren. Es
hat sich nun gezeigt, dass eine Zerlegung der rationalen Funktionen f (s) in eine Summe
einfacherer Ausdriicke mit Hilfe der so genannten Partialbruchzerlegung sehr zweckmafBig
ist.
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Satz A.1 (Partialbruchzerlegung). Es sei

Fe =212 (A.12)

eine rationale Funktion in s mit den teilerfremden reellwertigen Polynomen p(s)
(Zéhlerpolynom) wund §(s) (Nennerpolynom) mit der FEigenschaft grad(p) <
grad (q) = n. Weiters sei angenommen, dass sich das Nennerpolynom §(s) in der
Form

a(s)= [T (= 2% T ((s = ey + 82)° (A1

7j=1 7j=1
mat
h m
grad(q) =n = Z k; +2 Z g (A.14)
j=1 j=1

darstellen ldsst.
Dann hat f (s) eine eindeutige Darstellung in der Form

b di;+ e;jis
_CO+ZZ +ZZ St - (A.15)
g=l = 1 =l — 1((8—0(]‘)2—1—@72)

cp = lim b(s) (A.16)

und den reellen Koeffizienten c;;, d;; und ej;. Man nennt die rechte Seite von (A.15)
auch Partialbruchzerlegung von f (s).

Die Partialbruchkoeffizienten c;;, d;; und e;; lassen sich im Allgemeinen sehr einfach
durch Lésen eines linearen Gleichungssystems bestimmen. Die Riicktransformation der
einzelnen Summanden von (A.15) erfolgt direkt tiber die Korrespondenztabelle A.1.

« Einfache reelle Wurzel \; (k; = 1): Siehe IV in Tabelle A.1

. . Cj1
— Bil h: 2.
ildbereic (5— )\‘)

(Ajt)

— Zeitbereich: ¢; e

o Mehrfache reelle Wurzel \; (k; = k): Siehe V in Tabelle A.1

. . Cjq Ciq Ci2 Cik
— Bildbereich: Y% = D 4 2 S L S
Pis—n) 5=X)  (s—A)° (s — A\)F
k=1
— Zeitbereich: et <CJ 1+ ¢j2—y 1‘ 4 Cj’k(k—l)!>

« Einfache konjugiert komplexe Wurzel \; = a; £15; (I; = 1): Siehe VIII und
IX in Tabelle A.1
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dj1 +ej18 , (s —aj) dj1 +ejiq; Bi

((s—a5)*+82) ! ((s =)+ 32) B (=) +5)

— Bildbereich:

— Zeitbereich: et <ej71 cos (f;t) + W sin (/Bjt))
J

Aufgabe A.3. Berechnen Sie die Zeitbereichsfunktion fiir eine zweifach konjugiert
komplexe Wurzel, also fiir A\; = a; £15; (I; = 2).

Lésung von Aufgabe A.3.
at dj1+ejaa;
e®" | ej1cos (Bjt) + 3 sin (53;t)
j

_{_eajt <€]72t81n (/B]t) + 6]7206] + 7,2

25, Zﬂ;’ (sin (B;t) — Bt cos (ﬁﬂ)))

Beispiel A.1. Als Anwendungsbeispiel fir die Laplace-Transformation soll das An-
fangswertproblem

d? d ) d
Y (t) — BEy(t) +2y(t) =4t mit y(0) =1 und Y (0)=-1 (A.17)

gelost werden. Die Laplace-Transformierte von (A.17) lautet

9 (s) = (s = (1) =3(s9(s) = 1) +2§ (5) = 5 (A.18)
b s3 — 452 +4
9(s) = 3519 (A.19)
Die Partialbruchzerlegung von  (s) errechnet sich zu
:0(8)=3+§—L— ! (A.20)

und die Riicktransformation in den Zeitbereich tiber die Korrespondenztabelle A.1
liefert unmittelbar das Ergebnis

y(t) =2t +3—e —e*, t>0. (A.21)

Aufgabe A.4. Losen Sie folgendes Anfangswertproblem

d2 d . . d
@y(t) — 2Ey(t) + 5y (t) =8sin () mit y(0)=1 und ay (0)=3
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mit Hilfe der Laplace-Transformation. Verwenden Sie dazu das Maple-Package int-
trans.

Lésung von Aufgabe A.4.

y(t)=e (é cos (2t) + gsin (2t)> + %COS (t) + gsin (t)

Aufgabe A.5. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion

55t — 3 — 352 — 65 —3
(s2+s+1)s?

f(s)=

Lésung von Aufgabe A.5.
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