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1 Einleitung

Im Rahmen dieser Vorlesung wollen wir uns mit der Modellbildung technischer Systeme
beschéftigen. In einem ersten Schritt soll daher geklart werden, was man unter einem System
versteht. Einfach formuliert ist ein System die Verbindung unterschiedlicher Komponenten,
die miteinander in Interaktion stehen, zu einem Ganzen zum Zwecke der Durchfihrung
bestimmter Aufgaben. Die Wechselwirkung eines Systems mit der Systemumgebung erfolgt
iiber die so genannten Eingangs- bzw. Ausgangsgrifien, siehe Abbildung 1.1.
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Abbildung 1.1: Zum Systembegriff.
Die Eingangsgrofien ui, us,...,u, sind dabei Groflen, die von der Systemumgebung

auf das System einwirken und nicht vom Verhalten des Systems selbst beeinflusst werden.
Man unterscheidet dabei zwischen Eingangsgréfien, mit denen man das System gezielt
(regelungstechnisch) beeinflussen kann (Stellgréffen) und Eingangsgrofien, die nicht unserer
Kontrolle unterliegen (Stérgrof$en). Die Ausgangsgréfien yi, yo, . . ., yq4 sind Gréflen, die vom
System generiert werden und ihrerseits die Systemumgebung beeinflussen. Ausgangsgrofien,
die messtechnisch erfassbar sind, nennt man auch Messgréfien.

Ein Modell ist im Wesentlichen ein beschranktes Abbild der Wirklichkeit, in dem die
fiir die jeweilige Aufgabe wesentlichen Eigenschaften des Systems beriicksichtigt werden.
Bei einem mathematischen Modell wird das Verhalten des realen Systems in abstra-
hierter Form beispielsweise durch algebraische Gleichungen, gewohnliche oder partielle
Differentialgleichungen abgebildet. An dieser Stelle ist es wichtig zu betonen, dass kein
mathematisches Modell ein System exakt abbildet. Vielmehr stellt ein mathematisches
Modell immer einen Kompromiss zwischen Modellkomplezitit und Modellgenauigkeit
beziiglich der gewiinschten Eigenschaften dar. Um ein fiir die jeweilige Fragestellung
geeignetes mathematisches Modell zu entwickeln, miissen teilweise in wiederkehrenden
Schleifen verschiedene Schritte der Dekomposition (Zerlegung des Systems in einzelne
Subsysteme und Komponenten), der Reduktion und Abstraktion (Weglassen von fiir die
Aufgabenstellung unwesentlichen Details und Uberfithren auf ein einfacheres Ersatzsystem)
und der Aggregation (Zusammenfassung von Komponenten und Subsystemen zu einem
Ganzen) durchgefithrt werden. Diese Schritte lassen sich nur beschrinkt systematisieren,
weshalb die Erstellung eines geeigneten mathematischen Modells zumindest zum Teil eine
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1 Einleitung Seite 2

Ingenieurskunst ist und immer bleiben wird. Das mathematische Modell bildet nicht nur
die Grundlage fiir die Systemanalyse, bei der das statische und dynamische Verhalten
des Systems in Abhéngigkeit der Eingangsgréfien und Systemparameter untersucht wird,
sondern auch fiir die Systemsynthese, also den Entwurf des Gesamtsystems. Zum letzteren
Punkt zdhlt insbesondere auch die Auslegung von geeigneten Sensoren und Aktoren bis hin
zum Steuerungs- und Regelungsentwurf, der ausfiihrlich in der Vorlesung Automatisierung
im kommenden Semester behandelt wird.

Grundsétzlich unterscheidet man zwischen der theoretischen und experimentellen Mo-
dellbildung. Bei der experimentellen Modellbildung wird das mathematische Modell auf
Basis der gemessenen Ein- und Ausgangsgrofien so erstellt, dass das Eingangs-Ausgangs-
verhalten moglichst gut wiedergegeben wird. Diese Art der Modellbildung wird auch
als Systemidentifikation bezeichnet und man spricht bei Modellen, die ausschlielich auf
experimenteller Information beruhen, von Black-Box Modellen. Da Black-Box Modelle
sich lediglich auf experimentelle Ergebnisse stiitzen und kein (oder sehr wenig) a priori
Wissen des Systems nutzen, hat das so gewonnene Modell nur in dem durch die Iden-
tifikation abgedeckten Datensatz Giltigkeit. Der Hauptvorteil besteht wohl darin, dass
man relativ wenig Wissen iiber das System bendétigt. Im Gegensatz dazu werden die
mathematischen Modelle bei der theoretischen Modellbildung auf Basis physikalischer
Grundgesetze hergeleitet. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von White-Box
Modellen oder first-principles models. Zwischen den Black-Box und White-Box Modellen
gibt es je nach Verhéltnis von experimenteller zu physikalisch basierter Modellinformation
verschiedene Grade von Grey-Box Modellen. An dieser Stelle sei erwdhnt, dass es im All-
gemeinen nicht moglich ist, ein mathematisches Modell ausschliellich iiber physikalische
Gesetze herzuleiten und vollstdndig zu parametrieren, denn einige sogenannte konstitutive
Parameter (Reibungsparameter, Streuinduktivitiaten, Leckolstromkoeffizienten) miissen
aus Experimenten ermittelt werden, auch wenn der Modellansatz physikalisch motiviert
ist. Die Vorteile dieser letzteren Modelle (White-Box Modelle mit wenigen experimentell
ermittelten Konstitutivparametern) besteht in der sehr guten Extrapolierbarkeit des Mo-
dells iiber die durch Experimente gewonnenen Daten hinaus, einer hohen Zuverlassigkeit,
einer guten Einsicht in das Modell, sowie in der Tatsache, dass das Modell skalierbar und
auch fiir noch nicht realisierte Systeme (Prototyping) anwendbar ist. Als Nachteil kann
angegeben werden, dass diese Art der Modellbildung im Allgemeinen relativ zeitintensiv
ist und man das System genau verstehen muss. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir
uns ausschliefflich auf letztgenannte mathematische Modelle konzentrieren.

Im Folgenden betrachte man die zwei einfachen elektrischen Systeme von Abbildung 1.2,
namlich einen Widerstand und einen idealen Kondensator, mit der Eingangsgrofie i(t)
(Strom), der Ausgangsgrofie u(t) (Spannung) und der Zeit ¢. Beim Widerstand R ist die
Ausgangsgrofle zu jedem Zeitpunkt ¢ eindeutig durch die Eingangsgréfie zum Zeitpunkt ¢
bestimmt, es gilt namlich

u(t) = Ri(t) . (1.1)

Systeme dieser Art, deren Ausgangsgrofien lediglich vom Augenblickswert der Eingangs-
groBen abhéngen, werden als statische Systeme bezeichnet. Im Gegensatz dazu muss zur
Berechnung der Spannung u(t) des Kondensators C' zum Zeitpunkt ¢ der Eingangsstrom
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1 Einleitung Seite 3

Abbildung 1.2: Zu statischen und dynamischen Systemen.

i(7) fiir die gesamte Vergangenheit 7 < ¢t bekannt sein, da gilt

= é/_tooz(T) C/to d7'+ t (T)dT. (1.2)

to =ug

Kennt man die Eingangsgrofie i(7) lediglich fiir das Zeitintervall ¢{5 < 7 < ¢, dann
muss zusétzlich die Spannung des Kondensators zum Zeitpunkt tg als Anfangsbedingung
u(to) = up bekannt sein. Wie man aus (1.2) erkennt, beinhaltet die Anfangsbedingung die
gesamte Information tiber die Vergangenheit 7 < ty. Man sagt auch, u(ty) beschreibt den
internen Zustand des Systems Kondensator zum Zeitpunkt ty. Systeme dieser Art, deren
Ausgangsgrofien nicht nur vom Augenblickswert der Eingangsgrofien sondern auch von
deren Vergangenheit abhéngen, werden als dynamische Systeme bezeichnet.

Wenn fiir ein System nach Abbildung 1.1, wie im Falle des Widerstandes und des
Kondensators, die Werte der Ausgangsgrofien y1, ya, ..., y, zum Zeitpunkt ¢ ausschliellich
vom Verlauf der Eingangsgrofien ui (1), ua(7),. .., up(7) fiir 7 <t abhéngen, dann nennt
man das System kausal. Da alle technisch realisierbaren Systeme kausal sind, werden wir
uns im Folgenden auf diesen Fall beschranken.

Die bisherigen Uberlegungen erlauben uns nun die allgemeine Definition der Zustands-
grofen eines dynamischen Systems anzugeben:

Definition 1.1 (Zustand). Existieren fiir ein dynamisches System Groen x1, ..., %,
mit der Eigenschaft, dass die Ausgangsgrofien yi, yo,...,¥y, zu einem beliebigen
Zeitpunkt ¢ eindeutig durch den Verlauf der EingangsgroBen w;(7), ua(7),. .., uy(T)
auf dem Intervall tp < 7 < ¢ und den Werten von z1(tp),. .., x,(to) fiir ein beliebiges
to festgelegt sind, dann heiflen die Groflen 4, . .., x, Zustandsgroffen des Systems.

Aufgabe 1.1. Welche Grofle wihlen Sie als Zustandsgréfie bei einer Induktivitat?
Begriinden Sie Thre Antwort.

| Lisung von Aufgabe 1.1. Strom durch die Induktivitét.

Dynamische Systeme, die sich durch eine endliche Anzahl n von Zustandsgréfien charak-
terisieren lassen, werden auch als Systeme mit finitem Zustand der Ordnung n bezeichnet.
Diese Systeme mit finitem Zustand, oft auch konzentriert-parametrische Systeme genannt,

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1 Einleitung Seite 4

werden durch mathematische Modelle in Form von gewohnlichen Differentialgleichungen
und algebraischen Gleichungen beschrieben. Im Rahmen dieser Vorlesung schrénken wir
uns auf jene Systemklasse mit finitem Zustand ein, die eine Beschreibung durch ein
explizites mathematisches Modell folgender Form erlaubt:

d
&xl:fl(xl,...,:cn,ul,...up,t), xl(to):xm
q Zustandsdifferen-
dfxz = fo(x1, .- Tny U1, - Up, t), z2(to) = 22,0 tialgleichungen
t ‘ (1.3a)
mit Anfangs-
q bedingungen
&xn:fn(wlw-'?xnaulv”- upat)7 xn(tO) = Tn,0
y1 = hi(x1, ..., Zn, ul, ... Up,t)
y2 = ha(x1, ..., Zn, ut, ... Up,t)
Ausgangsgleichungen (1.3b)
Yg = hg(x1, ..., Tn,ut, ... up,t)
Fasst man die Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgréfien zu Spaltenvektoren
T
u = [ul ug ... ’U,p} (14&)
T
v=lu » . v (1.4b)
T
X = {ml Ty ... mn} (1.4c)

zusammen und schreibt zur Vereinfachung der Notation an Stelle von % einen Punkt

iiber die abzuleitende Grofle, dann lésst sich (1.3) in kompakter Vektorschreibweise in der
Form

x = f(x,u,t), x(tg) = xo (1.5a)
y = h(x,u,t) (1.5b)

angeben. Die Groflen u, y und x werden einfach als Eingang, Ausgang und Zustand des
dynamischen mathematischen Modells bezeichnet.

Wird der Zustand x als Element eines n-dimensionalen Vektorraumes betrachtet, dann
nennt man diesen Vektorraum auch Zustandsraum. Der Zustand eines Systems zum
Zeitpunkt ¢ kann dann als Punkt im n-dimensionalen Zustandsraum dargestellt werden.
Die Kurve all dieser Punkte im Zustandsraum fiir verdnderliche Zeit ¢ in einem Zeitintervall
wird auch als Trajektorie bezeichnet, sieche Abbildung 1.3 zur Veranschaulichung einer
Trajektorie im 3-dimensionalen Zustandsraum.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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x(to) h T3

HV
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T
Abbildung 1.3: Zum Begriff der Trajektorie.

Vollstandigkeitshalber sei noch erwahnt, dass Systeme mit infinit-dimensionalem Zu-
stand, auch verteilt-parametrische Systeme genannt, durch partielle Differentialgleichungen
beschrieben werden. Beispiele dazu wéiren Balken, Platten, Membranen und elektroma-
gnetische Felder.
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2 Mechanische Systeme

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen zur Modellierung einfacher mechanischer
Systeme diskutiert. Im Speziellen liegt der Fokus auf der Beschreibung der Bewegung von
Punktmassen sowie einfacher Starrkorpersysteme in der Ebene.

2.1 Punkt-Kinematik

Die Kinematik beschreibt die Bewegung von Korpern oder einzelnen materiellen Punkten
im Raum beziiglich eines Bezugssystems. Betrachtet man als Bezugssystem das raumfeste
kartesische Koordinatensystem (0zyz) mit dem Ursprung 0 und den orthonormalen
Basisvektoren e, e, und e, d. h.

T T T

e,e; eye, e,e, 100

egex egey eryfez =10 1 0, (2.1)
T T T

e,;e;, e;e, e;e, 0 01

dann kann der Ortsvektor vom Ursprung 0 zu einem materiellen Punkt P in der Form
r(t) = z(t)es + y(t)e, + z(t)e; (2.2)

mit den in der Zeit ¢ parametrierten Komponenten x(t), y(t) und z(¢) beschrieben werden,
siche Abbildung 2.1. Die Geschwindigkeit v(¢) und die Beschleunigung a(¢) des materiellen

—_— Trajektorie

Abbildung 2.1: Trajektorie im kartesischen Koordinatensystem.
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2.1 Punkt-Kinematik Seite 8

Punktes P erhalt man durch zeitliche Differentiation in der Form
v(t) = v, +vyey +v.e, = Te, + yey + Ze, (2.3)

bzw.
a(t) = aze, + aye, + a e, = ie, + je, + Ze, , (2.4)

wobei v;, vy, v; und a,, ay, a. die jeweiligen Komponenten beziiglich der Basisvektoren
e;, e, und e, beschreiben. Es sei angemerkt, dass in weiterer Folge die totale zeitliche
Ableitung einer Funktion z(t) mit @(t) = %x(t} bzw. &(t) = %Mt) bezeichnet wird. Im
einfachsten Fall wenn das Koordinatensystem immer so gewéhlt werden kann, dass der
Ortsvektor r(t) fiir alle Zeiten ¢ mit einer Koordinatenachse zusammenf&llt, spricht man
von einer geradlinigen Bewegung.

Beispiel 2.1. Eine Masse wird von einem Motor geradlinig geméfl dem in Abbildung
2.2 dargestellten Beschleunigungsverlauf beschleunigt.

a(t)a

amaac

~+V

Amin

Abbildung 2.2: Zeitverlauf der Beschleunigung a(t).

Wie grofl muss die Zeit t3 und die minimale Beschleunigung a,;, gewéhlt werden,
dass zum Zeitpunkt ¢ = t3 die Geschwindigkeit Null ist und die Position einen vor-
gegebenen Wert x,,; annimmt? Es wird dabei vorausgesetzt, dass zum Zeitpunkt
t =to gilt v(tp) = vo = 0, x(tp) = xo = 0. Fiir das Zeitintervall ¢y <t < t; errechnet
sich der Geschwindigkeits- und Positionsverlauf zu

t

U1 (t) = U(t(]) + Umaz AT = vo + amax(t - tO) (25&)
to ~~
=0
t 1 5
z1(t) = z(to) + /to Umaz (T — to) dT = f(()) + iamax(t —to)”, (2.5b)

flir t1 <t <ty folgt

t

Ug(t) = U1 (tl) + 0 dr = amax(tl - to) (2.6&)
t1
t

1
2o(t) = z1(t) + | Umaz(t1 — to) dT = 5aﬂm(tl —t0)% + amaz(t1 — to)(t — t1)
1
(2.6b)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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2.1 Punkt-Kinematik Seite 9

und fiir ¢t <t < t3 ergibt sich

t

’U3(t) = ’U2(t2) -+ Amin dr = amaz(tl - to) + amm(t — tg) (2.7&)
to
! 1 2 2 1 2
23(t) = a(t2) + | v3(r) A7 = Jamaa (1 — ) + @mac(ts — to)t + Samin(t = 12)*
to
(2.7b)

Mit der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = ¢3
’Ug(tg) = amm(tl — to) + amm<t3 — tg) (2.8)
errechnet sich die gewiinschte Zeit t3 aus der Bedingung vs(t3) = 0 zu

ty = to — AT (4 40) (2.9)

Amin

und die gewiinschte Position z3(t3) = xsoy mit

7am,w(t1 — to)(amm(QtQ — 19 — tl) + amax(to — tl)) (2.10)

w3(ts) = 2am;
mwn

wird durch die Beschleunigung
2

2
_amaz(tl — to) (211)
Amaz(t1 — to)(t1 + to — 2t2) + 2z50y

Amin =

erreicht. Der Positions- und Geschwindigkeitsverlauf ist in Abbildung 2.3 dargestellt.
v(t) z(t)a

T soll

Abbildung 2.3: Zeitverlauf der Geschwindigkeit v(¢) und der Position xz(t).

Im Weiteren soll die Bewegung eines materiellen Punktes P in der Ebene beziiglich des
raumfesten Koordinatensystems (0zy) betrachtet und mit Hilfe von Polarkoordinaten

x(t) = r(t)cos(e(t)) und y(t) =r(t)sin(e(t)) (2.12)

beschrieben werden, sieche Abbildung 2.4. Damit lautet der Ortsvektor vom Ursprung 0
zu einem materiellen Punkt P

r(t) = r(t) cos(p(t))ey + r(t)sin(p(t))ey . (2.13)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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2.1 Punkt-Kinematik Seite 10

€y A
y(t) p====mmmm g | Trajektorie

r(t) |
I
e €r :
v p(t) !

1 »

0 x(t) ©=

Abbildung 2.4: Trajektorie im Polarkoordinatensystem.

Die Geschwindigkeit v(¢) geméf (2.3) erhélt man durch Anwendung der Kettenregel der
Differentiation in der Form

v(t) = (5‘“)* + (;pr>¢ , (2.14)

wobei nun die Basisvektoren der Polarkoordinaten sich zu

& = gr = cos(p)e, + sin(p)ey (2.15a)
r
&, = 8(11" = —rsin(p)e, + rcos(p)ey (2.15b)

ergeben. Die Vektoren €, und &, bilden genau dann eine zuléassige Basis, wenn die Matrix

I [ cos(p) sin () (2.16)

—rsin(p) 7cos(p)

regulér ist, also det(J) = r # 0 ist. Dies ist abgesehen vom Punkt r = 0 iiberall der Fall.
Normiert man nun die Basisvektoren auf die Lange 1

€, €,

e = — und e, = — (2.17)
T &l 7 8l
mit
18]l = \/cos?(p) +sin(p) =1 und [[8yll, =7, (2.18)
dann lésst sich (2.14) in der Form
v(t) = vre, + v, = 1€ + Te, (2.19)

mit den Komponenten v, = 7 (radiale Komponente) und v, = r¢ (zirkulare Komponente)
der Geschwindigkeit v(t) beziiglich der Basisvektoren e, und e, schreiben. In der Zeit
dt iiberstreicht der Ortsvektor r(¢) einen Winkel de und die auf die Zeit bezogene
Winkelénderung w = ¢ wird als Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Bei einer reinen
Kreisbewegung (siche Abbildung 2.5) ist die radiale Geschwindigkeitskomponente v, = 0
und fiir die zirkulare Geschwindigkeitskomponente gilt v, = rw.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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Abbildung 2.5: Kreisbahn im Polarkoordinatensystem.

Aufgabe 2.1. Zeigen Sie, dass sich die Geschwindigkeitskomponenten eines materiellen
Punktes P im Raum beziiglich der normierten Basisvektoren e;, ey und e, in
Kugelkoordinaten

x =rsin(f) cos(p), y=rsin(f)sin(yp), =z =rcos(f) (2.20)

zZu
v, =7, vg =10, v,=rsin(0)p (2.21)

errechnen.

Die Komponenten der Beschleunigung a(t) in Polarkoordinaten beziiglich der Basisvektoren
e, und e, erhilt man durch totale zeitliche Differentiation von v(¢) nach (2.19)

a(t) = are, + ape, = Urep + V€, + Vpey, + Ve, (2.22)
wobei darauf geachtet werden muss, dass sich die Basisvektoren (siehe (2.15) und (2.17))

e, = cos(p)e, + sin(p)ey (2.23a)
e, = —sin(p)e; + cos(p)e, (2.23b)

ebenfalls zeitlich &ndern. Man ist nun bestrebt, &, und é, durch e, und e, auszudriicken.
Dazu wird (2.23) invertiert

e, = cos(p)e, — sin(p)e, (2.24a)
e, = sin(p)e, + cos(p)e, (2.24b)

und in &, und &, substituiert, d. h.

é, = —sin(p)pe, + cos(p)pe,
= —sin(p)p(cos(p)e, — sin(p)e,) + cos(p)(sin(p)er + cos(p)e,)
= ey (2.25)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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bzw.

é, = — cos(ip)pe; — sin(p)pey
= —cos(p)gp(cos(p)er — sin(p)e,) — sin(p)@(sin(p)e, + cos(p)ey)
— e, . (2.26)

Setzt man (2.25) und (2.26) in (2.22) ein

a(t) = vre, + €, + D€y + V€,
= i'e, + rpe, + () + rd)e, + ré(—gey)
= (i = 1¢%)er + (r3 + 2i0)e, | (2:27)

dann folgt die radiale Beschleunigung zu a, = ¥ —r¢? und die zirkulare Beschleunigung zu
ap, = r$+27¢. Bei einer reinen Kreisbewegung vereinfacht sich die Tangentialkomponente
zu a, = r¢ und die Radialkomponente a, = —r¢? wird auch als Zentripetalbeschleunigung
bezeichnet, siche Abbildung 2.5.

Es sei an dieser Stelle erwéhnt, dass im allgemeinen Fall eines Koordinatenwechsels
die zeitlichen Ableitungen der Basisvektoren sehr elegant iiber die so genannten Chri-
stoffel Symbole mit Hilfe der Basisvektoren selbst ausgedriickt werden kénnen. Effiziente
Moglichkeiten zur Berechnung dieser Christoffel Symbole findet man beispielsweise in
[2.1].

Aufgabe 2.2. Zeigen Sie, dass sich die Beschleunigungskomponenten eines materiellen
Punktes P im Raum beziiglich der normierten Basisvektoren e, ey und e, in
Kugelkoordinaten

x = rsin(f) cos(p), y=rsin(d)sin(yp), =z =rcos(h)

zu
a, = i —rf? — rsin2(0)gb2
ag = 270 + 10 — rsin(6) cos(h) P>
ap = (r¢ + 27¢) sin(f) + 2rpf cos(6)
errechnen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Losung ein Computeralgebraprogramm!

2.2 Newtonsche Gesetze

2.2.1 Kraftesysteme

Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir nur Einzelkréfte betrachten, die an diskreten
Punkten (Angriffspunkten) eines Starrkérpers wirken. Ein Starrkérper hat die Eigenschaft,
dass unter der Wirkung von Kréften der Abstand beliebiger Kérperpunkte immer gleich

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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bleibt. Die Richtung der Kraft wird durch ihre Wirkungslinie und durch den Richtungssinn
beschrieben. Die SI Einheit der Kraft ist Newton (N = kgms~2).

Bei einem sogenannten zentralen Kriftesystem wirken alle Einzelkréfte f;, i =1,...,n
am gleichen Angriffspunkt und die resultierende Kraft fz ergibt sich zu (siehe Abbildung
2.6)

fr=> f. (2.28)
=1

Driickt man nun die Kréfte f; mit ihren Komponenten im Koordinatensystem (0xyz)

fr

Angriffspunkt

Wirkungslinie

ey
Abbildung 2.6: Zentrales Kréftesystem.

mit den orthonormalen Basisvektoren e, e, und e, aus, d.h. f; = f; ;e, + f; ye, + fi.e.,
i=1,...,n, dann ergibt sich (2.28) zu
n n n n
fr = Z(fi,a:ea: + fi,yey + fi,zez) = Z fi,a:ea: + Z fi,yey + Z fi,zez . (2‘29)
i=1 i=1 i=1 i=1
fR,ac fR,y fR,z
Ein zentrales Kréftesystem ist nun im Gleichgewicht, wenn die resultierende Kraft ver-

schwindet
fr=0 bzw. fr,=0, fry=0und fr.=0. (2.30)

Das dritte Newtonsche Gesetz (Wechselwirkungsgesetz) besagt, dass zu jeder Kraft immer
eine gleich grofle entgegengesetzt wirkende Gegenkraft existiert (actio gleich reactio). Wenn
man beispielsweise mit der Hand eine Kraft auf die Tischplatte ausiibt, dann wirkt eine
gleich grofle entgegengesetzte Kraft von der Tischplatte auf unsere Hand. Dies kann
man dadurch darstellen, dass man an der Kontaktstelle Hand/Tischplatte die beiden
Korper auseinanderschneidet und die zugehorigen Kréfte einzeichnet (Schnittprinzip),
siehe Abbildung 2.7. Ein anderes Beispiel ist in Abbildung 2.8 zu sehen. Nimmt man an,
dass das Gewicht des Seils vernachléssigbar ist und die Rolle reibungsfrei gelagert ist,
dann wirkt auf die Masse m die Seilkraft fg und auch der Mensch muss die Kraft fg
aufbringen, um die Last zu halten.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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Hand~__
Hand f=rr Kontaktebene
e i (Schnittebene)
——
l ] l ]
7 7
Abbildung 2.7: Kréfte zwischen der Tischplatte und der darauf driickenden Hand.
Rolle
Seil
/
AN
fs
l g A
fs
m m

lmg

Abbildung 2.8: Kraft in einem Seil.

Beispiel 2.2. Ein Zylinder der Masse m mit dem Radius r wird durch ein im Mit-
telpunkt befestigtes Seil mit der Lénge [ auf einer glatten Ebene gehalten, siehe
Abbildung 2.9(a). Die Krifte, die auf den freigeschnittenen Zylinder wirken, sind in
Abbildung 2.9(b) dargestellt.

Da das zentrale Kraftesystem im Gleichgewicht ist, muss nach (2.29) gelten

e, :fn — fssin(a) =0 (2.31)
e, :fscos(a) —mg=0 (2.32)

mit der Erdbeschleunigung g ~ 9,81 ms~2 und dem Winkel o = arcsin(r/l). Aus
(2.32) lassen sich nun die Kréfte fg und fy in der Form
mg

fs= cos(a) und fy = mgtan(a) (2.33)

berechnen.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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(a)

Abbildung 2.9: Zylinder am Seil.

Aufgabe 2.3. Ein vertikaler Mast M wird geméfi Abbildung 2.10 durch Seile abge-
spannt.

Abbildung 2.10: Vertikaler Mast mit drei Seilen.

Wie grof} sind die Kréfte fg; und fgo in den Seilen 1 und 2 und die Kraft fp; im
Mast, wenn am Seil 3 die Zugkraft fg3 aufgebracht wird?

Lésung von Aufgabe 2.3.

und  fy =—f. ssw
cos(5)

Bei einem allgemeinen Kriftesystem wirken die einzelnen Krafte nicht an einem einzigen
Angriffspunkt und kénnen daher auch nicht mehr zu einer einzigen resultierenden Kraft
zusammengefasst werden, siehe Abbildung 2.11. In diesem Fall bedingen die Kréfte —
falls sie nicht im Gleichgewicht sind — nicht nur eine translatorische Verschiebung des
Starrkorpers sondern sie werden diesen auch verdrehen. Im einfachsten Fall betrachte
man den Starrkorper von Abbildung 2.12, bei dem die beiden Kréfte f, e, und f, e,
ein resultierendes Moment um die Drehachse e, erzeugen und damit den Starrkoérper um

cos(7)

Js1=Is2 = 3500500 con(@)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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Angriffspunkte

Abbildung 2.11: Allgemeines Kraftesystem.

diese Achse rotieren, falls nicht das Hebelgesetz f, 101 = f.2lo (Kraft mal Kraftarm ist
gleich Last mal Lastarm) erfiillt ist. Das Moment beziiglich der Drehachse wird positiv

€

0

€y
/ €, A
) Iy 7%7";)7 la ]

fz,l fz,2

Abbildung 2.12: Drehbar gelagerter Balken.

gezdhlt, wenn die Wirkung des Moments im Sinne einer Rechtsschraube in Richtung des
zur Achse gehdrigen Richtungsvektors liegt. Fiir positive Kraftkomponenten f,; und f, o

ist fiir Abbildung 2.12 das Moment 7 fz,1l1 beziiglich der Drehachse e, positiv und

y,1 =
das Moment 7'15702) = — f .2l negativ. Die SI Einheit des Moments ist Newton-Meter (Nm
= kgm?s72).
Das Moment
70 = 7 0¢, 4 Téo)ey +7Ve, (2.34)
der Kraft
f= fre; + fyey + f.e. (235)

beziiglich des Punktes 0 im kartesischen Koordinatensystem (0zyz) mit dem Ortsvektor
vom Punkt 0 zum Kraftangriffspunkt P, siehe Abbildung 2.13,

r = ze, + ye, + ze, (2.36)

lautet
O = wf—2fy) 0 = Ghomaf), 7O = (fy—yf) . (230)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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£t
e 'fZ
A I
P |
|\\\ : e
I AN |//
1 <
v "'T'}."'_\'/ fa;
!
7Y
1
'z
1
1
0 J« !
\\“‘~~~‘ : /// ey
—-__ :/,x

Abbildung 2.13: Zum Moment der Kraft f beziiglich des Punktes 0.

Man erkennt damit unmittelbar, dass das Moment in der Form
&z fz yfz — zfy
< b ‘Tfy —Yfz

geschrieben werden kann'. Wirken nun auf einen Starrkérper mehrere Momente TZ(A),
i =1,...,n beziiglich des selben Punktes A, dann errechnet sich das resultierende Moment
TSRA) zu
(4) _ N~(4) _ N~ (4) ~_(4) ~_(4)
TR = Zri = er e, + ZTZW e, + ZTM e, . (2.39)
— — — —
K2 K2 K2 1
(A) (A) (A)
TR,JC TR,y 7-R,z

Ein allgemeines Kraftesystem geméafl Abbildung 2.11 lasst sich stets bezliglich eines beliebig

gewdhlten Bezugspunktes A durch eine resultierende Kraft fp am Angriffspunkt A und
ein resultierendes Moment T%A) beziiglich dieses Punktes A reduzieren. Ein allgemeines

Kréftesystem ist nun im Gleichgewicht, wenn sowohl die resultierende Kraft fi als auch

(4)

das resultierende Moment 7" verschwinden, d. h.

Kraftebilanz: fgr =0 bzw. frz =0, fry=0und fr, =0 (2.40)
Momentenbilanz: TE%A) =0 bzw. 71(52 =0, 7'1({2 =0 und T](fz) =0. (2.41)

! Zur vereinfachten und kompakteren Schreibweise werden hier und im Folgenden héufig die Komponenten

der vektoriellen Gréflen einfach in einem Vektor zusammengefasst, d.h. mit T = [f., fy, f-] bzw.

r = [z,y, 2] ist gemeint f = f,e, + fye, + f.e. bzw. r = ze, + ye, + ze..

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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Beispiel 2.3. Man betrachte den Starrkérper von Abbildung 2.14 mit den Kréften

fA,x fB,:C fC,az
fA = fA,y ) fB = fB,y ) fC = fC,y (242)
fA,z fB,z fC’,z

an den Angriffspunkten A, B und C sowie den Bezugspunkt D mit den zugehérigen
Ortsvektoren

az/2 ag/2 0 Qg
roa=| 0 |, rop= |ay/2|, roc=|0|, Top=|0]. (2.43)
a,/2 a, 0 0
e, A
24 £y

Abbildung 2.14: Zur Reduktion eines allgemeinen Kréftesystems.
Fiir den Bezugspunkt D folgen die Momente zu

_—ax/2 fA,x _fA,yaz/2
D
7-54 ) = (I'OA — I'OD) X fA = 0 X fAﬁl/ = fA,Zag:/Q + fA,:caz/2 (2.44&)
—_————
rpa i a,/2 faz —fayaz/2
__a;c/z fB,x fB,zay/2 - foyaz
D
T(B ) = (I'OB — I‘QD) X fB = ay/Q X fB,y = fB,z(Im/2 + fB,:caz (2'44b)
—_——
rDB | a. B2 —fByaz/2 — fBaay/2
__ax fC,:C 0
D
T(C ) = (roc —rop) Xxfo =1 0 | X |foy| = | azfc, (2.44c)
—_—————
rpc i 0 foz —ag foy

und das allgemeine Kréaftesystem f4, fp und fo kann durch die resultierende Kraft

fr = f4+fp+fc und durch das resultierende Moment TSQD) = TE4D)—|—T§3D)—|—T(CD) ersetzt

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
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werden. Damit ergeben sich die Gleichgewichtsbedingungen aus der Kréftebilanz
(fr = 0)

€y :fA,a: + fB,w + fC’,a: =0 (245&)
€y :fA,y + fB,y + fC,y =0 (245]2))
e :fa.+ fp.+ fc.=0 (2.45¢)

und der Momentenbilanz (TERD) =0)

€y I — fA,yaz/2 + fB,zay/2 - fB,yaz =0 (2.46&)
ey :fa:0:/2+ faza:/2+ f[B.0s/2 + fBra. + fo.0: =0 (2.46Db)
e, :— fayas/2 — fByas/2 — fBxay/2 — foya. = 0. (2.46¢)

Aufgabe 2.4. Geben Sie die Momentenbilanz fiir das Beispiel von Abbildung 2.14 um
den Bezugspunkt C an.

Lésung von Aufgabe 2.4.

_fA,yaz/2 fB,zay/2 - fB,yaz
C C C
7-54) = _fA,zax/2+fA,xaz/2 , T(B) = _fB,zax/2+fB,maz ) T(C’) =0
fayas/2 fByaz/2 — fBaay/2

Beispiel 2.4. Der Mechanismus geméf3 Abbildung 2.15(a) ist im Punkt A drehbar
gelagert und wird an den Punkten B und C' iiber ein Seil gehalten. Es wird angenom-
men, dass die Seilrollen reibungsfrei gelagert sind und die Seilmasse sowie die Dicke
der einzelnen Balken vernachlissigt werden kénnen. Schneidet man den Mechanismus
frei, so erhilt man die in Abbildung 2.15(b) gezeigten Krifte.

fe:ct fS fext
fA,z

a fA,z

fs

(b)

Abbildung 2.15: Einfacher Mechanismus.
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Im Gleichgewicht miissen nun die Kraftebilanz

ey :faz+ fscos(a) =0 (2.47a)
€, :fA,z + fs+ fs Sin(a) — feat =0 (2'47b)

und die Momentenbilanz (gewdhlter Bezugspunkt A)
ey : —afs+2afer — afs(sin(a) + cos(a)) =0 (2.48)

erfillt sein.

2.2.2 Schwerpunkt

Die bisherigen Uberlegungen erlauben nun die Definition des sogenannten Schwerpunktes
eines Starrkorpers. Dazu betrachte man in einem ersten Schritt eine masselose starre
Stange, die die Punktmassen m;, ¢ = 1,...,n geméfl Abbildung 2.16 miteinander verbindet.
Zufolge der Erdbeschleunigung g in negativer e,-Richtung wirken auf die Stange die

€.
Tg

mi1g mag m;g  Mi41g mng

fs

Abbildung 2.16: Zur Definition des Schwerpunktes: Masselose Stange mit Punktmassen.

Gravitationskréfte f; = —m;ge,, i = 1,...,n. Man weifl nun, dass die Krafte f;,i =1,...,n
beziiglich eines beliebig gewdhlten Bezugspunktes A durch eine resultierende Kraft fz am
(4)

Angriffspunkt A und ein resultierendes Moment 7" beziiglich dieses Punktes A ersetzt
werden konnen. Der Schwerpunkt beschreibt nun jenen Angriffspunkt S, bei dem das
resultierende Moment TE%S) verschwindet und damit die Stange alleinig durch Aufhédngen
im Punkt S mit der Haltekraft fg im Gleichgewicht gehalten werden kann. Aus der

Momentenbilanz

n
ey : Zmigxi — fsxg =10 (2.49)
i=1
und der Kraftebilanz .
e,: — Zmig +fs=0 (2.50)
i=1
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lasst sich xg in der Form

(2.51)

berechnen.

Aufgabe 2.5. Zeigen Sie, dass sich fiir ein allgemeines System, bestehend aus n
starr gekoppelten Massepunkten mit den Massen m; und den Ortsvektoren r; vom
Ursprung 0 des Koordinatensystems (0xyz) zu den Massepunkten, der Ortsvektor rg
zum Schwerpunkt wie folgt

i .
rg =" (2.52)
>

errechnet.

Dies lasst sich nun direkt auf einen allgemeinen Starrkérper {ibertragen. Dazu nehme man
an, dass der Starrkorper das Volumen V und die (ortsabhéngige) Dichte p(z,y, z) besitze,
weshalb sich die Masse m des Starrkorpers zu

m:/p(x,y,z) dv (2.53)
1%

ergibt. Der Schwerpunkt S mit dem Ortsvektor rg gemessen im Koordinatensystem
(0zyz) ist nun jener Punkt, an dem der Korper aufgehidngt werden miisste (Haltekraft
fs), damit sich der Korper im Gleichgewicht befindet unabhéngig von der Richtung der
Erdbeschleunigung g. Angenommen, die Erdbeschleunigung wirke in Richtung e,, dann
wirkt auf das Volumselement dV die Gravitationskraft gp(z,y, z) dVe, und beztiglich des
Koordinatenursprungs 0 das Moment r x gp(z,y,2) dVe, = rgp(z,y, z)dV x eg4, siche
Abbildung 2.17. Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich durch Integration {iber das

dy

p(x,y, 2)

0 € fseg

Abbildung 2.17: Zur Definition des Schwerpunktes eines Starrkorpers.
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Starrkorpervolumen V wiederum aus der Kréftebilanz

— fseq + g/ p(z,y,z)dVe; =0 (2.54)
%
—_————
und der Momentenbilanz
— (rs % fseq) + g/vrp(x, y,z)dV xe; =0 . (2.55)

Setzt man fg = mg aus (2.54) in (2.55) ein, so folgt

{—mgrs + g/ rp(z,y, 2) dV} Xe;=0 (2.56)
\%

und da e, beliebig ist, muss der Ausdruck in der geschwungenen Klammer identisch
verschwinden, d. h.
Jrp(z,y,2)dV

bzw. in Komponentenschreibweise rg = rg e, + rs e, +rg.e;

Jxp(z,y,2)dV Jyp(x,y,2)dV [ 2p(x,y,2)dV
TSz = V—7 TSy = V—, TS, = vy (2.58)
m m m
Wenn ein Korper sich aus mehreren Teilkérpern j = 1,..., N mit den Volumina V; und

der Dichte p;(x,y, z) zusammensetzt, dann errechnen sich die Ortsvektoren rg; zu den
Schwerpunkten der Teilkérper gemessen im gleichen Koordinatensystem (0xyz) zu

f I',Oj(.%', Y, Z) dV]

rsj = V] mit  my :/v pj(z,y,2)dV; . (2.59)
J

m;

Daraus erkennt man unmittelbar, dass sich der Schwerpunkt des gesamten Korpers geméafl
(2.57) in der Form

Jrpi(z,y,z)dVi+ ...+ [rpj(z,y,2)dV; + ...+ [ rpon(z,y,2)dVN
N v Yy
S =

m
N

2 Tsjm;
== (2.60)

N
2 my
7j=1

berechnen lasst.

Beispiel 2.5. Gesucht ist fiir den homogenen Starrkérper (Dichte p ist konstant) von
Abbildung 2.18 der Ortsvektor zum Schwerpunkt.
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€4

V1

~1/3

Abbildung 2.18: Zur Schwerpunktberechnung zusammengesetzter Teilkdrper.

Dazu werden vorerst geméf (2.59) die Schwerpunkte getrennt fiir die beiden Volumina
V1 und Vs berechnet. Fiir den ersten Teilkorper mit dem Volumen V; folgt damit

1/3 l l
g = / / / rdrxdydz = l 3 —
my /4 gzl 6

4

i3 41t

p
= — dedydz = - — = =
TSty my /1/4/0/0 s E

Loplopl/3 4 5% 51

P
= drdydz = =2 =
T8, ml/l/4/0/0 P =E3y TR

und fiir den zweiten Teilkorper Vs ergibt sich

/4 gl 4
S2x:i/ //xdxdydz:lpl:l
’ maJo Jo Jo py?28 2
/4 rl pl 4l4 l
p
= dedyds = =~ = -
"S2y mg/o /O/nyyz B3 2

—p/l/4/l/lzda:d dz——ﬁ—£
2= 00 b S Jo Y= B3 " 8-

Damit lautet nach (2.60) der Ortsvektor des Schwerpunktes des gesamten Korpers

A A A
1 1 oLl 81 oLl 3
TS = (mirsi +marse) = 53— | : +7 ? :
8 8 8
(2.61)
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Aufgabe 2.6. Berechnen Sie den Schwerpunkt einer homogenen Halbkugel geméafl
Abbildung 2.19.

€,

Abbildung 2.19: Schwerpunkt einer homogenen Halbkugel.

Lésung von Aufgabe 2.6.

I
o o

rs

2.2.3 Impulserhaltung

Das zweite Newtonsche Gesetz (Impulserhaltungssatz) formuliert fir eine Punktmasse
besagt, dass die zeitliche Anderung des Impulses p gleich der auf die Punktmasse wirkenden
Kraft f ist, d.h.

d d
“p=—(mv)=f 2.62
dtp dt( v) )

mit der Masse m und der Geschwindigkeit v. Man beachte, dass die Formulierung (2.62)
nur beziiglich eines ruhenden Bezugskoordinatensystems (Inertialsystem) giiltig ist. Fiir
die in dieser Vorlesung betrachteten Systeme kann die Erde als Inertialsystem angesehen
werden.

Beispiel 2.6. Ein Ball der Masse m wird aus der Hohe A gegeniiber dem Erdboden
mit der Geschwindigkeit v(0) = vg > 0 abgeschossen, siehe Abbildung 2.20.

€, . vo

to =0 t

Abbildung 2.20: Wurfparabel.
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Im Weiteren soll berechnet werden, unter welchem Winkel o der Ball abgeschossen
werden muss, damit die Wurfweite unter der Annahme verschwindender Luftreibung
maximiert wird. Da die Masse m konstant ist, lautet der Impulserhaltungssatz im
Inertialsystem (0xyz)

mi& =0 und mZ=—mg (2.63)

mit den Anfangsbedingungen z(0) = 0, ©(0) = vg cos(a), 2(0) = h, 2(0) = vosin(a).
Aus (2.63) erhélt man mit @(¢) = v, (t) und 2(t) = v.(t)

vz (t) = (0) = vg cos() (2.64a)
x(t) = vg cos(a)t (2.64b)
v,(t) = —gt + vo sin(a) (2.64c)
z(t) = —gt; + vosin(a)t + h . (2.64d)

Die Zeit t kann nun in der zweiten Gleichung eliminiert und in die letzte Gleichung
eingesetzt werden, woraus die bekannte Wurfparabel

72

——s——— +t h 2.65
g2v8 cos?(a) + tan(a)z + (2.65)

z =

resultiert. Der Zeitpunkt ¢1, zu dem der Ball auf dem Boden trifft, ergibt sich aus
der Bedingung z(t1) = 0 zu

vo sin(a) + y/vg sin?(a) + 2gh
,_ wsin(e) + /i o) 56
g

und damit lautet die Wurfweite

vo sin(a) + y/vd sin?(a) + 2gh
. .

x(t1) = vo cos(a) (2.67)

Um die Wurfweite zu maximieren, leitet man x(¢;) nach « ab und setzt den Ausdruck
gleich Null. Als Ergebnis erhalt man

Omaz = arctan (UO> ) (2.68)

\/v& + 2gh

Man kann sich einfach tiberzeugen, dass fiir h = 0 der Winkel aypa = 45° und die
maximale Weite Tmax(t1) = v3/g betriigt.

Aufgabe 2.7. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (2.68).

Abbildung 2.21 zeigt zwei Punktmassen m; und mj, die iiber eine masselose Stange
starr miteinander verbunden sind. Wenn man die Stange aufschneidet, so folgt nach
dem Schnittprinzip f;; = —f;;. Der Impulserhaltungssatz fiir jede Punktmasse getrennt
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e A

€y

Abbildung 2.21: Zwei Punktmassen verbunden mit einer masselosen Stange.

angeschrieben lautet

d d
mi Vi = fi+f;; und m; FTAC e £; + £} (2.69)
bzw. durch Summation erhalt man
d2 d2
mi@ri + mj@rj =f; + fj + fij + fji . (2'70)
fR =0

Setzt man die Beziehung fiir den Schwerpunkt geméf (2.52)

m;r; + m;r;

Tr =
o mi +m;
in (2.70) ein, vereinfacht sich (2.70) zu
2
(mi + mj)—zrg =1+ fj . (2.71)
m fR

Man kann sich unmittelbar iiberzeugen, dass dies auch fiir einen Starrkérper mit dem
Volumen V), der Masse m nach (2.53) und dem Ortsvektor zum Schwerpunkt rg geméafl
(2.57) gilt, siehe dazu Abbildung 2.17. Schreibt man nédmlich den Impulserhaltungssatz
(2.62) fiir ein Masseelement dm = p(z,y, z) dV mit dem zugehorigen Ortsvektor r an und
integriert {iber das Volumen V), so folgt

d2 d2 d2
/V@PP(HC, y,2)dV = @/VYP(%% 2) AV =m-srs =1fp . (2.72)

mrg

Gleichung (2.72) ist in der Literatur unter dem Namen Schwerpunktsatz bekannt und
besagt, dass der Schwerpunkt mit dem Ortsvektor rg eines Systems von Koérpern sich wie
eine Punktmasse verhélt, deren Masse m die Summe der Massen aller einzelnen Koérper
ist, und auf den die vektorielle Summe fr aller von auflen an den einzelnen Koérpern
angreifenden Kréfte wirkt.
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Beispiel 2.7. Abbildung 2.22 zeigt einen einfachen Flaschenzug mit zwei Massen m;
und meg, die iiber reibungsfreie masselose Rollen durch ein masseloses Seil miteinander
verbunden sind.

Sy /// ‘“E
3 3
€y
[ ] [ ]
ej \ L
[s1
*}[f % 7f5'2ﬁ"’f
Z9 ,,vf51 fSQ—X—SB 29
21 21 fS3
i , = T
[ mg|——. —[mg|—"
mag
N S A 7
mig
Abbildung 2.22: Flaschenzug mit zwei Massen.
Die zugehorigen Bewegungsgleichungen lauten
miZ =mig — fs1 — fs2 (2.73a)
mgfffg = mag — fsg . (273}))

Aufgrund der obigen Annahmen ist die Kraft im gesamten Seil gleich grof}, d. h.

fs1=fso=fs3=fs . (2.74)

Bezeichnet man mit z19 und z9y die Position der Masse m1 und me zum Zeitpunkt
t = 0, dann bedingt eine Anderung von z; um Az eine Verschiebung der Masse m;
um —Azy/2 (Flaschenzug), d. h.

Azt
22(75) = Z90 + AZQ(t), Z1 (t) = 210 — ;( ) . (275)
Setzt man (2.74) und (2.75) in (2.73b) ein, erhélt man
o d —of (2.76a)
d2
WZ@AZQ =mag — [s, (2-76b)
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woraus sich unmittelbar die Bewegungsgleichung des gekoppelten Systems und die
Seilkraft fg in der Form

d2 2m2 —ma
—Azp =2g——— 2.
a2 T I ¥ amy (2.772)
3mimag
= 2.77b
Is 4mg + my (2.77b)

berechnen lassen.

2.2.4 Translatorische kinetische Energie und potentielle Energie

Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen ist eine Punktmasse mit der Masse m, dem
Ortsvektor r = ze, +ye, + ze, vom Ursprung 0 des Inertialsystems (0zxyz), der Geschwin-
digkeit v = %r = Uz€; + vyey + v.e, und der Summe der auf die Punktmasse wirkenden
Krifte fr = fro€s + frRyey + fr-€:. Damit gilt nach (2.62) der Impulserhaltungssatz

d

—v="~Fg. 2.78

T (278)

Die durch die Kraft fr zum Zeitpunkt ¢ verrichtete Arbeit wird auch als Leistung (SI
Einheit Watt (W = Nms™!))

P=fr-v (2.79)
bezeichnet?. Die zugehérige im Zeitintervall [to, t] transferierte Energie E lautet (SI Einheit
Joule (J = Nm))

t t
E(t)—E(to) = | P(r)dr= [ fr-vdr. (2.80)
to to

Setzt man nun die linke Seite von (2.78) in (2.80) ein, so erhilt man die zum Zeitpunkt ¢
in der Masse m gespeicherte kinetische Energie zu

t v
T(t) =T(to) + <m;v) vdr=T(tg)+m [ v-dv
T

to Vo
Vg Vy Vz
=T(to) +m / Uy dUy + / 0y Aoy + / ¥, di,
Vox Voy Voz
m m 1
=T(to) — E(ng + vgy + vgz) + 5 (U?E + vg + vz) = §mvTv , (2.81)

=0

wobei sdmtliche Integrale entlang einer Losungskurve des Systems im Zeitintervall [to, ¢]
mit der zugehérigen Geschwindigkeit v(to) = vo = [V0x, oy, v0z] - und v(t) = [vg, vy, v2]"
ausgewertet werden.

Der translatorische Anteil der kinetischen Energie eines Starrkérpers errechnet sich zu
(Schwerpunktsatz)

2Hier und im Folgenden bezeichnet fr - v das innere Produkt fr - v = f;,gv = fRaVz + [RyVy + [R,20V-.
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1
T = 5mf§1‘~5 (2.82)

mit der Gesamtmasse m und dem Ortsvektor rg zum Schwerpunkt gemessen im Inertial-
system (0zyz).

Im néchsten Schritt soll fiir die Klasse der Potentialkrifte fr die zugehorige potentielle
Energie V berechnet werden. Dazu formuliert man (2.80) mit v = %r in der Form

V) = Vito) + [ fr-vdr = Vity) + / F(F) - dF

to

=V(ty) + /r[wa(fc,gj,é) dZ + fry(2,9,2)dg + fr.(%,7,2) dZ] (2.83)

um, wobei die Integrale wiederum entlang einer Losungskurve des Systems im Zeitintervall
[to,t] mit der zugehorigen Position r(tg) = ro = [20,90,20]" und r(t) = [z,y,2]" zu
verstehen sind. Das Integral in (2.83) ist genau dann® wegunabhdngig, wenn die Integrabi-
litatsbedingungen

9. . . o.

aing,z(J%y? Z) - %fR,y(-rvyaZ) ;

O trn(@5.5) = 2 fra(E.5:2) (2.84)
92 A\ Yy o7 FACZRR )

0 oo -
%fR,y(xvy7 Z) - @fR,Z(x7yﬁz)

erfiillt sind bzw. dquivalent dazu die Jacobimatrix von fr = [fr (%, 7, 2), fry(Z, 7, Z),
fr(Z,7,2)]T beziiglich ¥ = [Z,7, 2|* symmetrisch ist, d.h.

a %fR,x %fR,x %fR,x a T
_ |0 o) o) _
k= |of/ry G5lRy 52fRy| = (affR> : (2.85)
%fR,z a%ij,z %fR,z

In diesem Fall sagt man auch, die Kraft fr ist konservativ und besitzt ein Potential
(potentielle Energie) gemafl (2.83). Nimmt man nun an, dass r; jene Position bezeichnet,
an der V(ry) = 0 ist (Bezugspunkt), dann gilt

Vir) = Vi) + / £ (F) - dF + / " £(E) - dF = / i) ol (2.86)

=V(ro)

Damit hidngt die potentielle Energie V' ausschliefilich vom Endwert r der Lésungskurve
und vom Bezugspunkt r; ab und ist unabhéingig davon, wie man zu diesem Endwert
gelangt®. Wenn fr = [fr.(2,, 2), fry(T, Y, 2), fr2(2,y,2)]" konservativ ist und damit

3Genau genommen gilt dies nur in einer sternférmigen Menge (Lemma von Poincaré fiir Differentialfor-
men).

4Man beachte, dass eine Anderung des Bezugspunktes r; lediglich eine konstante Verschiebung in V
bewirkt.
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die Integrabilitatsbedingungen (2.84) erfiillt sind, ist der Integrationsweg frei wéhlbar und
das zugehorige Potential lasst sich wie folgt

=/ fra(@,yr, 21) dZ + fry z, 9, 21 dy+/ frz(z,y, 2 (2.87)
Ty

yr
mit r = [z,y, 2]" und r; = [z, y7, 27]" berechnen.

Beispiel 2.8. Ein anschauliches Beispiel bildet die potentielle Energie zufolge der
Gravitationskraft. Wenn eine Person der Masse m einen Berg der Hohe h besteigt,
dann hat diese Person am Berggipfel die potentielle Energie® V = mgh, unabhéngig
davon, von welchem Ort sie die Bergtour gestartet und auf welchem Weg sie den
Berggipfel erreicht hat.

“Hier wird angenommen, dass als Bezugspunkt das Niveau des Meeresspiegels gewédhlt wurde.

Wenn V (z,y, z) die potentielle Energie bezeichnet, dann kann V" auch in der Form

rdv rr o 9 S 9
V= . dr dr = /1 {%V( ,Z2)dT + ;V(x,y, Z)dy + 8~V< ,7)dz (2.88)

geschrieben werden und durch Vergleich mit (2.86) folgen aus der Unabhéngigkeit der
Ortsvariablen x, y und z die Beziehungen

o 0 o - o .., . o 0. ... . .
fR,I(x7y7z) = %V( ay72)7 fR7y(x7 ) - ?V(w yvz)v fR,Z(xayu Z) %V(xvyuz)
(2.89)
bzw
fr=grad(V)=VV . (2.90)

Aufgabe 2.8. Zeigen Sie, dass die Kraft, die aus einem Potential berechnet werden
kann, immer wirbelfrei ist, d. h. rot(fg) =V x fr = 0.

Beispiel 2.9. Abbildung 2.23 zeigt eine mechanische Feder und deren nichtlineare
Kraft-Weg Kennlinie. Im unbelasteten Fall (Federkraft fz = 0) hat das Federelement
die Lange sg, welche auch als entspannte Linge der Feder bezeichnet wird.

fr <0 fra
fr=0 fr>0
y D =
S
s = 50 . 0 S0 S
7 7 7

Abbildung 2.23: Das Federelement.
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Die potentielle Energie der Feder mit der Federkraft fr(s), fr(so) = 0, berechnet
sich nach (2.86) zu

V(s) = / Fr(3)ds . (2.91)

Im linearen Fall, d.h. fr(s) = c¢(s — so) mit der Federkonstanten ¢ > 0, vereinfacht
sich die potentielle Energie zu

V(s) = %c(s —so)?. (2.92)

Aufgabe 2.9. Abbildung 2.24 zeigt die Serien- und Parallelschaltung zweier linearer
Federelemente mit den Federkonstanten c¢; und ¢y und den zugehérigen entspannten
Liingen S01, S02 und S01 = S02 = S0-

fr

502 C2

TfF
y T T A
A
So1 c 4 § § €2 | S0
4 A

7

»la

Abbildung 2.24: Zur Serien- und Parallelschaltung von linearen Federelementen.

Berechnen Sie jeweils die Gesamtsteifigkeit ¢, sowie die zugehorige entspannte Lénge
504 der Ersatzschaltung geméf Abbildung 2.24.

Lésung von Aufgabe 2.9.

C1Co
1+ ¢
Parallelschaltung: sgy = sg1 = sg2, ¢4 =c1+c2

Serienschaltung: soq = so1 + 502, ¢4 =

Beispiel 2.10. Gegeben ist das System in Abbildung 2.25 bestehend aus den zwei
Massen my und mg sowie den beiden linearen Federelementen mit der Federsteifigkeit
c1 > 0 und co > 0 und den zugehoérigen entspannten Lingen sg; und sge. Im Weiteren
bezeichne z; und z3 die Auslenkung der Masse mi bzw. mq aus der Gleichgewichtslage,
d.h. z1 = 81 — 501 und 29 = 83 — Sg2. Wie in Abbildung 2.25 dargestellt, sind die
beiden Massen iiber eine Blattfeder miteinander verbunden, so dass auf die Masse
mq zusatzlich die Kraft fio = —cj2(21 — 22), c12 > 0 und auf die Masse mgo die Kraft
fo1 = —021(22 — 2’1), co1 > 0 wirkt.
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Blatgfeder
21 / 2

501 502

€ C1 C2

L.

ey €,

Abbildung 2.25: Massen mit Blattfeder.

Nimmt man an, dass fiir z; = z0 = 0 die in den Federn gespeicherte potentielle
Energie V' gleich Null ist und fasst man die Kréfte auf die Massen in einen Vektor fr

zusamimen
o [fF1(217Z2)] _
= -

Fralz1, 72) (2.93)

c121 + cie(z1 — 22)]
Cc2z9 + 621(22 —21) ’

so errechnet sich V mit z = [21, 29]T in der Form

V = */0 fF -dz = /0 [6121 + 612(21 — 52)] dél + [0222 + 021(22 — 21)} dzg . (294)

—fr1(21,22) —fr2(%1,%2)

Das negative Vorzeichen in (2.94) kommt daher, dass wenn auf die Massen m; und
my die Kraft fr wirkt, dann ist die Kraft auf die Federn geméfi dem Schnittprinzip
—fF. Analog zu (2.83) ist die Wegunabhéngigkeit der Integration von (2.94) genau
dann gegeben, wenn die Integrabilitdtsbedingung

_O0fr1(21,22) _ Ofpa(Z1, 22)

_ — = = — 2.
Cc12 0%, 0% €21 ( 95)

erfiillt ist, womit die potentielle Energie V' zu der Kraft fr = —Cz zu

21 %2
V:—/O fFl(Zlao)dgl_/o fFQ(Zla'gQ)dZQ

zZ1 22
= / [c121 + c1221]dZ + / [c2Z2 + c1222 — c1221] d 22
0 0
2 2

z z
= (1 + 012)51 + (e2 + 012)?2 — C122122
1 c1+c —c
_1lra 12 12 (2.96)
2 —C12 co + c12

C

folgt. Die Matrix C ist symmetrisch und positiv definit und wird auch als Steifigkeits-
matriz bezeichnet. Die Symmetrie der Steifigkeitsmatrix ist somit eine Konsequenz
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der Integrabilitdtsbedingung und notwendig dafiir, dass zu fr eine potentielle Energie
existiert.

2.2.5 Dissipative Krifte

Unter einer disstpativen Kraft fp versteht man eine Kraft, deren Arbeit irreversibel in
Wirme umgewandelt (dissipiert) wird, d.h. fp(t) - v(¢) < 0 fur alle Zeiten ¢. Dies kénnen
volumenhaft verteilt wirkende Kréfte sein, wie beispielsweise bei der Wirbelstrombremse,
oder flichenhaft verteilt wirkende Kréfte, wie dies bei der Bewegung eines starren Korpers
durch ein (fliissiges) Medium zufolge der Reibung auftritt.

Bewegung eines starren Korpers durch ein fluides Medium

Betrachtet man einen Starrkorper, der sich gleichférmig mit der Geschwindigkeit v ohne
Rotation durch ein (ruhendes) fluides Medium bewegt, so kénnen die vom Fluid auf
den Korper ausgeiibten flichenhaft verteilten Kréafte durch eine resultierende Kraft fr
und ein resultierendes Moment TS%Z) beziiglich eines beliebig gewédhlten Punktes Z aus-
gedriickt werden (siehe dazu auch die bisherigen Ausfithrungen zum Thema allgemeines

Kraftesystem). Die resultierende Kraft fz kann man in einen Anteil £4 (Ablenkungskraft)

fluides Medium

Abbildung 2.26: Bewegter Starrkérper in einem fluiden Medium.

senkrecht zu v und einen Anteil fp (Widerstandskraft), der parallel in entgegengesetz-
ter Richtung von v wirkt, zerlegen, siche Abbildung 2.26. Die Ablenkungskraft f4 wird
auch als dynamische Auftriebskraft bezeichnet und ist bedingt durch die Geometrie des
Starrkorpers. Ein einfacher Zusammenhang fiir die Widerstandskraft fp in einem weiten
Geschwindigkeitsbereich unter der Schallgeschwindigkeit ist durch

fD = fDev = —CwA%UQEU (2.97)

mit v = ||v||, und dem Richtungsvektor der Geschwindigkeit e, gegeben. Dabei bezeichnet
cw > 0 den (dimensionslosen) Widerstandsbeiwert, A eine geeignete Bezugsfliche und py
die Dichte des fluiden Mediums.

Reibung zwischen festen Korpern
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Wenn zwei feste Korper, die sich beriihren, Relativbewegungen ausfiihren, dann entstehen
zufolge der Rauigkeit der Oberflichen in der Berithrungsfliche flichenhaft wirkende tan-
gentiale Reibungskrafte. Im Folgenden betrachte man eine Masse m, die durch eine externe
horizontale Kraft f, auf einer rauen Oberfliche bewegt werden soll, siche Abbildung 2.27.
Schneidet man die Masse frei, so wirken auf die Masse neben f, die Normalkraft fy und

€z €.

I x

Je

m | —

, =SS g =

[¢)

Abbildung 2.27: Zur Haftreibung.

die Reibkraft f.. Aus Erfahrung weifl man, dass die Masse m sich erst bewegt, wenn die
Kraft f. einen bestimmten Wert fz iiberschreitet, d. h. solange die Ungleichung® | f.| < fu
erfiillt ist, gelten die statischen Gleichgewichtsbedingungen

e, :fe—fr=0 (2.98a)
e, fn—mg=0 (2.98b)

und die Masse bleibt an der Stelle haften. In diesem Zusammenhang wird f, deshalb
als Haftreibungskraft bezeichnet und stellt eine Reaktionskraft dar, wie dies zufolge des
Schnittprinzips bereits bekannt ist. In einer ersten Ndherung lasst sich fz in der Form

o =pufN (2.99)

ausdriicken, wobei der Haftreibungskoeffizient pg > 0 lediglich von der Rauigkeit der
sich berithrenden Oberflachen abhidngt. Wird die externe Kraft f. so erhoht, dass die
Haftreibung iiberwunden wird, dann beginnt sich die Masse zu bewegen und die Reibkraft
fr = fc zufolge der trockenen Gleitreibung lautet

fo = pefnsign(2) (2.100)

mit dem Gleitreibungskoeffizienten uc > 0. In diesem Fall gilt fiir die e,-Richtung nach
wie vor die Gleichgewichtsbedingung fy = mg und in e,-Richtung folgt der Impulserhal-
tungssatz (2.62) zu

mi = fo — pomgsign(z). (2.101)

5Man beachte, dass im Allgemeinen fz fiir unterschiedliche Vorzeichen von f. auch unterschiedliche
Werte annehmen kann, was hier nicht betrachtet wird.
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Das mathematische Modell der Masse von Abbildung 2.27 ist demnach durch eine Struk-
turumschaltung charakterisiert, d. h.

—
Haften: wenn |fe| < fg und £ =0 {x 0 (2.102)
v =
Gleiten: sonst{ (2.103)
mi = fe — pomgsign(v) .

Das Reibungsgesetz (2.99), (2.100) ist auch als Coulombsches Reibungsgesetz bekannt und
gilt im Wesentlichen als elementare Naherungstheorie fiir trockene Reibung zwischen festen
Kérpern. Die Reibungskoeffizienten ppr und pue miissen im Allgemeinen aus experimentellen
Versuchen ermittelt werden. Typische Werte fiir einige Materialpaarungen findet man in
einschlagigen Tabellenbiichern, siehe beispielsweise Tabelle 2.1.

Tabelle 2.1: Typische Reibungskoeffizienten.

Materialpaarung H Haftreibung pg | Gleitreibung o
Bronze auf Bronze 0,18 0,2

Grauguf} auf Bronze 0,28 0,2

Stahl auf Stahl 0,15 0,12

Luftreifen auf Asphalt || 0,55 0,3

Eiche auf Eiche 0,54 0,34

Im Haftzustand kann man geméfi Abbildung 2.27 einen Winkel ¢ in der Form

_ I

IN
einfiihren. Setzt man fiir f. den Grenzwert fr = pp fy ein, so erhédlt man den Zusam-
menhang

tan(y) (2.104)

tan(pg) = pg (2.105)

mit dem Haftungswinkel ¢p. Dies erlaubt eine anschauliche geometrische Interpretation
der Haftreibung: Wird ein Korper einer beliebig gerichteten Belastung unterworfen, so
bleibt er in Ruhe, solange die Reaktionskraft f5 an der Beriihrfliche innerhalb des so
genannten Haftungskegels liegt. Der Haftungskegel beschreibt dabei den Rotationskegel
um die Normale e,, der Beriihrflichen mit dem Offnungswinkel 2, siche Abbildung 2.28.

Aufgabe 2.10. Eine Masse m liegt auf einer schiefen Ebene und wird von einer Person
mit der Kraft fg nach oben gezogen (siehe Abbildung 2.29).
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Abbildung 2.28: Haftungskegel.

7

Abbildung 2.29: Masse auf schiefer Ebene.

Berechnen Sie die notwendige Zugkraft fs als Funktion der Winkel o« und g sowie
der Masse m und des Haftreibungskoeffizienten pz, damit die Masse bewegt werden
kann.

Lésung von Aufgabe 2.10.

mg(pp cos(a) + sin(a))
cos(f — a) + pgsin(f — «)

fs >

Aufgabe 2.11. Eine Person der Masse m steigt auf eine 21-stufige Leiter der Lénge I,
die an einer Wand angelehnt ist, sieche Abbildung 2.30. Wie viele Stufen darf die Person
auf die Leiter steigen ohne dass die Leiter wegrutscht, wenn der Haftreibungskoeffizient
zwischen Leiter und Wand Null und zwischen Leiter und Boden gleich pg = 1/10 ist?
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Abbildung 2.30: Person auf einer Leiter.

Lésung von Aufgabe 2.11. Die Anzahl der Stufen entspricht der auf die néchst kleinere
ganze Zahl abgerundeten Zahl

200
l 2
() -
h
Befindet sich zwischen den beiden festen Kérpern eine ununterbrochene Schmiermittel-
schicht, so hingen die zwischen den Koérpern wirkenden Kréafte im Wesentlichen von
der sich einstellenden Stromung im Spalt zwischen den beiden Kérpern ab. Sehr haufig

verwendet man in diesem Zusammenhang fiir die Reibkraft f, ein einfaches Modell der
Form

+1.

fr = pyAv (2.106)

mit dem wviskosen Reibungskoeffizienten py > 0 und der Relativgeschwindigkeit Awv
der beiden sich beriihrenden Oberflichen der Starrkérper. Im allgemeinen Fall einer
Mischreibung werden die Coulombsche Reibung (2.99), (2.100) und die viskose Reibung
(2.106) kombiniert.

Es gibt nun Bauelemente, sogenannte Dampfer, die eine vorgegebene (nichtlineare)
Kraft-Geschwindigkeit Kennlinie fp(Av) mit fp(Av)Av > 0 geméafl Abbildung 2.31
realisieren. Im linearen Fall gilt fiir die Dampferkraft fp = dAv mit dem geschwindig-
keitsproportionalen Ddmpfungskoeffizienten d > 0.

fp fD4
1
Ll
V1 B
— Av =wv9 — vy
(&)

Abbildung 2.31: Nichtlinearer Dampfer.
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Beispiel 2.11. Ein masseloses Seil ist unter dem Umschlingungswinkel o geméfi Ab-
bildung 2.32 um einen feststehenden Zylinder gefiihrt, wobei gilt fgo > fs1.

Abbildung 2.32: Zur Reibung eines Seils.

Nimmt man nun ein infinitesimales Seilelement heraus, so lauten die Gleichgewichts-
bedingungen unter der Annahme hinreichend kleiner Winkel dy/2 (d. h. sin(dy/2) ~
de/2, cos(de/2) ~ 1)

er :fs +dfs — (fs+dfs) =0 (2.107a)
. dfy — s~ (fs +dfe) =0 (2.107D)

bzw. unter Vernachldssigung von dfg dy/2 folgt
df, =dfs und dfy = fsdy. (2.108)

Mit dem Coulombschen Reibungsgesetz gemif (2.99), (2.100), im Speziellen df, =
udfy, erhalt man
dfs

o = s (2.100)

bzw. durch Integration iiber den Umschlingungswinkel von ¢ = 0 nach ¢ = « ergibt
sich die Seilreibungsgleichung zu

—dfs= /Oaudso bzw.  fsa = fs1 exp(ua) . (2.110)

Fir den Fall fg1 > fg2 kann auf analoge Art und Weise die Beziehung fg1 =
fs2 exp(ua) hergeleitet werden. Bezeichnet nun p = pjy den Haftreibungskoeffizienten,
dann ist das System im Gleichgewicht solange die Ungleichung

fs1exp(—pra) < fso < fs1exp(pmo) (2.111)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.2 Newtonsche Gesetze Seite 39

erfiillt ist. Das Seil rutscht nach rechts fiir fg1 > fg2 exp(uga) und nach links fir
fs2 > fs1exp(pna).

Aufgabe 2.12. Eine Masse mit der Gewichtskraft mg héngt an einem (masselosen)
Seil, welches einmal um einen feststehenden Zylinder (Umschlingungswinkel 360°)
gewickelt wurde und mit der Kraft von 10 N gerade im Gleichgewicht gehalten werden
kann. Wie oft muss man das Seil um den Zylinder wickeln, damit die 10 fache Masse
durch die Seilhaftreibung ebenfalls mit einer Kraft von 10 N im Gleichgewicht gehalten
werden kann?

Lésung von Aufgabe 2.12. Der gesuchte Umschlingungswinkel « lautet

ln(1Omg>
10N
o =2r——- .
(5o%)
10N
Rollreibung

Wenn ein starres Rad auf einer starren Unterlage rollt ohne dabei zu gleiten, dann
gibt es theoretisch keinen Rollwiderstand. In der Realitdt kommt es jedoch bei jedem
Rollvorgang zu Deformationen, die mit partiellen Gleitvorgéngen in der Beriihrfliche
verbunden sind. Abbildung 2.33 zeigt die jeweiligen Kréfteverhéltnisse bei einem Laufrad
und einem Treibrad. Beim Laufrad muss die horizontal wirkende Kraft fz iiber die

M N

Abbildung 2.33: Lauf- und Treibrad.

Achse in das Rad eingeleitet werden, um den Rollwiderstand auszugleichen. Aus den
Gleichgewichtsbedingungen fiir sehr kleine Winkel ¢ = arctan(fr/fv)

fu—fr=0, fn—fr=0 und rfrp—1I,fn=0 (2.112)
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folgt die Rollwiderstandskraft fr zu

l

fr= ?'qu = prfv (2.113)

mit dem Rollreibungskoeffizienten pur = 1,/r > 0. Bei gleicher Materialpaarung ist der
Rollreibungskoeffizient deutlich kleiner als der Gleitreibungskoeffizient.

Aufgabe 2.13. Zeigen Sie, dass beim Treibrad das Antriebsmoment 74 = [, fy auf-
gebracht werden muss, um den Rollwiderstand zu iberwinden und dass sich die
Zugkraft zu fz; = 74/r — prfy errechnet.

Hinweis: Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Treibrad unter der Annahme
sehr kleiner Winkel ¢ = arctan(fz/fy) lauten

fz—fr=0, fn—fr=0 und 74 —-rfr—1.fn=0.

2.2.6 Feder-Masse-Dampfer System

Auf Basis der bisherigen Ergebnisse lassen sich bereits die Bewegungsgleichungen von
Feder-Masse-Dampfer Systemen herleiten. Dazu betrachte man folgendes Beispiel.

Beispiel 2.12. Gegeben ist das Feder-Masse-Dampfer System von Abbildung 2.34
mit den Massen m1, mo und mg, den linearen Dampferelementen mit den positiven
Dampfungskonstanten di1, doo und di3 sowie den linearen Federelementen mit den
positiven Federkonstanten cj1, c22, c13 und co3 und den entspannten Langen sgi1,
5022, So13 und sg23. Im Weiteren wirke auf die Masse mg die Kraft f; und g bezeichne
die Erdbeschleunigung.

p
g
S3
o1 di1 J— 11 dyo J— C22 72
S011 5022
/

[ LSS

Abbildung 2.34: Feder-Masse-Dampfer System mit drei Massen.

C13 C23

5013 5023
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Wendet man fiir jede Masse den Impulserhaltungssatz (2.62) an, so erhdlt man drei
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

mi181 = —mag — c11(s1 — So11) — d1181 + c13(83 — 51 — So13) — d13($1 — $3)
(2.114a)

mady = —Mmag — c22(S2 — So22) — d22$2 + c23(S3 — S2 — 5023) (2.114b)

mgds = —mgg — c13(53 — S1 — S013) + d13(81 — $3) — ca3(s3 — 52 — s023) — fI -
(2.114c)

Das mathematische Modell (2.114c¢) lasst sich auch kompakter in Matrizschreibweise
in der Form
Mg+Dgq+Cq=k+bf (2.115)

schreiben, mit q = [sq, s9, 33]T, der symmetrischen, positiv definiten Massenmatriz
M = diag(m1, ma, m3), der symmetrischen, positiv (semi-)definiten Dampfungsmatriz

din+diz 0 —dis
D= 0 da2 0 |, (2.116)
—d13 0 dis

der symmetrischen, positiv definiten Steifigkeitsmatrix

c11 + €13 0 —C13
C= 0 c22 +c23 —ca3 |, (2.117)
—C13 —C23 €13 + C23

dem konstanten Vektor k und dem konstanten Eingangsvektor b

—m1g + €115011 — €135013 0
k = —Mmag + €225022 — €235023 | » b=|0]. (2.118)
—ma3g + 135013 + €235023 -1

Aufgabe 2.14. Zeigen Sie die Definitheitseigenschaften der Matrizen C und D.

Um nun die Gleichgewichtslage qg fiir fr = 0 zu berechnen, setzt man in (2.115)

q = § = 0 und 16st das resultierende lineare Gleichungssystem Cqr = k nach qp
auf. Wegen der positiven Definitheit ist C invertierbar und es folgt

ar=C k. (2.119)
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Fithrt man nun die Abweichung Aq von q aus der Gleichgewichtslage (Ruhelage) qr
ein, also Aq = q — qg, dann folgt die Bewegungsgleichung (2.115) in der Form

d? d
M@Aq—i—DaAq—l—CAq—i—CqR:k—l—bfL . (2.120)
k

Das Ergebnis des vorigen Beispiels ldsst sich insofern verallgemeinern, als jedes lineare
Feder-Masse-Dampfer System in der Form

Mg + D¢ + Cq = Bf, (2.121)

mit dem Vektor der Lagekoordinaten q (relativ bezogen auf die Gleichgewichtslage),

der symmetrischen, positiv definiten Massenmatriz M, der symmetrischen, positiv semi-

definiten Dampfungsmatriz D, der symmetrischen, positiv definiten Steifigkeitsmatriz C,

der Eingangsmatrix B sowie dem Vektor der externen Kréfte f. geschrieben werden kann.
Die im System gespeicherte Energie setzt sich aus der kinetischen Energie

1
T = 5qTMq (2.122)
und der in den Federn gespeicherten potentiellen Energie
1
V= 5qTCq (2.123)

zusammen. Berechnet man nun die zeitliche Anderung der Gesamtenergie E = T + V
entlang einer Losungskurve von (2.121), dann folgt

d 1. .1 R 1 ) ) . .
F= QqTMq + §qT1VIq + iqTCq + §qTCq =¢"Mg+q'Cq
=q'(-Dg - Cq+Bf,)+q'Cq=—-q"Dg + q'Bf, . (2.124)

Dabei gibt der erste Term —q'Dq < 0 die in den Dampferelementen dissipierte Leistung
an und der zweite Term ¢ Bf, beschreibt die Energiefliisse zum oder vom System zufolge
der externen Krifte f..

2.2.7 Korper mit veranderlicher Masse

Der Impulserhaltungssatz (2.62) gilt auch fir Kérper mit verdnderlicher Masse m(t).
Angenommen der Kérper habe zum Zeitpunkt ¢ die Masse m(t), die Geschwindigkeit v(t)
und es wirke auf ihn die Kraft £f. St68t nun der Kérper wiahrend des Zeitintervalls d¢ die
Masse dm mit der Ausstoflgeschwindigkeit w aus, so hat der Kérper zum Zeitpunkt ¢ + dt¢
die Masse m(t + dt) = m(t) — dm und die Geschwindigkeit v(t + dt). Der Impuls zum
Zeitpunkt t lautet p(t) = m(t)v(t) und der Gesamtimpuls zum Zeitpunkt ¢ + d¢ errechnet
sich zu

p(t+dt) = (m(t) —dm)(v(t) + dv) +dm(v(t) + dv+w(t)) = p(t) +dp  (2.125)

m(t+dt) v(t+dt)

bzw.
dp = m(t) dv + dmw(t) . (2.126)
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Der Impulserhaltungssatz (2.62) lautet also
—p=m(t)—v+ w(t)am =f. (2.127)

Dabei beschreibt %m = p > 0 die Ausstofirate bzw. mit m(t + dt) = m(t) + dm und
damit

d d _
=g = (2.128)
die Masseabnahme des Korpers durch die ausgestofliene Masse und der Ausdruck
fSchub = —,uw(t) (2129)

wird als Schubkraft bezeichnet. Die Differentialgleichungen eines Kérpers mit der verdnder-
lichen Masse m(t) und der Ausstofirate ;1 > 0 kénnen demnach wie folgt zusammengefasst
werden

m(t)%v =f — pw(t) (2.130a)
d
M= H (2.130b)

Aufgabe 2.15. Berechnen Sie das mathematische Modell einer einstufigen Rakete mit
der zeitlich verdnderlichen Masse m(t) = mgo — m¢(t), wobei mg das Gewicht der Ra-
kete vor dem Start (Eigenmasse + Traglast 4+ Treibstoffmenge) und m¢(t) die zeitlich
abnehmende Treibstoffmasse bezeichnen. Nehmen Sie an, dass die Treibstoffmasse
my(t) mit der Treibstoffausstofirate mf(t) = u(t) mit der Relativgeschwindigkeit
w > 0 von der Rakete ausgestoflen wird und die Rakete sich exakt gegen das Schwe-
refeld der Erde mit der Gravitationskonstanten g bewegt.

Lésung von Aufgabe 2.15. Das mathematische Modell lautet

d

&h =0

iv =—g+ Lu(t)
a’ = VT

d

—m = —u(t)

dt

mit der Hohe h(t) der Rakete gemessen von der Erdoberfliche, der Raketengeschwin-
digkeit v(¢) und der Raketenmasse m(t).

2.2.8 Drehimpulserhaltung

In (2.38) wurde gezeigt, dass sich das Moment 7(?) einer Kraft f mit dem Ortsvektor r in
der Form 7(9) = r x f berechnet. Betrachtet man nun eine Punktmasse mit der Masse m,
dem Ortsvektor r(¢) vom Ursprung des Inertialsystems (0zyz) und der Geschwindigkeit
v(t) = 1(t), dann ist der Drehimpuls in der Form
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19 =rxp=rxmv (2.131)

definiert. Bildet man fiir beide Seiten des Impulserhaltungssatzes (2.62) das Kreuzprodukt
mit dem Ortsvektor r, so erhélt man

r X %p:rx %(mv) =rxf=70 (2.132)
Mit d d d
a(rxp):&rx\pi/—&—rx P (2.133)
~  mv
\V__G_/

folgt aus (2.132) der Drehimpulserhaltungssatz (Drallsatz) zu

%l(m _ %(r xp) =70 (2.134)
d.h., die zeitliche Anderung des Drehimpulses 1(0) beziiglich eines beliebigen raumfes-
ten, Punktes 0 ist gleich dem Drehmoment 7() der an der Punktmasse angreifenden
Summenkraft f beziiglich desselben Punktes 0. Wie man in Abbildung 2.35 erkennen
kann, tiberstreicht der Ortsvektor r in der Zeit dt eine Flache mit dem Flachenvektor
dA©® =n,dA = ir x dr, wobei ns den Normalvektor und dA = 1 ||r x dr||, die zugehs-
rige Grofle des Fliachenelements beschreibt. Fithrt man nun die so genannte wvektorielle

e, v(t)
1) A
dr
dA
m
(0)
BN ()
A > e,
e, Trajektorie

Abbildung 2.35: Zum Drehimpuls.

Flichengeschwindigkeit

1 1
%A(O) =T X %r =rXxv (2.135)

ein, so lasst sich der Drehimpuls (2.131) auch in der Form

10) = Zm%A(O) (2.136)
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schreiben.

Beispiel 2.13. Zeigt bei einer Bewegung der Kraftvektor stets auf einen Punkt 0 (das
Zentrum) hin, dann spricht man von einer Zentralbewegung. Dies ist beispielsweise
bei der Planetenbewegung der Fall, wobei die Sonne das Zentrum bildet. Da bei einer
Zentralbewegung das Moment 7(©) beziiglich des Zentrums verschwindet, miissen
nach (2.134) der Drehimpuls 1(°) und nach (2.136) die Flichengeschwindigkeit %A(O)
konstant sein. Diese Aussage entspricht dem zweiten Keplerschen Gesetz, dass ndmlich
ein von der Sonne zum Planeten gezogener ,Fahrstrahl“ in gleichen Zeiten gleich
grofle Flachen tiberstreicht, siehe Abbildung 2.36.

/Zeit At

Planet

Zeit At
Abbildung 2.36: Zum zweiten Keplerschen Gesetz.
Beispiel 2.14. Man betrachte das mathematische Pendel von Abbildung 2.37 mit der

Punktmasse m und dem masselosen starren Pendel der Léange [ unter dem Einfluss
der Gravitation mit der Erdbeschleunigung g in negativer e,-Richtung.
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mg

Abbildung 2.37: Mathematisches Pendel.

Schneidet man das Pendel auf und fithrt die Schnittkraft fg ein, so lautet der
Impulserhaltungssatz fiir die Masse m

e, : my = — fgsin(p) (2.137a)
e, :mi=—mg+ fscos(p) . (2.137b)

Setzt man nun die Beziehungen

y =1lsin(p), §=1lcos(p)p, §j=—lsin(p)@?+lcos(p) (2.138a)
z=—lcos(p), #=1Isin(p)p, 2 =Ilcos(p)p* + Isin(p)@ (2.138b)

in (2.137) ein, so erhélt man
m(—l sin(p)p? + lcos(gp)gb) = —fgsin(yp) (2.139a)
m(Leos()¢? + Isin()@) = —mg + fi cos(i). (2.139D)
Aus den beiden Gleichungen (2.139) lassen sich nun eine Differentialgleichung fiir ¢
mi%gp = —mgl sin(p) (2.140)
und die Schnittkraft fs in der Form
fs = mgcos(p) + mly? (2.141)

berechnen. Die Differentialgleichung (2.140) kann man auch direkt tiber den Dreh-
impulserhaltungssatz (2.134) beziiglich des Ursprungs 0 des Koordinatensystems
(Ozyz) erhalten. Der zugehérige Drehimpuls 190 gemiB (2.131) lautet (siche auch
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Abbildung 2.37)
0 0 mi?p
19 = r xmv = | Isin(p) | xm|lpcos(p)| =| 0 (2.142)
—lcos(p) lpsin(yp) 0
und damit folgt der Drehimpulserhaltungssatz beziiglich der e;-Achse zu
410 — 2 — 70 -
al”” =ml*p =1, = —mglsin(y) . (2.143)
Die Grofie
00 = mi? (2.144)
wird auch als Massentrdgheitsmoment bezeichnet.

Das vorige Beispiel lasst sich nun sehr einfach auf die Rotation eines Starrkoérpers mit
der Drehwinkelgeschwindigkeit w = ¢ um eine feste Drehachse (im vorliegenden Fall
die e,-Achse) erweitern, siche Abbildung 2.38. Schreibt man fiir ein Massenelement

Ae,

JIE

]

Abbildung 2.38: Zum Massentragheitsmoment.

€y

dm = p(z,y, z) dV mit dem Volumselement dV und der Dichte p(z, vy, z), welches sich im
Abstand 7(x, v, 2z) von der Drehachse befindet, die zeitliche Anderung des Drehimpulses

um die Drehachse mit

7 cos(p) —rsin(¢)w
r= [rsin(p)| und v= | rcos(p)w (2.145)
z 0
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an, so erhalt man

q —zdmr cos(p)w

&(r x dmv) = 7 dmrsin(p)w | - (2.146)
72 dmw

Durch Integration {iber das gesamte Starrkorpervolumen V folgt der Momentensatz

zZu

0,00 = 0,20 = 75 (2.147)

mit dem um die e,-Achse wirkenden dufleren Gesamtdrehmoment 7, und dem Massen-
tragheitsmoment

0.. :/r2 dm:/(x2+y2) dm . (2.148)
% %

Man beachte, dass durch Integration {iber das Volumen V die ersten beiden Eintrage von
(2.146) identisch verschwinden. Die in der rotierenden Masse gespeicherte rotatorische
kinetische Energie lautet

1
T, = §ezz¢>2 : (2.149)

Beispiel 2.15. Das Massentragheitsmoment eines Zylinders mit dem Radius R, der
konstanten Dichte p und der Lénge [ lautet (sieche Abbildung 2.39)

..
(+]

Abbildung 2.39: Zum Massentriagheitsmoment eines Zylinders.

I /27 rR 4 1
0,, = / / / r2prdrdpdz = p—R 7rl = -mR?. (2.150)
oJo Jo 2 2

Aufgabe 2.16. Berechnen Sie das Massentragheitsmoment 6 einer homogenen Kugel mit
dem Radius R und der Dichte p beziiglich einer Achse durch den Kugelmittelpunkt.

Lésung von Aufgabe 2.16.

8 2
0= —mpR® = mR? 2.151
=57 £ ( )

Im Weiteren betrachte man den Starrkérper von Abbildung 2.40. Der Ursprung S des
Koordinatensystems (S:U(S)y(s)z(s )) beschreibt dabei den Schwerpunkt des Korpers (siehe

auch (2.57)) und tiber die Beziehung
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Abbildung 2.40: Zum Satz von Steiner.

65) = /V(r(s)fdm = /v<(:c(5))2 + (y(s))2> dm (2.152)

(5)

kann das Massentriagheitsmoment um die ez ’-Achse errechnet werden. Méchte man nun
(

das Massentragheitsmoment sz) desselben Korpers beziiglich der parallelen eg )—Achse
des Koordinatensystems (A:U(A)y(A)z(A)> berechnen (siehe Abbildung 2.40), dann folgt

o) = /V(T(A))Qdm = /\}((az“”)z + (y(A)>2> dm (2.153)

bzw. mit (4 = xg ) + 29 und yW = ygA) + ¢ erhélt man

i [ () <ygA>)2) 2 [ (00 + 4
() ) am

- (( ) ( ))m+2xA)/ dm+2ys)/y Ydm 4+ 6% . (2.154)
Lo

%,_/
=0 =0

Gleichung (2.154) zeigt, dass sich das Massentriagheitsmoment 9%) beziiglich der e,(zA)—

Achse aus der Summe des Massentrigheitsmoments ng) um die eg ) -Achse durch den

Schwerpunkt S und der Multiplikation aus der Gesamtmasse m mit dem quadratischen
2

Abstand (x(A)) + (ygvA)) von der Achse egA) zur Achse e,(f) ergibt. Dieser Zusammenhang

ist in der Literatur auch unter dem Namen Satz von Steiner zu finden.
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Beispiel 2.16. Abbildung 2.41 zeigt einen Starrkdrper bestehend aus vier symmetrisch
angeordneten Vollzylindern jeweils mit der Masse m und dem Radius R, deren
Mittelpunkte sich im Abstand H von der Drehachse e, befinden.

Abbildung 2.41: Starrkoérper aus vier symmetrischen Zylindern.

Es sei angenommen, dass die Verbindungsstege zwischen den Zylindern masselos sind.

Das Massentriagheitsmoment eines Vollzylinders beziiglich der e,-Achse durch den
Schwerpunkt lautet geméaf (2.150) 9&? = %mRQ. Nach dem Satz von Steiner erhalt
man somit flir das Massentriagheitsmoment des Gesamtkorpers

1
2 = dgmB + AH m = 2m (R? + 2H?) . (2.155)

Beispiel 2.17. Abbildung 2.42 zeigt einen reibungsfrei gelagerten, quaderférmigen
Pendelstab mit der homogenen Dichte pg und den geometrischen Abmessungen Lénge
lg, Breite bg und Hohe hg.
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bs

Abbildung 2.42: Pendelstab.

Zur Berechnung der kinetischen Energie sollen in weiterer Folge zwei Varianten
vorgestellt werden. In der ersten Variante berechne man das Massentrigheitsmoment

des Pendelstabes Gg{‘z)z um die Drehachse (e.-Achse)

hs/2 bs/2 1, 1 4
= ps/ /l / ;v + y d:l: dydz = ps(glgbshs + 12bSlshg>
S

hs/2 bs/2
(2.156)
und damit errechnet sich die kinetische Energie gemafl (2.149) zu
L) .
T = iag’z)z@? : (2.157)

Bei der zweiten Variante stellt man vorerst den Ortsvektor rg vom Ursprung 0 des
Inertialsystems (0zxyz) zum Schwerpunkt S des Pendelstabes auf

Is/2sin ()
rs = | —lg/2cos(e) (2.158)
0

und berechnet den translatorischen Anteil der kinetischen Energie geméf (2.82) zu

1 112
T =~ == 2.159
P = 2msrsrs 5Ms 5 p? ( )
mit der Pendelmasse mg = pslsbghg. Wenn man nun den translatorischen Anteil der
kinetischen Energie T; um den rotatorischen Anteil der kinetischen Energie geméf3

(S)

(2.149) ergénzt, muss man beachten, dass nun das Massentrédgheitsmoment 052
beziiglich des Schwerpunktes S (also beziiglich einer Drehachse parallel zur e,-Achse
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durch den Schwerpunkt S) berechnet werden muss

hs/2 ls/2 bs/2

und damit der rotatorische Anteil der kinetischen Energie zu

()
T” 295 zzgo

folgt. Die kinetische Energie des Pendelstabes lautet demnach
T=T+1T,
1 3.2, 1 L g L3 .2
= épsbshslsw + QPs(mlsbshS + mbslshs)w
L1 3, 1 3 .2
=5 (3psbshsls + mpsbslshs)w

(A)
_HS zz

Es sei angemerkt, dass der Zusammenhang

l2
0 = o)+ mss

gerade dem Satz von Steiner entspricht, siehe (2.154).

Bedeutung!

hs/2  ls/2 bs/2 1 4 1 5
—p/ / / x —i—y dxdydz:p5<12lsbsh5+mb3l5h5>

(2.160)

(2.161)

(2.162)

(2.163)

Generell ist zu beachten, dass bei der Berechnung der kinetischen Energie als Summe
aus einem translatorischen und einem rotatorischen Anteil das Massentriagheitsmo-
ment immer beziiglich der in den Schwerpunkt parallel verschobenen Drehachse
zu verwenden ist. Dies ist insbesondere in weiterer Folge bei der Herleitung der
Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichungen von essentieller
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Beispiel 2.18. Als Beispiel betrachte man den Antriebsstrang von Abbildung 2.43.

A c
Motor ‘/ AJ L 01 (/\ 92
Pm

; ;Tl
mi ma
M

S S

Abbildung 2.43: Antriebsstrang.

Ein Motor mit dem Massentragheitsmoment 6, erzeugt ein Drehmoment 7,,, und
treibt tiber ein verlustloses Getriebe mit der Getriebeiibersetzung i, (Verhéltnis von
Antriebsdrehzahl zu Abtriebsdrehzahl) eine Masse mit dem Massentragheitsmoment
91 an.

Diese Masse ist {iber eine lineare Drehfeder mit der Federkonstanten ¢ > 0 und einem
drehwinkelgeschwindigkeitsproportionalen Drehddmpfer mit der Ddmpferkonstanten
d > 0 mit einer weiteren Masse mit dem Massentragheitsmoment 6 verbunden, auf
die das Lastmoment 7; wirkt. Schneidet man das Getriebe auf (sieche Abbildung 2.43),
so wirkt auf der Primérseite das Drehmoment Tl(m). Da das Getriebe als verlustlos
angenommen wurde, wirkt zufolge der Getriebeiibersetzung

. 1,
P11 = —©Om (2.164)
g
auf der Abtriebsseite das Drehmoment
ngr =" om baw. 1 =7"i, . (2.165)

Wendet man nun fiir die beiden Massen und den Motor getrennt den Drehimpulser-
haltungssatz (2.134) an, so folgt

emSOm =Tm — 1(m) (2166&)
011 =11 — c(p1 — p2) — d($1 — ¢2) (2.166b)
B2 = c(p1 — p2) +d(P1 — 92) — T (2.166¢)

bzw. durch Elimination von Tl(m), 71 und ¢, folgt

= TI(M)ig = 7-mig - Hngsol (2167)
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und
(01 T i§9m>¢1 = Tomig — c(1 — ©3) — d($1 — ¢2) (2.168a)
Oapo = C(ng — 902) + d(ng — 902) -7 . (2.168b)
In Matrixschreibweise ldsst sich (2.168) geméfl (2.121) kompakt in der Form

Mg + Dq + Cq = ber; + by (2.169)

mit q = [p1, goz]T, M = diag (91 + ig@m, 02) und

C:[C _c],D:[d _d],be:[()],bu:[igl (2.170)
—c c —d d -1 0

angeben.

Aufgabe 2.17. Eine Kugel der Masse m mit dem Radius R rollt eine schiefe Ebene hinab,
siehe Abbildung 2.44. Geben Sie die Bewegungsgleichung fiir ¢ unter Vernachléssigung
der Rollreibung an und bestimmen Sie den Haftreibungskoeffizienten p gz, fiir den ein
Rollen moglich ist.

Abbildung 2.44: Rollende Kugel.

Lésung von Aufgabe 2.17.

2
p = %gsin(a) fir puy > ?tan(a)

Hinweis: Schneiden Sie die Kugel frei und stellen Sie den Impulserhaltungs-
satz in e,- und e,-Richtung des eingezeichneten Koordinatensystems sowie den
Drehimpulserhaltungssatz um den Kugelmittelpunkt auf.
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2.3 Euler-Lagrange Gleichungen

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das zweite Newtonsche Gesetz (2.62) angewandt auf
ein Teilchen der Masse (Punktmasse) m in dem kartesischen Inertialkoordinatensystem

(Ozyz)

mi = f, (2.171)
wobei f = [fx,fyyfz]T die Summe aller auf die Punktmasse wirkenden Kréfte und
r = [z,y, z]T den Positionsvektor vom Koordinatenursprung 0 zum Teilchen bezeich-

net. Die Lage einer Punktmasse, deren Bewegung keinen Zwéangen unterliegt, ist durch die
Angabe der drei translatorischen Verschiebungen beziiglich des Inertialkoordinatensystems
eindeutig bestimmt. Man sagt dann auch, die Punktmasse besitzt 3 Freiheitsgrade. Im
Gegensatz dazu wird die Konfiguration eines frei beweglichen Starrkérpers durch 6 Frei-
heitsgrade beschrieben, ndmlich 3 Freiheitsgrade fiir die translatorische Verschiebung und
3 Freiheitsgrade der Rotation zur Beschreibung der Orientierung des Starrkérpers zum
Inertialsystem. Nun unterliegt die Bewegung eines Starrkérpersystems im Allgemeinen
Zwangsbedingungen, die mit in Betracht gezogen werden miissen. Man betrachte dazu
beispielsweise die Bewegung einer Masse auf einer schiefen Ebene geméfl Abbildung 2.45(a)
mit der Zwangsbedingung y = a(1 — x/b) oder das sphérische Pendel geméfi Abbildung
2.45(b) mit der Zwangsbedingung

242 =102. (2.172)

Zwei Masseteilchen ¢ und j eines Starrkorpers, die durch eine Linie der festen Lénge

a) b)
Abbildung 2.45: Zu den Zwangsbedingungen.

l;; miteinander verbunden werden konnen, erfiillen die Zwangsbedingung ||r; — er; =
(r; — rj)T(ri —rj) = ll-zj. Lasst sich eine Zwangsbedingung in der Form

f(rl,rg,...,t) =0 (2.173)

ausdriicken, dann spricht man von einer holonomen Zwangsbedingung. Zwangsbedingun-
gen, die nicht in dieser Art darstellbar sind, werden als nichtholonom bezeichnet. Dazu
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zéhlen unter anderem Ungleichungsbedingungen
f(r17r27"‘7t) 20 I (2174)

wie sie beispielsweise bei der Bewegung eines Partikels in einer Hohlkugel mit dem Radius
a in der Form a? — ||r||3 > 0 auftreten. Auch Zwangsbedingungen, die explizit von der
Geschwindigkeit abhdngen und nicht integrabel sind, d.h.,

f(rl,rg,...,f‘l,f‘g,...,t):0 5 (2175)

sind nichtholonom. In manchen Literaturstellen werden Zwangsbedingungen geméaf (2.173)
und (2.175) auch als geometrische und kinematische Zwangsbedingungen klassifiziert. Ein
typischer Fall fiir eine nichtholonome (kinematische) Zwangsbedingung ist das Rollen
einer Scheibe auf einer Ebene.

Man iiberzeugt sich nun leicht, dass ein System von N Punktmassen, das frei von Zwang
ist, 3N unabhéngige Koordinaten oder Freiheitsgrade besitzt. Existieren nun beispielsweise
(3N — n) holonome Zwangsbedingungen der Form

fj(rl,rz,...,r]\[,t):o, jzl,...,(3N—n) 5 (2.176)
dann ist unmittelbar einsichtig, dass
(A) die Koordinaten nicht mehr linear unabhéngig voneinander sind und

(B) zur Einhaltung der Zwangsbedingungen entsprechende Zwangskrifte auftreten mis-
sen, die a priori nicht bekannt sind.

Mit Hilfe der (3N — n) holonomen Zwangsbedingungen ist es nun moglich, (3N — n)
der 3N Koordinaten zu eliminieren bzw. n neue unabhingige Koordinaten ¢;, i =1,...,n
einzufithren, durch die sdmtliche (alte) Koordinaten in der Form

rj =r;(q1,q2,...,qn,t) =1(q,t), j=1,....,N (2.177)

ausgedriickt werden kénnen. Man sagt dann auch, das System besitzt n Freiheitsgrade
und die n neuen unabhéngigen Koordinaten ¢;, i = 1,...,n bzw. q = [q1,. .., qn]T werden
als generalisierte Koordinaten bezeichnet.

Zerlegt man gemaf (B) die auf die Masseteilchen wirkenden Kréfte f; in eingeprdgte
Krifte fi(e) und Zwangskrifte fi(z), dann lauten die Newtonschen Bewegungsgleichungen
(2.171) fur das System von N Punktmassen

mit; =£9 + £ i=1... N. (2.178)

Man beachte, dass durch (2.176) und (2.178) lediglich (6 N — n) Gleichungen zur Bestim-

mung der 6/N Unbekannten r; und fi(z), i =1,..., N zur Verfiigung stehen. Betrachtet man
beispielsweise die reibungsfrei gleitende Masse auf der schiefen Ebene geméfl Abbildung
2.46(a), dann hat man fir die unbekannten Groflen z, y sowie féz), fz,(,z) zwei Bewegungs-
gleichungen und eine Zwangsbedingung. Die fehlende Gleichung ist durch die Tatsache

gegeben, dass die Zwangskraft £(2) senkrecht zur schiefen Ebene steht. Generell erhélt man
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die fehlenden Gleichungen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit, welches besagt, dass die
Summe der durch die Zwangskrifte verrichteten Arbeit gleich Null ist. Man beachte aber,
dass diese Aussage nicht giiltig ist, wenn die Zwangsbedingungen zeitabhéngig sind, also
z. B. die schiefe Ebene sich mit der Zeit verdndert. Aus diesem Grund fithrt man den Begriff
der virtuellen Verriickung eines Systems ein. Dabei wird das System zu einem Zeitpunkt
t festgehalten und in diesem festgehaltenen Zustand wird anschliefend eine willkiirliche
infinitesimale Verschiebung dr;, die mit den Zwangsbedingungen (2.173) konsistent ist,
durchgefiihrt. Beispielsweise fiir das sphérische Pendel von Abbildung 2.46(b) bedeutet
dies, dass folgende Beziehung

(z +62)° + (y+ 0y)? + (2 + 02)2 = I? (2.179)

erfiillt sein muss. Unter Beriicksichtigung von (2.172) und unter Vernachléssigung von
Termen zweiter Ordnung, d.h. (6z)? = (6y)* = (62)* = 0, folgt (2.179) zu

x0x 4+ yoy + 202 =0 . (2.180)

7
=0
mg

a) b)

Abbildung 2.46: Zu den Zwangskréften.

Das Prinzip der virtuellen Arbeit besagt nun, dass die Summe der durch die Zwangskréfte
fl-(z) verrichteten Arbeit §WW(?) bei einer virtuellen Verriickung gleich Null ist, d. h. fir das
System von N Punktmassen gilt

%
i=1

N T
oW =3(£) or = 0. (2.181)

Betrachtet man wiederum das sphérische Pendel von Abbildung 2.46(b), so muss gemaf
(2.181) offensichtlich die Bedingung

FAsx + féZ)gy + ¥z =0 (2.182)
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erfiillt sein. Lost man nun unter der Annahme z # 0 (2.180) nach 0z auf und setzt dies in
(2.182) ein, so folgt

(49 = 259 )o+ (17 - L5 Yoy = 0 (2.183)
z z
bzw. wegen der linearen Unabhéngigkeit von dx und dy miissen die Bedingungen
O =26 und f) =Yg (2.184)
z z

gelten. Dies bedeutet aber, dass die Zwangskraft f(*) = [ éz), fy fz(z)}T in Richtung des
masselosen Stabes der Lange [ zeigen muss, vergleiche dazu Abbildung 2.46(b). Auf analoge
Art und Weise kann man zeigen, dass die Zwangskraft bei der reibungsfrei gleitenden
Masse auf der schiefen Ebene senkrecht auf die Ebene steht (Abbildung 2.46(a)).

Héufig ist man an den Zwangskréaften nicht interessiert, weshalb man diese aus (2.178)
berechnet und in (2.181) einsetzt. Man erhélt dann das sogenannte D’Alembertsche Prinzip
in der Form

N m

> (mii —£7) o= 0. (2.185)

i=1
Nimmt man nun an, dass das System n Freiheitsgrade besitzt und gemafl (2.177) durch
die generalisierten Koordinaten ¢;, j = 1,...,n beschrieben werden kann, dann gilt fiir die
virtuelle Verriickung (man beachte, dass bei der virtuellen Verriickung die Zeit ¢ konstant

gehalten wird)
n
or;

or; = Y ——0q; (2.186)
0q;
7=1
und (2.185) folgt zu

Tarz N gle NT Or;
szzr ] —qu,j&]] mit qu _Z('L ) a ] (2187)

] 1:2=1 i=1 q]
Dabei bezeichnet f,;, j = 1,...,n eine Komponente der generalisierten Kraft f, =
(fo1, fa2: -, fq,n]T, die nicht notwendigerweise die Dimension einer Kraft aufweisen muss,

da auch die zugehorige generalisierte Koordinate ¢; nicht unbedingt die Dimension einer
Lénge hat (deshalb auch der Name generalisiert). Das Produkt ¢; f, ; muss aber auf jeden
Fall eine Leistung ergeben.

Wendet man die Produktregel der Differentiation auf die linke Seite von (2.187) an, so

erhalt man N
or; d or; d Or;
iT T _—= i I T — i I T : 2.1

Unter Verwendung der Geschwindlgkelten Vi

v, =1 = Zgrlq] Rl (2.189)
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bzw. )
avi 81‘1‘ d aI‘Z’ n 8 r; 8vi

— = und — = — 2.190
0q;  Ogj dt Og; Z qjaqk G+ 6qj(9t 0q; ( )

folgt (2.188) zu
or;  XL[d v; ovi\ d 0 )
TY> T 7 T I

. = gvi v S 2.191
Zmr Z(dtl v aq]} "V B ) dtdg;  oq; (2.190)

mit der kinetischen Energie T' gemaf (2.81)

1N
=3 > mivivi . (2.192)

i=1

Setzt man (2.191) in (2.187) ein, dann ergibt sich

~ 0
——T —f,i]6¢; =0 2.193
g(dt 6% 6Qj fq,]) 4qj ( )
und da die virtuellen Verriickungen dg;, j = 1,...,n unabhéngig voneinander sind, erhélt

man unmittelbar n gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung ( Euler-Lagrange
Gleichungen), die die Bewegung des Systems beschreiben

d 9 0

———T ——T=f,;, j=1,..., 2.194
mit den generalisierten Koordinaten g; und den generalisierten Geschwindigkeiten ¢;.
Schreibt man die generalisierten Kréfte f; als Summe von generalisierten Kréften, die aus
einer skalaren Potentialfunktion V(q) hergeleitet werden kénnen (siehe (2.89) und (2.90)),
und aus extern eingeprigten generalisierten Kréften sowie dissipativen generalisierten
Kréften (siehe Abschnitt 2.2.5), zusammengefasst im Vektor f,,, d. h.

0
= fopi — —V 2.195
fus = Fovi = 5 (2.19)
dann kénnen die Euler-Lagrange Gleichungen (2.194) in der Form
d 0 0
——L— —L— o oJ=1,... 2.1

mit der Lagrange-Funktion L =T —V (Lagrange-Funktion = kinetische Energie minus
potentielle Energie) formuliert werden.

Fir fop; =0,5=1,...,nin (2.196) spricht man auch von einem konservativen System,
ein System, bei dem sich die Gesamtenergie £ =T + V zufolge der Bewegung nicht &ndert
bzw. keine Dissipation im System auftritt.
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Bemerkung 2.1. Die Euler-Lagrange Gleichungen (2.196) fithren auch dann noch zu
den richtigen Bewegungsgleichungen, wenn die generalisierten Krafte nicht aus einem
Potential der Form V(q) herriihren, sondern aus einem generalisierten Potential
V(q,q), das folgende Bedingung

0 df 0 -
R il 2.1
fa.i 9a; V+ T (8% V> (2.197)

erfiillt. Dies ist beispielsweise der Fall bei der Beschreibung elektromagnetischer
Krifte auf bewegte Ladungen.

Bemerkung 2.2. Die Euler-Lagrange Gleichungen (2.194) lassen sich auch iiber ein
Variationsprinzip, ndmlich dem Hamiltonschen Prinzip, herleiten. Dieses besagt in
seiner integralen Formulierung fiir konservative Systeme, dass die Bewegung eines
Systems zwischen den Zeitpunkten ¢; und ¢, so erfolgt, dass das Linienintegral fttf Ldt
mit L =T — V fir die durchlaufene Bahn ein Extremum ist. Es soll an dieser Stelle
nicht ndher darauf eingegangen werden, doch kann diese Formulierung formal sehr
elegant auf den Fall verteilt-parametrischer Systeme (beschrieben durch partielle
Differentialgleichungen) erweitert werden.

Beispiel 2.19. Als einfaches Beispiel betrachte man das sphérische Pendel von Ab-
bildung 2.47 mit der Punktmasse m und der Linge [ sowie einer dufleren Kraft
f., die immer in Richtung der negativen e,-Achse wirke. Die Punktmasse hat drei
Freiheitsgrade und iiber den starren Stab der Lénge [ ergibt sich eine holonome
Zwangsbedingung 22 + y? + 22 = [2. Damit hat das sphérische Pendel zwei Freiheits-
grade (n = 2) und als generalisierte Koordinaten werden die beiden Winkel 6 und ¢
gewahlt.

Abbildung 2.47: Sphérisches Pendel mit duflerer Kraft.

Die Berechnung der kinetischen Energie T kann sehr einfach dadurch erfolgen, dass

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.3 Euler-Lagrange Gleichungen Seite 61

man den Positionsvektor r vom Ursprung 0 des Inertialkoordinatensystems (Oxyz)
zur Punktmasse in der Form

r = [Isin(0) cos(), —1 cos(0), Isin(0) sin(p)]* (2.198)
aufstellt. Die kinetische Energie errechnet sich dann nach (2.192) zu

1 1 :
T = omii = Smi? (67 + ¢?sin?(0)) . (2.199)
2 2
Nimmt man an, dass fiir § = 0 die potentielle Energie gleich Null ist, dann folgt mit

der Erdbeschleunigung g die potentielle Energie zu
V =mgl(1 — cos(0)) . (2.200)

Die duBere Kraft lautet f, = [—fe 5,0, O]T und demnach folgt fiir die generalisierten
Krafte nach (2.187)

fo= fTﬁ = —fexlcos(0)cos(p) , f,=£" or

e 95 = c oy fealsin(f)sin(p) . (2.201)

Die Euler-Lagrange Gleichungen (2.196) lassen sich nun mit Hilfe der Lagrange-
Funktion L =T — V in der Form

d o 0 d o 3}
bzw.
mi*0 — mi*¢? cos(0) sin(0) + mgl sin(0) = — fe .1 cos(6) cos(i) (2.203a)
mi? (gb sin?(6) + 2¢0 cos(0) sin(@)) = fexlsin(0)sin(p) (2.203b)

berechnen. Dabei ergeben sich immer gew6hnliche Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung, die im Allgemeinen die zweiten Zeitableitungen der generalisierten Koordinaten
implizit beinhalten. Fiir eine Zustandsdarstellung der Form x = f(x,u), x(t9) = %o
mit dem Zustand x und dem Eingang u geméf (1.5) wahlt man typischerweise die
generalisierten Koordinaten ¢;, j = 1,...,7n und die generalisierten Geschwindigkeiten
4j, J = 1,...,n als ZustandsgroBen. Fiir das Beispiel des sphérischen Pendels sind die

. T
Zustandsgrofien durch x = {9, 0, p, gb} und die Eingangsgrofie durch v = fe , gegeben.
Das zu (2.203b) dquivalente System expliziter gewohnlicher Differentialgleichungen
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erster Ordnung lautet dann

m'l = I9 (2204&)
1
To = "3 (—ul cos(z1) cos(z3) + mlx3 cos(zy) sin(z;) — mgl sin(xl)) (2.204b)
m
.fg = X4 (2.2040)
1
Ty = msin(zy) (ul sin(zy) sin(z3) — 2mi%z 4y cos(x) sin(x1)> . (2.204d)

Beispiel 2.20. Abbildung 2.48 zeigt eine Kugel mit der Masse my und dem Radius
ri, die auf einem drehbar gelagerten Balken rollt. Das Massentriagheitsmoment des
Balkens beziiglich der Drehachse (e,-Achse) sei §p ., und die Eingangsgrofe ist durch
das externe Drehmoment Te(o) um die Drehachse gegeben. Das System besitzt zwei
mechanische Freiheitsgrade und als generalisierte Koordinaten wird der Balkenwinkel
1 sowie der Abstand r des Kugelmittelpunktes von der €,-Achse des balkenfesten

Koordinatensystems (0zyz) gewéhlt.

Referenz

Abbildung 2.48: Kugel auf Balken.

Die kinetische Energie setzt sich aus dem translatorischen Anteil T; x und dem
rotatorischen Anteil T} ¢ der Kugel sowie dem rotatorischen Anteil T, g des Balkens
zusammen. Zur Berechnung von T} x wird zuerst der Vektor vom Ursprung O des
Inertialkoordinatensystems (Oxyz) zum Kugelmittelpunkt (Schwerpunkt) in der Form

rcos(p1) — ri sin(e1)
r = |rsin(p;) + ri cos(e1) (2.205)
0

aufgestellt. Der translatorische Anteil der kinetischen Energie der Kugel T} - errechnet
sich dann geméa$ (2.192) zu

1 7. 1 ) . ,
Ty k = §mK1'TI' = §mK (TZQO% + (r— Tch1)2> . (2.206)
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Fiir den rotatorischen Anteil der kinetischen Energie der Kugel T, x beachte man
vorerst, dass das Massentragheitsmoment der Kugel 0 .. beziiglich der Drehachse
(parallel zur e,-Achse durch den Kugelmittelpunkt) geméfl (2.151) wie folgt lautet
2 2
eK,zz = ngTK- (2207)
Um nun (2.149) anwenden zu kénnen, muss man die Drehwinkelgeschwindigkeit der
Kugel beztiglich der Drehachse (e,-Achse) berechnen. Zufolge der Rollbewegung der
Kugel gilt die Beziehung
F=—TgYs, (2.208)

d. h., beziiglich des balkenfesten Koordinatensystems (0zyz) dreht sich die Kugel mit
der Drehwinkelgeschwindigkeit (o um die e,-Achse. Da sich aber auch der Balken
mit der Drehwinkelgeschwindigkeit ¢»; um die e,-Achse dreht, ergibt sich die effektive
Drehwinkelgeschwindigkeit der Kugel aus der Summe beider Drehungen zu 1 + ¢9
und der rotatorische Anteil der kinetischen Energie lautet

1
2

o 2
Ok, 22 (sbl - ) : (2.209)

1 , )
Tk = ieK,zz(Spl + 502)2
K

Der rotatorische Anteil der kinetischen Energie des Balkens errechnet sich zu

1 ,
TT,B = 503,,22%0% . (2210)

Nimmt man an, dass fiir ¢; = 0 die potentielle Energie gleich Null ist, dann folgt mit
der Erdbeschleunigung g die potentielle Energie zu

V =mgg(rsin(pr) + rix cos(p1)) — mrgri . (2.211)
Mit der Lagrange-Funktion
L(cpb 1,7, ’I'”) = Tt,K + Tr,K + T,n,B -V (2.212)

ergeben sich die Bewegungsgleichungen zu (siehe (2.196))

d /o . o o
&(&LL(%’%’T’T)) = gy Ller, 1,1 7) =0 (2.213a)
d/ o 9
\ a3 ¢ ) — — ; 2y — ~(0)
T <8gb1 L1, @1, 7“)) oo L(p1,1,7,7) = 74 (2.213b)
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bzw.

0 0
<mK . K2,zz>7u — (KZZ + mKrK) P — mKT(,b% + mggsin(p;) =0 (2.214a)

’I“K TK
0
— (mKTK + KZZ)T + <9K,zz +0B,.. +mK (7“2 + 7‘%())851 (2.214b)
TK

+2mgrig) + mig(rcos(p1) — risin(py)) = Te(o) . (2.214¢)

Aufgabe 2.18. Bringen Sie das System (2.214c) in Zustandsdarstellung x = f(x, u),

x(to) = xo mit dem Zustand x = [p1, $1,7, 7|7 und dem Eingang v = 7.

Sie weiters die stationdren Ruhelagen des Systems.

. Berechnen

Liosung von Aufgabe 2.18. Die Ruhelagen des Systems lauten ¢1 g =0, ¢1,r =0, rg

ist beliebig, 7gr = 0 und 7'6([})% = gMmMKTR-

Aufgabe 2.19. Gegeben ist das mechanische System von Abbildung 2.49. Der Wagen
hat die Masse my, wird iiber eine Antriebskraft f. angetrieben und ist mit einer
linearen Feder mit der Federkonstanten cy > 0 sowie der entspannten Lange syq
gegeniiber dem Inertialsystem befestigt. Im Weiteren sei angenommen, dass die
Reibung ndherungsweise durch eine geschwindigkeitsproportionale Kraft fr = —dgs,
dr > 0 ausgedriickt werden kann. Der reibungsfrei gelagerte Pendelstab sei homogen
mit der Dichte pg und quaderférmig mit der Lange lg, der Breite bg und der Hohe hg.

Berechnen Sie die Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichungen
(2.196).

e, @—gx

% %
Z Z
ki Z

Abbildung 2.49: Wagen mit Pendel.
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Lésung von Aufgabe 2.19. Die Masse des Pendels errechnet sich zu mg = pslsbshs
und das Massentragheitsmoment um den Schwerpunkt S (vergleiche Beispiel 2.17)

lautet OgSZ)Z = %ms (l?g + b%) Die Bewegungsgleichungen ergeben sich zu

.1 . 1 . ) )
(mw +mg)s§ + §msls cos(p)p — imslg sm(cp)<,02 + ew (s — swo) = fe — drs$
(2.215a)

4

1 1 1
§m5ls cos(p)s + (9%523 + mgl%)@ + §msgl5 sin(p) =0. (2.215b)
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3 Waiarmeiibertragung

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen zur Modellierung von Warmeiibertragungs-
prozessen diskutiert. Unter Warmeiibertragung soll hier der Energietransport in und
zwischen Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen zufolge von Temperaturunterschieden
verstanden werden. Die Temperatur ist ein Maf fiir die mittlere kinetische Energie zufolge
der ungeordneten mikroskopischen Bewegung der Atome und Molekiile eines Stoffes.

Gemafl dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik [3.1, 3.2] wird bei Wérmetibertra-
gung Energie vom Ort hoherer Temperatur zum Ort geringerer Temperatur transferiert,
d. h. es findet ein Temperaturausgleich statt. Besitzen zwei Korper die gleiche Tempe-
ratur, so befinden sie sich im thermischen Gleichgewicht und es findet kein weiterer
Temperaturausgleich statt.

Wirme kann auf drei verschiedene Arten iibertragen werden [3.3-3.6]:

1. Warmeleitung

Der Energietransport durch Wérmeleitung stellt eine Interaktion zwischen benach-
barten Atomen oder Molekiilen eines Stoffes dar. Die von der Temperatur abhédngige
innere Energie flieBt dabei von Atomen oder Molekiilen mit hoherem Energieniveau
zu solchen mit kleinerem Energieniveau, wobei es durch zuféllige mikroskopische
Bewegungen und Vibrationen fortwéhrend zu Diffusions- und Kollisionsvorgan-
gen kommt. Warmeleitung tritt in Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen auf. In
festen elektrischen Nichtleitern erfolgt die Interaktion ausschlielich durch Gitter-
schwingungen; in elektrischen Leitern trégt auch die translatorische Bewegung von
Elektronen zur Warmeleitung bei. Warmeleitung erfolgt ohne einen makroskopischen
Materialstrom.

2. Konvektion

In Fluiden erfolgt der Transport von innerer Energie zusétzlich zu den zufilligen mo-
lekularen Diffusionsbewegungen durch markoskopische Materialstrome, d. h. durch
Massentransport. Wird eine solche Stromung durch eine duflere Einwirkung verur-
sacht (z.B. durch ein Geblise, eine Pumpe oder die Bewegung eines Fahrzeuges), so
spricht man von erzwungener Konvektion. Bei freier Konvektion hingegen wird die
Stromung durch den von temperaturbedingten lokalen Dichteunterschieden hervor-
gerufenen Auftrieb verursacht. Eine spezielle Form von Konvektion tritt bei Siede-
oder Kondensationsvorgédngen auf. Hierbei fithren Temperaturunterschiede nicht
nur zu verdnderter Dichte sondern auch zu Ubergingen zwischen fliissigem und
gasformigem Aggregatzustand des Fluids.

3. Wiarmestrahlung
Unter Warmestrahlung versteht man den Energietransport mittels elektromagneti-
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scher Wellen die durch die innere Energie von Materie, die sich im lokalen thermody-
namischen Gleichgewicht befindet, ausgelost wurden. Diese Merkmale unterscheiden
Warmestrahlung von anderen elektromagnetischen Wellen. Warmestrahlen haben
eine Wellenldnge im Bereich von 0.1 pm bis 1 mm (bei Temperaturen von 60-1000 K
liegen die Wellenlédngen im Bereich von 50-3 nm) und transportieren Energie mit
Lichtgeschwindigkeit. Wérmestrahlung kann in Festkorpern, Fliissigkeiten, Gasen
und im Vakuum auftreten.

Abbildung 3.1 zeigt die drei Arten von Warmeiibertragung am Beispiel einer Gebau-
dewand mit Radiatorheizung. Der Radiator arbeitet als Warmequelle und gibt durch
thermische Strahlung und freie Konvektion Wéarme an die Raumluft und die Gebaude-
wand ab. In der Wand selbst flieit die Energie hauptséachlich durch Wéarmeleitung zur
duBeren Gebdudeoberfliche, wo die von einer Windstrémung erzwungene Konvektion und
gegebenenfalls auch Warmestrahlung die Energie an die Umgebung abfiihrt. Natiirlich
konnen die beteiligten Materialien und Medien auch thermische Energie speichern oder
abgeben, was zu einer zeitlichen Anderung ihrer lokalen Temperatur fithrt (transiente
Warmetibertragung). In diesem Beispiel treten, wie auch in vielen anderen praktischen
Anwendungen, mehrere Wéarmeiibertragungsmechanismen in Kombination auf.

Waérmeleitung durch Wand

Freie | Konvektion
=

Erzwungene ——
Konvektion

durch Wind

>
|||||||I ’\./\J: Wiérmestrahlung

Abbildung 3.1: Arten der Warmeiibertragung.

AbschlieBlend sei erwéahnt, dass der Peltier-Effekt, ein thermo-elektrischer Effekt, einen
Waérmestrom verursachen kann selbst wenn kein Temperaturunterschied vorhanden ist.
Beim Peltier-Effekt wird der Warmestrom ausschliefilich durch die von einer elektrischen
Potentialdifferenz ausgelosten Elektronenbewegungen, d. h. durch den Stromfluss, erzeugt.

In der vorliegenden Vorlesung werden Wérmeleitung in Festkorpern und einfache
Formulierungen fiir die Warmeiibertragung an deren Rédndern diskutiert. Es werden
sowohl transiente als auch stationidre Warmeiibertragungsprobleme untersucht.
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3.1 Warmeleitung

Waiérmeleitung erfolgt ohne einen makroskopischen Materialstrom, kann in allen drei Ag-
gregatzustédnden eines Stoffes auftreten und wird auch als Wéarmediffusion bezeichnet. Wie
Jean Baptiste Joseph Fourier 1822 herausfand, ist bei Warmeleitung die Warmestromdich-
te q(t,x) im Punkt x = (x,y, z) proportional zum lokalen Temperaturgradienten [3.3-3.5],
d.h.

q(t,x) = —Ax,T)VT(t,x) . (3.1)

Hierbei ist T'(t,x) die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ am Ort x und die symmetrische Matrix
A die im Allgemeinen orts- und temperaturabhéngige Warmeleitfahigkeit in W/(m K).
In isotropen Materialien ist die Warmeleitfihigkeit unabhéngig von der Raumrichtung
der Warmestromdichte, d. h. es gilt A(x,T") = A(x,T)E und die Wérmeleitfahigkeit kann
durch die skalare positive Grole A\(x,7T") beschrieben werden. In homogenen Materialien
ist A unabhéngig vom Ort.

Fiir ein festes Kontrollvolumen ¥ und ohne Materialbewegung gilt gemafl dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik

oT(t,x) B )
/Vpcp(x,T)ath— /W q(t,x)-nd,AqL/Vg(t,x,T) av . (3.2)

~0 —W

Hierbei bezeichnet p die Dichte und c,(x,T’) die spezifische Warmekapazitat des im
Kontrollvolumen V befindlichen Materials. Die spezifische Wérmekapazitdt wird meist in
kJ/(kg K) angegeben und beschreibt die Warmemenge, die notwendig ist, um 1g einer
Substanz um 1° zu erhéhen.

Da das Material sich nicht bewegt, spielen kinetische und potentielle Energie in (3.2)
keine Rolle. @ beschreibt den Wirmestrom der in das Kontrollvolumen hineinflieft,
wobei n den Flichennormalvektor der Berandung 9V darstellt. W beschreibt die in das
System eingebrachte Arbeit, welche mangels Materialverschiebungen direkt in Warme
umgewandelt wird und hier durch die volumetrische Warmequelle g(¢,x,T) ausgedriickt
wird. Ein Beispiel fiir g ist die Warmeentwicklung in einem Ohmschen Widerstand (siehe
auch Abschnitt 3.3).

Anwendung des Gaufischen Divergenzsatzes (A.1) auf (3.2) liefert

/ pcp(x,T)M dy = / -V -q(t,x) +g(t,x,T)dV . (3.3)
v %

ot
Aus der Uberlegung, dass diese Beziehung fiir beliebig gewihlte Kontrollvolumina V erfiillt
sein muss, und durch Einsetzen von (3.1) erhalt man die Fouriersche Warmeleitglei-
chung
aT(t,
pep(x, T)% =V (A(x, T)VT(t,x)) + g(t,x,T) . (3.4)
Diese parabolische Differentialgleichung wird gelegentlich auch als Warmediffusionsglei-
chung bezeichnet und stellt ein Anfangs-Randwert-Problem dar. Sie ist also noch mit
Anfangs- und Randbedingungen zu versehen. Randbedingungen werden in Abschnitt
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3.2 diskutiert. Anfangsbedingungen sind héufig in der Form 7'(x,0) = Tp(x) gegeben.
Schwieriger aber praktisch gelegentlich bedeutend ist der Fall, dass Ty(x) unbekannt ist
und aus dem Zeitverlauf von Messwerten (z. B. Oberflichentemperaturen) rekonstruiert
werden soll. Es handelt sich dabei um eine Beobachtungsaufgabe.

Bei stationdren Problemstellungen gilt 0T'/0t = 0 (vgl. Abschnitt 3.4), die Angabe von
Anfangsbedingungen entfillt natiirlich und (3.4) reduziert sich zu einem Randwertproblem
in Form einer elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Im Fall g = 0 ist fiir solche
Differentialgleichungen bekannt, dass sowohl das Maximum als auch das Minimum der
Loésung am Rand des Rechengebietes auftreten muss. Ahnliche weiterfiihrende Aussagen
auch fiir Félle g # 0 finden sich z. B. in [3.7]. Weiters folgt aus (3.4), dass p und ¢, auf die
Losung stationdrer Warmeleitungsprobleme keinen Einfluss haben. Dies gilt allgemein fiir
stationdre Warmeiibertragungsprobleme ohne Massenstrome.

Fiir die nachfolgenden Spezialisierungen von (3.4) wird angenommen, dass es sich um
isotropes, homogenes Material mit temperaturunabhéngiger Warmeleitfahigkeit A\ handelt.
In kartesischen Koordinaten gilt dann

or _ 82T+82T+82T
Prar =N\ 922 T B2 T 922

) +g(t,x,y,2,T) (3.5a)

fir die Temperatur T' = T(t,x,y, z) am Punkt (z,y,2). In Zylinderkoordinaten (siehe

A€z e,

0 . Trb, )
/e“’

€y

® ~

efl,’ e,T

a) b) ©o

Abbildung 3.2: Koordinatensysteme, a) Zylinderkoordinaten, b) Kugelkoordinaten.

Abbildung 3.2a) gilt fir die Temperatur T = T'(¢,, ¢, z) am Punkt (7, ¢, 2)

or 10/ 0T 1 9°T 9*T
Prar = (r@r(rar> + ) +g(tr,0,2,T) (3.5b)

2002 | 922
und in Kugelkoordinaten (siehe Abbildung 3.2b) gilt fiir die Temperatur 7' = T'(¢, 7,0, )
am Punkt (7,6, )

oT 10 [ ,0T 1 9 oT 1 o’T
i Y e (S Sl = (sin@) =)+ —-— T) .
P ot )\<7“2 or (r or ) * r2sin(6) 06 (Sm(e) 89) * r2 sin?(6) Op? ) +(t,r.0,9,T)
(3.5¢)
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Aus (3.5) lassen sich sofort weitere Spezialisierungen fiir den 1-dimensionalen Fall oder
radialsymmetrische Félle ableiten. Haufig wird in (3.5) statt der Parameter p, ¢, und A
die als Temperaturleitfihigkeit bezeichnete Abkiirzung

a=— (3.6)

mit der Einheit m?/s verwendet.

Aufgabe 3.1 (Warmeleitgleichung in Zylinderkoordinaten). Beweisen Sie die Giiltigkeit
von (3.5b) unter Verwendung von

0 10 0
V—era—‘—ew;%—f—eza (37)

und Oe,/0p = e, .

Aufgabe 3.2 (Wérmeleitgleichung in Kugelkoordinaten). Beweisen Sie die Giiltigkeit
von (3.5¢) unter Verwendung von

0 10 1 0
V—ETE‘FGG;%—FGSOW% . (38)

3.2 Randbedingungen

Zur vollstdndigen Definition und damit auch zur Losbarkeit eines Warmeleitproblems
werden Randbedingungen im Randgebiet 0V benétigt [3.3, 3.4]. Diese konnen eine Orts-
abhéngigkeit aufweisen, z. B. konnen sie abschnittsweise definiert sein.

Bei einer Randbedingung erster Art (Dirichletsche Randbedingung) ist die Temperatur
am jeweiligen Randabschnitt 0V, C 0V in der Form

T(t,x) =T,(t,x) Vx € 0V, (3.9a)

fest vorgegeben. Um eine solche Randbedingung herzustellen, kann z. B. eine Tempera-
turregelung verwendet werden. Ein weiteres Beispiel fiir diese Randbedingung ist die
Temperatur eines Fluids bei Phasenumwandlungsvorgéngen. Die das Fluid einschlieflende
Oberfliche wird dann konstant auf Phasenumwandlungstemperatur gehalten.

Bei einer Randbedingung zweiter Art (Neumannsche Randbedingung) ist die Warme-
stromdichte ¢,(t,x) = q(t,x) - n in Richtung der Fliachennormalen n am jeweiligen
Randabschnitt 0V, C 0V in der Form

in(t,X) = dat,x)  Vx € OV, (3.9b)

fest vorgegeben. Dem Warmeleitgesetz (3.1) folgend ist daher der Temperaturgradient
entlang von n festgelegt. Von einer adiabaten Randbedingung spricht man im Fall ¢, = 0.

Bei einer Randbedingung dritter Art (Newtonsche, Robinsche oder gemischte Randbe-
dingung) gilt
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gn(t,x) = a(z,y, 2)(T(t,x) — T,(t,x)) Vx € 9V, (3.9¢)

mit einem Proportionalitdtsfaktor a € R, der auch Warmeiibergangskoeffizient genannt
wird. Diese Art von Randbedingung wird in den Abschnitten 3.2.1 bis 3.2.3 zur Beschrei-
bung von Konvektion und Wéarmeleitung verwendet. Man beachte noch, dass (3.9¢) fiir
a — oo wieder auf (3.9a) fihrt.

Eine allgemeinere Randbedingung ist durch die nichtlineare Beziehung

Gn(t,x) = qa(t,x, T(t,%)) Vx € 9V, (3.9d)

gegeben. Diese Struktur tritt z. B. in Abschnitt 3.2.4 bei der Beschreibung von Wéarme-
strahlung auf.

Die Randbedingungen (3.9) stellen oft idealisierte oder makroskopische Néherungen fiir
in der Realitdt komplexere Warmetibertragungsvorgéange dar. Um bei Verwendung der
obigen Ansédtze dennoch moglichst exakt zu rechnen, ist daher eine sorgfiltige Bestim-
mung der in den Gleichungen verwendeten Parameter notwendig. Dies soll im Folgenden
beispielhaft fiir praktisch bedeutende Randbedingungen erldautert werden.

3.2.1 Erzwungene Konvektion

Erzwungene Konvektion tritt in Fluiden an der Oberflache von anderen Kérpern auf, wenn
die Stromung durch eine duflere Einwirkung, z. B. einen Druckunterschied, verursacht
wird [3.3, 3.4, 3.6, 3.8]. Abbildung 3.3 zeigt ein Beispiel fiir erzwungene Konvektion;
Luft streicht mit einer Geschwindigkeit us, und einer Temperatur T, parallel iiber eine
stehende ebene Platte mit der Lange L. Fiir die Warmeiibertragung durch Konvektion
sind die als homogen vorausgesetzte Oberflichentemperatur 7, der Platte sowie die
Temperaturverteilung T'(z,y) und die Geschwindigkeitsverteilung u(z,y) in der Luft nahe
tiber der Plattenoberfliche (y = 0) ausschlaggebend. Direkt an der Plattenoberfliche gilt
die Haftbedingung, d.h. die Luft hat eine verschwindende Geschwindigkeit (u(x,0) = 0)
und die gleiche Temperatur wie die Plattenoberflache (T'(z,0) = Tp). Oberhalb der
Plattenoberfliche bilden sich in der Luft Grenzschichten mit einem charakteristischen
Temperatur- und Geschwindigkeitsprofil aus. Das Warmeiibertragungsverhalten héngt
unter anderem von der Dicke dieser Grenzschichten ab und davon ob die Strémung in
diesen Schichten laminar oder turbulent ist. Im Folgenden werden Berechnungsmethoden
fiir den laminaren und den turbulenten Bereich separat vorgestellt und schliefSlich zur
Bestimmung eines gemittelten Warmeiibertragungsverhaltens herangezogen. Transiente
Effekte werden dabei nicht beriicksichtigt, d. h. die Strémung wird als voll ausgebildet
und stationar betrachtet.

Laminarer Bereich

In vielen Féllen ist die Stromung am Einlauf (nahe der Vorderkante) laminar und etwas
weiter von der Kante entfernt turbulent. Die Stromungsgrenzschicht habe eine lokale
Dicke 0,(z). Im laminaren Bereich, der sich von x = 0 bis © = =z, erstreckt, ist die
Stromung gleichméfig und geordnet, so dass eindeutige Stromlinien identifiziert werden
konnen. Die Geschwindigkeitsprofile sind in Abbildung 3.3a) angedeutet. Direkt an der
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Plattenoberfliche gilt u(x,0) = 0 (Haftbedingung) und am oberen Rand der Grenzschicht
gilt u(x, 0y (2)) = tso. Da 6, (z) mit steigendem z zunimmt, nimmt du/0y|,—o ab. Dieser
Gradient ist proportional zur viskosen Scherspannung im Fluid.

Laminar ~ Ubergangsbereich ~ Turbulent
A A A
r Y4 Y4 A

Turbulente Schicht

3 }Wandschicht
\
Viskose Unterschicht
a) ! L ‘ Platte

b)

Abbildung 3.3: Grenzschichten bei erzwungener Konvektion an einer Platte, a) Stromungs-
grenzschicht, b) thermische Grenzschicht.

Ferner bildet sich eine thermische Grenzschicht mit der Dicke dp(x) aus. Direkt an
der Plattenoberfliche gilt T'(z,0) = Tp und am oberen Rand der Grenzschicht gilt
T(z,07(z)) = Too. Das in Abbildung 3.3b) angedeutete Temperaturprofil beschreibt einen
Abkiihlvorgang der Platte, da Tp > T,. Die hier angestellten Uberlegungen gelten aber
auch fiir Tp < Ti. Fiir den Gradienten 07'/0y|,—o gilt analog zu Ou/0y|y—o, dass sein
Absolutwert mit steigendem x abnimmt. Da bei y = 0 keine Luftbewegung vorhanden
ist, ergibt sich der lokale Warmestrom ¢, an der Stelle z in Richtung y allein aus der
Wiarmeleitung (siehe (3.1)), d. h.,

. oT (x,
g, = 22L&y

3.10
o L,:o (3.10)

mit der Wéarmeleitfdhigkeit A der Luft. Offensichtlich besitzt ¢, eine Singularitat bei x = 0.

Eine vollstédndige analytische Berechnung von d,(x), ér(z), u(z,y), T'(x,y) und g, ist
anspruchsvoll und erfordert die Verwendung der Kontinuitdtsgleichung, der Impulsbilanz,
der Energiebilanz und einer Konstitutivgleichung fiir die Reibung im Fluid. Derartige
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0

Berechnungen werden z. B. in [3.3, 3.4, 3.8, 3.9] durchgefiihrt. Hier soll aber lediglich die
in der Stromungsmechanik und Warmelehre gebréduchliche Beschreibung mittels dimen-
sionslosen Kennzahlen und teilweise empirisch gefundenen Zusammenhangen erldutert
werden.

Als erste wichtige dimensionslose Kennzahl gilt die Reynolds-Zahl

Rep = —>= | (3.11)

wobei z eine charakteristische Lénge (im vorliegenden Fall die Léngskoordinate = der
Platte) und v die kinematische Viskositit des Fluids in m?/s ist. Re, beschreibt das
Verhéltnis von Tragheits- zu Zahigkeitskréiften in einer Stréomung. Anhand von Re, kann
daher auch entschieden werden, ob eine Stromung laminar oder turbulent ist. Sie ist
laminar fir Re, < Re. und turbulent fiar Re, > Re.. Die kritische Reynolds-Zahl Re. ist
eine situationsabhéngige Grofle und hat fiir den Fall der parallel angestrémten ebenen
Platte (vgl. Abbildung 3.3) den Wert Re, = 5 - 10°. Daraus folgt

e = Ree— . (3.12)

Uoo

Als gute Néherung fiir die Dicke der Stromungsgrenzschicht im laminaren Bereich hat sich

die Formel
e _ o

Uso v Rey
erwiesen [3.4]. Sie zeigt, dass d,(x) mit steigenden Werten v und x zunimmt und mit

steigenden Werten u, abnimmt.
Als weitere wichtige dimensionslose Kennzahl wird die Prandtl-Zahl

du(z) =5 (3.13)

Pr=— 3.14
=2 (314)

mit der Temperaturleitfdhigkeit a gemaf (3.6) verwendet. Sie ist eine rein stoffabhéngige
Grofle und setzt den Impulstransport durch das Geschwindigkeitsfeld ins Verhéltnis zur
Wairmeleitung durch das Temperaturfeld. Sie hat daher auch einen direkten Einfluss auf
die Grenzschichtdicken im laminaren Bereich. Dieser Einfluss kann durch

6u(x) = 67 (x)V/Pr (3.15)

beschrieben werden [3.4]. Fir Pr = 1 (hdufig bei Gasen und Démpfen) gilt folglich
du(z) = or(z). Pr < 1 (6u(x) < dr(x)) tritt bei fliissigen Metallen auf und Pr > 1
(6y(x) > dp(x)) bei vielen anderen Fliissigkeiten.

Die Gleichungen (3.13) und (3.15) zeigen, dass die Dicke d7(z) der thermischen Grenz-
schicht nicht von den Randwerten Tp und T, abhéngt. Es kann gezeigt werden, dass
Gleiches fiir die Form des Temperaturprofils T'(x,y) gilt, so dass die Grenzschichtgleichun-
gen Ublicherweise flir die normierte Temperatur

T T(xay) B Too

T(z,y) = T T (3.16)
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gelost werden, so dass T'(x,y) fiir beliebige Werte Tp und Tk, giiltig ist. Einsetzen von
(3.16) in (3.10) liefert daher

T (z,y)

qy - _)\TH‘ZFO

(Tp — Two) (3.17)

=y

mit dem Widrmeiibergangskoeffizienten oy, d.h. die Warmestromdichte ist proportional
zur Temperaturdifferenz Tp — T,,. Diese Proportionalitat ist charakteristisch fiir Warme-
ibertragung durch Konvektion und wird daher praktisch sehr hdufig zur Modellierung
verwendet.

Bemerkung 3.1. Der menschliche Korper niitzt die in (3.17) dargestellte Propor-
tionalitdt zur Temperaturregelung. Soll der Korper gekiihlt werden, so werden die
oberflichennahen Blutgeféfie erweitert, es fliefit mehr Blut durch und die Oberfla-
chentemperatur ist so wie der kithlende Warmestrom nach auflen hoher. Dabei wird
natiirlich vorausgesetzt, dass die Oberflichentemperatur des Koérpers Tp grofler als die
Umgebungstemperatur Ty, ist. Soll der Warmeverlust nach auflen gemindert werden,
wird die oberflichennahe Durchblutung durch Verengung der Blutgeféfie reduziert.

Offensichtlich ist die Bestimmung von «,, das von der Wérmeleitfdhigkeit des Fluids
und der Form der Temperaturverteilung im Fluid abhéngt, eine zentrale Fragestellung.
Um sie zu untersuchen, sind die Grenzschichtgleichungen zu l6sen, wobei hier hiufig die
Nufelt-Zahl

. x oy

= ap T —Toh ~ A (3.18)
als weitere dimensionslose Kennzahl verwendet wird. Sie setzt die Warmestromdichte an
der Plattenoberflache (vgl. (3.10) und (3.17)) in Beziehung zur Warmestromdichte durch
reine Wéarmeleitung iiber die charakteristische Distanz x bei gleicher Temperaturdifferenz
Tp—Ts. Im Bereich der laminaren Plattengrenzschicht kann geméa$ [3.3] in guter Naherung
die semiempirische Formulierung

Nujgm,» = VRezp(Pr) (3.19a)

Nu,

mit
v Pr
Pr) = 3.19b
P (Pr) V(1 +1.973Pr%27 1 21.29Pr)1/6 ( )

verwendet werden.

Turbulenter Bereich

Die Strémung wird im Bereich von x = z. (Ubergangsbereich) instabil und schligt in
eine turbulente Stromung um. In der als turbulente Schicht bezeichneten Region in Ab-
bildung 3.3a) (auch Defektschicht genannt) ist die Bewegung der Fluidteilchen daher
3-dimensional, instationdr und scheinbar zuféllig (chaotisch). Es bilden sich ungeord-
nete Wellen und Wirbel, die sich auch wieder auflésen. Der Rand der Grenzschicht ist
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iiblicherweise ausgefranst, so dass die Grenzschichtdicke
bu(x) = 0.372Re; V/° (3.20)

[3.4] eher einem zeitlichen Mittelwert als einem festen Maf3 entspricht. Gleichung (3.20)
und die nachfolgenden Beziehungen gelten fiir Re, < Re, < 108.

In der Nahe der Plattenoberfliche wird die Bewegung der Fluidteilchen durch die Wand
behindert. In der sogenannten viskosen Unterschicht (vgl. Abbildung 3.3a) liegt daher etwa
eine Parallelstromung vor und der Warmetransport wird von herkémmlicher Warmeleitung
dominiert. In der Wandschicht oberhalb der viskosen Unterschicht erfolgt ein Ubergang
zum turbulenten Stromungsverhalten. Im Vergleich zur laminaren Strémung kommt es bei
turbulenten Stromungsverhéltnissen zu verstarktem Warmetransport durch Stofftransport,
d. h. die turbulenten Durchmischungsvorgénge begiinstigen und dominieren letztlich das
Wiérmeiibertragungsverhalten. Im turbulenten Bereich gilt daher

du(z) = or(x) . (3.21)
Fiir die Nuflelt-Zahl kann im Bereich 0.6 < Pr < 60 die empirische Formulierung
Nuzyrz = 0.0296Re/> V/Pr (3.22)

[3.3, 3.4] verwendet werden.

Gemittelte GroBen

Aus den bisher angegebenen Formeln fiir die Nuflelt-Zahl lasst sich mit Hilfe von (3.18)
die lokale Warmestromdichte ¢, berechnen. Praktisch interessant sind auch noch die iiber
die Plattenlange L gemittelte Warmestromdichte

N 1 b
q= _/ gy dx = _/ oy dz(Tp — To) = o(Tp — Teo) (3.23)
L Jo L Jo
sowie die unter Verwendung von (3.19) und (3.22) berechnete mittlere Nuflelt-Zahl
L al
Nu=f—— =
YT T S Tox T A
. 2v/Rerp(Pr) wenn L < x.
| 2v/Recp(Pr) + 0.0370(Rey® — Re}/5) ¢/Pr  sonst (3.24)
o {2Nulam,L wenn L < x,
2Nulam,azc + %(Nutur,L - Nutur,xc) sonst '

Eine Skizze zur Herleitung der Beziehung (3.24) findet man im Anhang A.2. Die
hier gezeigte Vorgangsweise zur Berechnung der Warmeiibertragung durch erzwungene
Konvektion an einer horizontalen Platte kann in dhnlicher Weise fiir andere Geometrien
durchgefiihrt werden, z. B. fiir Rohrstromungen, querangestromte Kreiszylinder, Gruppen
von Rohren und Objekte mit Rippen. Es sind dann andere charakteristische Léngen
L, andere kritische Reynolds-Zahlen Re. und andere Formeln fiir die Nuflelt-Zahl (vgl.
(3.19) und (3.22)) zu verwenden. Diese Werte und Formeln kénnen z. B. den Fachbiichern
[3.3-3.5, 3.8-3.15] entnommen werden.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Randbedingungen Seite 78

Bemerkung 3.2. Abschlieflend sei noch erwahnt, dass erzwungene Konvektion nicht
immer an der Oberfliche von Festkorpern auftreten muss; sie ist auch an Oberflachen
von Fliissigkeiten moglich. In vielen Féllen ist es aufgrund von Dichte- und Viskosi-
tatsunterschieden zweier Fluide gerechtfertigt, ein Fluid als stehend zu betrachten.
Ein Beispiel einer solchen Situation ist ein leichter Wind, der {iber die stehende
Oberflache eines Wasserbeckens streicht.

3.2.2 Freie Konvektion

Freie Konvektion tritt in Fluiden an der Oberfliche von anderen Koérpern auf, wenn
die Stromung durch temperaturbedingte lokale Dichteunterschiede (Auftrieb) und ohne
eine duflere Einwirkung hervorgerufen wird. Die Berechnung freier Konvektion erfolgt
methodisch dhnlich wie bei der erzwungenen Konvektion, d. h. mit Hilfe von dimensionslo-
sen Kennzahlen (siehe Abschnitt 3.2.1), allerdings iibernimmt die Grashof-Zahl Gr, die
Rolle einer quadratischen Reynolds-Zahl Re? (vgl. (3.11)). Die NuBelt-Zahl Nu, ist daher
eine Funktion der Grashof-Zahl Gr, und der Prandtl-Zahl Pr. Die auftretende Strémung
ist laminar, wenn fiir die Rayleigh-Zahl Ra, = Gr,Pr < Ra. gilt und turbulent, wenn
Ra, > Ra,. Fiir den Fall einer ebenen vertikalen Platte hat die kritische Rayleigh-Zahl
den Wert Ra, = 10°. Auf eine eingehende Diskussion und Berechnung der GréBen Gr,,
Ra, und Nu, wird hier verzichtet. Diese Inhalte kénnen z.B. in [3.3, 3.4, 3.6, 3.8, 3.14,
3.16] nachgelesen werden.

3.2.3 Warmeleitung

Wiérmeleitung tritt auch an den Kontaktflichen zwischen Festkorpern auf (vgl. Abbildung
3.4). Dort héngt das Wérmeleitvermogen von folgenden Faktoren ab [3.4]:

» Beschaffenheit (Rauhigkeit) der sich berithrenden Oberflichen

o Flachenpressung zwischen den sich beriihrenden Oberflichen

o allfillige (punktweise) Verschweiflungen zwischen den sich berithrenden Oberflichen
e Fluid, das kleine Hohlrdume zwischen den sich beriihrenden Oberflachen fiillt

Das Wérmeleitverhalten an solchen Kontaktstellen entspricht im einfachsten Fall dem Fou-
rierschen Wirmeleitgesetz (vgl. (3.1)), d.h. die Warmestromdichte ist linear proportional
der Differenz der beiden Oberflichentemperaturen. Dies kann fiir zwei Kontaktoberflichen
A und B mit den Temperaturen T4 und Tp mit Hilfe eines Wéarmeibergangskoeffizienten
« in der Form

¢=a(Ta —1Tg) (3.25)

modelliert werden. Fiir ideale Kontaktbedingungen gilt « — co und T4 = Ts.
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T
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Abbildung 3.4: Warmeleitung an der Kontaktflache zweier Festkorper.

3.2.4 Warmestrahlung

Im Folgenden wird eine kurze Einfithrung in die Warmestrahlung zwischen Festkorpern
im Vakuum gegeben. Damit ist auch der Fall von Fluiden die Warmestrahlung weder
absorbieren noch emittieren (transparente Fluide) abgedeckt. Um die Berechnungen
einfach zu halten, sollen ausschliellich graue, diffuse Strahler beriicksichtigt werden. Was
darunter zu verstehen ist, wird im Folgenden diskutiert. Fiir die hier nicht dargestellten
Wairmestrahlungsfille (absorbierende und emittierende Fluide, nicht-graue Strahler, nicht-
diffuse Strahler) wird auf Fachbiicher wie z. B. [3.3, 3.4, 3.14, 3.17, 3.18] verwiesen.

Damit gasférmige Fluide Warmestrahlung absorbieren und emittieren kénnen, miissen
sie Festkorperpartikel enthalten (z. B. Staub) oder Molekiile, die in asymmetrischen Moden
schwingen kénnen [3.5], wie etwa CO2, H2O, O3, CH4 und NOg. Gase mit ausschlieflich
einatomigen oder symmetrischen zweiatomigen Molekiilen (z. B. Ng, O2 und Hy) besitzen
nur symmetrische Schwingungsmoden und sind praktisch transparent. Auch auf Luft
trifft dies bei moderaten Temperaturen und Strahlungsldngen im Bereich weniger Meter
naherungsweise zu.

Thermische Strahlung hingt wesentlich von den Temperaturen und Eigenschaften der
beteiligten Oberflichen, den auftretenden Wellenléngen und der Raumrichtung ab. Ein
diffuser Strahler liegt vor, wenn er in alle Raumrichtungen gleichméfig abstrahlt, wie dies
eine ideal matte Oberflache tut [3.3, 3.4, 3.17, 3.18]. Mit der Beschrankung auf diffuse
Strahler kann nachfolgend eine Beriicksichtigung der Raumrichtung entfallen.

Spektrale Ein- und Ausstrahlung

Fiir ein thermisch ausstrahlendes infinitesimales Oberflichenstiick d.A mit der Absolut-
temperatur 7' sei zunichst die spektrale spezifische Ausstrahlung Ey (A, T') in W/m3 bei
der Wellenlédnge A definiert. Damit emittiert das Oberflachenstiick im Wellenl&ngenbereich
[\, A + d)A] die Gesamtenergie Ey(A,T)dAdA in den dariiberliegenden Halbraum (He-
mispéare). Max Planck fand heraus, dass die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung
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von schwarzen Korpern durch (Plancksches Strahlungsgesetz)

2mhc3
hcq

Exp(A\,T) = m ;

(3.26)

mit der Planckschen Konstanten h = (6.626 068 96 & 0.000 000 33)10734 J s, der Lichtge-
schwindigkeit ¢, = 299792458 m/s und der Boltzmann Konstanten k£ = (1.3806504 +
0.0000024)10723 J /K beschrieben werden kann [3.3, 3.17, 3.18]. Ein schwarzer Korper
emittiert Strahlung mit einem ausschliefllich von der Temperatur abhéngigen Spektrum
und absorbiert auftreffende elektromagnetische Strahlung vollstédndig (keine Spiegelung,
Streuung oder Transmission). Insbesondere ist das Spektrum der emittierten Strahlung
unabhéngig von den Materialeigenschaften. Ein schwarzer Kérper hat bei allen Wellenlén-
gen das grofftmogliche Emissions- und Absorptionsvermdgen, d. h. keine andere Oberflache
kann mehr Warmestrahlung absorbieren oder bei gleicher Temperatur emittieren.

= 2200

— [\]
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Abbildung 3.5: Emittierte spektrale Ausstrahlung von schwarzen Kérpern.

Abbildung 3.5 zeigt die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung geméfl dem Planck-
schen Strahlungsgesetz (3.26). Das Maximum der Ausstrahlung tritt jeweils bei der
Wellenlénge

\ = 0.002897 768 m K

- (3.27)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Randbedingungen Seite 81

auf. Gleichung (3.27) ist als Wiensches Verschiebungsgesetz bekannt und die dadurch
beschriebene Linie ist in Abbildung 3.5 strichliert dargestellt.

Aufgabe 3.3 (Wiensches Verschiebungsgesetz). Beweisen Sie das Wiensche Verschie-
bungsgesetz (3.27) basierend auf (3.26).

Um das Emissions- und Absorptionsvermégen von nicht-schwarzen Koérpern zu beschrei-
ben, werden dimensionslose Proportionalitdtsfaktoren verwendet. Die spektrale Emissivitdt

AL T) = m € [0,1] (3.28)

vergleicht die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung einer Oberfliche mit jener
eines schwarzen Korpers bei gleicher Temperatur T'. Folglich gilt

2mhcd

—)\5 (e% B 1) (3.29)

Ex(AT) =ex(AT)

und fiir einen schwarzen Strahler e)(\,T") = 1.

Auftreffende Einstrahlung G (\)

W Reflektierter Anteil G ()
Semitransparentes \\\\;’ Absorbierter Anteil G 4())

Material
\\ Transmittierter Anteil G ()

Abbildung 3.6: Absorption, Reflexion und Transmission der auf einen semitransparenten
Koérper auftreffenden Einstrahlung.

Es sei G)(A) die auf ein infinitesimales Flachenstiick d A auftreffende spektrale spezi-
fische Einstrahlung in W/m? im Wellenlingenbereich [\, A + dA]. D. h. fiir diesen Wel-
lenlédngenbereich ist G\(A) dAdA die auftreffende Gesamtenergie. Natiirlich héngt das
Spektrum der auftreffenden Warmestrahlung von den Temperaturen der sie verursachen-
den Strahlungsquellen ab. Von der auf einen semitransparenten Koérper auftreffenden
spektralen Einstrahlung G\()\) werde der Anteil G 4()\) absorbiert, der Anteil G ()
werde reflektiert und der Anteil G +(\) strahle ungehindert durch den Kérper durch (vgl.
Abbildung 3.6). Damit lassen sich der spektrale Absorptionsgrad

_ G)\,a(A)

ax(A) Gr (V) € [0,1], (3.30a)
der spektrale Reflexionsgrad
o) = 22 ¢ 1) (3.30b)
GA(N)
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und der spektrale Transmissionsgrad

Gri(N)
A)=—= 1 .
T)\( ) G/\()\) € [07 ] (3 30C)
definieren [3.4]. Aufgrund der Energieerhaltung gilt natiirlich
G)\()\) = G)\7a(A) + G)\ﬂ«()\) + G)\yt(/\) (3.31&)
1T=ax(A) + pa(A) + (M) . (3.31b)

Schwarzer Hohlkorper

Abbildung 3.7: Korper in einem schwarzen Hohlkoérper.

Wie Gustav Robert Kirchhoff im Jahr 1859 feststellte, miissen an fiir Warmestrahlung
undurchsichtigen Oberflachen, die sich mit ihrer Umgebung im vollstédndigen thermischen
Gleichgewicht befinden (d.h. die gleiche Temperatur T" aufweisen), die emittierte und
absorbierte Strahlung iibereinstimmen. Dies gilt auch fiir einzelne Bereiche des Spektrums,
d.h. Ex(A,T) =ex(\T)Exp(AN, T) = G o(X) = an(A)GA(N), woraus die gelegentlich als
Kirchhoffsches Gesetz bezeichnete Beziehung

EA()\,T) = Oz)\()\) (3.32)

folgt [3.4, 3.17, 3.18]. Um dies zu zeigen, betrachte man die in Abbildung 3.7 skizzierte
Situation. Ein undurchsichtiger Kérper K mit der Oberfliche Ay, der Temperatur 7" und
dem spektralen Absorptionsgrad aj(A) befindet sich im Inneren eines Hohlkorpers mit der
Temperatur 7" und den Strahlungseigenschaften eines schwarzen Korpers, d. h. aus Sicht des
Kérpers K gilt Gx(A) = Ey (A, T'). Damit der Kérper K in diesem Gleichgewichtszustand
verbleibt, d. h. das Temperaturniveau T beibehélt, muss die totale absorbierte mit der
totalen emittierten thermischen Strahlungsenergie iibereinstimmen. Diese Gleichheit ldsst
sich nach Integration iiber das gesamte Spektrum in der Form

Ax /OOO an(A)Ga(\) dA = AK/O

o0 o
(N Ex s\, T) dA = AK/ e\ T) By 5\, T) dA
" (3.33)

ausdriicken. Diese Beziehung muss fiir beliebige Werte ay(\) giiltig sein, woraus (3.32)
folgt.

Obwohl (3.32) streng nur gilt, wenn alle beteiligten Oberflachen die gleiche Temperatur
haben, wird diese Beziehung auch fiir moderate Abweichungen von diesem Gleichge-
wichtszustand verwendet. Nicht mehr giiltig ist sie fiir Strahlungssituationen bei denen
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die Temperaturen der beteiligten Oberflichen sich um mehrere 100 K unterscheiden. Im
Folgenden wird die Giiltigkeit von (3.32) vorausgesetzt.
Totale Ein- und Ausstrahlung

Integration obiger spektraler Groflen iiber das gesamte Spektrum liefert die emittierte
totale Ausstrahlung

E(T) = / Ex(\,T) dA = / ex(\T)Exp(A, T) dA (3.34)
0 0
und fiir den Spezialfall eines schwarzen Strahlers das Stefan-Boltzmann Gesetz
se ©  27hc3
Ey(T) = / Eyp(A,T)dX = / — T4\ = oT* (3.35)
e 0 )5 (eﬁ = 1)
. 2 mokt -8 2704
mit der Stefan-Boltzmann Konstanten o = 52 = (5.6704 £0.00004)107° W /(m~K?).
€0
Damit lasst sich die totale Emissivitat
E(T)

berechnen. Sie héngt ausschliellich von der Temperatur 7" und den Eigenschaften der
ausstrahlenden Oberfliche ab.
In dhnlicher Weise erhélt man die totale Einstrahlung

G:/ Cr(A)d\ = G + Gr + Gy (3.37)
0
mit ihren Komponenten
G = / GV AN Vi€ fart) (3.38)
0

fiir den absorbierten, reflektierten und transmittierten Anteil. Fiir den totalen Absorptions-,
Reflexions- und Transmissionsgrad folgt
G, G, Gy

=, p=—, T=— . (3.39)

Natiirlich gilt auch hier wieder
l=a+p+r71. (3.40)

Im Gegensatz zu ¢(T) hiangen «, p und 7 damit nicht nur von der Oberfliche selbst
sondern auch vom Spektrum der auftreffenden Strahlung und damit der Temperatur und
den Oberflicheneigenschaften der jeweiligen Strahlungsquelle ab.

Man beachte, dass aus dem Kirchhoffschen Gesetz (3.32) im Allgemeinen nicht die
Beziehung ¢(T") = « folgt, da

e\ T)E\ (A, T) dA

e an(NGAN dX
e(T) = I Erp(N, T) dX ) -

X Gy d

# (3.41)
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Aus (3.41) erkennt man aber, dass €(T') = « gilt, wenn die Faktoren e)(\,7) und
ax(A) nicht von A\ abhéngen. Graue Strahler haben diese besondere Eigenschaft, d.h. die
Faktoren ex(\,T) = (T), ax(\) = «, px(A) = p und 7\(\) = 7 sind unabhéngig von A
[3.4]. Damit ist das von einem grauen Strahler emittierte Spektrum proportional zu dem
eines schwarzen Strahlers mit der gleichen Temperatur 7. Im Folgenden werden nur noch
graue Strahler betrachtet. Ein spezieller grauer Strahler ist der schwarze Strahler, fiir den
aufgrund von e)(A\,T) = 1, ax(A) =1, pa(A) = 0 und 75 () = 0 gilt. An dieser Stelle sei
nochmals erwidhnt, dass €(T") = « streng nur dann gilt, wenn die Quelle der auftreffenden
Einstrahlung ebenfalls die Oberflaichentemperatur 7" hat.

Netto-Strahlungsmethode

Bislang wurden einige Grundlagen zur Warmestrahlung an einer Oberflache diskutiert.
Fiir Warmeiibertragungsprobleme interessant ist der Warmeaustausch durch thermische
Strahlung zwischen zwei oder mehreren Kérpern mit bekannten Oberflichentemperaturen.
Fiir die Bestimmung dieses Warmeaustausches stehen mehrere Verfahren zur Verfiigung,
z. B. die Netto-Strahlungsmethode [3.3, 3.4, 3.14, 3.15], die Zonen-Methode [3.17-3.19)],
die Monte-Carlo Methode [3.17, 3.18] und die Methode der diskreten Ordinaten [3.17]. Im
Folgenden wird die Netto-Strahlungsmethode kurz fiir graue, diffuse Strahler skizziert.
Der Einfachheit halber werden ausschliellich intransparente Korper betrachtet, d. h. es gilt
€ = a =1 — p; die Theorie ldsst sich aber einfach auf semitransparente Korper erweitern.

Abbildung 3.8: Zwei Fliachen mit Strahlungsaustausch.

Abbildung 3.8 zeigt zwei strahlende Oberflichen A; und A; mit jeweils homogen
verteilten Oberflichentemperaturen T; und 7). Es sei nun G; die auf A; auftreffende totale
Einstrahlung in W/m? und .J; die von A; (gleichmiBig) abgehende totale Ausstrahlung
in W/m?. Da J; also neben der von A; emittierten Ausstrahlung zziaTi4 den reflektierten
Anteil von G; beinhaltet, gilt

Ji = EZ‘O'T;1 + piG; = <€Z‘O'T;1 + (1 — EZ‘)GZ' . (3.42)

Es sein nun Fj;J; jener Anteil von J;, der auf A; auftrifft. Die noch zu bestimmende
dimensionslose Zahl F;; € [0,1] wird Sichtfaktor genannt und hangt ausschliefllich von der
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Form und relativen Position der Flachen A; und A; ab. Um eine Berechnungsformel fiir
den Sichtfaktor herzuleiten, betrachte man Abbildung 3.8. Der Vektor s;; = r; — r; vom
Flachenelement d.A4; zum Flidchenelement d.A; héngt mit den beiden Winkeln 6; und 6; in

der Form
n; - Sz‘j Ilj . Sz'j

cos(6;) =

und  cos(f;) = — (3.43)

[Isijll (S0
zusammen, wobei n; und n; die Flichennormalvektoren zu d4; und d.A; bezeichnen. Die
vom Flachenelement d.A4; total abgehende Strahlungsenergie lautet J; d.4; mit J; geméf
(3.42), wovon der Anteil J; d.A; cos(6;) in Richtung von s;; abgestrahlt wird. Die auf das Fla-
chenelement d.A; auftreffende Strahlungsenergie errechnet sich zu J; d.A; cos(6;) d.A; cos(;).
Damit ergibt sich die auf der gesamten Fléche A; auftreffende Strahlungsenergie, die von

der gesamten Flache A; abgegeben wurde, zu
1
Jji = Ji—/ / cos(6;) cos(6;) dA; dA; . (3.44)
' Ja, Ja,

Man beachte, dass I' in (3.44) einen noch zu bestimmenden Normierungsfaktor darstellt. Es
muss nidmlich gelten, dass fiir eine Halbkugel der Fliche A; (mit dem Radius s;; = [|s;][,)
die auftreffende Strahlungsenergie J;; der von der Fléche A; abgegebenen Strahlungsenergie
J; entspricht (siehe Abbildung 3.8), weshalb in diesem Fall die Beziehung

1 / / cos(0;) cos(6;) d.A; d.A; = 1 (3.45)
T Ja, Ja;

erfiillt sein muss. Wertet man (3.45) fiir die Halbkugel mit dem Radius s;; aus, so folgt
#; = 0 und man erhalt

2r /2
/ cos(0;) dA; = / / cos(ﬁi)sfj sin(6;) db; dy = s?jw =I. (3.46)
A; o Jo

Aus (3.44) mit (3.46) erhélt man unmittelbar die Definitionsgleichung fiir den Sichtfaktor
als Verhaltnis von Jj; (auf die Flache A; auftreffende Strahlungsenergie, die von der Flache
A; abgegeben wurde) zu A;J; (gesamte von der Fliache A; abgegebene Strahlungsener-

gie)

Ej— - / / cos(6) cos( )dA d4; . (3.47)

'L ’L

Aus (3.47) folgt unmittelbar das Rezzpmzztatsgesetz

AiFij = Aiji 5 (348)

Dies kann bei der Berechnung von Sichtfaktoren niitzlich sein. Da fiir viele geometrische
Falle exakte Losungsformeln fiir F;; existieren (siehe z. B. [3.17, 3.18, 3.20]), entféllt hiufig
die Berechnung des Mehrfachintegrals in (3.47).

Wie in Abbildung 3.9 angedeutet, bestehe ein geschlossener Strahlungsraum aus N
Teilstiicken mit den Oberflichen A; (i = 1,...,N) und den zugehoérigen homogenen
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Abbildung 3.9: Schnitt durch einen geschlossenen Strahlungsraum.

Oberflichentemperaturen 7;. Eine Bilanz der von der Fliche A; abgehenden totalen
Ausstrahlung liefert

N
Ji=> FijJi (3.49)
j=1
und daher die als Summationsregel bekannte Beziehung

N
1=)"F; Vie{lL2,...,N}. (3.50)
j=1

Mit dem Reziprozititsgesetz (3.48) und der Summationsregel (3.50) wurden bereits zwei
Formeln gefunden, die zur effizienten Berechnung von Sichtfaktoren ausgeniitzt werden
konnen. Weitere Vereinfachungen ergeben sich haufig, da fiir ebene Fldchen und konvexe
Koérper Fj; = 0 gilt. Auflerdem lassen sich Sichtfaktoren addieren und subtrahieren.

Aufgabe 3.4 (Zusammenfassen von Fliachen). Zeigen Sie, dass wenn zwei Flachen
A;, und A;, zu einer Fliache A; = A;, + A;, zusammengefasst werden, basierend
auf (3.47) Asz = AilFilj + AizFi2j fir j 75 11, J 7& io und j 75 1 sowie A;Fy; =
Aiy (Fiyiy + Fiyiy) + Ay (Figiy + Fiyiy) gl

Aus dieser Eigenschaft lassen sich einfach Regeln fiir die Subtraktion von Fliachen ableiten.

Eine Bilanz der auf die Fliche A; auftreffenden Strahlungsenergie liefert gemeinsam mit
dem Reziprozitétsgesetz (3.48)

N N
AjGyj =Y AiJiF; =) AjJiFy (3.51)

i=1 i=1

und daher unter Verwendung von (3.42)

N N
Gj =) FjiJi=) Fji(eioT} + (1~ )Gy . (3.52)
i=1 i=1
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Nun sei
G =Ji—G; = Ei(O'T;l - Gy) (3.53)

die Nettowdrmestromdichte die die Oberfliche A; verldsst (vgl. Abbildung 3.9). An

dieser Stelle ist es gilinstig auf Matrixschreibweise mit ¢ = [¢i]i=1,.. N, € = [€ili=1,...N,

T = [TZ4]i=1,...,N, G = [Gili=1,..,.~ und F = [Fj;]i=1,. Nj=1,..~ zu wechseln. Aus (3.52)

und (3.53) folgen damit direkt die von den Oberflichen austretenden Nettowdrmestrom-
dichten

q= (E — F)(E — (E — diag{e})F) " diag{e}oT*

= diag{e}(E — F(E — diag{e})) " (E — F)oT*?

zufolge von thermischer Strahlung.

(3.54)

Aufgabe 3.5 (Wiarmestromdichten zufolge von thermischer Strahlung). Berechnen Sie
ausgehend von (3.52) und (3.53) beide in (3.54) dargestellen Ergebnisse.

Aufgabe 3.6 (Warmestrahlung zwischen parallelen unendlich ausgedehnten Platten).
Die beiden in Abbildung 3.10 skizzierten, durch Vakuum getrennten, unendlich
ausgedehnten, ebenen, parallelen Platten haben die festen Temperaturen 77 und 75.
Die Oberflichen sind graue, diffuse Strahler, haben die Emissivitdten €; und €5 und

tauschen mittels thermischer Strahlung Energie aus.
D

gy T2 €2

q% T, &1

7

Abbildung 3.10: Unendlich ausgedehnte parallele Platten.

a) Begriinden Sie formal warum hier fiir die Sichtfaktoren

0 1
F = L 0] (3.55)

gilt.

b) Berechnen Sie die Warmestromdichte ¢; = —¢o.

Lésung von Aufgabe 3.6.
b)

j 1 —1| |1
. — L (3.56)
42 e1tex—e1e2 |1 1] |15
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Beispiel 3.1 (Rohrreaktor mit Warmeverlust durch Mantel). Abbildung 3.11 zeigt den
Querschnitt eines Rohrreaktors der durch eine Vakuumschicht isoliert ist. Aufgrund
der im Innenrohr ablaufenden exothermen chemischen Reaktion wird stationar der
auf die Rohrldnge bezogene Wérmestrom ¢° in W/m von der Reaktionskammer
gleichméfig an den Rohrmantel abgegeben. Alle Oberflichen sind graue, diffuse
Strahler. Das Innenrohr mit dem Durchmesser d hat die Emissivitiat ;. Das Au-
Benrohr mit dem Durchmesser D hat beidseitig die Emissivitiat €s. Es gibt durch
Konvektion (Warmetibergangskoeffizient «v) Warme an die umgebende Luft mit der
festen Temperatur T, ab. Zusétzlich geht Warme iiber thermische Strahlung an
die umgebenden Oberflachen, welche im Mittel ebenfalls die feste Temperatur T
besitzen, verloren. Die Rohrwénde seien vernachléassigbar diinn. Fiir die Berechnung
der thermischen Strahlung sei der Reaktor im Vergleich zu den ihn umgebenden
Oberflachen vernachléssigbar klein.

Reaktionskammer

Luft, T\

Abbildung 3.11: Rohrreaktor mit Warmeverlust durch Mantel.
a) Wie grofl darf ¢° maximal sein, damit das Auflenrohr die bei Beriihrung durch
Menschen ungefahrliche Temperatur 75 4, nicht tiberschreitet?

Da das innere Rohr von auflen gesehen ein konvexer Korper ist, gilt fiir den Sichtfaktor
F11 = 0 und aus der Summationsregel (3.50) folgt

Fii1+Fio=Fo=1. (3.57)

Mit dem Reziprozitatsgesetz (3.48) und der Rohrldnge [ erhilt man

A1F12 = ldﬂ'FlQ == A2F21 == lDT('FQl (358)
und damit J
Fp=4. (3.59)

Der Sichtfaktor Fyy ldsst sich wiederum iiber die Summationsregel (3.50) Fo1+ Fao = 1
zu

d
Fp=1-5 (3.60)
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bestimmen. Mit der Sichtfaktormatrix

0 1
F=|4d . d (3.61)
D = D

errechnen sich die Nettowdrmestrome nach (3.54) in der Form

~1
ap_p ol ! —(1—<1) e 0]
Liz]_l—fé i‘%”—(l—ez)[d, 1—(1—52)(1_g)] Ulo gj lTS‘] (3.62)
E—

———N
F E—(E—diag(e))F diag(e) T4

Q1 £1E90 1 —1 T14
T = = 4 4 nE (3.63)
Go] e2teall-e)pl-5 5T
Im stationaren Fall muss der von der Reaktionskammer an den inneren Rohrmantel
abgegebene Wirmestrom ¢°/(dm) gleich dem Nettowédrmestrom ¢; und der vom

duBeren Rohrmantel an die Umgebung abgegebene Warmestrom zufolge Konvektion
und Strahlung gleich dem Nettowarmestrom ¢o sein, d. h.

e

q

—=¢ und —a(lhs—Tx)-— 520(T24 - Tfo) =q . (3.64)
dm

Da gemaf (3.63) gilt ¢o = —%cjl, folgt aus (3.64) unmittelbar die Beziehung
¢° = Dr{a(Ty — To) + 220 (T3 - T4 } (3.65)
und daher muss der auf die Rohrlénge bezogene Warmestrom ¢° die Ungleichung
¢° < Dr{a(Tomax — Too) + 220 (T — TS ) | (3.66)

einhalten, damit die Temperatur 75 am &ufleren Rohrmantel den Wert 75 .« nicht
iibersteigt.

b) Welche Temperatur 7 stellt sich am Innenrohr ein, wenn der Reaktor bei der
in Punkt a) berechneten Volllast betrieben wird?

Aus der Stationaritétsbeziehung ¢° = dng; (siehe (3.64)) lasst sich mit Hilfe von
(3.63) und (3.66) die zu T5 max zugehorige Temperatur des inneren Rohrs T max zu
1

1/D 1 :
_ 4 - = - . 4 74
T = (TQ,mM +— (51 R 1) ((Toymaw = Too) + 023(T s Too))) (3.67)

berechnen.
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Aufgabe 3.7. Die Sonne kann als eine strahlende Kugel mit dem Radius rg und den
Strahlungseigenschaften eines schwarzen Korpers betrachtet werden. Der mittlere
Abstand zwischen Sonne und Erde betrigt [gg. Als Solarkonstante Ejy bezeichnet man
die Strahlungsleistung pro m? auf eine Fliche am #uBersten Rand der Erdatmosphire
mit senkrecht einfallender Strahlung. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der
Oberflachentemperatur Ts und der Solarkonstanten?

Rohr

TU,oo

<& e

0 Erde

Ts

~ Sonne | TB.oo

Abbildung 3.12: Sonnenabstrahlung und Erwdrmung eines Rohres.

Die von der Sonne auf die Erde senkrecht eintretende Einstrahlung G g erwédrmt ein
mit ruhendem Fluid gefiilltes, diinnwandiges Rohr (Radius 7, Lange [, Temperatur Tg).
Das Rohr gibt seine Wérme in Form von Strahlung (Emissivitét er) und Konvektion
(Warmeiibergangskoeffizient ag) an die Umgebung mit der Umgebungstemperatur
Tt 00 ab. Zudem wird dem Rohr durch Wérmeleitung tiber den Boden (Bodentem-
peratur T'g o, Warmeiibergangskoeffizient ap) Warme entzogen. Ermitteln Sie eine
Bestimmungsgleichung fiir die Oberflachentemperatur des Rohres T (und damit der
Temperatur des Fluids) fiir den stationédren Fall.

Hinweis: Sonne und Rohr werden als graue Strahler angenommen. Aufgrund von
I > r konnen die Warmestrome an den Stirnflaichen des Rohres vernachlassigt werden.
Die Bestimmungsgleichung muss nicht explizit nach der Rohrtemperatur T aufgelst
werden.

Lésung von Aufgabe 3.7.

2
OTg

1
TS _ (E()(T‘S + lSE)2> 4

0 =2erGEg — W(eRUTﬁL + OéU(TR — TU,oo) + OéB(TR — TBpo))

Die bisherigen Ergebnisse kénnen direkt auch fiir 2-dimensionale Geometrien verwendet
werden, allerdings vereinfacht sich in diesem Fall die in (3.47) definierte Berechnung von
Sichtfaktoren erheblich. Die Annahme einer 2-dimensionalen Geometrie ist dann exakt
erfiillt, wenn es sich um einen prismatischen Strahlungsraum (vgl. Abbildung 3.13a) mit
unendlicher Langenausdehnung handelt. Die Fliachen A; sind dann vollstdndig durch die
zugehorigen (nicht notwendigerweise geraden) Konturen mit den abgewickelten Liangen
a; definiert. Man kann zeigen, dass in solchen 2-dimensionalen Geometrien fiir den
Sichtfaktor
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a) @ b) da;

Abbildung 3.13: Vereinfachung bei 2-dimensionaler Geometrie, a) prismatischer Strah-
lungsraum, b) Integration entlang einer Kontur.

cos(6;) cos(6;) 1
= dajda; = — in(6; 1) — sin(6; o) da; 3.68
7/.] a; /az L] 25” a; 26%’ i Sln( Zal) SID'( Zvo) a; ( )
gilt. Die Winkel 6; o und 6; ; sind in Abbildung 3.13b) definiert. In (3.68) kann das Integral
entlang der Kontur a; sehr haufig direkt analytisch berechnet werden. Ergebnisse fiir einige
Félle, wo eine analytische Berechnung leicht mdoglich ist, sind in Tabelle 3.1 angegeben.

Tabelle 3.1: Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien.

L,
Fy= oo (VP (et L2 Ji + (o L2 S
v J
—\/y2+(:17—|—Lj—Li)2—\/y2+:r2)
By = o (Lt P o LR )

x>0 L; ‘
‘ N
24 .2 2 2 Lil ’
FZJ_2L(LJ+\/y t+z —\/y +($+LJ)) s L
y “( >
7 N
y| i J
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1 ’ Lj
Fj = i(L +L;— \/Lf + L3 — 2L L, cos(e)) L [ \
<9 \

VT

”
y+x yi% )

Aufgabe 3.8 (Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien). Rechnen Sie die
in Tabelle 3.1 angegebenen Ergebnisse nach.

Fi=1-

3.3 Warmequellen

Wiérme kann nicht originér erzeugt werden, sondern entsteht aus anderen Energieformen
durch Umwandlung. Derartige Umwandlungsvorgidnge und die Riickumwandlung von
Wiérme in andere Energieformen (soweit diese moglich ist) werden z. B. in der Thermo-
dynamik studiert. Typische andere Energieformen sind mechanische Energie, elektrische
Energie, chemische Energie, Strahlungsenergie und Kernenergie. Obwohl Warme nur
durch Umwandlung entstehen kann, ist es fiir Warmebilanzen oft giinstig von Wérmequel-
len zu sprechen. Im Folgenden werden einige Beispiele einfacher Umwandlungsvorgange
diskutiert.

Mechanische Reibung

In Abschnitt 2.2.5 wurde vorgestellt wie mechanische Arbeit durch Dissipation in Warme
umgewandelt werden kann. Reibung tritt typischerweise an der Beriihrfliche zweier Kérper
auf oder in sich deformierenden Koérpern. Der Einfachheit halber wird hier nur der erste
Fall behandelt.

Zufolge einer Reibkraft f, (resultierende Reibkraft) zwischen zwei Oberflichen, die sich
beriihren, wird nur dann mechanische Energie in Warme umgewandelt, wenn sich die zwei
Fléachen relativ zueinander verschieben. Tun sie dies mit der Relativgeschwindigkeit v, so
wird dem System mechanische Arbeit mit der Leistung

W, =—f v (3.69)

entzogen. Da die Reibkraft stets der Bewegung entgegenwirkt, gilt W, > 0. W, kann
in mechanische Verformungsenergie (plastische Deformation der Reibflachen, Bildung
von Kratzern und Abrieb) oder Warmeenergie umgewandelt werden. Welcher Anteil
tatsdchlich in Wéarme umgewandelt wird, héngt von der jeweiligen Anwendung ab. In
Bremssystemen beispielsweise soll ein moglichst groflier Anteil in Warme und nur ein
geringer Anteil in Abriebenergie umgewandelt werden. Handelt es sich, anders als bei
der fiir (3.69) postulierten translatorischen Relativbewegung, um einen rotatorischen
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Reibvorgang, so entspricht die Reibleistung alternativ zu (3.69) dem negativen inneren
Produkt aus Reibmoment und Drehwinkelgeschwindigkeit.

Die durch Reibung entstehende Wérme wird direkt an der Reibfliche (oder im deformier-
ten Volumen) frei. Es ist daher oft zweckméBig, statt W, eine auf die Fliche (das Volumen)
bezogene Wirmequelle, d. h. eine Quellendichte, in W/m? (W/m?) zu verwenden.

Ohmsche Last

Fliet durch ein infinitesimales Volumenelement d) eines elektrischen Leiters Strom
mit der Stromdichte J(¢,x), so muss das Element geméfl dem Ohmschen Gesetz einem
elektrischen Feld

E(t,x) = pe(x,T)J(t,x) (3.70)

ausgesetzt sein [3.21]. Hier bezeichnet p. den spezifischen Ohmschen Widerstand des
Materials, der im Allgemeinen vom Ort x = (z,y,2z) und der lokalen Temperatur T
abhéngt. Haufig wird die Formulierung

pe(%,T) = peo(*)(1 +~7(x)(T - To)) (3.71)

mit dem Temperaturkoeffizienten v und der Referenztemperatur Ty zur Beschreibung
dieses Effekts verwendet [3.21].

Der Stromfluss verursacht Interaktionen zwischen den sich bewegenden Elektronen
und dem Atomgitter des Leiters, was zu einer Erhéhung der im Material gespeicherten
thermischen Energie fiihrt. In einem Ohmschen Widerstand wird daher am Punkt x die
Leistungsdichte

_ _ 2 _ 1B x)13

ot 7) = B(t.x)- 3.3 = po e D31 ) [ = 1570 (3.72)
[3.21] dissipiert, d.h. in Wéarme umgesetzt. Diese Beziehung lésst sich aus dem Verlust
an potentieller Energie, den Ladungsteilchen erfahren, wenn sie sich im elektrischen Feld
bewegen, herleiten (vgl. [3.22]). Grundsétzlich stellt elektrisch leitendes Material mit einem
spezifischen Widerstand p, > 0 also eine volumetrische Warmequelle dar. Integriert man
g(t,x,T) iiber das Volumen V des Ohmschen Widerstandes R, so ergibt sich die gesamte
in Warme umgesetzte Leistung (Joulsche Wirme)

U(t)
R

W(t) = /V g(t,x,T)dV = U(t)I(t) = RI*(t) = (3.73)
[3.21] wobei U(t) die anliegende Spannung und I(¢) der durchflieBende Strom ist. Bei
dieser Integration kann das Gebiet V gedanklich in infinitesimale Stromroéhren zerlegt
werden, iiber deren Berandung kein Strom flief3t.

Wird ein Leiter von Wechselstrom iiblicher Netzfrequenz durchflossen, so reicht es zur
Temperaturanalyse meist aus, mit den zeitlichen Mittelwerten von g(t,x,T) und W (t)
zu rechnen, d. h. mit Effektivwerten. Der Grund dafiir ist, dass die Zeitkonstanten des
thermischen Verhaltens meist signifikant héher sind als jene des elektrischen Verhaltens.
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I(ZC
—
Thermoelemente —
Messdraht Vergleichsdraht

Abbildung 3.14: Wechselstrom /Gleichstrom-Komparator zur Effektivwert-Messung des
Stromes.

Bemerkung 3.3. Dieses Prinzip wird von sogenannten Thermoumformern zur Bestim-
mung von effektiven Stromwerten bei Frequenzen bis in den GHz-Bereich ausgeniitzt.
Dabei wird die Erwdrmung eines stromdurchflossenen Widerstandsdrahtes gemessen.
Dies erfolgt entweder direkt mit einem Thermoelement oder indirekt durch Erwér-
mung eines zweiten mit Gleichstrom betriebenen Vergleichsdrahtes. Der letztere,
auch als Wechselstrom/Gleichstrom-Komparator bekannte Fall ist in Abbildung 3.14
skizziert. Der mit dem Amperemeter gemessene Gleichstrom I, im Vergleichsdraht
entspricht gerade dem Effektivwert des Stromes I, [3.23].

Aufgabe 3.9 (Wechselstrom/Gleichstrom-Komparator). Fir den in Abbildung 3.14
skizzierten Wechselstrom/Gleichstrom-Komparator ist bekannt, dass der Messdraht
und der Vergleichsdraht kreisrunde Querschnitte besitzen und aus dem gleichen
Material gefertigt sind. Der Durchmesser des Messdrahtes sei Dg.; jener des Ver-
gleichsdrahtes Dg.. Die Drahte besitzen eine homogene Temperaturverteilung und
werden ausschliefllich durch Konvektion an der Mantelfliche gekiihlt, wobei der Wér-
meiibergangskoeffizient o und die Umgebungstemperatur T, bei beiden Dréhten
ident sind. Es wird hochfrequenter Wechselstrom [,. gemessen, weshalb der Skin-
Effekt die effektive Leiterquerschnittsfliche des Messdrahtes auf 10 % reduziert. Mit
welchem Durchmesserverhéltnis D,./Dg. muss das Messgerit gebaut werden, damit
der Gleichstrom ;. dem zu messenden Effektivwert von I,. entspricht?

Lésung von Aufgabe 3.9.
D(IC

Ddc

= V10 (3.74)
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3.4 Stationdare Warmeiibertragung

In diesem Abschnitt werden einige einfache Beispiele zur stationdren Warmeiibertragung
diskutiert.

3.4.1 Ebene Wand

T T
T0 ﬁ
TO \ TO
Ty,

0 L 0

e
T() —q> TL Too70 Q) —q> ay, Too,L

A(z) Ai
o ~———~—— — - ——
a) L b) L

Abbildung 3.15: Stationdre Warmeiibertragung in ebener Wand, a) allgemeiner Wand-
aufbau mit Randbedingungen erster Art, b) schichtweise konstanter
Wandaufbau mit Randbedingungen zweiter Art.

Die Bestimmung des Warmestroms und des Temperaturprofils in einer ebenen Wand
ohne Wiarmequellen und mit Randbedingungen erster Art an beiden Oberflichen kann
als 1-dimensionales Warmeleitproblem in kartesischen Koordinaten aufgefasst werden. Im
Folgenden soll von stationdren Verhaltnissen und isotropem Material mit temperatur-
unabhingiger Warmeleitfahigkeit \(xz) ausgegangen werden. Wie in Abbildung 3.15a
dargestellt, habe die Wand die Dicke L und die beiden Oberflichentemperaturen 7'(0) = Tj
und T'(L) = Tr. Im stationdren Zustand muss geméaf (3.4) die Temperatur T'(x) dem
Randwertproblem

d d
p ()\(:c)axT(a:)) =0 und 7(0)=Tp, T(L) =Ty (3.75)
geniigen. Aus (3.75) folgt
)\(:c)aiT(a:) = C = konst. (3.76)
und damit durch Integration
z ] ~
T(z) - T(0) = C /0 o (3.77)
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Setzt man in (3.77) fiir x = L ein, so erhélt man

T(L) - T1(0)

C = (3.78)
L ~
I ﬁ dz
und damit das stationdre Temperaturprofil in der Wand in der Form
I )\% dz
T(z) = To + (Tp — To) o — . (3.79)
0 )\_j) dz
Die Warmestromdichte ¢ geméaf (3.1) errechnet sich zu
0 To— T
§=-Me)z-T(x)=~C= o (3.80)
fO m dz
und fiir konstante Warmeleitfahigkeit A vereinfacht sich (3.80) zu
oA
q= Z(TO —11) . (3.81)

Wegen A(z) > 0 ist T'(x) entsprechend (3.79) monoton. Wie geméf8 Abschnitt 3.1 zu
erwarten war, haben die Massendichte p und die spezifische Warmekapazitit c, keinen
Einfluss auf den Warmestrom und das stationdre Temperaturprofil in der Wand.

Ist eine Wand aus mehreren Schichten mit abschnittsweise konstanten Materialpa-
rametern aufgebaut, wie dies in Abbildung 3.15b) gezeigt ist, dann vereinfacht sich
die Berechnung der Warmestromdichte ¢ geméafl (3.84) erheblich. Man nehme an, die
Wand bestehe aus den Schichten ¢ = 1,..., N mit den jeweiligen Dicken L; und Wéar-
meleitfahigkeiten A;. Auflerdem soll nun von Randbedingungen zweiter Art mit den
Wiérmetibergangskoeffizienten op und a7, und den festen Temperaturen Tt o und T 1,
der umgebenden Fluide ausgegangen werden. Fiir die Warmestromdichte ¢ folgt in diesem
Fall (siehe Abbildung 3.15b)) unter Beriicksichtigung von (3.23) und (3.81)

. A
G=00(Tooo—To) = (Ty—T)) == ﬁ(TN_1 —Tp)=ap(Tp —Ter) . (3.82)

Der Wirmedurchgangskoeffizient k (gelegentlich auch k-Wert genannt) in W/m?K be-
schreibt den Proportionalititsfaktor zwischen der Differenz der Auflentemperaturen
(Too,0 — Too,r,) und der Wirmestromdichte ¢. Aus (3.82) lassen sich einfach die Diffe-
renztemperaturen fiir jede Schicht berechnen und addieren

Too,O — Too,L = (Too,o — To) + (To — Tl) + -+ (TN,1 — TL) + (TL — Too,L) , (3.83)

—_—— —,—
s 1 - L Ly s 1
qO‘O 97 QW qaL

womit sich unmittelbar die Warmestromdichte zu

1
Gg==k Too, _Too, mit k= - 3.84
(Ts,0 L) TN L L (3.84)

7

ergibt. Man erkennt, dass die Wand besser isoliert, je kleiner der k-Faktor ist.
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Beispiel 3.2 (Isolierverglasung). Bei der Auswahl der Fenster fiir ein neues Wohnhaus
steht man vor der Entscheidung, konventionelle Fenster mit einer Einfachverglasung
oder teurere Fenster mit einer Doppelverglasung zu wéahlen. Ein typisches Fenster
mit Doppelverglasung ist in Abbildung 3.16 links dargestellt. Zum Vergleich der
thermischen Eigenschaften soll das Verhéltnis der Warmeiibergangskoeffizienten
zwischen Einfach- und Doppelverglasung untersucht werden.

Aa
T
= Sy Ty
aA ag, ay, ar T2
T
Txy AL Tr
Ty
TA j_‘3 X
<1
"4 ,4 T
1 D 1)

Abbildung 3.16: Querschnitt einer Doppelverglasung (links) mit typischem Tempera-
turverlauf (rechts).

Der Warmeiibergang von Glas auf Luft und umgekehrt wird im Scheibenzwi-
schenraum vernachlassigt, d.h. ay — oco. Fiir den Fall T7 > T ist ein typischer
Temperaturverlauf in Abbildung 3.16 dargestellt. Da das gesamte Fenster von der
selben Wérmestromdichte ¢ durchsetzt wird, ergeben sich fiir die einzelnen Segmente
die Beziehungen

q¢=ar(Tr—T) (3.85a)
q= %G(Tl —T) (3.85b)
q= %(T2 —13) (3.85¢)
q= %G(Ts —Ty) (3.85d)
4= aa(Ty —Ta), (3.85¢)

(3.85f)

welche ein lineares Gleichungssystem der unbekannten Groflen 11,75, T5, T, und ¢
darstellen. Daraus folgt der Zusammenhang

1 1) D 1
i|—+2—+—+— | =1T7-T )
q (oq + o + Y + OéA) T ‘A, (3.86)

1

kp
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woraus der Warmedurchgangskoeflizient der Doppelverglasung abgelesen werden kann.
Mit dem analog berechneten Wéarmedurchgangskoeffizienten einer Einfachverglasung

1 1 0 1
—=—4+—4+— 3.87
kg (041 " A " 04A> (3.87)
ergibt sich das Verhéltnis der beiden Durchgangskoeffizienten zu
) D
kg e T

By e (3.88)
kp ar tae T as

3.4.2 Zylinderformige Wand

Fir die in Abbildung 3.17 dargestellte aus N kreisférmigen Schichten bestehende Rohr-
wand soll fiir den stationdren Fall ohne Warmequellen der Temperaturverlauf und der
Warmestrom berechnet werden. Eine Schicht ¢ € {1,..., N} habe den Innenradius r;_1,

T

0

Tr

N

Abbildung 3.17: Stationdre Warmetibertragung in zylinderférmiger Wand.

den Auflenradius r; und die homogene, temperaturunabhingige Warmeleitfahigkeit A;.
Im Rohr flieft ein Medium mit der festen Temperatur T und das Rohr wird von einem
Medium mit der festen Temperatur T, umstromt. Der Warmeiibergangskoeffizient an
der Rohrinnenseite (Radius 7¢) sei ap; an der Rohrauenseite (Radius ry) sei er ay. Alle
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Groflen seien unabhingig von der Winkelkoordinate ¢ und der Langskoordinate z (vgl.
Abbildung 3.2a), so dass die Annahme 1-dimensionaler Warmeleitung in Richtung der
radialen Koordinate r gerechtfertigt ist. Aus (3.5b) folgt damit fiir eine beliebige Schicht
ie{l,....,N}
O0=XNi——|r—
ror\" or

Diese Differentialgleichung hat die Losung

19 ( 8T) Vi e (ripr) (3.89)

()
T(r)="Ti—1+(T; - Tifl)f Vr € [ri—1,7i] (3.90)

ln(a>
mit 7; = T'(r;) und T;—1 = T'(r;—1). Wie es sein muss, hingt die lokale Warmestromdichte
o _ 1T
o 'r IH(L)

Ti—1

Q(T) ==\ Vr e (7”2‘—177"1‘) (3.91)

vom Radius r ab. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen zweiter Art ergibt sich
daher fiir die mehrschichtige Wand

1
1 N 1 ) 1
ToQQ + Zi:l Xi ln('f'i—l) + TNON

=k(r)

S| =

q(r) = (Tr — T) (3.92)

mit dem vom Radius abhiingigen Wirmedurchgangskoeffizienten k(r) in W/(m?K). Prak-
tisch interessant ist auch noch der vom Radius unabhéngige auf die Rohrlinge bezogene
Warmestrom

2
= (Tr — Tx) (3.93)
1 N 1 i 1
roayg + iz Xi 1n<7‘:—1) + rNON
—ko

mit dem bezogenen Warmedurchgangskoeffizienten k£° in W/(mK).

Aufgabe 3.10 (Bezogener Wiarmedurchgangskoeffizient bei schichtweisem zylinderfor-
migem Wandaufbau). Leiten Sie (3.93) ausgehend von (3.89) her. Beachten Sie, dass
im Gegensatz zu (3.82) der Ausdruck r¢(r) betrachtet werden muss.

3.4.3 Vorspringende Teile und Rippen

Um den Warmeiibergang zwischen Festkorpern und Fluiden zu verbessern, wird haufig
die wirksame Warmeaustauschfliche konstruktiv vergroflert, z. B. durch Rippen. Abbil-
dung 3.18 zeigt ein Beispiel eines mit Rippen versehenen Kiihlkoérpers fiir Elektronikbau-
teile.

Bemerkung 3.4. Auch in der Natur sind solche konstruktiv vergroflerten Warmeaus-
tauschflachen zu beobachten: Delphine niitzen ihre Flossen auch zur Temperaturrege-
lung. Bei afrikanischen Elefanten entfallt rund ein Sechstel der Korperoberflache auf
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Abbildung 3.18: Kiihlkérper fiir Elektronikbauteile.

die kithlenden Ohren.

Da eine exakte Berechnung des Temperaturfeldes und Warmeiibertragungsverhaltens
solcher Bauteile meist mit erheblichem Aufwand verbunden ist, beschrédnkt man sich oft
auf Naherungen mit zahlreichen vereinfachenden Annahmen.

Mit diesen Ergebnissen ldsst sich der Effekt von Rippen (oder anderen konstruktiven
Elementen) auf den Warmeaustausch an einer Oberfliche bestimmen. Ausschlaggebend ist
die Form und das Material der Rippen sowie deren Einfluss auf die Warmeiibertragung an
der Oberfliche (z. B. verringerter Warmeiibergangskoeffizient durch behinderte Stromung
und verringerte Warmestrahlung durch Schattenwurf). Zur Beurteilung, ob der Einsatz
bestimmter Rippen zweckméfBig ist, ist der Gesamtwarmestrom durch den Basisquerschnitt
(Befestigungsstelle x = 0 in Abbildung A.1) der Rippen sowie durch die zwischen den
Rippen liegenden Fldchen mit jenem Gesamtwérmestrom zu vergleichen, der ohne Rippen
auftreten wiirde. In diesem Zusammenhang wird héufig der Rippenwirkungsgrad

Ny = @

Qmax

als Mafizahl verwer}det. Er setzt den tatsdchlich an der Bgfestigungsstelle x = 0 auftreten-
den Warmestrom @(0) ins Verhéltnis zum Wérmestrom Qy,qz, der auftreten wiirde, wenn

die gesamte Rippenoberfliche die Temperatur 7 (Temperatur an der Befestigungsstelle
x = 0) hétte.

€ [0, 1] (3.94)

3.5 Transiente Warmeiibertragung

Meist ist das Finden einer exakten analytischen Losung von transienten Warmeiiber-
tragungsproblemen, die die Warmeleitgleichung (3.4) beinhalten, eine herausfordernde
Aufgabe. Fiir praktische Anwendungen werden daher oft numerische Naherungsverfah-
ren zur Losung verwendet (vgl. Abschnitt 3.6). In speziellen Féllen lassen sich jedoch
geschlossene analytische Lésungen finden, die z. B. bei der Verifikation von numerischen
Losungsverfahren oder als Ndaherungslosung fiir 4hnliche Problemstellungen dienlich sein
konnen.
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Aufgabe 3.11 (Einfaches transientes Warmeleitproblem). Fiir ein 1-dimensionales
Warmeleitproblem mit konstanter, homogener Temperaturleitfahigkeit a gelte g =
A2K/m?, d.h.

or  0°T

E:aw+2a xel0,1],t>0. (3.95a)
Hinzu kommen die Anfangs- und Randbedingungen

T(0,z) =sin(rz) +1 -2  z€]0,1] (3.95b)

T(t,0)=1, T(t,1)=0 t>0. (3.95¢)

Berechnen Sie die analytische Losung T'(¢, z) fiir dieses Problem. Sie kénnen dabei
die Laplace-Transformation beziiglich der Zeit ¢ verwenden.

Lésung von Aufgabe 3.11.

T(t,x) = et sin(rz) + 1 — 22 (3.96)

Beispiel 3.3 (Tauchsieder). Der in Abbildung 3.19 skizzierte zylindrische Behélter ist

I |

|~ Keramik
Cp, P, T

T aq| |y | Wasser
P
1 +— Tauchsieder
A A <
L

e
S

Abbildung 3.19: Wasserbehélter mit Tauchsieder.

zunéchst vollstédndig mit Wasser (Masse myg, spezifische Warmekapazitét ¢, im fliis-
sigen Zustand, Verdampfungsenthalpie h, in J/kg, Siedetemperatur T) mit einer
anfianglichen Temperatur Ty = T, gefiillt. Es wird angenommen, dass die Grund-
fliche und die mit einer Offnung versehene Deckfliche des Behéilters adiabat (kein
Wérmeaustausch mit der Umgebung) sind.

Der Mantel des Zylinders hat eine Dicke L und eine Flache A und besteht aus
Keramik (Warmeleitfahigkeit A). Der Mantel tauscht durch freie Konvektion Warme
sowohl mit dem enthaltenen Wasser als auch mit der umgebenden Luft aus. Der
Warmeiibergangskoeffizient betragt innen «; und auflen a,. Die wirksame Warme-
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austauschflache ist proportional zum Fillstand des Behélters. Die Luft hat eine feste
Temperatur T. Es ist von stationdrer Warmeiibertragung durch den Behélterman-
tel auszugehen, wobei die Wand aufgrund ihrer geringen Dicke als eben betrachtet
werden kann. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird ein im Behélter eingebauter Tauchsieder
eingeschaltet.

Es soll nun die Leistung P des Tauchsieders so dimensioniert werden, dass das
Wasser zum Zeitpunkt ¢ zu sieden beginnt. Dazu wird angenommen, dass die Wasser-
temperatur 7'(¢) homogen ist und die gesamte Leistung P in Warme umgewandelt und
vom Wasser aufgenommen wird. Nach (3.4) lautet die zugehorige Differentialgleichung

mocp%T(t) = P~ EA(T(t) — Tx), T(0) = Tn (3.97)

mit dem Warmedurchgangskoeffizienten gemafl (3.84)

1
e A (3.98)

(o7 D N

Die Losung von (3.97) resultiert in

P _ kA,
T(t) =T + A (1 —e ™Mo ) (3.99)

und damit folgt fiir die Leistung P (damit zum Siedezeitpunkt ¢s gilt T'(ts) = Ts) die
Beziehung

RA(T, — T,
P= % (3.100)
1—e ™moep™®

Wenn das Wasser die Siedetemperatur T erreicht, dann bedingt die durch den
Tauchsieder zugefithrte Warmemenge, dass es zum Verdampfen des Fluids kommt
und die Wassertemperatur 7'(t) = T bleibt fiir alle Zeiten ¢ > t5 konstant. Da die
wirksame Warmeaustauschfliche proportional zum Fiillstand des Behalters ist, folgt
flir den an die Umgebung abgegebenen Warmestrom

mo — mp(t)

Qab(t) = — kAT, — Two) (3.101)

mo

wobei mp(t) jene Wassermenge bezeichnet, die bereits in Dampf umgewandelt wurde.
Aus der Energiebilanz erhélt man

d mo — mp(t)

hvamD(t) =P - o kEA(Ts — Two), mp(ts) =0 (3.102)
und damit
P EA(Ts—Too) (t_tg))
— _ _ hym, © > . .
mp(t) = mo (1 FAT. —To) Too)) (1 e 0 , >t (3.103)
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Aus (3.103) erkennt man, dass die gesamte Wassermenge nach der Zeit

P ) hvmo
P — kA(Ts — Tno) ) kA(Ts — Tio)

t=t,+ ln( (3.104)

verdampft ist.

3.6 Numerische Losung von Warmeiibertragungsproblemen

Die Warmeleitgleichung (3.4) ist ein Anfangs-Randwert-Problem und gehort zur Klasse
der parabolischen Differentialgleichungen. Die Randbedingungen ergeben sich in Abhén-
gigkeit der jeweiligen Aufgabenstellung. Fir stationdre Problemstellungen vereinfacht
sich (3.4) zu einer elliptischen Differentialgleichung. Zur numerischen Losung von War-
meiibertragungsproblemen mit Wérmeleitung kommen daher alle Verfahren in Frage,
die grundsatzlich fiir parabolische oder elliptische Differentialgleichungen geeignet sind.
Dazu gehoren z. B. die Finite Differenzen Methode [3.24], das Kollokationsverfahren, die
Galerkin Methode, die Finite Volumen Methode und die Finite Elemente Methode [3.25].
AuBer der Finiten Differenzen Methode sind all diese Verfahren Spezialisierungen der
Methode der gewichteten Residuen. Der vorliegende Abschnitt gibt eine erste Einfithrung
in die Finite Differenzen Methode und eine daraus ableitbare konzentriert-parametrische
Problemformulierung als thermisches RC-Netzwerk.

3.6.1 Finite Differenzen Methode

Bei der Finite Differenzen Methode wird das Rechengebiet 6rtlich und zumeist auch
zeitlich in Gitter eingeteilt und die Lésung wird nur an den Gitterpunkten berechnet. Dazu
werden die in den Differentialgleichungen vorkommenden Ableitungen nédherungsweise
durch Differenzenquotienten ersetzt. Fiir eine allgemeine, hinreichend oft differenzierbare
Funktion y(z) sind in Tabelle 3.2 Beispiele fiir Differenzenquotienten gegeben, wenn das
Gitter entlang der z-Achse eine gleichférmige Schrittweite Az aufweist. Die Tabelle zeigt
auch die Ordnung des Abschneidefehlers.

Tabelle 3.2: Differenzenquotienten.

y(a + Az) — y(z)

1. Ableitung, Vorwirtsdifferenz  3/(z) = Ay + O(Ax)

1. Ableitung, Riickwirtsdifferenz y/(x) = y() = yA(z — Ag) + O(Ax)

1. Ableitung, zentrale Differenz  3/(z) = ylz + Ax;;g(x —Ar) + O(Az?)

2. Ableitung, zentrale Differenz " (z) = ylz = Az) - 215;;) +y(z+Az) + O(Az?)
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Aufgabe 3.12 (Differenzenquotienten). Die Herleitung von Differenzenquotienten und
die Berechnung der zugehorigen Abschneidefehler kann mittels Taylorreihenentwick-
lung am Punkt x erfolgen. Rechnen Sie auf diese Art die in Tabelle 3.2 angegebenen
Differenzenquotienten nach.
Anhand des 1-dimensionalen Wéarmeleitproblems

or  9°T

mit a = T (homogenes Material, konstante Materialparameter, keine Quellterme) fiir die
Temperatur T'(¢,x) im Gebiet x = [0, L] mit den Randbedingungen

oT

il =0 3.105b

Oz lz=0 ( )

T(t,L) =Tr(t) (3.105¢)
und der Anfangsbedingung

T(0,2) = Ta(x) (3.105d)

soll die Finite Differenzen Methode veranschaulicht werden. Das Rechengebiet wird ortlich
in N Intervalle [x;_1,2;] (i =1,2,..., N) aufgeteilt, wobei

z; = 1Az i=0,1,...,N, Ax:N. (3.106)

Auflerdem soll die Zeitachse in Intervalle der festen Linge At unterteilt werden, so dass
sich die Gitterpunkte

tj =jAt (3.107)

ergeben. Fiir die Werte an den Gitterpunkten werden die Abkiirzungen T;(t) = T'(t, x;)
und 7Y = T'(t;,x;) = T;(t;) verwendet. Aus einer Ersetzung der Ortsableitung in (3.105a)
gemaf Tabelle 3.2 folgt das Anfangswertproblem

Ti(t) = ﬁ(Ti_l(t) COTi(t) + Tin(t),  i=1,2,...,N—1 (3.108a)
To(t) = oo (T3(1) — Tol) (3.108D)

mit den Anfangswerten
T;(0) = Ta(z;) t=0,1,...,N—1. (3.108¢)

In (3.108a) gilt natiirlich T (t) = T1(¢). Um (3.108b) zu erhalten, wurde ein virtueller
Gitterpunkt an der Stelle x_; eingefithrt und die Randbedingung (3.105b) mit dem
zentralen Differenzenquotienten ausgewertet. Dies fithrt auf

Ti(t) — T4 (2)
2Ax

und damit die in (3.108b) verwendete Beziehung T_;(t) = Ti(t). Das Anfangswertpro-
blem (3.108) ist linear und liegt bereits in Zustandsraumdarstellung vor. Es kann also

—0 (3.109)
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direkt die Losungsformel fiir lineare zeitinvariante Systeme zur Berechnung der Tem-
peraturtrajektorien verwendet werden. Alternativ kann das Anfangswertproblem auch
mit {iblichen numerischen Methoden integriert werden. Das Euler-Vorwértsverfahren, das
aus der Anwendung des Vorwiértsdifferenzenquotienten (vgl. Tabelle 3.2) auf die linken
Seiten von (3.108a) und (3.108b) folgt, ist eine solche Methode. Es fithrt auf die explizite
Differenzengleichung

:  Ata . : :

Tt =T 4 A—;;(Ti_l 2T/ +T/,)  j>0,i=1,2,...,N—1 (3.110a)
-  2Ata, .

T = 2 (T = 1Y) i>0 (3.110b)

mit den Anfangswerten

T? = Ty(z;) i=0,1,...,N—1. (3.110c)

Es ist unmittelbar einsichtig, dass dieses zeitdiskrete lineare System nicht fiir beliebige
Werte Ata/Az? stabil ist. D.h. die Wahl der Zeitschrittweite At ist auf die Wahl der
Ortsschrittweite Az abzustimmen. Das Einhalten der Bedingung

alt 1
<

A2<5 (3.111)

garantiert die Stabilitdt von (3.110). Auf den Beweis dieser Bedingung wird hier verzichtet
—er kann z. B. in [3.26] nachgeschlagen werden.

Mit der hier beschriebenen Finite Differenzen Formulierung kénnen bereits 1-dimensionale
transiente Warmeleitungsprobleme gelost werden. Andere Arten der Diskretisierung, ins-
besondere der Zeitableitung in (3.105a) finden sich z. B. in [3.3, 3.4, 3.10]. Darunter sind
auch Formulierungen die auf implizite Differenzengleichungen fiihren, deren Stabilitét
bedingungslos oder mit weniger stringenten Anforderungen an At und Ax gesichert ist.
Die Anwendung des Verfahrens auf mehrdimensionale Warmeleitprobleme wird z. B. in
[3.4, 3.10, 3.11] beschrieben. Theoretische Grundlagen zur Finite Differenzen Methode
finden sich z. B. in [3.24].

Aufgabe 3.13 (Differenzenquotienten fiir unregelméfige Gitter). Auch die Anwendung
der Finite Differenzen Methode mit unregelméfigen Gittern und auf unregelméaflige
Rechengebiete ist moglich. Als Vorbereitung dazu dienen die folgenden Rechnungen.
Es ist wie in Tabelle 3.2 von einer Funktion y(x) auszugehen, wobei die a-Achse mit
der nicht notwendigerweise regelméfiigen Schrittweite Azx; = x;11 —x; zu diskretisieren
ist.

a) Zeigen Sie, dass die zunéichst naheliegende Formulierung

/ y($i+1) — y(ﬂﬁi—l)
i) = 112
(@) = TR (3.112)

fiir den zentralen Differenzenquotienten 1. Ordnung einen Abschneidefehler von
nur linearer Ordnung aufweist.
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b) Finden Sie unter Verwendung von y(z;—1), y(z;) und y(z;+1) eine bessere
Formulierung fiir y/(z;), deren Abschneidefehler stets quadratische Ordnung
besitzt.

c¢) Finden Sie unter Verwendung von y(z;—1), y(z;) und y(z;11) einen Differen-
zenquotienten, der eine Ndherung fiir y”(z;) reprasentiert, und zeigen Sie, dass
deren Abschneidefehler lineare Ordnung besitzt.

Losung von Aufgabe 3.13.
b)

Az Ax; Az Az,
) = y(@it1) x5+ y(fﬁi)(mil B #) ~ @R (3.113)
y\ri) = Ari 1+ Az '

o) — 2y(mi+1)ﬁmi - y(aci)(imli_l + ﬁ) +y(io) ap— (3.114)
Y v A[L‘i_l + Aﬂjl '

Aufgabe 3.14 (Stationdre Warmeiibertragung in einem umstromten Stab). Rechnen
Sie mit Hilfe der Finiten Differenzen Methode die Ergebnisse (A.11) und (A.13)
fir die Parameterwerte L = 0.5m, Ty = 353K, T, = T, = 293K, a = af, =
25W/(m?K), P =0.5m, A = 0.01m? und A = 60 W/(m K) nach. Implementieren
Sie dazu die Gleichung (A.10a) samt den jeweils zugehorigen Randbedingungen in
einem Computernumerikprogramm. Ersetzen Sie dabei die Ortsableitungen durch
zentrale Differenzenquotienten geméafl Tabelle 3.2 fiir ein regelméfiges Gitter mit der
Schrittweite Az. Vergleichen Sie die Ergebnisse fiir unterschiedliche Schrittweiten mit
den analytischen Resultaten (A.11) und (A.13).

Aufgabe 3.15 (Transiente Wérmeiibertragung in einem umstromten Stab). Erweitern
Sie Thre Ergebnisse aus Aufgabe 3.14 zu einer transienten Analyse. Verwenden
Sie die Anfangsbedingung T'(z,0) = T, und die Parameter p = 7850kg/m? und
¢, = 450J/(kgK) und wéhlen Sie unter Beriicksichtigung von (3.111) geeignete
Schrittweiten At und Az. Wie lange dauert es bis die maximale Differenz zwischen
stationdrem und transientem Temperaturprofil den Wert 0.05(7p —7) unterschreitet?

3.6.2 Konzentriert-parametrische Formulierung als RC-Netzwerk

Ein meist zentraler Schritt bei der numerischen Lésung von Warmetibertragungsproblemen
ist der Ubergang von einer verteilt-parametrischen zu einer konzentriert-parametrischen
Formulierung, d.h. die rdumliche Diskretisierung. Im vergangenen Abschnitt beruhte
dieser Ubergang rein auf mathematischen Uberlegungen zur Berechnung von Ableitun-
gen. Aufbauend auf diesen Resultaten zeigt der vorliegende Abschnitt eine physikalisch
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motivierte Moglichkeit zur raumlich diskreten Formulierung von Warmeiibertragungspro-
blemen. Diese Formulierung fiihrt auf eine anschauliche Analogie zwischen elektrischen
RC-Netzwerken und thermischen Netzwerken (thermische RC-Netzwerke). Die nachfolgend
néher diskutierten korrespondierenden Groflen sind in Tabelle 3.3 aufgelistet.

Tabelle 3.3: Analogie zwischen elektrischen und thermischen Netzwerken.

Elektrische Grofie Einheit Thermische Grofle Variable Einheit
Potentialdifferenz A% Temperaturdifferenz T K
Elektrischer Strom A Warmestrom Q \WY%
Elektrische Ladung C Enthalpie H J
Elektrischer Widerstand Q Thermischer Widerstand R K/W
Elektrische Kapazitét F Thermische Kapazitit C J/K

Die Temperatur T stellt eine ZweipunktgroBe dar, der Warmestrom Q eine Einpunktgro-
Be. Ahnlich dem Ohmschen Gesetz in der Elektrotechnik gilt fiir die Temperaturdifferenz
AT an den beiden Enden eines thermischen Widerstandes R

AT = RQ . (3.115a)

Ferner kann das dynamische Verhalten der Temperatur 7' (Zustandsgrofe) einer thermi-
schen Kapazitat C' durch

R Q

T = ol (3.115Db)
charakterisiert werden. Auch hier ist die Ahnlichkeit zur Strom-Spannungsbeziehung an
elektrischen Kapazitdten unmittelbar ersichtlich. Bemerkenswerterweise findet sich im
Bereich der Warmeiibertragung aber kein Analogon zur elektrischen Induktivitét. Dies
erklart aus physikalischer Sicht, warum es in thermischen Netzwerken (ohne periodische
Anregung) kein oszillierendes Verhalten geben kann. D.h. das linearisierte dynamische
System besitzt ausschliefSlich rein reelle Eigenwerte.

Die Darstellung eines Wérmeiibertragungsproblems als thermisches RC-Netzwerk kann
hilfreich sein, weil die aus der Elektrotechnik bekannten Knoten- und Maschengleichungen
zur Netzwerkanalyse genutzt werden kénnen. Ferner konnen giangige Netzwerksimulations-
programme zur Berechnung herangezogen werden.

Abbildung 3.20 zeigt einen an der Mantelfliche und am Ende z = 0 isolierten Stab,
dessen transienter Temperaturverlauf z. B. mit Hilfe von (3.108) berechnet werden kann.
Die Diskretisierungspunkte x; sind als schwarze Punkte in Abbildung 3.20 dargestellt.
Die Querschnittsfliche des Stabes sei konstant A. Man kann nun in (3.108a) und (3.108b)
durch Umschreiben in die Form

. A A .
Acdpe, Tift) = A (Tia(t) = Ti®) + AL (T = Ti(1), i=1,2...,N -1
ZVGi H,l_/ ——
:’3;,71,7‘, :”v‘,.i+1
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Abbildung 3.20: Finite Differenzen Formulierung als Kette von RC-Gliedern.

Az . A
—_—— ——

thermische Kapazititen C; und thermische Widerstédnde R; ;11 identifizieren und das
in Abbildung 3.20 gezeigte Ersatzschaltbild erstellen. Es hat eine leiterféormige Struktur
und wird auch Cauer Modell genannt. Der thermische Widerstand R; ;1 verbindet den
Knoten x; mit dem Knoten x;1. Die thermische Kapazitiat C; verbindet den Knoten z;
mit der thermischen Masse. Da der Knoten xy am Rand des Rechengebietes liegt, ist seine
thermische Kapazitdt Cyp nur halb so grof3, wie die der Knoten im Inneren. Gleiches wiirde
auch fir den Randknoten xn gelten, dessen thermische Kapazitdt Cy aber hier nicht von
Bedeutung ist, da Ty (t) = T (t) fest vorgegeben ist (Randbedingung erster Art).

An diesem einfachen Beispiel werden bereits einige der folgenden Prinzipien von thermi-
schen RC-Netzwerken klar:

o Ein thermisches RC-Netzwerk beschreibt ein Anfangswertproblem (gewohnliche
Differentialgleichung mit Anfangswerten, vgl. das Zustandsraummodell (3.108)).

e Thermische Widersténde stellen immer eine thermische Verbindungsstrecke zwi-
schen zwei Knoten dar. Auflerdem treten sie bei einigen Randbedingungen auf.
Mit thermischen Widerstédnden lassen sich warmeleitende Volumen und generell
Wiérmeiibertragungsstrecken modellieren. Der in stationdren Warmetibertragungspro-
blemen héufig verwendete k-Wert (vgl. (3.84) und (3.92)) steht mit dem thermischen
Widerstand iiber die Beziehung

R — 11
R=— (3.117)
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in Verbindung, wobei A die Querschnittsfliche des Widerstandes ist.

¢ Volumetrische Warmequellen kénnen als zusétzliche in die Netzwerkknoten miinden-
de Stromquellen modelliert werden (vgl. Abbildung 3.21d)).

e Thermische Kapazitdten sind immer direkt mit der thermischen Masse verbunden,
d. h. alle Kapazitaten sind sternférmig um die thermische Masse angeordnet. Ther-
mische Kapazititen haben keinen Einfluss auf die stationdre Temperaturverteilung
und das stationdre Wérmeiibertragungsverhalten des Systems.

o Die Temperatur (das Potential) der thermischen Masse kann im Falle konstanter
Materialparameter (spezifischer Warmekapazitit, Dichte, Leitfdhigkeit) auf einen
beliebigen Wert gesetzt werden.

o Eine Randbedingung erster Art (fest vorgegebene Temperatur T;,) kann als ideale
Potentialquelle modelliert werden (vgl. Abbildung 3.21a)).

o Eine Randbedingung zweiter Art (fest vorgegebener Warmestrom Qa) kann als
ideale Stromquelle modelliert werden (vgl. Abbildung 3.21b)). (Entfillt im obigen
Beispiel, da der Warmestrom am Rand z = 0 verschwindet.)

o FEine Randbedingung dritter Art (temperaturabhéngige Warmestromdichte o (75 —
T.), vgl. die Abschnitte 3.2.1 bis 3.2.3) kann mit Hilfe eines thermischen Widerstandes
(Kontakt- oder Ubergangswiderstand)

1

R =74

(3.118)
modelliert werden, wobei A die Flache der Randbedingung ist. Ist eines der beiden
Temperaturniveaus fest vorgegeben (gilt z. B. haufig fiir die Umgebungstemperatur
Tw), so ist der Widerstand an eine ideale Potentialquelle zu koppeln (vgl. Abbil-
dung 3.21c)).

o Soll ein RC-Netzwerkmodell auch zur Abbildung nichtlinearer Effekte (z. B. Wir-
mestrahlung, vgl. Abschnitt 3.2.4) verwendet werden, so sind die konstitutiven
Beziehungen (3.115) durch entsprechende nichtlineare Ausdriicke zu ersetzen. Au-
Berdem ist es natiirlich moglich den linearisierten Anteil des thermischen Verhaltens
als lineares Netzwerk zu modellieren.

Als Grundeinheit zur Erstellung thermischer RC-Netzwerke kann das in Abbildung 3.21d)
gezeigte Knotenelement ¢ dienen. Es ist {iber eine Kapazitit C; mit der thermischen Masse
und tiber Widerstande R; ; mit den anderen Knoten j = 1,2, ... verbunden und beinhaltet
auflerdem eine (volumetrische) Warmequelle G;. Eine andere als die in Abbildung 3.20
gezeigte sternformige Anordnung der Kapazititen rund um die thermische Masse kann
durch Transformationen gefunden werden. Eine eindeutige physikalische Interpretation ist
jedoch nur bei der sternférmigen Anordnung der Kapazitdten moglich.

Im obigen Beispiel wurde gezeigt, dass eine Finite Differenzen Formulierung eines
Waiérmeiibertragungsproblems eine einfache Interpretation als thermisches RC-Netzwerk
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T Do T,

1,
? Qa%
a) — b) = c)

Abbildung 3.21: Basiselemente fiir thermische RC-Netzwerke, a) Randbedingung erster
Art, b) Randbedingung zweiter Art, ¢) Randbedingung dritter Art, d)
Knotenelement mit Warmequelle.

in Form eines Cauer Modells zulésst. Dieses Prinzip ist erweiterbar, denn das Model-
lierungsergebnis muss nicht zwingend ein Cauer Modell sein und der Ausgangspunkt
der Modellierung ist zumeist keine Finite Differenzen Diskretisierung. Vielmehr kann
ausgehend von einem physikalischen Modell durch benutzerdefinierte Partitionierung des
Rechengebietes direkt manuell ein thermisches RC-Ersatzschaltbild erstellt werden. Daraus
kann leicht ein Zustandsraummodell des Systems abgelesen werden.

Im Falle eines prismatischen, an der Mantelfliche isolierten Kérpers mit der volumetri-
schen Wérmequelle g gilt (vgl. auch (3.108))

C; = Az; Apcy (3.119a)
Ax;ip1
il = J A1
Rijit1 I\ (3.119b)
G; = Ax;Ag . (3.119c¢)

In technischen Anwendungen mit komplexeren Geometrien werden diese Werte oft in
Messungen oder numerischen Analysen bestimmt. Wie das nachfolgende Beispiel zeigt,
kénnen auch Serien- und Parallelschaltungen von thermischen Widersténden zumindest
naherungsweise berechnet werden. In der darauffolgenden Aufgabe wird die passive
Kiihlung eines Elektronikbauteils untersucht.

Beispiel 3.4 (Serien- und Parallelschaltung von thermischen Widerstdnden). Abbil-
dung 3.22 a) zeigt einen inhomogenen warmeleitenden Quader mit der Lénge L, der
Breite B und der Hohe H (vgl. [3.4]). An der linken und an der rechten Seitenfliche
werden homogen verteilte feste Randtemperaturen eingepriagt (Randbedingungen
erster Art). Alle iibrigen Oberflachen sind adiabat. Der Quader besteht aus den vier
Blocken a, b, ¢ und d mit unterschiedlichen Materialien.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.6 Numerische Lésung von Wiérmeiibertragungsproblemen Seite 111

L
Lo  Ly=L. L4
\ \
a b d
Ao Hy
H )\a )‘d
¢ X\ H.
a) N
Ly
La Aoy B Ly
N\ HB I \HB
— 1+ = ——L
AH.B
b) —
L, Ly Ly
NeH,B  MNHyB \oH,B
La Lc Ld
) MoH:B AH.B NH.B
c - —

Abbildung 3.22: Serien- und Parallelschaltung von thermischen Widerstdanden (in
Anlehnung an [3.4]), a) Aufbau, b) thermisches Ersatzschaltbild fiir
untere Schranke des Gesamtwiderstandes, ¢) thermisches Ersatz-
schaltbild fiir obere Schranke des Gesamtwiderstandes.

Um den thermischen Widerstand R des Quaders zu ermitteln, miisste ein 2-
dimensionales stationdres Warmeleitproblem (numerisch) gelost werden. Durch ein-
fache Serien- und Parallelschaltungen von Teilwiderstédnden lassen sich aber untere
und obere Schranken fiir R finden, die oftmals brauchbare Néherungen fiir R sind.
Zur Erkldrung kann man gedanklich von einer orthotropen Warmeleitfahigkeit aus-
gehen. In horizontaler Richtung gelten die angegebenen Warmeleitfadhigkeiten A,,
Ap, Ac und Ay, Geht man davon aus, dass fir die Warmeleitfahigkeit in vertikaler
Richtung A, — oo gilt, so bedingt dies eine homogene Temperaturverteilung entlang
vertikaler Schnittflichen innerhalb der Teilbereiche a und d und insbesondere an
deren Grenzschichten. Die thermischen Widerstinde der Bereiche b und ¢ sind daher,
wie in Abbildung 3.22b) dargestellt, an ihren Enden thermisch verbunden. Fiir dieses
Ersatzschaltbild folgt

Lo, 1 L
NHB = RfLB | AHE T\ HB

R= (3.120)

was eine untere Schranke des thermischen Gesamtwiderstandes R darstellt. Wird
hingegen A\, = 0 angenommen, womit kein Warmestrom in vertikale Richtung moglich
ist, so ergibt sich ein thermisches Ersatzschaltbild gemafi Abbildung 3.22¢) mit der
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oberen Schranke

R=

: 1 (3.121)

Ly + Lb + Ld + Ly + L + Ld
XNH,B T XNHy,B " X;H,B NH.B T X.H.B " N;H.B

Beispiel 3.5 (Dimensionierung eines Kiihlkorpers fiir einen Spannungsregler). Ein
linearer Spannungsregler liefert am Ausgang U, = 5V, wobei fiir die Eingangsspan-
nung 6 V < U, <20V gelten muss. Die angeschlossene Last zieht einen Gleichstrom
I, = 0.5 A. Der gleiche Strom flie3t auch eingangsseitig, d.h. der Spannungsregler
reduziert nur die Eingangsspannung auf den gewiinschten Ausgangswert U,. Aus dem
Datenblatt des Spannungsreglers sind auflerdem die thermischen Widerstandswerte
Rsp = 5K/W und Rps = 60 K/W bekannt. Rgp ist der thermische Widerstand zwi-
schen Sperrschicht und Basisplatte und Rp ist der thermische Widerstand zwischen
Basisplatte und Umgebungsluft. Die Basisplatte hat eine Masse mp = 0.002 kg und
eine spezifische Warmekapazitéit cg = 385 J/(kg K) (Kupfer). Die Warmeiibertragung
iiber das Kunststoffgehduse und die elektrischen Anschlusskontakte sei vernachléssig-
bar klein.

Schnitt A-A Too
Kunststoffgehéduse Substrat
Sperrschicht Basisplatte

O
Kiihlkorper

Anschlusskontakte ~ Warmeleitpaste
b)

Abbildung 3.23: Spannungsregler mit Kiihlkoérper, a) Ansicht, b) innerer Aufbau.

Die Sperrschichttemperatur T soll den Wert T's 4, = 403 K nicht iiberschreiten,
wobei die Umgebungsluft die feste Temperatur To, = 323 K aufweist. Um die Kiihlung
zu verbessern, wird ein Kiihlkorper (passive Kithlung) mit der Masse myg = 0.02kg
und der spezifischen Warmekapazitit cx = 903 J/(kg K) (Aluminium) aufgeschraubt.
Der thermische Widerstand zwischen Kiihlkérper und Umgebungsluft betréigt laut
Datenblatt des Kiithlkérpers Rxo, = 7K/W. Durch die Verwendung von Wéarme-
leitpaste konnte der Ubergangswiderstand zwischen Basisplatte und Kiihlkérper im
Vergleich zu einem Luftspalt deutlich reduziert werden. Die Paste besitzt eine Warme-
leitfihigkeit von A = 0.8 W/(m K) und wurde auf einer Fliche A = 150 mm? mit einer
Dicke H = 30 pm aufgetragen. Durch Anwenden der konzentriert-parametrischen
Formulierung sollen folgende Fragen geklart werden:

a) Wie hoch darf die Eingangsspannung U, im stationdren Fall mit bzw. ohne
Kiihlkérper maximal sein, damit die zuléssige Sperrschichttemperatur T's ;,qs
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eingehalten wird?

b) Zur Untersuchung des Einflusses von Schwankungen der Eingangsspannung
soll davon ausgegangen werden, dass die Eingangsspannung U, (t) sinusformig
zwischen 6 V und 20 V schwankt, d. h. den Verlauf U, (t) = U, + U, cos(2n ft) mit
U. =13V und U, = 7V besitzt. Welche Frequenz f muss das Signal mindestens
haben, damit der Spannungsregler in der Konfiguration mit dem Kiihlkérper
nicht tiberhitzt?

Die in Abbildung 3.23 dargestellte Konfiguration ldsst sich durch die thermischen
Ersatzschaltbilder geméfi Abbildung 3.24 beschreiben, wobei P die Heizleistung
des Spannungsreglers und Rp den Warmeiibergangswiderstand der Wéarmeleitpaste
bezeichnen.

TS RSB TB RBoo Too TS RSB TB RP TK RKoo Too

P§§{:}%;E:7§? P§§{:]%i% =:i; 7%?
) = -

Abbildung 3.24: Thermische Ersatzschaltbilder, a) ohne Kiihlkérper, b) mit
Kihlkorper.

ad a) Die Heizleistung des Spannungsreglers betrigt

P= U —Uy)l, , (3.122)
so dass
Pmax
Ue,maz = Ua + Vi . (3123)

Fiir die maximale Heizleistung gilt im stationdren Fall

TS’ max Too
Prow = ——7F7—— 3.124
Ryes (3.124)
wobei ohne Kiihlkérper fiir den Gesamtwiderstand
Rges = RSB + RBoo (3125)
gilt und mit Kihlkorper
Ryes = Rsp+ Rp + Rk - (3.126)
Hierbei ist
Rp = H (3.127)
V] '
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der Warmeiibergangswiderstand der Warmeleitpaste. Damit kann die maximale
Eingangsspannung Ue . direkt berechnet werden. Ohne Kiihlkorper diirfen
maximal 7.462V und mit Kiithlkérper maximal 18.061 V am Eingang anliegen.

ad b) Fur die thermischen Kapazitéten gilt
Cp =mpceR , Crx = mgck (3.128)
und fiir die Heizleistung im Spannungsregler erhélt man

P(t) = (U, 4 U, cos(2n ft) — Ug) Iy = (Up — Ug)Io + U I, cos(2m ft) . (3.129)
—_—— =~
=P P
Da es sich um ein lineares System handelt gilt fiir die Sperrschichttemperatur

Ts(t) = Ts + T cos(27 ft + ) (3.130)

mit dem konstanten Anteil

Ts = Too + P(Rsp + Rp + Rkso) » (3.131)
der Amplitude A A
Ts = |G(j2n f)|P (3.132)
und der Phase
e =arg(G(j2nf)) . (3.133)

Die hier verwendete Ubertragungsfunktion

Rp(l + SRKOOCK) + Rroo
(1 + SRPCB)(l + SRKOOCK) + SRioCpr

G(s) = Rsp + (3.134)
lasst sich leicht anhand des in Abbildung 3.24b gezeigten RC-Netzwerks be-
rechnen. Natiirlich zeigt sie Tiefpassverhalten. Die gesuchte minimale Frequenz
frmin lasst sich aus der Bestimmungsgleichung

TS,maz - TS

~ = |G(J27 frmin 3.135
£ =166 ) (3135)

berechnen. Man erhélt z. B. durch numerisches Losen von (3.135) fiin =
1.429-1073Hz = 5.146 h 1.
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A Erganzungen zu Kapitel 3

A.1 GauBscher Divergenzsatz

Es sei V(t) ein Kontrollvolumen mit dem infinitesimalen Volumselement dV und der
zugehorigen Oberflache 9V(t). Im Weiteren bezeichne n den nach auBlen gerichteten
Normalenvektor am infinitesimalen Oberflachenelement d.A. Der Gaufsche Divergenzsatz
besagt nun, dass gilt

V- -hdVy = h-ndA (A.1)
V(t) aV(t)

fiir einen Vektor h bzw.
/ Vhdv= [ hndA (A.2)
V(t) oV (t)

fir einen Skalar h.

A.2 Skizze der Herleitung der Beziehung (3.24)

Aus (3.18), (3.192a) und (3.11) erhdlt man fiir den lokalen Wérmestrom ¢, an der Stelle
in y-Richtung im laminaren Bereich die Beziehung

Tp Uoo Tp — T
iy =N ami = VReyp(Pr)=2—"2 ) = [ =2 (Pr) 22 =2\ . (A3
dy = Nt o= erp(Pr) e (A3)

Damit ergibt sich der iiber die Plattenldnge L gemittelte Warmestrom zu

L
i=1 [ dvar=2 o) - TAVEE =2\ [T - Tr . (A)

Setzt man (A.4) in die Definition der mittleren Nufelt-Zahl geméa$ (3.18) ein, so erhélt
man

L

Nu = q(TP TN 24/ > o(Pr) = 2¢/Rerp(Pr) = 2Nujgm, 1, - (A.5)

Auf analoge Art und Weise lassen sich auch alle anderen Beziehungen von (3.24) berechnen.

A.3 Widrmeleitung eines vorspringenden Bauteils

Es wird dabei angenommen, dass der Bauteil die Ladnge L habe mit der lokalen Quer-
schnittsfliche A(x) und der isotropen Warmeleitfahigkeit A(z,7") am Ort z. Aulerdem

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2015)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



A.3 Wirmeleitung eines vorspringenden Bauteils Seite 118

Abbildung A.1: Wérmeleitung in vorspringendem Bauteil.

sei dessen Mantelfldche im Bereich [0, z] durch die Funktion S(z) gegeben. An der Man-
telfliche wird ausschliellich durch Konvektion Wéarme mit der Umgebung ausgetauscht,
wobei sowohl der Warmetibergangskoeffizient a(x) als auch die feste Temperatur T ()
des Fluids von x abhéngen kénnen. Insbesondere bei eng angeordneten Rippen trifft dies
zu. Der Bauteil besitzt keine Warmequellen. Die Temperatur sei in jedem Querschnitt
x = const. homogen, d.h. es wird von 1-dimensionaler Wéarmeleitung in Richtung x
ausgegangen und fiir den Gesamtwérmestrom Q(x) gilt entsprechend dem Fourierschen
Wiérmeleitgesetz (3.1)

oT (x)

o (A.6)

Q(z) = A(2)d(x) = —A(z,T)A(x)
Die Energiebilanz fiir den infinitesimalen Bereich [z, z + dz] lautet

O(z) - Oz + dz) = % <)\(:L", T)A(x)agix)) dz

05 (x)

= a(2)(S(z + do) = S(@)(T(2) - Teo(2)) = alz) —

(A.7)
wobei der Term auf der rechten Seite den konvektiven Warmeaustausch mit der Umgebung
beschreibt. Der Grenziibergang dz — 0 liefert die Bestimmungsgleichung

> (p@nA T ) —a@ B @@ - re@y =0 (43)

ox

fiir das Temperaturfeld im Bauteil. Es handelt sich um ein lineares Randwertproblem, d. h.
zur tatsédchlichen Berechnung des Temperaturfeldes und der Warmestromdichte werden
natiirlich noch Randbedingungen an den Stellen z = 0 (Befestigungsstelle) und = = L
(freie Stirnflache) benotigt.

Im Folgenden werden einige Spezialisierungen des obigen Problems diskutiert, fiir die
einfache analytische Losungen existieren. Es handelt sich um einen umstréomten Stab,
wobei an der Stelle = 0 die Temperatur 7'(0) = Ty stets fest vorgegebenen sei. Die GroBen
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A, A, a und Ty, hingen nicht von x ab. Ferner sei A unabhéngig von der Temperatur und
fiir die Mantelflache gelte
S(z) = Pz, (A.9)

d.h. der lokale Umfang P = 0S(z)/0z héngt nicht von x ab. An der Stirnflache x = L
ist zunichst mit konvektivem Wéarmeiibergang (Warmeiibergangskoeffizient «p, feste
Fluidtemperatur T,,) zu rechnen. Mit diesen Annahmen vereinfacht sich (A.8) zu

0’T(x) aP
——(T(x) - Teo) = Al
S = S (T(a) ~ Te) =0 (4.102)
~—
—m?
mit den Randbedingungen
T(0) =T; (T'(L) — Tx) )\dT (A.10b)
= « —dog) = — A/ . .
0 L dx lz=L
Die Losung dieses Randwertproblems lautet
Am cosh(m(L — x)) + o sinh(m(L — x))
T(x) =Too + (To — T - , A1l
(z) + (T ) Am cosh(mL) + «yp, sinh(mL) ( 2)
so dass flr den interessierenden Warmestrom an der Stelle z =0
. inh(mL h(mL
O(0) = AAm(Ty — TOO))\msm (mL) + ar, cosh(mL) (A11b)

Am cosh(mL) + ay, sinh(mL)

folgt. Diese Losung gilt fiir einen umstréomten Stab mit einer Randbedingung erster Art
an der Stelle x = 0 und einer Randbedingung dritter Art an der Stelle x = L. Der
Spezialfall einer adiabaten Randbedingung an der Stelle z = L (ideal isolierte Stirnfliche,
Randbedingung zweiter Art) folgt direkt aus dem Ergebnis (A.11) durch Verwendung von
ar = 0.

Wird an der Stelle z = L die Temperatur T}, fest vorgegeben (Randbedingung erster
Art auf beiden Seiten), so sind die Randbedingungen (A.10b) durch

TO) =Ty, T(L)=T; (A.12)

zu ersetzen und man erhélt die Losung

(Th — To) sinh(m(L — x)) + (T, — Tso) sinh(mz))
sinh(mL)
(Th — Too) cosh(mL) — (T, — Two)
sinh(mL) ’

T(z) =Tw +

(A.13a)

Q(0) = AAm

(A.13D)

Unabhéngig von der Randbedingung an der Stelle « = L erhélt man fiir den Spezialfall
eines unendlich langen Stabes durch Grenziibergang L — oo aus den obigen Ergebnissen

T(z) = Too + (To — Tog)e ™ (A.14a)
Q(0) = MAm(Ty — Tw) - (A.14b)
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Aufgabe A.1 (Warmeiibertragung in einem umstromten Stab). Rechnen Sie die
Ergebnisse (A.11), (A.13) und (A.14) nach.
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