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1 Einleitung

Diese Vorlesung beschéftigt sich mit der Modellbildung technischer Systeme. In einem
ersten Schritt soll daher geklért werden, was man unter einem System versteht. Einfach
formuliert ist ein System die Verbindung unterschiedlicher miteinander in Verbindung
stehender Komponenten zu einem Ganzen zum Zwecke der Durchfihrung bestimmter
Aufgaben. Die Wechselwirkung eines Systems mit der Systemumgebung erfolgt iiber die so
genannten Fingangs- bzw. Ausgangsgrofien, siehe Abbildung 1.1.

g w v 8
e " — " %
e U9 Y2 '
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S0 . System . =
g . . <
£5) <<
Abbildung 1.1: Zum Systembegriff.
Die Eingangsgrofien w1, ug, ..., u, sind dabei Gréflen, die von der Systemumgebung

auf das System einwirken und nicht vom Verhalten des Systems selbst beeinflusst werden.
Man unterscheidet dabei zwischen Eingangsgréfien, mit denen man das System gezielt
(regelungstechnisch) beeinflussen kann (Stellgréfien) und Eingangsgrofien, die nicht unserer
Kontrolle unterliegen (Stérgrofsen). Die Ausgangsgrofen yi, ya, . . ., yq sind Grofen, die vom
System generiert werden und ihrerseits die Systemumgebung beeinflussen. Ausgangsgréfien,
die messtechnisch erfassbar sind, nennt man auch Messgrdfien.

Ein Modell ist im Wesentlichen ein beschranktes Abbild der Wirklichkeit, in dem die
fir die jeweilige Aufgabe wesentlichen Eigenschaften des Systems beriicksichtigt werden.
Bei einem mathematischen Modell wird das Verhalten des realen Systems in abstra-
hierter Form beispielsweise durch algebraische Gleichungen, gewohnliche oder partielle
Differentialgleichungen abgebildet. An dieser Stelle ist es wichtig zu betonen, dass kein
mathematisches Modell ein System exakt abbildet. Vielmehr stellt ein mathematisches
Modell immer einen Kompromiss zwischen Modellkomplexitdt und Modellgenauigkeit
beziiglich der gewiinschten Eigenschaften dar. Um ein fiir die jeweilige Fragestellung
geeignetes mathematisches Modell zu entwickeln, miissen teilweise in wiederkehrenden
Schleifen verschiedene Schritte der Dekomposition (Zerlegung des Systems in einzelne
Subsysteme und Komponenten), der Reduktion und Abstraktion (Weglassen von fiir die
Aufgabenstellung unwesentlichen Details und Uberfithren auf ein einfacheres Ersatzsystem)
und der Aggregation (Zusammenfassung von Komponenten und Subsystemen zu einem
Ganzen) durchgefithrt werden. Diese Schritte lassen sich nur beschrinkt systematisieren,
weshalb die Erstellung eines geeigneten mathematischen Modells zumindest zum Teil eine
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1 Einleitung Seite 2

Ingenieurskunst ist und immer bleiben wird. Das mathematische Modell bildet nicht nur
die Grundlage fiir die Systemanalyse, bei der das statische und dynamische Verhalten
des Systems in Abhéngigkeit der Eingangsgréfien und Systemparameter untersucht wird,
sondern auch fiir die Systemsynthese, also den Entwurf des Gesamtsystems. Zum letzteren
Punkt zdhlt insbesondere auch die Auslegung von geeigneten Sensoren und Aktoren bis hin
zum Steuerungs- und Regelungsentwurf, der ausfiihrlich in der Vorlesung Automatisierung
im kommenden Semester behandelt wird.

Grundsétzlich unterscheidet man zwischen der theoretischen und experimentellen Mo-
dellbildung. Bei der experimentellen Modellbildung wird das mathematische Modell auf
Basis der gemessenen Ein- und Ausgangsgrofien so erstellt, dass das Eingangs-Ausgangs-
verhalten moglichst gut wiedergegeben wird. Diese Art der Modellbildung wird auch
als Systemidentifikation bezeichnet und man spricht bei Modellen, die ausschlielich auf
experimenteller Information beruhen, von Black-Box Modellen. Da Black-Box Modelle sich
lediglich auf experimentelle Ergebnisse stiitzen und kein (oder sehr wenig) a priori Wissen
des Systems nutzen, hat das so gewonnene Modell nur in dem durch die Identifikation
abgedeckten Datensatz Giiltigkeit. Der Hauptvorteil besteht darin, dass man relativ wenig
Wissen tiber das System benotigt. Im Gegensatz dazu werden die mathematischen Modelle
bei der theoretischen Modellbildung auf Basis physikalischer Grundgesetze hergeleitet.
Man spricht in diesem Zusammenhang auch von White-Box Modellen oder first-principles
models. Zwischen den Black-Box und White-Box Modellen gibt es je nach Verhéltnis
von experimenteller zu physikalisch basierter Modellinformation verschiedene Grade von
Grey-Box Modellen. An dieser Stelle sei erwéhnt, dass es im Allgemeinen nicht moglich ist,
ein mathematisches Modell ausschlieflich iber physikalische Gesetze herzuleiten und voll-
standig zu parametrieren. Einige sogenannte konstitutive Parameter (Reibungsparameter,
Streuinduktivitaten, Leckolstromkoeffizienten) miissen aus Experimenten ermittelt werden,
auch wenn der Modellansatz physikalisch motiviert ist. Die Vorteile dieser letzteren Mo-
delle (White-Box Modelle mit wenigen experimentell ermittelten Konstitutivparametern)
besteht in der sehr guten Extrapolierbarkeit des Modells iiber die durch Experimente
gewonnenen Daten hinaus, einer hohen Zuverlissigkeit, einer guten Einsicht in das Modell,
sowie in der Tatsache, dass das Modell skalierbar und auch fiir noch nicht realisierte
Systeme (Prototyping) anwendbar ist. Als Nachteil kann angegeben werden, dass die-
se Art der Modellbildung im Allgemeinen relativ zeitintensiv ist und man das System
genau verstehen muss. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir uns ausschliellich auf
letztgenannte mathematische Modelle konzentrieren.

Im Folgenden betrachte man die zwei einfachen elektrischen Systeme von Abbildung 1.2,
namlich einen Widerstand und einen idealen Kondensator, mit der Eingangsgrofie i(t)
(Strom), der Ausgangsgrofie u(t) (Spannung) und der Zeit ¢. Beim Widerstand R ist die
Ausgangsgrofle zu jedem Zeitpunkt ¢ eindeutig durch die Eingangsgréfie zum Zeitpunkt ¢
bestimmt, es gilt namlich

u(t) = Ri(t) . (1.1)

Systeme dieser Art, deren Ausgangsgrofien lediglich vom Augenblickswert der Eingangs-
groBen abhéngen, werden als statische Systeme bezeichnet. Im Gegensatz dazu muss zur
Berechnung der Spannung u(t) des Kondensators C' zum Zeitpunkt ¢ der Eingangsstrom
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1 Einleitung Seite 3

Abbildung 1.2: Zu statischen und dynamischen Systemen.

i(7) fir die gesamte Vergangenheit 7 < ¢ bekannt sein, da gilt

C/ 7)dr = C/to dT+ t (T)dT. (1.2)

)—uo

Kennt man die Eingangsgrofie i(7) lediglich fiir das Zeitintervall tg < 7 < ¢, dann
muss zusétzlich die Spannung des Kondensators zum Zeitpunkt ¢y als Anfangsbedingung
u(tp) = up bekannt sein. Wie man aus (1.2) erkennt, beinhaltet die Anfangsbedingung die
gesamte Information iiber die Vergangenheit 7 < to. Man sagt auch, u(ty) beschreibt den
internen Zustand des Systems Kondensator zum Zeitpunkt ty. Systeme dieser Art, deren
Ausgangsgrofien nicht nur vom Augenblickswert der Eingangsgréfien sondern auch von
deren Vergangenheit abhiangen, werden als dynamische Systeme bezeichnet.

Wenn fiir ein System nach Abbildung 1.1, wie im Falle des Widerstandes und des
Kondensators, die Werte der Ausgangsgrofien yi, ya, .. .,y, zum Zeitpunkt ¢ ausschlieBlich
vom Verlauf der Eingangsgrofien ui(7), ua(7),. .., up(7) fiir 7 < ¢ abhéngen, dann nennt
man das System kausal. Da alle technisch realisierbaren Systeme kausal sind, werden wir
uns im Folgenden auf diesen Fall beschranken.

Die bisherigen Uberlegungen erlauben uns nun die allgemeine Definition der Zustands-
groBen eines dynamischen Systems anzugeben:

Definition 1.1 (Zustand). Existieren fiir ein dynamisches System Gré8en z1,...,z,
mit der Eigenschaft, dass die Ausgangsgréfien yi, yo,...,¥y, zu einem beliebigen
Zeitpunkt t eindeutig durch den Verlauf der Eingangsgrofien uy(7), ua(7), ..., up(T)
auf dem Intervall tg <7 < ¢ und den Werten von z(%p),. .., Zn(to) fiir ein beliebiges
to festgelegt sind, dann heiflen die Groflen x4, ..., x, Zustandsgréfien des Systems.

Aufgabe 1.1. Welche Grofle wahlen Sie als Zustandsgrofle bei einer Induktivitat?
Begriinden Sie Thre Antwort.

| Lésung von Aufgabe 1.1. Den Strom oder den verketteten Fluss der Induktivitét.

Dynamische Systeme, die sich durch eine endliche Anzahl n von Zustandsgréfien charak-
terisieren lassen, werden auch als Systeme mit finitem Zustand der Ordnung n bezeichnet.
Diese Systeme mit finitem Zustand, oft auch konzentriert-parametrische Systeme genannt,

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1 Einleitung Seite 4

werden durch mathematische Modelle in Form von gewohnlichen Differentialgleichungen
und algebraischen Gleichungen beschrieben. Im Rahmen dieser Vorlesung schrénken wir
uns auf jene Systemklasse mit finitem Zustand ein, die eine Beschreibung durch ein
explizites mathematisches Modell folgender Form erlaubt:

d
&xl:fl(xl,...,:cn,ul,...up,t), xl(to):xm
q Zustandsdifferen-
&xz = fo(x1, .- Tny U1, - Up, t), z2(to) = 22,0 tialgleichungen
. (1.3a)
mit Anfangs-
q bedingungen
&xn:fn(wlw-'?xnaulv”- upat)7 xn(tO) = Tn,0
y1 = hi(x1,..., 20, ul, ... Up,t)
y2 = ha(21,...,Zn, Ul, ... Up,t)
Ausgangsgleichungen (1.3b)
Yg = hg(z1,...,2n,u1,. .. up,t)
Fasst man die Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgrofien zu Spaltenvektoren
T
u = [ul ug ... ’U,p} (14&)
T
v=lu » . v (1.4b)
T
X = {ml Ty ... mn} (1.4c)

zusammen und schreibt zur Vereinfachung der Notation an Stelle von % einen Punkt

iiber die abzuleitende Grofle, dann lasst sich (1.3) in kompakter Vektorschreibweise in der
Form

x = f(x,u,t), x(tg) = xo (1.5a)
y = h(x,u,t) (1.5b)

angeben. Die Gréflen u, y und x werden als Eingang, Ausgang und Zustand des dynami-
schen mathematischen Modells bezeichnet.

Wird der Zustand x als Element eines n-dimensionalen Vektorraumes betrachtet, dann
nennt man diesen Vektorraum auch Zustandsraum. Der Zustand eines Systems zum
Zeitpunkt ¢ kann dann als Punkt im n-dimensionalen Zustandsraum dargestellt werden.
Die Kurve all dieser Punkte im Zustandsraum fiir verdnderliche Zeit ¢ in einem Zeitintervall
wird auch als Trajektorie bezeichnet, sieche Abbildung 1.3 zur Veranschaulichung einer
Trajektorie im 3-dimensionalen Zustandsraum.
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1 Einleitung Seite 5

Abbildung 1.3: Zum Begriff der Trajektorie.

Vollstandigkeitshalber sei noch erwdhnt, dass Systeme mit infinit-dimensionalem Zu-
stand, auch verteilt-parametrische Systeme genannt, durch partielle Differentialgleichungen
beschrieben werden. Beispiele dazu sind Balken, Platten, Membranen und elektromagneti-
sche Felder.
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2 Mechanische Systeme

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen zur Modellierung einfacher mechanischer
Systeme diskutiert. Der Fokus liegt dabei auf der Beschreibung der Bewegung von Punkt-
massen sowie einfacher Starrkdrpersysteme in der Ebene.

2.1 Punkt-Kinematik

Die Kinematik beschreibt die Bewegung von Koérpern oder einzelnen materiellen Punkten
im Raum beziiglich eines Bezugssystems. Betrachtet man als Bezugssystem das raumfeste
kartesische Koordinatensystem (0zyz) mit dem Ursprung 0 und den orthonormalen
Basisvektoren e, e, und e, d.h.

egez egey egez 1 0 0

T T T _
e,e; e;e, ee | =01 0f, (2.1)
ele, ele, ele, 0 01

dann kann der Ortsvektor vom Ursprung 0 zu einem materiellen Punkt P in der Form
r(t) = z(t)e, + y(t)e, + z(t)e; (2.2)

mit den in der Zeit ¢ parametrierten Komponenten x(t), y(t) und z(¢) beschrieben werden,
siehe Abbildung 2.1. Die Geschwindigkeit v(¢) und die Beschleunigung a(¢) des materiellen

e, A

z(t)

—_— Trajektorie

(1) \

€z

Abbildung 2.1: Trajektorie im kartesischen Koordinatensystem.

Punktes P erhalt man durch zeitliche Differentiation in der Form

v(t) = vpe, + vye, + v.e, = e, + Yye, + Ze, (2.3)
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2.1 Punkt-Kinematik Seite 8

bzw.
a(t) = aze, + aye, + a.e, = ie, + je, + Ze, , (2.4)

wobei v, vy, v; und a,, ay, a, die jeweiligen Komponenten beziiglich der Basisvektoren
e;, e, und e, beschreiben. Es sei angemerkt, dass in weiterer Folge die totale zeitliche
Ableitung einer Funktion z(t) mit @(t) = %x(t) bzw. Z(t) = %x(t) bezeichnet wird.
Im einfachsten Fall, wenn das Koordinatensystem so gewédhlt werden kann, dass der
Ortsvektor r(¢) fiir alle Zeiten ¢ mit einer Koordinatenachse zusammenf&llt, spricht man
von einer geradlinigen Bewegung.

Beispiel 2.1. Eine Masse wird von einem Motor geradlinig geméfl dem in Abbildung
2.2 dargestellten Beschleunigungsverlauf beschleunigt.

a(t)A

amax

+V

tO tl t2 t3

Qmin

Abbildung 2.2: Zeitverlauf der Beschleunigung a(t).

Wie grofl muss die Zeit t3 und die minimale Beschleunigung a,;, gewéhlt werden,
dass zum Zeitpunkt ¢ = t3 die Geschwindigkeit Null ist und die Position einen vor-
gegebenen Wert x4, annimmt? Es wird dabei vorausgesetzt, dass zum Zeitpunkt
t =to gilt v(ty) = vo =0, x(tp) = xg = 0. Fiir das Zeitintervall ¢y <t < t; errechnet
sich der Geschwindigkeits- und Positionsverlauf zu

t
t) =v(t +/ mag AT = + Gmax(t — 1 2.5a
v1(t) = v(to) o U(()) ( 0) (2.5a)
;c(t)——:z:(t)+/ta (1 —to)dr =z —1—71(1 (t—t)2 (2.5b)
max max I .
1 0 o 0 z 5 0

flr t1 <t <ty folgt

t

va(t) = vi(ty) + 0 d7 = amaz(t1 — to) (2.6a)
t1
t

1
zo(t) = x1(t1) + | Amaz(t1 — to) dT = §amax(t1 —10)% + amaz(t1 — t0)(t — t1)
1
(2.6b)
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2.1 Punkt-Kinematik Seite 9

und fiir ¢t <t < t3 ergibt sich

t

’U3(t) = ’Ug(tg) + ) Amin dT = amaz(tl — to) + amm(t — t2> (2.7&)
2
t 1 2 42 1 2
79(t) = a2(t2) + | 03(7) A7 = S (8= 12) + amac(ts = t0)t + Samin(t — 12)° -
2
(2.7Db)
Mit der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = t3
’Ug(tg) = amm(tl — to) + amm<t3 — tg) (2.8)
errechnet sich die gewiinschte Zeit t3 aus der Bedingung vs(t3) = 0 zu
Omax
t3 =1tg — (t1 — to) (2.9)
Gmin
und die gewiinschte Position z3(t3) = x sy, mit
x3(t3) = ramaz(tl — t0) (@min(2t2 — to — t1) + @maz(to — t1)), (2.10)
Amin
wird durch die Beschleunigung
2 2
- t1—1
Amin = Uimaa (1 ~ fo) (2.11)

amaz(t1 — to)(t1 + to — 2t2) + 27401
erreicht. Der Positions- und Geschwindigkeitsverlauf ist in Abbildung 2.3 dargestellt.

() ()

Abbildung 2.3: Zeitverlauf der Geschwindigkeit v(¢) und der Position z(t).

Im Weiteren soll die Bewegung eines materiellen Punktes P in der Ebene beziiglich des
raumfesten Koordinatensystems (0xy) betrachtet und mit Hilfe von Polarkoordinaten

x(t) = r(t) cos(p(t)) und y(t) =r(t)sin(p(t)) (2.12)

beschrieben werden, sieche Abbildung 2.4. Damit lautet der Ortsvektor vom Ursprung 0
zu einem materiellen Punkt P

r(t) = r(t) cos(p(t))es + r(t)sin(p(t))ey, . (2.13)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
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ey A
P
y(t) Trajektorie
r(t)
e e
i 7\ elt)
0 x(t) €y

Abbildung 2.4: Trajektorie im Polarkoordinatensystem.

Die Geschwindigkeit v(¢) geméf (2.3) erhélt man durch Anwendung der Kettenregel der
Differentiation in der Form

v(t) = (aarr>r + (;:pr>gb , (2.14)

wobei sich die Basisvektoren der Polarkoordinaten zu

& = agr = cos(p)e, + sin(p)ey (2.15a)
r
&, = 8(11" = —rsin(p)e, + rcos(p)ey (2.15b)

ergeben. Die Vektoren €, und €, bilden genau dann eine zuléssige Basis eines Koordina-
tensystems, wenn die Matrix

(2.16)

J_ [ cos(yp) sin ()
—rsin(y) 7cos(p)

reguldr ist, also det(J) = r # 0 ist. Dies ist abgesehen vom Punkt r = 0 tiberall der Fall.
Normiert man nun die Basisvektoren auf die Lange 1

& &,
€er = —— und e, = oo (217)
T llerlly 7 lleglly
mit
I8l = \/cos2(p) +sin(p) =1 und  [[&yll, =7, (2.18)
dann lésst sich (2.14) in der Form
v(t) = vre, +vpe, = Te, + e, (2.19)

mit den Komponenten v, = 7 (radiale Komponente) und v, = r¢ (zirkulare Komponente)
der Geschwindigkeit v(t) beziiglich der Basisvektoren e, und e, schreiben. In der Zeit
dt iiberstreicht der Ortsvektor r(t) einen Winkel de und die auf die Zeit bezogene
Winkeldnderung w = ¢ wird als Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Bei einer reinen
Kreisbewegung (siche Abbildung 2.5) ist die radiale Geschwindigkeitskomponente v, = 0
und fiir die zirkulare Geschwindigkeitskomponente gilt v, = rw.
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Abbildung 2.5: Kreisbahn im Polarkoordinatensystem.

Aufgabe 2.1. Zeigen Sie, dass sich die Geschwindigkeitskomponenten eines materiellen
Punktes P im Raum beziiglich der normierten Basisvektoren e,, ey und e, in
Kugelkoordinaten

x = rsin(f) cos(p), y=rsin(f)sin(y), =z =rcos(f) (2.20)

zu
v =7, vg=10, v,=rsin(d)p (2.21)

errechnen.

Die Komponenten der Beschleunigung a(t) in Polarkoordinaten beziiglich der Basisvektoren
e, und e, erhilt man durch totale zeitliche Differentiation von v(¢) nach (2.19)

a(t) = are, + age, = Upep + V€ + Vpey + Ve, (2.22)
wobei darauf geachtet werden muss, dass sich die Basisvektoren (siehe (2.15) und (2.17))

e, = cos(p)e, +sin(p)ey (2.23a)
e, = —sin(p)e; + cos(p)e, (2.23b)

ebenfalls zeitlich 4ndern. Man ist nun bestrebt, &, und é, durch e, und e, auszudriicken.
Dazu wird (2.23) invertiert

e, = cos(p)e, — sin(p)e, (2.24a)
e, = sin(p)e, + cos(p)e, (2.24Db)

und in €, und &, substituiert, d. h.

é, = —sin(p)pe, + cos(p)pey
= —sin(p)¢(cos(p)e, —sin(p)ey) + cos(p)¢(sin(p)er + cos(v)ey)
e (2.25)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
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bzw.

é, = — cos(ip)pe; — sin(p)pey
= —cos(p)gp(cos(p)er — sin(p)e,) — sin(p)@(sin(p)e, + cos(p)ey)
— e, . (2.26)

Setzt man (2.25) und (2.26) in (2.22) ein

a(t) = vre, + €, + D€y + V€,
= i'e, + rpe, + () + rd)e, + ré(—gey)
= (i = 1¢%)er + (r3 + 2i0)e, | (2:27)

dann folgt die radiale Beschleunigung zu a, = ¥ —r¢? und die zirkulare Beschleunigung zu
ap, = r$+27¢. Bei einer reinen Kreisbewegung vereinfacht sich die Tangentialkomponente
zu a, = r¢ und die Radialkomponente a, = —r¢? wird auch als Zentripetalbeschleunigung
bezeichnet, siche Abbildung 2.5.

Es sei an dieser Stelle erwdhnt, dass im allgemeinen Fall eines Koordinatenwechsels
die zeitlichen Ableitungen der Basisvektoren sehr elegant iiber die so genannten Chri-
stoffel Symbole mit Hilfe der Basisvektoren selbst ausgedriickt werden kénnen. Effiziente
Moglichkeiten zur Berechnung dieser Christoffel Symbole findet man beispielsweise in
[2.1].

Aufgabe 2.2. Zeigen Sie, dass sich die Beschleunigungskomponenten eines materiellen
Punktes P im Raum beziiglich der normierten Basisvektoren e, ey und e, in
Kugelkoordinaten

x = rsin(f) cos(p), y=rsin(d)sin(yp), =z =rcos(h)

zu
a, = i —rf? — rsinQ(G)ng
ag = 210 + 10 — rsin(6) cos(h)p>
ap = (r¢ + 27¢) sin(f) + 2rpf cos(6)
errechnen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Losung ein Computeralgebraprogramm!

2.2 Newtonsche Gesetze

2.2.1 Kraftesysteme

Im Rahmen dieser Vorlesung werden nur Einzelkréfte betrachtet, die an diskreten Punkten
(Angriffspunkten) eines Starrkérpers wirken. Ein Starrkorper hat die Eigenschaft, dass
unter der Wirkung von Kréften der Abstand beliebiger Kérperpunkte immer gleich bleibt.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
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Die Richtung der Kraft wird durch ihre Wirkungslinie und durch den Richtungssinn
beschrieben. Die SI Einheit der Kraft ist Newton (N = kgm/s?).

Bei einem sogenannten zentralen Kriftesystem wirken alle Einzelkréfte f;, i =1,...,n
am gleichen Angriffspunkt und die resultierende Kraft fz ergibt sich zu (siehe Abbildung
2.6)

fr=> f. (2.28)
=1

Driickt man nun die Kréfte f; mit ihren Komponenten im Koordinatensystem (0xyz)

fr

Angriffspunkt

IL//— Wirkungslinie
€z
Abbildung 2.6: Zentrales Kréftesystem.

mit den orthonormalen Basisvektoren e, e, und e, aus, d.h. f; = f; ;e, + fi e, + fi.e.,
i=1,...,n, dann ergibt sich (2.28) zu

n n n n
fr = Z(fi,a:ex + fi,yey + fi,zez) = Z fi,a:ea: + Z fi,yey + Z fi,zez . (2‘29)
i=1 i=1 i=1 i=1
R fry IR,z

Ein zentrales Kraftesystem ist nun im Gleichgewicht, wenn die resultierende Kraft ver-

schwindet
fr=0 bzw. fr,=0, fry=0und fr.=0. (2.30)

Das dritte Newtonsche Gesetz (Wechselwirkungsgesetz) besagt, dass zu jeder Kraft immer
eine gleich grofle entgegengesetzt wirkende Gegenkraft existiert (actio gleich reactio). Wenn
man beispielsweise mit der Hand eine Kraft auf die Tischplatte ausiibt, dann wirkt eine
gleich grofle entgegengesetzte Kraft von der Tischplatte auf unsere Hand. Dies kann
man dadurch darstellen, dass man an der Kontaktstelle Hand/Tischplatte die beiden
Korper auseinanderschneidet und die zugehorigen Kréfte einzeichnet (Schnittprinzip),
siehe Abbildung 2.7. Ein anderes Beispiel ist in Abbildung 2.8 zu sehen. Nimmt man an,
dass das Gewicht des Seils vernachléssigbar ist und die Rolle reibungsfrei gelagert ist,
dann wirkt auf die Masse m die Seilkraft fg und auch der Mensch muss die Kraft fg
aufbringen, um die Last zu halten.
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Hand~__
Hand f=r Kontaktebene
e i (Schnittebene)
-—r—
l ] l ]
7 7
Abbildung 2.7: Kréfte zwischen der Tischplatte und der darauf driickenden Hand.
Rolle
Seil
* Is
Is
fs
l g
fs
m m

lmg

Abbildung 2.8: Kraft in einem Seil.

Beispiel 2.2. Ein Zylinder der Masse m mit dem Radius r wird durch ein im Mit-
telpunkt befestigtes Seil mit der Lénge [ auf einer glatten Ebene gehalten, siehe
Abbildung 2.9(a). Die Krifte, die auf den freigeschnittenen Zylinder wirken, sind in
Abbildung 2.9(b) dargestellt.

Da das zentrale Kriftesystem im Gleichgewicht ist, muss nach (2.29) gelten

e, :fn — fssin(a) =0 (2.31a)
e, :fgcos(a) —mg=0 (2.31b)

mit der Erdbeschleunigung g ~ 9,81 m/s?> und dem Winkel a = arcsin(r/l). Aus
(2.31) lassen sich nun die Kréfte fs und fy in der Form
mg

fs = cos(a) und  fy = mgtan(a) (2.32)

berechnen.
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(a)

Abbildung 2.9: Zylinder am Seil.

Aufgabe 2.3. Ein vertikaler Mast M wird geméfl Abbildung 2.10 durch Seile abge-
spannt.

Abbildung 2.10: Vertikaler Mast mit drei Seilen.

Wie grof sind die Kréfte fg1 und fgo in den Seilen 1 und 2 und die Kraft f3; im
Mast, wenn am Seil 3 die Zugkraft fg3 aufgebracht wird?

Lésung von Aufgabe 2.3.

cos()

-t sin(f +7)
2 cos(a) cos(3)

cos(B)

Bei einem allgemeinen Kriftesystem wirken die einzelnen Kréifte nicht an einem einzigen
Angriffspunkt und kénnen daher auch nicht mehr zu einer einzigen resultierenden Kraft
zusammengefasst werden, siehe Abbildung 2.11. In diesem Fall bedingen die Krafte —
falls sie nicht im Gleichgewicht sind — nicht nur eine translatorische Verschiebung des
Starrkorpers sondern sie werden diesen auch verdrehen. Im einfachsten Fall betrachte
man den Starrkérper von Abbildung 2.12, bei dem die beiden Kréfte f, e, und f, e,
ein resultierendes Moment um die Drehachse e, erzeugen und damit den Starrkoérper um
diese Achse rotieren, falls das Hebelgesetz f. 111 = f.2lo (Kraft mal Kraftarm ist gleich

fs1= fs2 = [s3 und  far = —fs3

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
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Angriffspunkte

Abbildung 2.11: Allgemeines Kraftesystem.

Last mal Lastarm) nicht erfiillt ist. Das Moment beziiglich der Drehachse wird positiv

A€z

ja)

f z,1 f 2,2
Abbildung 2.12: Drehbar gelagerter Balken.

gezéhlt, wenn die Wirkung des Moments im Sinne einer Rechtsschraube in Richtung des
zur Achse gehorigen Richtungsvektors liegt. Fiir positive Kraftkomponenten f, ;1 und f, 2

ist fiir Abbildung 2.12 das Moment 7O = fz,1l1 beziiglich der Drehachse e, positiv und

y,1
das Moment TZS?Q) = — f,2l2 negativ. Die SI Einheit des Moments ist Newton-Meter (Nm
= kgm?/s?).
Das Moment
7 = 70e, + Ty(o)ey + 70, (2.33)
der Kraft
f=fre:+ fyey + f.e. (234)

beziiglich des Punktes 0 im kartesischen Koordinatensystem (0zyz) mit dem Ortsvektor
vom Punkt 0 zum Kraftangriffspunkt P, siche Abbildung 2.13,

r =ze, + ye, + ze, (2.35)

lautet
™0 = (yf. —2f), 70 = (Gfo—2f.), T =(@fy—yfs). (2.36)
Man erkennt damit unmittelbar, dass das Moment in der Form

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
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t/
e ‘fZ
z |
p 1
IR : P
I \\ ://f
I N~ 7’
,,,,‘,,,,,,\ X
r | fy
I
|2
1
0 I
“‘\N“\N : /// ey
- R

€z

Abbildung 2.13: Zum Moment der Kraft f beziiglich des Punktes 0.

x fa yfz —zfy

T(O):rXf: y| X fy = |zfs —zf. (237)
z f % .’Iif y yf az
geschrieben werden kann'. Wirken nun auf einen Starrkérper mehrere Momente TZ(A),
i =1,...,n beziiglich des selben Punktes A, dann errechnet sich das resultierende Moment
(4
TR zZu

7'24) Z T; Z em + Z iy ey + Z Ti(j)ez . (238)
i=1 i=1

A (A) (A)
R T TR,y TR,z

Ein allgemeines Kriftesystem geméafl Abbildung 2.11 l4sst sich stets beziiglich eines beliebig
gewdhliten Bezugspunktes A durch eine resultierende Kraft fz am Angriffspunkt A und
ein resultierendes Moment TE%A) beztiglich dieses Punktes A reduzieren. Ein allgemeines
Kréaftesystem ist nun im Gleichgewicht, wenn sowohl die resultierende Kraft fr als auch

(4)

das resultierende Moment 7" verschwinden, d. h.

Kriftebilanz: fr = 0 bzw. fry=0, fry =0und fr, =0 (2.39a)
Momentenbilanz: TSRA) =0 bzw. T}(%z) =0,7 ( ) =0 und Téz) =0. (2.39b)

1Zur vereinfachten und kompakteren Schreibweise werden hier und im Folgenden hiufig die Komponenten
der vektoriellen GréBen einfach in einem Vektor zusammengefasst, d. h. mit f* = [ fe Jy fz] bzw.

rf = [:v Y z] ist gemeint f = f,e, + fyey + f:-e. bzw. r = ze, + ye, + ze..
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Beispiel 2.3. Man betrachte den Starrkérper von Abbildung 2.14 mit den Kréften

fA,x fB,:C fC,az
fA = fA,y ) fB = fB,y ) fC = fC,y (240)
fA,z fB,z fC’,z

an den Angriffspunkten A, B und C sowie den Bezugspunkt D mit den zugehérigen
Ortsvektoren

az/2 ag/2 0 Qg
roa=| 0 |, rop= |ay/2|, roc=|0|, Top=|0]. (2.41)
a,/2 a, 0 0
e:4 ;
B

Abbildung 2.14: Zur Reduktion eines allgemeinen Kréftesystems.
Fiir den Bezugspunkt D folgen die Momente zu

[ —ay/2 faz —faya./2
T = (roa—rop) xfa= | 0 | % |fay| = |fasae/2+ fas0./2|  (242a)
—_————
oA I a,/2 fa —fayaz/2
[—a./2]  [fBo fB.20y/2 — fBya-
T(BD) = (I‘OB — I‘QD) X fB = ay/2 X foy = fB7zax/2 + fB,xaz (242b)
rpp | az fB,z _fB,yaLt/2 - fB»»’Cay/z
__ax fC,x 0
D
¢ = (roc —rop) xfo = | 0 | x | foy| = | afe. (2.42¢)
—_———
rpc L 0 fC,z —ameyy

und das allgemeine Kraftesystem f4, f und fo kann durch die resultierende Kraft

fr = f4+fp+f- und durch das resultierende Moment T%D) = TEAXD)—I—TSBD)—I-T(CD) ersetzt
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werden. Damit ergeben sich die Gleichgewichtsbedingungen aus der Kréftebilanz
(fr = 0)

€y :fA,a: + fB,w + fC’,a: =0 (243&)
€y :fA,y + fB,y + fC,y =0 (243]2))
e :fa.+ fp.+ fc.=0 (2.43c)

und der Momentenbilanz (TERD) =0)

€y I — fA,yaz/2 + fB,zay/2 - fB,yaz =0 (2.44&)
ey :fa:0:/2+ faza:/2+ fB20z/2+ fpaa. + fc 0. =0 (2.44b)
€, — fA,yaa:/Z - fB,yaa:/2 - fB,xay/2 — fC’ya;U =0. (2.44C)

Aufgabe 2.4. Geben Sie die Momentenbilanz fiir das Beispiel von Abbildung 2.14 um
den Bezugspunkt C an.

Lésung von Aufgabe 2.4.

_fA,yaz/2 fB,zay/2 - fB,yaz
C C C
7-54) = _fA,zax/2+fA,xaz/2 , 7-53) = _fB,zax/2+fB,waz ’ T(C’) =0
fayas/2 fByaz/2 — fBaay/2

Beispiel 2.4. Der Mechanismus geméf3 Abbildung 2.15(a) ist im Punkt A drehbar
gelagert und wird an den Punkten B und C' iiber ein Seil gehalten. Es wird angenom-
men, dass die Seilrollen reibungsfrei gelagert sind und die Seilmasse sowie die Dicke
der einzelnen Balken vernachlissigt werden kénnen. Schneidet man den Mechanismus
frei, so erhilt man die in Abbildung 2.15(b) gezeigten Krifte.

fezt fS fext
fA,w

a fA,z

Is

(b)

Abbildung 2.15: Einfacher Mechanismus.
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Im Gleichgewicht miissen nun die Kraftebilanz

ey :faz+ fscos(a) =0 (2.45a)
€, :fA,z + fs+ fs sin(oz) — feat =0 (2'45b)

und die Momentenbilanz (gewdhlter Bezugspunkt A)
ey : —afs+2afer — afs(sin(a) + cos(a)) =0 (2.46)

erfillt sein.

2.2.2 Schwerpunkt

Die bisherigen Uberlegungen erlauben nun die Definition des sogenannten Schwerpunktes
eines Starrkorpers. Dazu betrachte man in einem ersten Schritt eine masselose starre
Stange, die die Punktmassen m;, ¢ = 1,...,n geméfl Abbildung 2.16 miteinander verbindet.
Zufolge der Erdbeschleunigung g in negativer e,-Richtung wirken auf die Stange die

€

T, 1:1;7;+1 l Tn, l

mig mag f m;g  Mi+1g mng

S

Abbildung 2.16: Zur Definition des Schwerpunktes: Masselose Stange mit Punktmassen.

Gravitationskrafte f; = —m;ge,, i = 1,...,n. Man weifl nun, dass die Krafte f;,i =1,...,n
beziiglich eines beliebig gewdhlten Bezugspunktes A durch eine resultierende Kraft fz am
(A)

Angriffspunkt A und ein resultierendes Moment 7" beziiglich dieses Punktes A ersetzt
werden kénnen. Der Schwerpunkt beschreibt nun jenen Angriffspunkt S, bei dem das
resultierende Moment Tg) verschwindet und damit die Stange alleinig durch Aufhédngen
im Punkt S mit der Haltekraft fg im Gleichgewicht gehalten werden kann. Aus der

Momentenbilanz

n
ey : Zmig:(:i — fsxg =0 (2.47)
i=1
und der Kréftebilanz .
e, — Zmig +fs=0 (2.48)
i=1
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lasst sich xg in der Form

(2.49)

berechnen.

Aufgabe 2.5. Zeigen Sie, dass sich fiir ein allgemeines System, bestehend aus n
starr gekoppelten Massepunkten mit den Massen m; und den Ortsvektoren r; vom
Ursprung 0 des Koordinatensystems (0xyz) zu den Massepunkten, der Ortsvektor rg
zum Schwerpunkt wie folgt

i .
rg =" (2.50)
>

errechnet.

Dies lasst sich nun direkt auf einen allgemeinen Starrkérper {ibertragen. Dazu nehme man
an, dass der Starrkorper das Volumen V und die (ortsabhéngige) Dichte p(z,y, z) besitze,
weshalb sich die Masse m des Starrkorpers zu

m:/p(x,y,z) dv (2.51)
1%

ergibt. Der Schwerpunkt S mit dem Ortsvektor rg gemessen im Koordinatensystem
(0zyz) ist nun jener Punkt, an dem der Korper aufgehidngt werden miisste (Haltekraft
fs), damit sich der Korper im Gleichgewicht befindet unabhéngig von der Richtung der
Erdbeschleunigung ¢g. Angenommen, die Erdbeschleunigung wirkt in Richtung e,, dann
wirkt auf das Volumselement dV die Gravitationskraft gp(z,y, z) dVe, und beztiglich des
Koordinatenursprungs 0 das Moment r x gp(z,y,2) dVe, = rgp(z,y, z)dV x eg4, siche
Abbildung 2.17. Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich durch Integration {iber das

fSeg

Abbildung 2.17: Zur Definition des Schwerpunktes eines Starrkorpers.
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Starrkorpervolumen V wiederum aus der Kréftebilanz

— fseq + g/ p(z,y,z)dVe; =0 (2.52)
%
—_————
und der Momentenbilanz
— (rs % fseq) + g/vrp(x, y,z)dV xe; =0 . (2.53)

Setzt man fg = mg aus (2.52) in (2.53) ein, so folgt

{—mgrs + g/ rp(z,y, 2) dV} Xe;=0 (2.54)
\%

und da e, beliebig ist, muss der Ausdruck in der geschwungenen Klammer identisch
verschwinden, d. h.
Jrp(z,y,2)dV

bzw. in Komponentenschreibweise rg = rg e, + rs e, +rg.e;

Jxp(z,y,2)dV Jyp(x,y,2)dV [ 2p(x,y,2)dV
TSz = V—7 TSy = V—, TS, = vy (2.56)
m m m
Wenn sich ein Korper aus mehreren Teilkérpern j = 1,..., N mit den Volumina V; und

der Dichte p;(x,y, z) zusammensetzt, dann errechnen sich die Ortsvektoren rg; zu den
Schwerpunkten der Teilkérper gemessen im gleichen Koordinatensystem (0xyz) zu

f I',Oj(.%', Y, Z) dV]

rsj = V] mit  my :/v pj(z,y,2)dV; . (2.57)
J

m;

Daraus erkennt man unmittelbar, dass sich der Schwerpunkt des gesamten Korpers geméafl
(2.55) in der Form

Jrpi(z,y,z)dVi+ ...+ [rpj(z,y,2)dV; + ...+ [ rpon(z,y,2)dVNn
Vi v Yy

m

(2.58)

berechnen lasst.

Beispiel 2.5. Fir den homogenen Starrkérper (Dichte p ist konstant) von Abbildung
2.18 ist der Ortsvektor zum Schwerpunkt gesucht.
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€.a

A 4

Abbildung 2.18: Zur Schwerpunktberechnung zusammengesetzter Teilkorper.

Dazu werden vorerst geméf} (2.57) die Schwerpunkte getrennt fiir die beiden Volumina
V1 und Vs berechnet. Fiir den ersten Teilkérper mit dem Volumen V; folgt damit

rSlz = nsl/l/l4/()l /Ol/gxdxdydz = ,oép‘rfflgjl = é
o= [ [ 5=
TS1,z = ﬂi)l/l/l4/0l /Ol/gzdxdydz = ;E;,l; = %l
und fiir den zweiten Teilkorper Vs ergibt sich
rS2,x = WZ/OZM/OZ/OZxdxdydz = pZQl; = é
rS2y = WZ/OlM/OZ/Olyda:dydz = ;lg = é

/4 rl pl 414 I
P

L= dedyds = —— = - .
", m2/0 /0/02 TWET B T

Damit lautet nach (2.58) der Ortsvektor des Schwerpunktes des gesamten Korpers

L I3 I3

1 1 P3|t P3|l ;

rs = mirsy + maorse) = sl +=005| [ =13
my +m2( ) gl?’—i- §l3 4 é 4 i i

8 8 8

(2.59)
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Aufgabe 2.6. Berechnen Sie den Schwerpunkt einer homogenen Halbkugel geméafl
Abbildung 2.19.

€

T 0 €y

Abbildung 2.19: Schwerpunkt einer homogenen Halbkugel.

Lésung von Aufgabe 2.6.

o O

rs

ool
=

2.2.3 Impulserhaltung

Das zweite Newtonsche Gesetz (Impulserhaltungssatz) formuliert fiir eine Punktmasse
besagt, dass die zeitliche Anderung des Impulses p gleich der auf die Punktmasse wirkenden
Kraft f ist, d.h.

d d
P = &(mv) =f (2.60)

mit der Masse m und der Geschwindigkeit v. Man beachte, dass die Formulierung (2.60)
nur beziiglich eines ruhenden Bezugskoordinatensystems (Inertialsystem) giiltig ist. Fiir
die in dieser Vorlesung betrachteten Systeme kann die Erde als Inertialsystem angesehen
werden.

Beispiel 2.6. Ein Ball der Masse m wird aus der Hohe h gegeniiber dem Erdboden
mit der Geschwindigkeit v(0) = vg > 0 abgeschossen, siehe Abbildung 2.20.

e, Yo

t()ZO tq

Abbildung 2.20: Wurfparabel.
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Im Weiteren soll berechnet werden, unter welchem Winkel o der Ball abgeschossen
werden muss, damit die Wurfweite unter der Annahme verschwindender Luftreibung
maximiert wird. Da die Masse m konstant ist, lautet der Impulserhaltungssatz im
Inertialsystem (0xyz)

mi& =0 und mZ=—mg (2.61)

mit den Anfangsbedingungen z(0) = 0, ©(0) = vg cos(a), 2(0) = h, 2(0) = vosin(a).
Aus (2.61) erhélt man mit @(¢) = v, (t) und 2(t) = v.(t)

vz (t) = (0) = vg cos() (2.62a)
x(t) = vg cos(a)t (2.62b)
v,(t) = —gt + vo sin(a) (2.62¢)
z(t) = —gt; + vosin(a)t + h . (2.62d)

Die Zeit t kann nun in der zweiten Gleichung eliminiert und in die letzte Gleichung
eingesetzt werden, woraus die bekannte Wurfparabel

72

——s——— +t h 2.63
g2v8 cos?(a) + tan(a)z + (2.63)

z =

resultiert. Der Zeitpunkt ¢1, zu dem der Ball auf dem Boden trifft, ergibt sich aus
der Bedingung z(t1) = 0 zu

vo sin(a) + y/vg sin?(a) + 2gh
,_ wsin(e) + /i o) -
g

und damit lautet die Wurfweite

vo sin(a) + y/vd sin?(a) + 2gh
. .

x(t1) = vo cos(a) (2.65)

Um die Wurfweite zu maximieren, leitet man x(¢;) nach « ab und setzt den Ausdruck
gleich Null. Als Ergebnis erhalt man

Omaz = arctan (UO> ) (2.66)

\/v& + 2gh

Man kann sich einfach davon iiberzeugen, dass fiir h = 0 der Winkel a,,x = 45° und
die maximale Weite Zmax(t1) = v3/g betrigt.

Aufgabe 2.7. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (2.66).

Abbildung 2.21 zeigt zwei Punktmassen m; und mj, die iiber eine masselose Stange
starr miteinander verbunden sind. Wenn man die Stange aufschneidet, so folgt nach
dem Schnittprinzip f;; = —f;;. Der Impulserhaltungssatz getrennt fiir jede Punktmasse
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e.A
m;
f;
r;
my;
r.
0 f; Sy

€y

Abbildung 2.21: Zwei mit einer masselosen Stange verbundene Punktmassen.

angeschrieben lautet

d d
Mg Vi = fi +£i; und mj Vi = fj + £ (2.67)
bzw. erhalt man durch Summation
d2 d2
My i+ My Ty = fi + 1 +£; + 1. (2.68)
fR :0

Setzt man die Beziehung fir den Schwerpunkt gemafl (2.50)
pg = it MY (2.69)

mi +m;

in (2.68) ein, vereinfacht sich (2.68) zu

2
(mi + mj)@l‘s = f@ + fj . (270)
m fr

Man kann sich unmittelbar davon iiberzeugen, dass dies auch fiir einen Starrkérper mit
dem Volumen V, der Masse m nach (2.51) und dem Ortsvektor zum Schwerpunkt rg geméf
(2.55) gilt, siche dazu Abbildung 2.17. Schreibt man nédmlich den Impulserhaltungssatz
(2.60) fir ein Massenelement dm = p(z,y, z) dV mit dem zugehorigen Ortsvektor r an
und integriert iiber das Volumen V), so folgt

d2 d2 d2
/V@rp(x, y,2)dV = @/Vrp(x,y, 2)dV =m—srs = fg . (2.71)

mrg

Die Gleichung (2.71) ist in der Literatur unter dem Namen Schwerpunktsatz bekannt
und besagt, dass der Schwerpunkt mit dem Ortsvektor rg eines Systems von Koérpern
sich wie eine Punktmasse verhélt, deren Masse m die Summe der Massen aller einzelnen
Korper ist, und auf den die vektorielle Summe fg aller von auflien an den einzelnen Korpern
angreifenden Kréfte wirkt.
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verbunden sind.
Sy

Beispiel 2.7. Abbildung 2.22 zeigt einen einfachen Flaschenzug mit zwei Massen m;
und meg, die iiber reibungsfreie masselose Rollen durch ein masseloses Seil miteinander

g
s

21

22

Die zugehorigen Bewegungsgleichungen lauten

<1

mi1Z1 = mi1g — fs1 — fs2

maZe = mag — fs3 .

d

Zg(t) = 290 + AZQ(t),

mi d2

2 de2

2

t2AZ2 :ng_fS )

z1 (t) = 210 —

Setzt man (2.73) und (2.74) in (2.72) ein, erhdlt man

Azg =mig — 2fs

Vst |
fS2 "‘f
1 fs1 4 fs2 53

22

Abbildung 2.22: Flaschenzug mit zwei Massen.

(2.72a)
(2.72b)

Aufgrund der obigen Annahmen ist die Kraft im gesamten Seil gleich grof}, d. h.

fs1=fs2 = fs3=fs .

(2.73)

Bezeichnet man mit z19 und zog die Position der Masse m; und mo zum Zeitpunkt
t = 0, dann bedingt eine Anderung von zo um Az eine Verschiebung der Masse m;
um —Azo/2 (Flaschenzug), d. h.

Azy(t)
. (2.74)
(2.75a)
(2.75b)
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woraus sich unmittelbar die Bewegungsgleichung des gekoppelten Systems und die
Seilkraft fg in der Form

2

d 27ng —ma
—Azp =2g——— 2.
a2 T I ¥ amy (2.762)
3mimag
= 2.76b
Is 4mg + my (2.76D)

berechnen lassen.

2.2.4 Translatorische kinetische Energie und potentielle Energie

Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen ist eine Punktmasse mit der Masse m, dem
Ortsvektor r = ze, +ye, + ze, vom Ursprung 0 des Inertialsystems (0zyz), der Geschwin-
digkeit v =1 = v,e; + vye, + v,e, und der Summe der auf die Punktmasse wirkenden
Krifte fr = fro€s + frRyey + fr.€.. Damit gilt nach (2.60) der Impulserhaltungssatz

d

—v="_Fg. 2.77

T 217)

Die durch die Kraft fg zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit verrichtete Arbeit wird als Leistung
(SI Einheit Watt W = Nm/s)

P=fg-v (2.78)

bezeichnet?. Die zugehérige im Zeitintervall [to, ¢] transferierte Energie E lautet (SI Einheit
Joule J = Nm)

E(t) - E(to) = /tt P(r)dr — ttfR-vdT . (2.79)

Setzt man nun die linke Seite von (2.77) in (2.79) ein, so erhalt man die zum Zeitpunkt ¢
in der Masse m gespeicherte kinetische Energie zu

t v

T() = T(to) + / <m;7v) vdr=T(to)+m [ ¥-dv

to Vo
Vg Vy Vz
=T(to) +m / Uy dig, +/ Uy dfzy—i-/ 0, do,
Vo Voy V0z
m m 1
=T(to) — E(ng + vgy + vgz) + 5 (vg + vg + fuz) = §mvTv , (2.80)

=0

wobei sdmtliche Integrale entlang einer Losungskurve des Systems im Zeitintervall [¢g, ¢]
mit der zugehorigen Geschwindigkeit v(to) = vo = [voz, voy, vo2]" und v(t) = [va, Vy, v,]"
ausgewertet werden.

Der translatorische Anteil der kinetischen Energie eines Starrkérpers errechnet sich zu
(Schwerpunktsatz)

2Hier und im Folgenden bezeichnet fr - v das innere Produkt fr - v = f;,gv = fRaVz + [RyVy + [R,20V-.
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1
T = 5mf§1‘~5 (2.81)

mit der Gesamtmasse m und dem Ortsvektor rg zum Schwerpunkt gemessen im Inertial-
system (0zyz).

Im néchsten Schritt soll fir die Klasse der Potentialkrifte fr die zugehorige potentielle
Energie V berechnet werden. Dazu formuliert man (2.79) mit v = r in der Form

V) = Vito) + [ fr-vdr = Vity) + / £ (F) - i

to
= V(o) + [ [frale,5:2) 42+ fry(E5,2) 47 + fra(,3,2) 47 (282)

um, wobei die Integrale wiederum entlang einer Losungskurve des Systems im Zeitintervall

T T
[to, t] mit der zugehorigen Position r(ty) = rop = {xg Yo zo} und r(t) = [a; Yy z}
zu verstehen sind. Das Integral in (2.82) ist genau dann® wegunabhdingig, wenn die
Integrabilitdtsbedingungen

S e 8,0.) = 5 fn(3.3:7)
S50 = 5 I3 9) (2.53)
S r(8.5.2) = o fal@,2)
erfiillt sind bzw. die Jacobimatrix von fp = [fR,x(:E,gj, Z) fry(Z,9,%) fR,Z(aE,g,E)]T
beziglich T = [ic 7 Z}T symmetrisch ist, d. h.

5 %f}z,x %fR,x %f}?,x N

sitn= | &hny Giny Sina| = (5tn) (2:84)
2 fr.- a%fR,z 2 IR,

In diesem Fall sagt man auch, die Kraft fr ist konservativ und besitzt ein Potential

(potentielle Energie) geméf (2.82). Nimmt man nun an, dass ry jene Position bezeichnet,
an der V(ry) = 0 ist (Bezugspunkt), dann gilt

V(r)=V(rr) +/rr0 fR(i‘)-df+/rr fp(F) - di = /rr fp(F) - dr . (2.85)

=V(ro)

Damit héngt die potentielle Energie V' ausschliellich vom Endwert r der Losungskurve
und vom Bezugspunkt r; ab und ist unabhéngig davon, wie man zu diesem Endwert

T
gelangt?. Wenn fr = {fRyx(x, v,2) fry(®,y,2) fr:(z,y, z)} konservativ ist und damit

3Genau genommen gilt dies nur in einer sternférmigen Menge (Lemma von Poincaré fiir Differentialfor-
men).

4Man beachte, dass eine Anderung des Bezugspunktes r; lediglich eine konstante Verschiebung in V
bewirkt.
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die Integrabilitatsbedingungen (2.83) erfiillt sind, ist der Integrationsweg frei wéhlbar und
das zugehorige Potential lasst sich z. B. wie folgt

T y z
V() = / Fra@yrzn) i+ [ fry(e g, 2) dj + / Fra(,y,3) d3 (2.86)
T Z1

I yr
T T
mit r = [x Y z} und r; = [xl yr zl]} berechnen.

Beispiel 2.8. Ein anschauliches Beispiel bildet die potentielle Energie zufolge der
Gravitationskraft. Wenn eine Person der Masse m einen Berg der Hohe h besteigt,
dann hat diese Person am Berggipfel die potentielle Energie® V' = mgh, unabhéngig
davon, von welchem Ort sie die Bergtour gestartet und auf welchem Weg sie den
Berggipfel erreicht hat.

“Hier wird angenommen, dass als Bezugspunkt das Niveau des Meeresspiegels gewéahlt wurde.

Wenn V(z,vy, z) die potentielle Energie bezeichnet, dann kann V auch in der Form

rdv rro 0 0
= —dr = —V(z,9,2)dz + =V (%,9,2)dg + ==V (%, 9, 2) dZ 2.
v [[Gas [Veanes gvennas Zv@ne]  @sn)
geschrieben werden und durch Vergleich mit (2.86) folgen aus der Unabhéingigkeit der
Ortsvariablen x, y und z die Beziehungen

o o ., . . o o .., o 0 ... . .
fR,CC(x7y7z) - %V(xayvz% fR,y(fC,y, Z) - @V($7yvz)7 fR,Z(xayu Z) - %V(‘rvyuz>
(2.88)
bzw.
£ = grad(V) = VV . (2.89)

Aufgabe 2.8. Zeigen Sie, dass die Kraft, die aus einem Potential berechnet werden
kann, immer wirbelfrei ist, d. h. rot(fg) = V x fgr = 0.

Beispiel 2.9. Die Abbildung 2.23 zeigt eine mechanische Feder und deren nichtlineare
Kraft-Weg Kennlinie. Im unbelasteten Fall (Federkraft fz = 0) hat das Federelement
die Lange sg, welche auch als entspannte Linge der Feder bezeichnet wird.

fr>0 fra
fr=20 fr<0
D =
S
s = 50 . 0 50 s
% 7 7

Abbildung 2.23: Das Federelement.
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Die potentielle Energie der Feder mit der Federkraft fr(s), fr(so) = 0, berechnet
sich nach (2.85) zu

V(s) = / Fr(3)ds . (2.90)

Im linearen Fall, d.h. fr(s) = c¢(s — so) mit der Federkonstanten ¢ > 0, vereinfacht
sich die potentielle Energie zu

V(s) = %c(s —so)?. (2.91)

Aufgabe 2.9. Abbildung 2.24 zeigt die Serien- und Parallelschaltung zweier linearer
Federelemente mit den Federkonstanten c¢; und ¢y und den zugehérigen entspannten
Liingen 501, S02-

fr
A
S9 C2, 502 T fr
v T 1 A
A
C1, S01 €2, 502
s1 €1, 501 s
Y Y
7

Abbildung 2.24: Zur Serien- und Parallelschaltung von linearen Federelementen.

Berechnen Sie jeweils die Gesamtsteifigkeit ¢, sowie die zugehorige entspannte Lénge
504 der Ersatzschaltung geméf Abbildung 2.24.

Lésung von Aufgabe 2.9.

C1C2
c1+c2

Serienschaltung: soy = s01 + 502, ¢4 =

C1501 + €2502

Parallelschaltung: so, = n
C1 C2

, Cg=c1+cC

Beispiel 2.10. Gegeben ist das System in Abbildung 2.25 bestehend aus den zwei
Massen my und mg sowie den beiden linearen Federelementen mit der Federsteifigkeit
c1 > 0 und c2 > 0 und den zugehoérigen entspannten Léngen sg; und sgo. Im Weiteren
bezeichne z; und z3 die Auslenkung der Masse mj bzw. mo aus der Gleichgewichtslage,
d.h. z; = 81 —s01 und 29 = s5—5g2. Wie in Abbildung 2.25 dargestellt, sind die beiden
Massen iiber eine Blattfeder miteinander verbunden. Diese bewirkt eine Federkraft
fi2 = c12(z1 — 22), c12 > 0, zufolge einer Relativverschiebung von m; und ma.
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A ma A
Z1 /-
mi C12

€2, 502 S9

22

S1 c1, 501

Abbildung 2.25: Massen mit Blattfeder.

Aufgrund des Schnittprinzips muss diese Kraft mit unterschiedlichem Vorzeichen an
den beiden Enden der Feder auftreten, d.h. fo; = — fi2. Nimmt man an, dass fir
z1 = 29 = 0 die in den Federn gespeicherte potentielle Energie V' gleich Null ist und
fasst man die Krafte der Federn entsprechend der Verschiebungen in einen Vektor fr

zZusammen
lfm(zl, 22)] _

fr =
fra(z1, 22)

(2.92)

c1z1 + cia(z1 — 22)]
cazo + c12(22 — 21) ’

so errechnet sich V mit z = [zl 22:| in der Form

V = /0 fr-dz = /0 [8151 + c12(21 — 22)] dz; + [6252 + c12(Z2 — 21)] dze . (2.93)

fr1(Z21,22) fra(Z1,22)

Analog zu (2.82) ist die Wegunabhéngigkeit der Integration von (2.93) gegeben, da
die Integrabilitdtsbedingung

S Ofr1(21,22)  Ofra(Z1, 22)
127 0% N 021

= C12 (2.94)
erfiillt ist. Die potentielle Energie V' der Kraft fr = Cz folgt damit zu
zZ1 B _ zZ2 _ 5
V= /0 fr1(21,0)dz +/0 fra(z1,22) dZo

z1 z2
= / [c121 + c1221]dZ + / [c2Z2 + c1222 — c1221] 22
0 0
2 2

z z
= (1 + C12)51 + (c2 + C12)§2 — C1221%2
1 c1+ec —c
e 2oy (2.95)
2 —C12 co + c12

C
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Die Matrix C ist symmetrisch und positiv definit und wird auch als Steifigkeitsmatrixz
bezeichnet. Die Symmetrie der Steifigkeitsmatrix impliziert damit die Integrabilitéts-
bedingung, womit fiir fr eine potentielle Energie existiert.

2.2.5 Dissipative Krifte

Unter einer dissipativen Kraft fp versteht man eine Kraft, deren Arbeit irreversibel in
Wirme umgewandelt (dissipiert) wird, d. h. fp(t) - v(¢) < 0 fiir alle Zeiten ¢. Dies konnen
volumenhaft verteilt wirkende Kréfte sein, wie beispielsweise bei der Wirbelstrombremse,
oder flichenhaft verteilt wirkende Kréfte, wie dies bei der Bewegung eines starren Korpers
durch ein (fliissiges) Medium zufolge der Reibung auftritt.

Bewegung eines starren Korpers durch ein fluides Medium

Betrachtet man einen Starrkorper, der sich gleichférmig mit der Geschwindigkeit v ohne
Rotation durch ein (ruhendes) fluides Medium bewegt, so kénnen die vom Fluid auf
den Korper ausgetlibten flichenhaft verteilten Kréafte durch eine resultierende Kraft fp
und ein resultierendes Moment TE%Z) beziiglich eines beliebig gewahlten Punktes Z aus-
gedriickt werden (siehe dazu auch die bisherigen Ausfithrungen zum Thema allgemeines

Kriftesystem). Die resultierende Kraft fp kann man in einen Anteil f4 (Ablenkungskraft)

€

fluides Medium

Abbildung 2.26: Bewegter Starrkérper in einem fluiden Medium.

senkrecht zu v und einen Anteil fp ( Widerstandskraft), der parallel in entgegengesetz-
ter Richtung von v wirkt, zerlegen, siche Abbildung 2.26. Die Ablenkungskraft £f4 wird
auch als dynamische Auftriebskraft bezeichnet und ist bedingt durch die Geometrie des
Starrkorpers. Ein einfacher Zusammenhang fiir die Widerstandskraft fp in einem weiten
Geschwindigkeitsbereich unter der Schallgeschwindigkeit ist durch

fD = fDeU = —CWA%v2ev (296)

mit v = ||v||, und dem Richtungsvektor der Geschwindigkeit e, gegeben. Dabei bezeichnet
cw > 0 den (dimensionslosen) Widerstandsbeiwert, A eine geeignete Bezugsfliche und py
die Dichte des fluiden Mediums.
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Reibung zwischen festen Korpern

Wenn zwei feste Korper, die sich beriihren, Relativbewegungen ausfithren, dann entste-
hen zufolge der Rauheit der Oberflichen in der Berithrungsfliche flachenhaft wirkende
tangentiale Reibungskréfte. Im Folgenden betrachte man eine Masse m, die durch eine
externe horizontale Kraft f. auf einer rauen Oberfliche bewegt wird, siche Abbildung
2.27. Schneidet man die Masse frei, so wirken auf die Masse neben f, die Normalkraft

€ €z

E m

Je

m |——

. =SS g =

]

Abbildung 2.27: Zur Haftreibung.

fn und die Reibkraft f,.. Aus Erfahrung weifl man, dass die Masse m sich erst bewegt,
wenn die Kraft f. einen bestimmten Wert fy iiberschreitet, d. h. solange die Ungleichung®
|fe| < fu erfillt ist, gelten die statischen Gleichgewichtsbedingungen

e, fe—fr=0 (2.97a)
e, fn—mg=0 (2.97b)

und die Masse bleibt an der Stelle haften. In diesem Zusammenhang wird f, deshalb
als Haftreibungskraft bezeichnet und stellt eine Reaktionskraft dar, wie dies zufolge des
Schnittprinzips bereits bekannt ist. In einer ersten Nédherung lasst sich fg in der Form

fu=pufn, firfx >0, (2.98)

ausdriicken, wobei der Haftreibungskoeffizient pp > 0 lediglich von der Rauheit der sich
berithrenden Oberflichen abhéngt. Wird die externe Kraft f. soweit erhoht, dass die
Haftreibung {iberwunden wird, dann beginnt sich die Masse zu bewegen und die Reibkraft
fr = fc zufolge der trockenen Gleitreibung lautet

fo = pefnsgn(d), fir fx >0, (2.99)

mit dem Gleitreibungskoeffizienten pc > 0. In diesem Fall gilt fiir die e,-Richtung nach
wie vor die Gleichgewichtsbedingung fy = mg und in e,-Richtung folgt der Impulserhal-
tungssatz (2.60) zu

mi = fe — pomgsgn(z). (2.100)

5Man beachte, dass im Allgemeinen fz fiir unterschiedliche Vorzeichen von f. auch unterschiedliche
Werte annehmen kann, was hier nicht betrachtet wird.
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Das mathematische Modell der Masse von Abbildung 2.27 ist demnach durch eine Struk-
turumschaltung charakterisiert, d. h.

—
Haften: wenn |fe| < fg und £ =0 {:c 0 (2.101a)
v =
Gleiten: sonst{ . (2.101b)
mi = fe — pemgsign(v) .

Das Reibungsgesetz (2.98), (2.99) ist auch als Coulombsches Reibungsgesetz bekannt und
gilt im Wesentlichen als elementare Naherungstheorie fiir trockene Reibung zwischen festen
Kérpern. Die Reibungskoeffizienten ppr und pue miissen im Allgemeinen aus experimentellen
Versuchen ermittelt werden. Typische Werte fiir einige Materialpaarungen findet man in
Tabellenbiichern, siehe beispielsweise Tabelle 2.1.

Tabelle 2.1: Typische Reibungskoeffizienten.

Materialpaarung H Haftreibung pg | Gleitreibung o
Bronze auf Bronze 0,18 0,2

Grauguf} auf Bronze 0,28 0,2

Stahl auf Stahl 0,15 0,12

Luftreifen auf Asphalt || 0,55 0,3

Eiche auf Eiche 0,54 0,34

Im Haftzustand kann man geméfl Abbildung 2.27 einen Winkel ¢ in der Form

_ I

IN
einfiihren. Setzt man fiir f. den Grenzwert fr = pp fy ein, so erhédlt man den Zusam-
menhang

tan(y) (2.102)

tan(pg) = pg (2.103)

mit dem Haftungswinkel ¢p. Dies erlaubt eine anschauliche geometrische Interpretation
der Haftreibung: Wird ein Korper einer beliebig gerichteten Belastung unterworfen, so
bleibt er in Ruhe, solange die Reaktionskraft f5 an der Kontaktfliche innerhalb des so
genannten Haftkegels liegt. Der Haftkegel beschreibt dabei den Rotationskegel um die
Normale e, der Kontaktflichen mit dem Offnungswinkel 2y, siche Abbildung 2.28.

Aufgabe 2.10. Eine Masse m liegt auf einer schiefen Ebene und wird von einer Person
mit der Kraft fg nach oben gezogen (siehe Abbildung 2.29).
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s

Abbildung 2.29: Masse auf schiefer Ebene.

Berechnen Sie die notwendige Zugkraft fg als Funktion der Winkel o und S sowie
der Masse m und des Haftreibungskoeffizienten pzr, damit die Masse bewegt werden
kann.

Lésung von Aufgabe 2.10.

mg(pp cos(a) + sin(a))
cos(B — a) + pgsin(f — a)

fs >

Aufgabe 2.11. Fine Person der Masse m steigt auf eine 21-stufige Leiter der Lénge I,
die an einer Wand angelehnt ist, siehe Abbildung 2.30. Wie viele Stufen darf die Person
auf die Leiter steigen ohne dass die Leiter wegrutscht, wenn der Haftreibungskoeffizient
zwischen Leiter und Wand Null und zwischen Leiter und Boden gleich pg = 1/10 ist?
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Abbildung 2.30: Person auf einer Leiter.

Lésung von Aufgabe 2.11. Die Anzahl der Stufen entspricht der auf die néchst kleinere
ganze Zahl abgerundeten Zahl

20pp
l 2
() -
h
Befindet sich zwischen den beiden festen Korpern eine ununterbrochene Schmiermittel-
schicht, so héngen die zwischen den Korpern wirkenden Kréfte im Wesentlichen von
der sich einstellenden Strémung im Spalt zwischen den beiden Korpern ab. Sehr haufig

verwendet man in diesem Zusammenhang fiir die Reibkraft f,. ein einfaches Modell der
Form

+1.

fr = pyAv (2.104)

mit dem wviskosen Reibungskoeffizienten py > 0 und der Relativgeschwindigkeit Awv
der beiden sich beriihrenden Oberflichen der Starrkérper. Im allgemeinen Fall einer
Mischreibung werden die Coulombsche Reibung (2.98), (2.99) und die viskose Reibung
(2.104) kombiniert.

Es gibt nun Bauelemente, sogenannte Ddmpfer, die eine vorgegebene (nichtlineare)
Kraft-Geschwindigkeit Kennlinie fp(Av) mit fp(Av)Av > 0 geméfl Abbildung 2.31
realisieren. Im linearen Fall gilt fiir die Ddmpferkraft fp = dAv mit dem geschwindig-
keitsproportionalen Ddmpfungskoeffizienten d > 0.

fp fpy
e
0—3—0
v >
—1 Av = v9 — g
V2

Abbildung 2.31: Nichtlinearer Ddmpfer.
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Beispiel 2.11. Ein masseloses Seil ist unter dem Umschlingungswinkel o geméfi Ab-
bildung 2.32 um einen feststehenden Zylinder gefiihrt, wobei gilt fgo > fs1.

[s2 ‘
O

Abbildung 2.32: Zur Reibung eines Seils.

Nimmt man nun ein infinitesimales Seilelement heraus, so lauten die Gleichgewichts-
bedingungen unter der Annahme hinreichend kleiner Winkel dy/2 (d. h. sin(dy/2) ~
de/2, cos(de/2) =~ 1)

e; :fs+dfr — (fs+dfs) =0 (2.105a)
e, :dfn — fs%p —(fs+ dfs)%@ =0 (2.105b)

bzw. unter Vernachlissigung von dfsdy/2 folgt
df, =dfs und dfy = fedp. (2.106)

Mit dem Coulombschen Reibungsgesetz geméaf (2.98), (2.99), im Speziellen df, =
wdfy, erhilt man

—— = ifs (2.107)

bzw. durch Integration iiber den Umschlingungswinkel von ¢ = 0 nach ¢ = « ergibt
sich die Seilreibungsgleichung zu

fs2 1

—dfs :/ ude bzw. fso = fs1exp(ua) . (2.108)
fs1 fs 0

Fir den Fall fs1 > fso kann auf analoge Art und Weise die Beziehung fg1 =
fs2 exp(pa) hergeleitet werden. Bezeichnet nun p = pg den Haftreibungskoeffizienten,
dann ist das System im Gleichgewicht solange die Ungleichung

fs1exp(—pma) < fsa < fs1exp(ppa) (2.109)
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erfiillt ist. Das Seil rutscht nach rechts fiir fg1 > fg2 exp(uga) und nach links fir
fs2 > fs1exp(pna).

Aufgabe 2.12. Eine Masse mit der Gewichtskraft mg héngt an einem (masselosen)
Seil, welches einmal um einen feststehenden Zylinder (Umschlingungswinkel 360°)
gewickelt wurde und mit der Kraft von 10 N gerade im Gleichgewicht gehalten werden
kann. Wie oft muss man das Seil um den Zylinder wickeln, damit die 10 fache Masse
durch die Seilhaftreibung ebenfalls mit einer Kraft von 10 N im Gleichgewicht gehalten
werden kann?

Lésung von Aufgabe 2.12. Der gesuchte Umschlingungswinkel « lautet

In ( 10mg)
10
(%)
In( —
10
Rollreibung

Wenn ein starres Rad auf einer starren Unterlage rollt ohne dabei zu gleiten, dann
gibt es theoretisch keinen Rollwiderstand. In der Realitdt kommt es jedoch bei jedem
Rollvorgang zu Deformationen, die mit partiellen Gleitvorgéngen in der Kontaktfliche
verbunden sind. Abbildung 2.33 zeigt die jeweiligen Kréfteverhéltnisse bei einem Laufrad
und einem Treibrad. Beim Laufrad muss die horizontal wirkende Kraft fgy iiber die

o =27

Abbildung 2.33: Lauf- und Treibrad.

Achse in das Rad eingeleitet werden, um den Rollwiderstand auszugleichen. Aus den
Gleichgewichtsbedingungen fiir sehr kleine Winkel ¢ = arctan(fx/fv)

fa—fr=0, fv—fr=0 und rfgp—1.fn=0 (2.110)
folgt die Rollwiderstandskraft fr zu

JrR= %fN = prfv (2.111)
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mit dem Rollreibungskoeffizienten pr = 1,/r > 0. Bei gleicher Materialpaarung ist der
Rollreibungskoeffizient deutlich kleiner als der Gleitreibungskoeffizient.

Aufgabe 2.13. Zeigen Sie, dass beim Treibrad das Antriebsmoment 74 = [, fy, auf-
gebracht werden muss, um den Rollwiderstand zu {iberwinden und dass sich die
Zugkraft zu fz = 74/r — prfy errechnet.

Hinweis: Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Treibrad unter der Annahme
sehr kleiner Winkel ¢ = arctan(fz/fy) lauten

fz—fr=0, fn—fr=0 und 74—7frR—I,fn=0.

2.2.6 Feder-Masse-Dampfer System

Auf Basis der bisherigen Ergebnisse lassen sich bereits die Bewegungsgleichungen von
Feder-Masse-Dampfer Systemen herleiten. Dazu betrachte man folgendes Beispiel.

Beispiel 2.12. Gegeben ist das Feder-Masse-Dampfer System von Abbildung 2.34
mit den Massen m1, mo und mg, den linearen Dampferelementen mit den positiven
Dampfungskonstanten di1, des und di3 sowie den linearen Federelementen mit den
positiven Federkonstanten ci1, c22, c13 und co3 und den entspannten Langen sgi1,
8022, 013 und sg23. Im Weiteren wirke auf die Masse mg die Kraft f; und g bezeichne
die Erdbeschleunigung.

JL
g
ms A
di3 C13 C23
5013 5023
53
A m ma A

51 di1 §C11 doo 22 |89
5011 5022

Abbildung 2.34: Feder-Masse-Dampfer System mit drei Massen.
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Wendet man den Impulserhaltungssatz (2.60) fiir jede Masse an, so erhédlt man drei
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

mi181 = —mag — c11(s1 — So11) — d1181 + c13(83 — 51 — So13) — d13($1 — $3)
(2.112a)

mady = —Mmag — c22(S2 — So22) — d22$2 + c23(S3 — S2 — 5023) (2.112Db)

mgds = —mgg — c13(53 — S1 — S013) + d13(81 — $3) — ca3(s3 — 52 — s023) — fI -
(2.112¢)

Das mathematische Modell (2.112¢) lasst sich auch kompakter in Matrizschreibweise
in der Form
Mg+Dgq+Cq=k+bf (2.113)

T
schreiben, mit q = {31 S9 33] , der symmetrischen, positiv definiten Massenmatrix
M = diag(m1, ma, m3), der symmetrischen, positiv (semi- )definiten Dampfungsmatriz

diin+diz 0 —dis
D= 0 d2 0 |, (2.114)
—d13 0 di3

der symmetrischen, positiv definiten Steifigkeitsmatrix

c11 + C13 0 —C13
C= 0 c22 +c23 —ca3 |, (2.115)
—C13 —C23 c13 + c23

dem konstanten Vektor k und dem konstanten Eingangsvektor b

—m1g + €115011 — €135013 0
k = | —mag + ca25022 — ca3so23|, b= 10| . (2.116)
—ma3g + 135013 + €235023 -1

Aufgabe 2.14. Zeigen Sie die Definitheitseigenschaften der Matrizen C und D.

Um nun die Gleichgewichtslage qp fiir fr, = 0 zu berechnen, setzt man ¢ = q =0 in
(2.113) und 16st das resultierende lineare Gleichungssystem Cqr = k nach qp auf.
Wegen der positiven Definitheit ist C invertierbar und es folgt

qr=C7'k. (2.117)
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Fithrt man nun die Abweichung Aq von q aus der Gleichgewichtslage (Ruhelage) qr
ein, also Aq = q — qg, dann folgt die Bewegungsgleichung (2.113) in der Form

MAG§ + DAg+ CAq+ Cqr =k+bfr, . (2.118)
k

Das Ergebnis des vorigen Beispiels lasst sich insofern verallgemeinern, als jedes lineare
Feder-Masse-Dampfer System in der Form

Mg + D¢ + Cq = Bf. (2.119)

mit dem Vektor der Lagekoordinaten q (relativ bezogen auf die Gleichgewichtslage),

der symmetrischen, positiv definiten Massenmatriz M, der symmetrischen, positiv semi-

definiten Dampfungsmatriz D, der symmetrischen, positiv definiten Steifigkeitsmatriz C,

der Eingangsmatrix B sowie dem Vektor der externen Kréfte f. geschrieben werden kann.
Die im System gespeicherte Energie setzt sich aus der kinetischen Energie

1
T = 5qTMq (2.120)
und der in den Federn gespeicherten potentiellen Energie
1
V= 5qTCq (2.121)

zusammen. Berechnet man nun die zeitliche Anderung der Gesamtenergie £ = T + V
entlang einer Losungskurve von (2.119), dann folgt

d 1 1

Bl B TM . <

TR e

=q'(-Dgq—Cq+Bf.) +q'Cq=—-q"Dgq+q'Bf, . (2.122)

. R 1 ) ) . .
a" Mg + QqTCq + §qTCq =¢"Mg+q'Cq

Dabei gibt der erste Term —q'D¢ < 0 die in den Dampferelementen dissipierte Leistung
an und der zweite Term ¢ Bf, beschreibt die Energiefliisse zum oder vom System zufolge
der externen Kréifte f..

Aufgabe 2.15. Zeigen Sie, dass sich die Anderung der Gesamtenergie auch fiir das
Feder-Masse-Déampfer System nach (2.113) wie in (2.122) errechnet.

2.2.7 Korper mit veranderlicher Masse

Der Impulserhaltungssatz (2.60) gilt auch fir Kérper mit verdnderlicher Masse m(t).
Angenommen der Kérper habe zum Zeitpunkt ¢ die Masse m(t), die Geschwindigkeit v(t)
und es wirke auf ihn die Kraft f. St68t nun der Kérper wahrend des Zeitintervalls d¢ die
Masse dm mit der Ausstofigeschwindigkeit w aus, so hat der Kérper zum Zeitpunkt ¢ + dt¢
die Masse m(t + dt) = m(t) — dm und die Geschwindigkeit v(¢ + dt). Der Impuls zum
Zeitpunkt ¢ lautet p(t) = m(t)v(t) und der Gesamtimpuls zum Zeitpunkt ¢ + dt¢ errechnet
sich zu

p(t +dt) = (m(t) — dm)(v(t) + dv) + dim(v(t) + dv + w(t)) = p(t) + dp  (2.123)

m(t+dt) v(t+dt)
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bzw.
dp = m(t) dv + dmw(t) . (2.124)
Der Impulserhaltungssatz (2.60) lautet also

d d d
Sp=mt) = Sm=f. 2.12
3P m(t) dtv—i—w(t) L (2.125)

Dabei beschreibt %fn =~ > 0 die Ausstofirate bzw. mit m(t + dt) = m(t) + dm und

damit

d d _
M= g = (2.126)

die Masseabnahme des Korpers durch die ausgestofiene Masse und der Ausdruck

fo = —yw(t) (2.127)

wird als Schubkraft bezeichnet. Die Differentialgleichungen eines Koérpers mit der verander-

lichen Masse m(t) und der Ausstofirate v > 0 konnen demnach wie folgt zusammengefasst
werden

d
m(t)&v =f—yw(t) (2.128a)
d
a - 2.128b
"= ( )

Aufgabe 2.16. Berechnen Sie das mathematische Modell einer einstufigen Rakete
mit der zeitlich verénderlichen Masse m(t) = mo — my(t), wobei mg das Gewicht
der Rakete vor dem Start (Eigenmasse + Traglast + Treibstoffmenge) und m(t)
die verbrannte Treibstoffmasse bezeichnen. Nehmen Sie an, dass die verbrannte
Treibstoffmasse m¢(t) mit der Treibstoffausstofirate 7 ¢(t) = u(t) mit der Relativ-
geschwindigkeit w > 0 von der Rakete ausgestoflen wird und die Rakete sich exakt
gegen das Schwerefeld der Erde mit der Gravitationskonstanten g bewegt.

Lésung von Aufgabe 2.16. Das mathematische Modell lautet

d
S h=
=Y

So=—g+ Lu)
a’ T IR
d

Fri —u(t)

mit der Hohe h(t) der Rakete gemessen von der Erdoberfliche, der Raketengeschwin-
digkeit v(¢) und der Raketenmasse m(t).
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2.2.8 Drehimpulserhaltung

In (2.37) wurde gezeigt, dass sich das Moment 79 einer Kraft f mit dem Ortsvektor r in
der Form 7(©) = r x f berechnet. Betrachtet man nun eine Punktmasse mit der Masse m,
dem Ortsvektor r(t) vom Ursprung des Inertialsystems (0zyz) und der Geschwindigkeit
v(t) = r(t), dann ist der Drehimpuls in der Form

19 =rxp=rxmv (2.129)

definiert. Bildet man fiir beide Seiten des Impulserhaltungssatzes (2.60) das Kreuzprodukt
mit dem Ortsvektor r, so erhélt man

d d
rx o Pp=rX dt(mv) rxf=7". (2.130)
Mit d d d
a(r X p)= P +r X P (2.131)
-~
=0

folgt aus (2.130) der Drehimpulserhaltungssatz (Drallsatz) zu

d d

S0 - & =7 2.132

10 = Z(r xp) = 7O, (2.132)
d.h., die zeitliche Anderung des Drehimpulses 1(0) beziiglich eines beliebigen raumfes-
ten, Punktes 0 ist gleich dem Drehmoment 7() der an der Punktmasse angreifenden
Summenkraft f beziiglich desselben Punktes 0.

Beispiel 2.13. Zeigt bei einer Bewegung der Kraftvektor stets auf einen Punkt 0 (das
Zentrum) hin, dann spricht man von einer Zentralbewegung. Dies ist beispielsweise
bei der Planetenbewegung der Fall, wobei die Sonne das Zentrum bildet. Da bei einer
Zentralbewegung das Moment 7(©) beziiglich des Zentrums verschwindet, muss nach
(2.132) der Drehimpuls 1) konstant sein.

Die vom Ortsvektor r in der Zeit dt iberstrichene Flidche kann mit dem Fléchen-
vektor dA(®) =n, dA = %r X dr beschrieben werden, wobei ns den Normalvektor
und dA4 = §||r x dr||, die zugehorige GréBe des Flichenelements beschreibt. Fiihrt
man nun die so genannte vektorielle Fldchengeschwindigkeit

el B —r== 2.1
% Gf X T =T XV (2.133)

ein, so lasst sich der Drehimpuls (2.129) auch in der Form

d

19 =2
T

A (2.134)
schreiben.

Aus 10 =konstant folgt damit fiir eine Zentralbewegung nach (2.134), dass auch
die Flachengeschwindigkeit %A(O) konstant ist. Diese Aussage entspricht dem zweiten
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Keplerschen Gesetz. Dieses besagt, dass ein von der Sonne zum Planeten gezogener
,Fahrstrahl“ in gleichen Zeiten gleich grofie Fléchen iiberstreicht, sieche Abbildung
2.35.

Trajektorie

Abbildung 2.35: Zur Drehimpulserhaltung (a) und zum zweiten Keplerschen Gesetz (b).

Beispiel 2.14. Man betrachte das mathematische Pendel von Abbildung 2.36 mit der
Punktmasse m und dem masselosen starren Pendel der Léange [ unter dem Einfluss
der Gravitation mit der Erdbeschleunigung g in negativer e,-Richtung.

e,
gl €, (+ Sy

mg

Abbildung 2.36: Mathematisches Pendel.

Schneidet man das Pendel auf und fithrt die Schnittkraft fg ein, so lautet der
Impulserhaltungssatz fiir die Masse m

ey : mij = — fgsin(p) (2.135a)
e,:miZ=—mg+ fscos(p) . (2.135Db)

Setzt man nun die Beziehungen

y =lsin(p), §=1lcos(p)p, i =—lsin(p)@” +lcos(p) (2.136a)
z=—lcos(p), z=Isin(p)p, %=Icos(p)p*+ Isin(p)p (2.136b)
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in (2.135) ein, so erhédlt man

m(~lsin(p)¢? + Leos(p)@) = — fsin(p) (2.137a)
m(l cos(p)@? + 1 sin(gp)gé) = —mg + fscos(p). (2.137Db)

Aus den beiden Gleichungen (2.137) lassen sich nun eine Differentialgleichung fiir ¢
mi*@ = —mglsin(p) (2.138)

und die Schnittkraft fs in der Form
fs = mg cos(p) + mip? (2.139)

berechnen. Die Differentialgleichung (2.138) kann man auch direkt {iber den Dreh-
impulserhaltungssatz (2.132) beziiglich des Ursprungs 0 des Koordinatensystems
(0xyz) erhalten. Der zugehérige Drehimpuls 19 gemif (2.129) lautet (siehe auch
Abbildung 2.36)

0 0 mi?¢
10 = ¢ x mv = Isin(p) | xm{lpcos(e)| =] 0 (2.140)
—lcos(yp) lpsin(p) 0

und damit folgt der Drehimpulserhaltungssatz beziiglich der e,-Achse zu
10 _ 2 — 70 -
alm =ml*p =1, = —mglsin(y) . (2.141)

Die Grofle
00 = mi? (2.142)

wird auch als Massentrdgheitsmoment bezeichnet.

Das vorige Beispiel lasst sich nun einfach auf die Rotation eines Starrkorpers mit der
Drehwinkelgeschwindigkeit w = ¢ um eine feste Drehachse e, (im vorliegenden Fall
e, = e,) erweitern, siehe Abbildung 2.37. Schreibt man fiir ein Massenelement dm =
p(z,y,z) dV mit dem Volumselement dV und der Dichte p(x,y, z), welches sich im Abstand
r(z,y, z) von der Drehachse befindet, die zeitliche Anderung des Drehimpulses um die
Drehachse mit

7 cos(p) —rsin(¢)w
r= [rsin(p)| und v=| rcos(p)w (2.143)
z 0

an, so erhélt man
—zdmr cos(p)w

d :
a(r x dmv) = al dmrsin(p)w | . (2.144)

r2 dmw
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dy

\/

Abbildung 2.37: Zum Massentragheitsmoment.

Fiir die Beschreibung der Drehung um die Drehachse e, ist im Weiteren nur der entspre-
chende Anteil von (2.144) um diese Achse von Interesse, d.h. der Anteil

. %(r x dmv) = %Tz dmw. (2.145)

€

Durch Integration von (2.145) iiber das gesamte Starrkérpervolumen V folgt der Momen-
tensatz zu

szw = 0zz¢ =Tz (2146)

mit dem um die e,-Achse wirkenden dufleren Gesamtdrehmoment 7, und dem Massen-
tragheitsmoment

0., = / P2 dm = / (% +47) dm. . (2.147)
% %
Die in der rotierenden Masse gespeicherte rotatorische kinetische Energie lautet
1
T, = 50zz¢>2 : (2.148)

Beispiel 2.15. Das Massentragheitsmoment eines Zylinders mit dem Radius R, der
konstanten Dichte p und der Lénge [ lautet (sieche Abbildung 2.38)

I r2r (R R* 1
0., = / / / r2prdrdpdz = pil =-mR® . (2.149)
0oJo Jo 2 2
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Abbildung 2.38: Zum Massentragheitsmoment eines Zylinders.

Aufgabe 2.17. Berechnen Sie das Massentragheitsmoment 8 einer homogenen Kugel mit
dem Radius R und der Dichte p beziiglich einer Achse durch den Kugelmittelpunkt.

Losung von Aufgabe 2.17.

2
6 = —mpR® = “mR> 2.1
157rpR 5mR (2.150)

Im Weiteren betrachte man den Starrkérper von Abbildung 2.39. Der Ursprung S des

Abbildung 2.39: Zum Satz von Steiner.

Koordinatensystems (Sx(s)y(s ) (8 )) beschreibt dabei den Schwerpunkt des Korpers (siehe
auch (2.55)) und iber die Bezichung

0 — /v () am = /V <(x<s>)2+ (y(s))2> d (2.151)

kann das Massentriagheitsmoment um die egs)—Achse errechnet werden. Mochte man nun
das Massentragheitsmoment «92}4) desselben Korpers beziiglich der parallelen egA)—Achse
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des Koordinatensystems (A:U(A)y(A)z(A)) berechnen (siehe Abbildung 2.39), dann folgt

0 = /V(T(A))de = /V((:):(A))2 + (y(A))2> dm (2.152)

bzw. mit 24 = 249 + 25 und y = ya9 + v erhélt man
4 1%

2 2
+/< ) 4 () )d
)+ ()] am
= ((OCAS)2+(ZJAS)2)W+2QUAS/ () dm+2y,45/ y S dm + 0% . (2.153)
1% 1%
=0 -0

Gleichung (2.153) zeigt, dass sich das Massentriagheitsmoment 9%‘) beziiglich der e,(zA)—

Achse aus der Summe des Massentragheitsmoments Gg) um die egs)-Achse durch den

Schwerpunkt S und der Multiplikation aus der Gesamtmasse m mit dem quadratischen
Abstand (245)? + (yas)? von der Achse e zur Achse e ergibt. Dieser Zusammenhang
ist in der Literatur auch unter dem Namen Satz von Steiner zu finden.

Beispiel 2.16. Abbildung 2.40 zeigt einen Starrkoérper bestehend aus vier symmetrisch
angeordneten Vollzylindern jeweils mit der Masse m und dem Radius R, deren
Mittelpunkte sich im Abstand H von der Drehachse e, befinden.

Abbildung 2.40: Starrkoérper aus vier symmetrischen Zylindern.

Es sei angenommen, dass die Verbindungsstege zwischen den Zylindern masselos sind.
Das Massentragheitsmoment eines Vollzylinders beziiglich der e,-Achse durch den

Schwerpunkt lautet gemafl (2.149) 0% = +mR?. Nach dem Satz von Steiner erhélt
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man somit flir das Massentriagheitsmoment des Gesamtkorpers

1
Gu:4§mR%%Mﬂm:2mQ#+2Hﬂ. (2.154)

Beispiel 2.17. Abbildung 2.41 zeigt einen reibungsfrei gelagerten, quaderférmigen
Pendelstab mit der homogenen Dichte pg und den geometrischen Abmessungen Lénge
lg, Breite bg und Hohe hg.

Abbildung 2.41: Pendelstab.

Zur Berechnung der kinetischen Energie sollen in weiterer Folge zwei Varianten
vorgestellt werden. In der ersten Variante berechnet man das Massentréagheitsmoment

des Pendelstabes Ggi)z um die Drehachse (e,-Achse)

=p /hm/ /bS/2 x + dxd dz=p (1l3b h +—1 bl h)
z
Szz S I T y Y s\ 3'sPsits T 15 0stshs
(2.155)
und damit errechnet sich die kinetische Energie geméfl (2.148) zu

Loy .
T:i%;&. (2.156)

Bei der zweiten Variante stellt man vorerst den Ortsvektor rg vom Ursprung 0 des
Inertialsystems (0xyz) zum Schwerpunkt S des Pendelstabes auf

ls/2sin(p)
rs = |—lg/2cos(yp) (2.157)
0
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und berechnet den translatorischen Anteil der kinetischen Energie geméf (2.81) zu

1 113
T, = §erSrS =5ms S 52 (2.158)
mit der Pendelmasse mg = pglsbghs. Wenn man nun den translatorischen Anteil der
kinetischen Energie T; um den rotatorischen Anteil der kinetischen Energie geméf
(2.148) ergénzt, muss man beachten, dass nun das Massentrigheitsmoment Gfgsz)z
beziiglich des Schwerpunktes S (also beziiglich einer Drehachse parallel zur e,-Achse

durch den Schwerpunkt S) berechnet werden muss

h5/2 l5/2 b5/2 1
/ / / z? +y dxdydz = pg (12l bshg + bslshg)

hs/2 J—lg/2 J—bg/2
(2.159)
und damit der rotatorische Anteil der kinetischen Energie zu
S
T, = 29(5 ) & (2.160)
folgt. Die kinetische Energie des Pendelstabes lautet demnach
T=T+T,
= 1Psbshsl?’ ¢* + 1PS(1l3 bshs + Ly lshs) @
8 o 27\ 12" 1279
L/l 3, 1 3 > 22
=—|= — . 2.161
2(3Psbshsls + 1gPsbslshs |@ (2.161)
70,(5'Az)z
Es sei angemerkt, dass der Zusammenhang
(4) _ p(5) S
0s,.. =05, + ms—7 (2.162)

gerade dem Satz von Steiner entspricht, siehe (2.153).

Generell ist zu beachten, dass bei der Berechnung der kinetischen Energie als Summe
aus einem translatorischen und einem rotatorischen Anteil das Massentragheitsmo-
ment immer beziiglich der in den Schwerpunkt parallel verschobenen Drehachse
zu verwenden ist. Dies ist insbesondere in weiterer Folge bei der Herleitung der
Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichungen von essentieller
Bedeutung!
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Beispiel 2.18. Als Beispiel betrachte man den Antriebsstrang von Abbildung 2.42.

O, T
N T ¢
Motor J i, 0, 0,
Som \ m m Tl
] 1 2 %
J
He1 ©2
) d
:_? Tl(m)
7'1) —

Abbildung 2.42: Antriebsstrang.

Ein Motor mit dem Massentriagheitsmoment 6, erzeugt ein Drehmoment 7,,, und
treibt tiber ein verlustloses Getriebe mit der Getriebeiibersetzung i, (Verhéltnis von
Antriebsdrehzahl zu Abtriebsdrehzahl)

) 1,
P1 = —Pm, (2.163)
g

eine Masse mit dem Massentriagheitsmoment 6; an.

Diese Masse ist iiber eine lineare Drehfeder mit der Federkonstanten ¢ > 0 und einem
drehwinkelgeschwindigkeitsproportionalen Drehddmpfer mit der Ddmpferkonstanten
d > 0 mit einer weiteren Masse mit dem Massentrigheitsmoment 6 verbunden, auf
die das Lastmoment 7; wirkt. Schneidet man das Getriebe auf (siche Abbildung 2.42),
so wirkt auf der Primérseite das Drehmoment Tl(m). Da das Getriebe als verlustlos
angenommen wurde, wirkt zufolge der Getriebeiibersetzung auf der Abtriebsseite das

Drehmoment

(m)

Tlle _ 7_lm (m) .

Om  bzw. T =T ig . (2.164)

Wendet man nun fiir die beiden Massen und den Motor getrennt den Drehimpulser-
haltungssatz (2.132) an, so folgt

0161 =11 — c(p1 — p2) — d(¢1 — 2) (2.165b)
022 = c(p1 — @2) +d(P1 — p2) — 7y (2.165c¢)

bzw. durch Elimination von Tl(m), 71 und ,, folgt

71 =7y = Ty — OmiZd1 (2.166)
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und
(01 + i§9m>¢1 = Tomig — c(1 — ©3) — d($1 — ¢2) (2.167a)
Oapo = C(ng — 902) + d(ng — 902) -7 . (2.167b)
In Matrixschreibweise ldsst sich (2.167) geméfl (2.119) kompakt in der Form

Mg + Dq + Cq = ber; + by (2.168)

mit q = [p1, goz]T, M = diag (91 + ig@m, 02) und

C:[C _c],D:[d _d],be:[()],bu:[igl (2.169)
—c c —d d -1 0

angeben.

Aufgabe 2.18. Eine Kugel der Masse m mit dem Radius R rollt eine schiefe Ebene hinab,
siehe Abbildung 2.43. Geben Sie die Bewegungsgleichung fiir ¢ unter Vernachléssigung
der Rollreibung an und bestimmen Sie den Haftreibungskoeffizienten p gz, fiir den ein
Rollen moglich ist.

Abbildung 2.43: Rollende Kugel.

Lésung von Aufgabe 2.18.

2
G = ﬁgsin(a) fir pug > §tan(a)

Hinweis: Schneiden Sie die Kugel frei und stellen Sie den Impulserhaltungs-
satz in e,- und e.-Richtung des eingezeichneten Koordinatensystems sowie den
Drehimpulserhaltungssatz um den Kugelmittelpunkt auf.
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2.3 Euler-Lagrange Gleichungen

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das zweite Newtonsche Gesetz (2.60) angewandt auf
ein Teilchen der Masse (Punktmasse) m in dem kartesischen Inertialkoordinatensystem
(0zyz2)

mit = f, (2.170)

T
wobei f = [ fz 1y fz} die Summe aller auf die Punktmasse wirkenden Kréfte und

r= [x Y z} B den Positionsvektor vom Koordinatenursprung 0 zum Teilchen bezeichnet.
Die Lage einer Punktmasse, deren Bewegung keinen Zwéngen unterliegt, ist durch die
Angabe der drei translatorischen Verschiebungen beziiglich des Inertialkoordinatensystems
eindeutig bestimmt. Man sagt dann auch, die Punktmasse besitzt 3 Freiheitsgrade. Im
Gegensatz dazu wird die Konfiguration eines frei beweglichen Starrkorpers durch 6
Freiheitsgrade beschrieben, ndmlich 3 Freiheitsgrade fir die translatorische Verschiebung
und 3 Freiheitsgrade der Rotation zur Beschreibung der Orientierung des Starrkoérpers zum
Inertialsystem. Nun unterliegt die Bewegung eines Starrkorpersystems im Allgemeinen
Zwangsbedingungen, die mit in Betracht gezogen werden miissen. Man betrachte dazu
beispielsweise die Bewegung einer Masse auf einer schiefen Ebene geméfl Abbildung 2.44(a)
mit der Zwangsbedingung y = a(1 — x/b) oder das sphérische Pendel geméfi Abbildung
2.44(b) mit der Zwangsbedingung

Pyt =102 (2.171)

(a)

Abbildung 2.44: Zu den Zwangsbedingungen.

Zwei Masseteilchen ¢ und j eines Starrkorpers, die durch eine Linie der festen Linge
l;; miteinander verbunden werden konnen, erfiillen die Zwangsbedingung ||r; — erg =
(ri — ;) (r; — ;) = I7;. Lisst sich eine Zwangsbedingung in der Form

f(I’l,I‘Q,...,t) =0 (2172)

ausdriicken, dann spricht man von einer holonomen Zwangsbedingung. Zwangsbedingun-
gen, die nicht in dieser Art darstellbar sind, werden als nichtholonom bezeichnet. Dazu
zéhlen unter anderem Ungleichungsbedingungen

f(rlar27"'7t) >0 ) (2173)
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wie sie beispielsweise bei der Bewegung eines Partikels in einer Hohlkugel mit dem Radius
a in der Form a? — ||r||3 > 0 auftreten. Auch Zwangsbedingungen, die explizit von der
Geschwindigkeit abhingen und nicht integrabel sind, d. h.,

f(rl,rg,...,f‘l,f‘g,...,t):0 5 (2174)

sind nichtholonom. In manchen Literaturstellen werden Zwangsbedingungen geméas (2.172)
und (2.174) auch als geometrische und kinematische Zwangsbedingungen klassifiziert. Ein
typischer Fall fiir eine nichtholonome (kinematische) Zwangsbedingung ist das Rollen
einer Scheibe auf einer Ebene.

Man iiberzeugt sich nun leicht, dass ein System von N Punktmassen, das frei von Zwang
ist, 3N unabhéngige Koordinaten oder Freiheitsgrade besitzt. Existieren nun beispielsweise
(3N — n) holonome Zwangsbedingungen der Form

fj(I‘l,I‘g,...,I‘N,t):O, jzl,,(3N—n) 5 (2175)
dann ist unmittelbar einsichtig, dass
(A) die Koordinaten nicht mehr linear unabhéngig voneinander sind und

(B) zur Einhaltung der Zwangsbedingungen entsprechende Zwangskrifte auftreten mis-
sen, die a priori nicht bekannt sind.

Mit Hilfe der (3N — n) holonomen Zwangsbedingungen ist es nun moglich, (3N — n)
der 3N Koordinaten zu eliminieren bzw. n neue unabhingige Koordinaten ¢;, i =1,...,n
einzufithren, durch die sdmtliche (alte) Koordinaten in der Form

rj =ri(q1,92,...,qn,t) =1j(q,t), j=1,...,N (2.176)

ausgedriickt werden kénnen. Man sagt dann auch, das System besitzt n Freiheitsgrade
und die n neuen unabhéngigen Koordinaten ¢;, i = 1,...,n bzw. q = [q1, .. ., qn]T werden
als generalisierte Koordinaten bezeichnet.

Zerlegt man geméf (B) die auf die Masseteilchen wirkenden Krifte f; in eingeprdagte
Krifte fi(e) und Zwangskrifte fi(z), dann lauten die Newtonschen Bewegungsgleichungen
(2.170) fur das System von N Punktmassen

mit; =£9 + £ i=1... N. (2.177)

(2

Man beachte, dass durch (2.175) und (2.177) lediglich (6 N — n) Gleichungen zur Bestim-

mung der 6N Unbekannten r; und fi(z), i =1,..., N zur Verfiigung stehen. Betrachtet man
beispielsweise die reibungsfrei gleitende Masse auf der schiefen Ebene geméf3 Abbildung
2.45(a), dann hat man fir die unbekannten Groflen z, y sowie f;ﬁz), fyz) zwei Bewegungs-
gleichungen und eine Zwangsbedingung. Die fehlende Gleichung ist durch die Tatsache
gegeben, dass die Zwangskraft £(2) senkrecht zur schiefen Ebene steht. Generell erhélt man
die fehlenden Gleichungen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit, welches besagt, dass die
Summe der durch die Zwangskrdfte verrichteten Arbeit gleich Null ist. Man beachte aber,
dass diese Aussage nicht giltig ist, wenn die Zwangsbedingungen zeitabhingig sind, also
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z. B. die schiefe Ebene sich mit der Zeit verdndert. Aus diesem Grund fithrt man den Begriff
der virtuellen Verschiebung eines Systems ein. Dabei wird das System zu einem Zeitpunkt
t festgehalten und in diesem festgehaltenen Zustand wird anschlielend eine willkiirliche
infinitesimale Verschiebung dér;, die mit den Zwangsbedingungen (2.172) konsistent ist,
durchgefiihrt. Beispielsweise fiir das sphéarische Pendel von Abbildung 2.45(b) bedeutet
dies, dass folgende Beziehung

(z +62)° + (y+ 0y)? + (2 + 02)2 = I? (2.178)

erfiillt sein muss. Unter Beriicksichtigung von (2.171) und unter Vernachldssigung von
Termen zweiter Ordnung, d.h. (6z)% = (y)? = (62)? = 0, folgt (2.178) zu

xox + ydy + 262 =0 . (2.179)
Das Prinzip der virtuellen Arbeit besagt nun, dass die Summe der durch die Zwangskréfte

€y

\

(a)

Abbildung 2.45: Zu den Zwangskréften.

fl-(z) verrichteten Arbeit §W (%) bei einer virtuellen Verschiebung gleich Null ist, d. h. fiir
das System von N Punktmassen gilt

N
W) = Z(f.(z))Téri =0. (2.180)

)
=1

Betrachtet man wiederum das sphérische Pendel von Abbildung 2.45(b), so muss gemaf
(2.180) offensichtlich die Bedingung

fE6x + fPoy+ fPoz =0 (2.181)

erfiillt sein. Lost man nun unter der Annahme z # 0 (2.179) nach 0z auf und setzt dies in
(2.181) ein, so folgt

( () _ ”Zfé”)ﬁ N (f;'z) _ Zf§z>>5y —0 (2.182)
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bzw. wegen der linearen Unabhéngigkeit von dx und dy miissen die Bedingungen

z z

£2) = % FO und £ =Yg (2.183)
T
gelten. Dies bedeutet aber, dass die Zwangskraft £(*) = [ Jas fggz) fz(z)} in Richtung des

masselosen Stabes der Lange [ zeigen muss, verglelche dazu Abbildung 2.45(b). Auf analoge
Art und Weise kann man zeigen, dass die Zwangskraft bei der reibungsfrei gleitenden
Masse auf der schiefen Ebene senkrecht auf die Ebene steht (Abbildung 2.45(a)).

HAufig ist man an den Zwangskriften nicht interessiert, weshalb man diese aus (2.177)
berechnet und in (2.180) einsetzt. Man erhélt dann das sogenannte D’Alembertsche Prinzip
in der Form

N T
> (maii —£9) or = 0. (2.184)

i=1
Nimmt man nun an, dass das System n Freiheitsgrade besitzt und gemafl (2.176) durch
die generalisierten Koordinaten ¢;, j = 1,...,n beschrieben werden kann, dann gilt fiir
die virtuelle Verschiebung (man beachte, dass bei der virtuellen Verschiebung die Zeit ¢
konstant gehalten wird)

ori =Y @5qj (2.185)

und (2.184) folgt zu

n N o 7,
ZZerT ! qu,]5% (2.186)

j=1i=1
mit
N
faq = Zl( £ )ng (2.187)
Dabei bezeichnet f,;, j = 1,...,n eine Komponente der generalisierten Kraft £, =
[ fo1 fq2 .- fqm]T, die nicht notwendigerweise die Dimension einer Kraft aufweisen

muss, da auch die zugehorige generalisierte Koordinate g; nicht unbedingt die Dimension
einer Lénge hat (deshalb auch der Name generalisiert). Das Produkt ¢; f, ; muss aber auf
jeden Fall eine Leistung ergeben.

Wendet man die Produktregel der Differentiation auf die linke Seite von (2.186) an, so

erhilt man N
or; d or; d or
il T — = - | ur T - ) r : 2.1
Zm ;(dtl i Bq ] mat Zdt(?qj> (2.188)

Unter Verwendung der Geschwindigkeiten \Z

vi=i =Y gt a—t' (2.189)
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bzw. )
avi 81‘1‘ d aI‘Z’ n 8 r; 8vi

— = und — = — 2.190
0q;  Ogj dt Og; Z qjaqk G+ 6qj(9t 0q; ( )

folgt (2.188) zu
or;  XL[d v; ovi\ d 0 )
TY> T 7 T I

Z _ ALY [ -2 9%r Y7 2.191
Zmr Z(dtl v aq]} "V B ) dtdg;  oq; (2.190)

mit der kinetischen Energie T' gemaf (2.80)

1N
=3 > mivivi . (2.192)

i=1

Setzt man (2.191) in (2.186) ein, dann ergibt sich

“(d 0 0
E ———T ——T — f,;0g; =0 . (2.193)
j=1 (dt qu 8qj e J) J
Da die virtuellen Verschiebungen dg;, j = 1,...,n unabhéngig voneinander sind, erhélt

man unmittelbar n gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung ( Euler-Lagrange
Gleichungen), die die Bewegung des Systems beschreiben

d 9 0

———T ——T=f,;, j=1,..., 2.194
mit den generalisierten Koordinaten g; und den generalisierten Geschwindigkeiten ¢;.
Schreibt man die generalisierten Kréfte f; als Summe von generalisierten Kréften, die aus
einer skalaren Potentialfunktion V(q) hergeleitet werden kénnen (siehe (2.88) und (2.89)),
und aus extern eingeprigten generalisierten Kréften sowie dissipativen generalisierten
Kréften (siehe Abschnitt 2.2.5), zusammengefasst im Vektor f,,, d. h.

0
= fopi — —V 2.195
fus = Fovi = 5 (2.19)
dann kénnen die Euler-Lagrange Gleichungen (2.194) in der Form
d 0 0
——L— —L— o oJ=1,... 2.1

mit der Lagrange-Funktion L =T —V (Lagrange-Funktion = kinetische Energie minus
potentielle Energie) formuliert werden.

Fir fop; =0,5=1,...,nin (2.196) spricht man auch von einem konservativen System,
ein System, bei dem sich die Gesamtenergie £ =T + V zufolge der Bewegung nicht &ndert
bzw. keine Dissipation im System auftritt.
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Bemerkung 2.1. Die Euler-Lagrange Gleichungen (2.196) fithren auch dann noch zu
den richtigen Bewegungsgleichungen, wenn die generalisierten Krafte nicht aus einem
Potential der Form V(q) herriihren, sondern aus einem generalisierten Potential
V(q,q), das folgende Bedingung

0 - df 0 -
o [ = 2.1
qu 8q]'V+ dt (aq]V> ( 97)

erfiillt. Dies ist beispielsweise der Fall bei der Beschreibung elektromagnetischer
Krifte auf bewegte Ladungen.

Bemerkung 2.2. Die Euler-Lagrange Gleichungen (2.194) lassen sich auch iiber ein
Variationsprinzip, dem Hamiltonschen Prinzip, herleiten. Dieses besagt in seiner
integralen Formulierung fiir konservative Systeme, dass die Bewegung eines Systems
zwischen den Zeitpunkten ¢; und t9 so erfolgt, dass das Linienintegral fttf L dt mit
L =T — V fir die durchlaufene Bahn ein Extremum ist bzw. die Variation des
Integrals verschwindet. Wenngleich an dieser Stelle nicht nédher darauf eingegangen
wird sei darauf hingewiesen, dass diese Formulierung formal sehr elegant auf den
Fall verteilt-parametrischer Systeme (Systeme mit unendlich vielen Freiheitsgraden,
beschrieben durch partielle Differentialgleichungen) erweitert werden kann.

Beispiel 2.19. Als einfaches Beispiel betrachte man das sphérische Pendel von Ab-
bildung 2.46 mit der Punktmasse m und der Lange [ sowie einer dufleren Kraft
f., die immer in Richtung der negativen e,-Achse wirke. Die Punktmasse hat drei
Freiheitsgrade und iiber den starren Stab der Lénge [ ergibt sich eine holonome
Zwangsbedingung 22 + 32 + 22 = [2. Damit hat das sphérische Pendel zwei Freiheits-
grade (n = 2) und als generalisierte Koordinaten werden die beiden Winkel 6 und ¢
gewahlt.

Abbildung 2.46: Sphérisches Pendel mit duflerer Kraft.
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Die Berechnung der kinetischen Energie T kann sehr einfach dadurch erfolgen, dass
man den Positionsvektor r vom Ursprung 0 des Inertialkoordinatensystems (0zyz)
zur Punktmasse in der Form

T
r= [l sin(#) cos(¢) —lcos(f) Isin(0) sin(go)} (2.198)
aufstellt. Die kinetische Energie errechnet sich dann nach (2.192) zu

1 1 .
T = miTi = —mi?(0? + ¢?sin*(0)) . (2.199)
2 2
Nimmt man an, dass fiir § = 0 die potentielle Energie gleich Null ist, dann folgt mit

der Erdbeschleunigung g die potentielle Energie zu

V =mgl(1 — cos(0)) . (2.200)

T
Die duflere Kraft lautet f, = [— fex O 0} und demnach folgt fiir die generali-
sierten Kréfte nach (2.186)

gr T

(5 = —fealcos@)cosly) . fo =115

e = = fexlsin(f)sin(p) . (2.201)

fo =

Die Euler-Lagrange Gleichungen (2.196) lassen sich nun mit Hilfe der Lagrange-
Funktion L =T — V in der Form

d8L6 d o 0

49, 0, 9 Y- 2.202
aiog” o =10 ™M Gagt T ot = (2.202)

bzw.
mi*0 — mi*¢? cos(0) sin(0) + mgl sin(0) = — f. .1 cos(6) cos(i) (2.203a)
mi?(p sin?(0) + 20 cos(0) sin(6) ) = fe,.sin(6) sin(i) (2.203b)

berechnen. Dabei ergeben sich immer gewthnliche Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung, die im Allgemeinen die zweiten Zeitableitungen der generalisierten Koordinaten
implizit beinhalten. Fir eine Zustandsdarstellung der Form x = f(x,u), x(t9) = %o
mit dem Zustand x und dem Eingang u geméaf (1.5) wahlt man typischerweise die
generalisierten Koordinaten ¢, j = 1,...,n und die generalisierten Geschwindigkeiten
4j, j = 1,...,n als Zustandsgroflen. Fiir das Beispiel des spharischen Pendels sind

. T
die Zustandsgrofien durch x = [0 0 ¢ gb} und die Eingangsgrofie durch u = f. ;.
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gegeben. Das zu (2.203b) dquivalente System expliziter gewohnlicher Differentialglei-
chungen erster Ordnung lautet dann

dy = 29 (2.204a)
1
T = pe (—ul cos(z1) cos(z3) + mi%x? cos(z1) sin(x1) — mgl sin(xl)) (2.204b)
iy = 14 (2.204c)
1
T4 = m(ul sin(zy) sin(z3) — 2mi%z4zy cos(x) sin(:cl)> . (2.204d)

Beispiel 2.20. Abbildung 2.47 zeigt eine Kugel mit der Masse mg und dem Radius
Tk, die auf einem drehbar gelagerten Balken rollt. Das Massentragheitsmoment des
Balkens beziiglich der Drehachse (e,-Achse) sei p ., und die Eingangsgrofe ist durch
das externe Drehmoment Te(o) um die Drehachse gegeben. Das System besitzt zwei
mechanische Freiheitsgrade und als generalisierte Koordinaten wird der Balkenwinkel
@1 sowie der Abstand r des Kugelmittelpunktes von der €,-Achse des balkenfesten
Koordinatensystems (0zyz) gewéhlt.

_ Referenz
e €y '
Yy Referenz ', ¢ /

—~\

€z

Abbildung 2.47: Kugel auf Balken.

Die kinetische Energie setzt sich aus dem translatorischen Anteil T; x und dem
rotatorischen Anteil 7. i der Kugel sowie dem rotatorischen Anteil 7} g des Balkens
zusammen. Zur Berechnung von T} g wird zuerst der Vektor vom Ursprung O des
Inertialkoordinatensystems (Oxyz) zum Kugelmittelpunkt (Schwerpunkt) in der Form

rcos(p1) — ri sin(er)
r = |rsin(p1) + rx cos(e1) (2.205)
0

aufgestellt. Der translatorische Anteil der kinetischen Energie der Kugel T} - errechnet
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sich dann geméaf (2.192) zu

1 1. 1 , . .

Tix = §mKrTr = 5mK (7’2@% +(r— rKapl)Q) . (2.206)
Fiir den rotatorischen Anteil der kinetischen Energie der Kugel T, x beachte man
vorerst, dass das Massentrédgheitsmoment der Kugel 6 ., beziiglich der Drehachse

(parallel zur e,-Achse durch den Kugelmittelpunkt) geméfl (2.150) wie folgt lautet

2 2
GK,zz = ngTK- (2207)
Um nun (2.148) anwenden zu kénnen, muss man die Drehwinkelgeschwindigkeit der
Kugel beztiglich der Drehachse (e,-Achse) berechnen. Zufolge der Rollbewegung der
Kugel gilt die Beziehung

r = —T’Kgbg 5 (2.208)

d. h., beziiglich des balkenfesten Koordinatensystems (0zyz) dreht sich die Kugel mit
der Drehwinkelgeschwindigkeit ¢» um die e,-Achse. Da sich aber auch der Balken
mit der Drehwinkelgeschwindigkeit 1 um die e,-Achse dreht, ergibt sich die effektive
Drehwinkelgeschwindigkeit der Kugel aus der Summe beider Drehungen zu @1 + ¢9
und der rotatorische Anteil der kinetischen Energie lautet

1 _ _ 1 , P\ 2
Tk = 50K,22(1 + 902)2 = 50K,z (901 o > ’ (2.209)
2 2 TK

Der rotatorische Anteil der kinetischen Energie des Balkens errechnet sich zu
1 9
TT,B = ieB,zzgpl . (2210)

Nimmt man an, dass fiir ¢; = 0 die potentielle Energie gleich Null ist, dann folgt mit
der Erdbeschleunigung g die potentielle Energie zu

V =mgg(rsin(e1) + rx cos(p1)) — migri - (2.211)
Mit der Lagrange-Funktion
L(p1,1,77) =Tk + Trx + Trp =V (2.212)

ergeben sich die Bewegungsgleichungen zu (siehe (2.196))

d /o . o N
a (mL(le $1, 7, T)) — aL((pl, ©1,7, r) =0 (22133)
d/ o b
— 5 1,7, 7)) — —— iy — (0)
T (asbl L(p1, 1,7, r)) 9o L(p1,¢1,7,7) = T¢ (2.213Db)
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bzw.

0 0
<mK + f;)r - (f + mK?“K> $1—mirgt +migsin(p) =0 (2.214a)
K K

eK,zz

_<mK1"K+ >7’“’+ <9K’zz+9372’Z+m}((7"2—|—’r%())¢1

K
+2mgrig1 + mig(rcos(or) — risin(er)) = 79 . (2.214b)

Aufgabe 2.19. Bringen Sie das System (2.214b) in Zustandsdarstellung x = f(x, u),
(0)

T
x(tg) = xo mit dem Zustand x = [apl o1 T 7'"] und dem Eingang v = 7¢
Berechnen Sie weiters die stationdren Ruhelagen des Systems.

Liosung von Aufgabe 2.19. Die Ruhelagen des Systems lauten ¢1 g =0, ¢1,r =0, rr

ist beliebig, 7 = 0 und Té?})% = gMmKrR-

Aufgabe 2.20. Gegeben ist das mechanische System von Abbildung 2.48. Der Wagen
hat die Masse myy, wird iiber eine Antriebskraft f. angetrieben und ist mit einer
linearen Feder mit der Federkonstanten cy > 0 sowie der entspannten Lange syyq
gegeniiber dem Inertialsystem befestigt. Im Weiteren sei angenommen, dass die
Reibung ndherungsweise durch eine geschwindigkeitsproportionale Kraft fr = —dgs,
dr > 0 ausgedriickt werden kann. Der reibungsfrei gelagerte Pendelstab sei homogen
mit der Dichte pg und quaderférmig mit der Lange lg, der Breite bg und der Hohe hg.
Berechnen Sie die Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichungen
(2.196).
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e, G_Ex

% %
Z Z
7Kl z

Abbildung 2.48: Wagen mit Pendel.

Lésung von Aufgabe 2.20. Die Masse des Pendels errechnet sich zu mg = pglgbshg
und das Massentragheitsmoment um den Schwerpunkt S (vergleiche Beispiel 2.17)

lautet B(SSZ)Z = %ms (l% + b?g) Die Bewegungsgleichungen ergeben sich zu

.1 .1 . . )
(mw +mg)s + §m5l5 cos(p)p — Emsls sm(ap)g02 + ew (s — swo) = fe — dr$

(2.215a)
1 . sy ;1 o\. 1 ) _
émsls cos(p)s+ (b7, + ngls @+ imgglg sin(¢) =0. (2.215b)
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3 Waiarmeiibertragung

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen zur Modellierung von Wéarmetbertragungs-
prozessen diskutiert. Unter Warmeiibertragung soll hier der Energietransport in und
zwischen Festkorpern, Flissigkeiten und Gasen zufolge von Temperaturunterschieden
verstanden werden. Die Temperatur ist ein Maf fiir die mittlere kinetische Energie zufolge
der ungeordneten mikroskopischen Bewegung der Atome und Molekiile eines Stoffes.

Geméf dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik [3.1, 3.2] wird bei Wérmetbertra-
gung Energie vom Ort hoherer Temperatur zum Ort geringerer Temperatur transferiert,
d. h. es findet ein Temperaturausgleich statt. Besitzen zwei Korper die gleiche Tempe-
ratur, so befinden sie sich im thermischen Gleichgewicht und es findet kein weiterer
Temperaturausgleich statt.

Wirme kann auf drei verschiedene Arten iibertragen werden [3.3-3.6]:

1. Warmeleitung

Der Energietransport durch Wérmeleitung stellt eine Interaktion zwischen benach-
barten Atomen oder Molekiilen eines Stoffes dar. Die von der Temperatur abhédngige
innere Energie flieBt dabei von Atomen oder Molekiilen mit hoherem Energieniveau
zu solchen mit kleinerem Energieniveau, wobei es durch zuféllige mikroskopische
Bewegungen und Vibrationen fortwéahrend zu Diffusions- und Kollisionsvorgan-
gen kommt. Warmeleitung tritt in Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen auf. In
festen elektrischen Nichtleitern erfolgt die Interaktion ausschlieBlich durch Gitter-
schwingungen; in elektrischen Leitern trégt auch die translatorische Bewegung von
Elektronen zur Warmeleitung bei. Warmeleitung erfolgt ohne einen makroskopischen
Materialstrom.

2. Konvektion

In Fluiden (Fliissigkeiten und Gase) erfolgt der Transport von innerer Energie zu-
satzlich zu den zufélligen molekularen Diffusionsbewegungen (Wérmeleitung) durch
makroskopische Materialstrome, d. h. durch Massentransport. Strenggenommen ist
Konvektion daher kein eigener Warmeiibertragungstyp sondern eine Kombination
anderer Formen von Warmeiibertragung. Wird bei Konvektion der makroskopische
Materialstrom durch eine d&uflere Einwirkung verursacht (z.B. durch ein Geblése,
eine Pumpe oder die Bewegung eines Fahrzeuges), so spricht man von erzwungener
Konvektion. Bei freier Konvektion hingegen wird die Strémung durch den von tem-
peraturbedingten lokalen Dichteunterschieden hervorgerufenen Auftrieb verursacht.
Eine spezielle Form von Konvektion tritt bei Siede- oder Kondensationsvorgédngen
auf. Hierbei fiihren Temperaturunterschiede nicht nur zu verdnderter Dichte sondern
auch zu Ubergingen zwischen fliissigem und gasférmigem Aggregatzustand des
Fluids.
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3. Wiarmestrahlung

Unter Warmestrahlung versteht man den Energietransport mittels elektromagneti-
scher Wellen die durch die innere Energie von Materie, die sich im lokalen thermody-
namischen Gleichgewicht befindet, ausgelost wurden. Diese Merkmale unterscheiden
Warmestrahlung von anderen elektromagnetischen Wellen. Warmestrahlen haben
eine Wellenldnge im Bereich von 0.1 pm bis 0.1 mm und transportieren Energie mit
Lichtgeschwindigkeit. Warmestrahlung kann in Festkorpern, Fliissigkeiten, Gasen
und im Vakuum auftreten.

Abbildung 3.1 zeigt die drei Arten von Warmeiibertragung am Beispiel einer Gebéau-
dewand mit Radiatorheizung. Der Radiator arbeitet als Warmequelle und gibt durch
thermische Strahlung und freie Konvektion Warme an die Raumluft und die Gebaude-
wand ab. In der Wand selbst flieit die Energie hauptsichlich durch Wéarmeleitung zur
duferen Gebdudeoberfliche, wo die von einer Windstrémung erzwungene Konvektion und
gegebenenfalls auch Warmestrahlung die Energie an die Umgebung abfiihrt. Natiirlich
konnen die beteiligten Materialien und Medien auch thermische Energie speichern oder
abgeben, was zu einer zeitlichen Anderung ihrer lokalen Temperatur fiihrt (transiente
Wiérmetibertragung). In diesem Beispiel treten, wie auch in vielen anderen praktischen
Anwendungen, mehrere Warmeiibertragungsmechanismen in Kombination auf.

Wiérmeleitung durch Wand

Konvektion

/(///f/[/////,{/,/l[”'
==
Erzwungene

Konvektion

durch Wind
G g
|||||:I %: Wirmestrahlung

Abbildung 3.1: Arten der Warmeiibertragung.

Abschlieflend sei erwéhnt, dass der Peltier-Effekt, ein thermo-elektrischer Effekt, einen
Warmestrom verursachen kann selbst wenn kein Temperaturunterschied vorhanden ist.
Beim Peltier-Effekt wird der Wéarmestrom ausschliefSlich durch die von einer elektrischen
Potentialdifferenz ausgelosten Elektronenbewegungen, d. h. durch den Stromfluss, erzeugt.

In der vorliegenden Vorlesung werden Warmeleitung in Festkorpern und einfache
Formulierungen fiir die Wéarmeiibertragung an deren Rédndern diskutiert. Es werden
sowohl transiente als auch stationdre Warmeiibertragungsprobleme untersucht.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.1 Wiérmeleitung Seite 69

3.1 Warmeleitung

Waiérmeleitung erfolgt ohne einen makroskopischen Materialstrom, kann in allen drei Ag-
gregatzustédnden eines Stoffes auftreten und wird auch als Wéarmediffusion bezeichnet. Wie
Jean Baptiste Joseph Fourier 1822 herausfand, ist bei Warmeleitung die Warmestromdich-
te q(t,x) in W/m? im Punkt x = (2, y, 2) proportional zum lokalen Temperaturgradienten
[3.3-3.5], d. h.

q(t,x) = —A(x, T)VT(t,x) . (3.1)

Hierbei ist T'(¢,x) die Temperatur in K zum Zeitpunkt ¢ am Ort x und die symmetri-
sche Matrix A die im Allgemeinen orts- und temperaturabhingige Wérmeleitfahigkeit
in W/(mK). In isotropen Materialien ist die Warmeleitfahigkeit unabhéngig von der
Raumrichtung der Warmestromdichte, d. h. es gilt A(x,T) = A(x,T)E und die Warmeleit-
fahigkeit kann durch die skalare positive Grofie A(x,T') beschrieben werden. In homogenen
Materialien ist A unabhéngig vom Ort.

Fiir ein festes Kontrollvolumen ¥V und ohne Materialbewegung kann fiir inkompressible
Stoffe oder fiir Situationen mit konstantem Druck aus dem Energieerhaltungssatz (siehe
Anhang A.3) die Beziehung

oT(t,x) B .
/vpcp(x,T)at dy = — /8\/ q(t,x) - nd.A+/vg(t,x,T) dv (3.2)

—0 —p

hergeleitet werden. Hierbei bezeichnet p die Dichte und ¢,(x,T) die spezifische Warme-
kapazitit bei konstantem Druck (siehe auch Anhang A.4) des im Kontrollvolumen V
befindlichen Stoffes. Eine Herleitung von (3.2) ausgehend vom Energieerhaltungssatz, eine
Begriindung fiir die Verwendung von ¢, (statt ¢,) und analoge Beziehungen fiir andere
Situationen (z. B. bewegte Fluide) finden sich in [3.7, 3.8].

Da sich das Material nicht bewegt, spielen kinetische und potentielle Energie in (3.2)
keine Rolle. ) beschreibt den Warmestrom der in das Kontrollvolumen hineinflieBt, wobei
n den Flachennormalvektor der Berandung 0V darstellt. P beschreibt die in das System
durch Arbeit eingebrachte Leistung, welche mangels Volumenanderung direkt in Warme
umgewandelt wird und hier durch die volumetrische Warmequelle g(¢,x,T) ausgedriickt
wird. Ein Beispiel fiir g ist die Warmeentwicklung in einem Ohmschen Widerstand (siehe
auch Abschnitt 3.3).

Anwendung des Gaufischen Integralsatzes (A.1) auf (3.2) liefert

/ pcp(x,T)M dy = / —V-q(t,x) +g(t,x,T)dV . (3.3)
1% 1%

ot
Aus der Uberlegung, dass diese Beziehung fiir beliebig gewihlte Kontrollvolumina V erfiillt
sein muss, und durch Einsetzen von (3.1) erhilt man die Fouriersche Widrmeleitglei-
chung

oT(t,x)

5 = v AETDIVIEX) +9(0xT) . (3.4)

PCp (X? T)
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Diese parabolische Differentialgleichung wird gelegentlich auch als Warmediffusionsglei-
chung bezeichnet und stellt ein Anfangs-Randwert-Problem dar. Sie ist also noch mit
Anfangs- und Randbedingungen zu versehen. Randbedingungen werden in Abschnitt
3.2 diskutiert. Anfangsbedingungen sind héufig in der Form 7'(0,x) = Tp(x) gegeben.
Schwieriger aber praktisch gelegentlich bedeutend ist der Fall, dass Ty(x) unbekannt ist
und aus dem Zeitverlauf von Messwerten (z. B. Oberflichentemperaturen) rekonstruiert
werden soll. Es handelt sich dabei um eine Beobachtungsaufgabe.

Bei stationdren Problemstellungen gilt 97/0t = 0 (vgl. Abschnitt 3.4), die Angabe von
Anfangsbedingungen entfillt natiirlich und (3.4) reduziert sich zu einem Randwertproblem
in Form einer elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Im Fall g = 0 ist fiir solche
Differentialgleichungen bekannt, dass sowohl das Maximum als auch das Minimum der
Loésung am Rand des Rechengebietes auftreten muss. Ahnliche weiterfiihrende Aussagen
auch fir Félle g # 0 finden sich z. B. in [3.9]. Weiters folgt aus (3.4), dass p und ¢, auf die
Losung stationdrer Warmeleitungsprobleme keinen Einfluss haben. Dies gilt allgemein fiir
stationdre Warmeiibertragungsprobleme ohne Massenstrome.

Fiir die nachfolgenden Spezialisierungen von (3.4) wird angenommen, dass es sich um
isotropes, homogenes Material mit temperaturunabhéngiger Warmeleitfahigkeit A handelt.
In kartesischen Koordinaten gilt dann

oT <a2T T  O°T

pcpa - or? + 83/2 + 822> +g(t7xvyysz) (35&)

fiir die Temperatur T' = T'(t, z,y, z) am Punkt (z,y, z). In Zylinderkoordinaten (sieche

Mez e,
T
T(t,r, 0, z2)
€y
/
Sy
——/
¢ e
e, e,
a) b) 0

Abbildung 3.2: Koordinatensysteme, a) Zylinderkoordinaten, b) Kugelkoordinaten.

Abbildung 3.2a) gilt fir die Temperatur T' = T'(¢,, ¢, z) am Punkt (7, ¢, z)

oT 10/ 0T 1 0%°T O?T
N 10°T  0°T - |
e ot (7’ or <’I” 8r> T r2 8()02 + 622> +g(t,r, 2E2) ) (3 5b)

und in Kugelkoordinaten (siche Abbildung 3.2b) gilt fiir die Temperatur T' = T'(¢, 7,0, ¢)
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am Punkt (r,0, )

oT 19 ( 0T 19 oT 1 T
e B P el T B (P8 () it R el T) .
P ot )\<7"2 or <r or > * r2sin(f) 060 <sm(9) 69) * r2sin?(0) Op? > +g(t,r,0,0,T)
(3.5¢)

Aus (3.5) lassen sich sofort weitere Spezialisierungen fiir den 1-dimensionalen Fall oder
radialsymmetrische Fille ableiten. Haufig wird in (3.5) statt der Parameter p, ¢, und A
die als Temperaturleitfdhigkeit bezeichnete Abkiirzung

a=— (3.6)

mit der Einheit m?/s verwendet.

Aufgabe 3.1 (Warmeleitgleichung in Zylinderkoordinaten). Beweisen Sie die Giiltigkeit
von (3.5b) unter Verwendung von

0 10 0
+e,—~— +e

V:era r Oy 0z

(3.7)
und Oe, /0y = e, .

Aufgabe 3.2 (Warmeleitgleichung in Kugelkoordinaten). Beweisen Sie die Giiltigkeit
von (3.5¢) unter Verwendung von

0 10 1 0
V—era—%eg;%—i—e@fsm(@)% . (38)

3.2 Randbedingungen

Zur vollstdndigen Definition und damit auch zur Losbarkeit eines Warmeleitproblems
werden Randbedingungen im Randgebiet 0V benétigt [3.3, 3.4]. Diese konnen eine Orts-
abhéngigkeit aufweisen, z. B. konnen sie abschnittsweise definiert sein.

Bei einer Randbedingung erster Art (Dirichletsche Randbedingung) ist die Temperatur
am jeweiligen Randabschnitt 0V, C 0V in der Form

T(t,x) = Ty(t,x) Vx € 0V, (3.9a)

fest vorgegeben. Um eine solche Randbedingung herzustellen, kann z. B. eine Tempera-
turregelung verwendet werden. Ein weiteres Beispiel fiir diese Randbedingung ist die
Temperatur eines Fluids bei Phasenumwandlungsvorgéngen (z. B. Eiswasser). Die das
Fluid einschliefflende Oberfliche wird dann konstant auf Phasenumwandlungstemperatur

gehalten.
Bei einer Randbedingung zweiter Art (Neumannsche Randbedingung) ist die Warme-
stromdichte ¢,(¢,x) = q(¢,x) - n in Richtung der Flichennormalen n am jeweiligen

Randabschnitt 0V, C 9V in der Form
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Gn(t,X) = Ga(t,x) Vx € 9V, (3.9b)

fest vorgegeben. Dem Warmeleitgesetz (3.1) folgend ist daher der Temperaturgradient
entlang von n festgelegt. Von einer adiabaten Randbedingung spricht man im Fall ¢, = 0.

Bei einer Randbedingung dritter Art (Newtonsche, Robinsche oder gemischte Randbe-
dingung) gilt

Gn(t,x) = a(x)(T'(t,x) — T,(t,x)) Vx € 0V, (3.9¢)

mit einem Proportionalitdtsfaktor a € R, der auch Warmeiibergangskoeffizient genannt
wird. Diese Art von Randbedingung wird in den Abschnitten 3.2.1 bis 3.2.3 zur Beschrei-
bung von Konvektion und Warmeleitung verwendet. Man beachte noch, dass (3.9¢) fiir
a — oo wieder auf (3.9a) fihrt.

Eine allgemeinere Randbedingung ist durch die nichtlineare Beziehung

Gn(t,x) = qa(t,x, T(t, %)) Vx € 9V, (3.9d)

gegeben. Diese Struktur tritt z. B. in Abschnitt 3.2.4 bei der Beschreibung von Wéarme-
strahlung auf.

Die Randbedingungen (3.9) stellen oft idealisierte oder makroskopische Néherungen fiir
in der Realitdt komplexere Warmetibertragungsvorgéange dar. Um bei Verwendung der
obigen Ansédtze dennoch moglichst exakt zu rechnen, ist daher eine sorgfiltige Bestim-
mung der in den Gleichungen verwendeten Parameter notwendig. Dies soll im Folgenden
beispielhaft fiir praktisch bedeutende Randbedingungen erldutert werden.

3.2.1 Erzwungene Konvektion

Erzwungene Konvektion tritt in Fluiden an der Oberfliche von umgebenden Kérpern auf,
wenn die Stromung durch eine duflere Einwirkung, z. B. einen Druckunterschied, verursacht
wird [3.3, 3.4, 3.6, 3.10]. Abbildung 3.3 zeigt ein Beispiel fiir erzwungene Konvektion; ein
Fluid streicht mit einer Geschwindigkeit u, und einer Temperatur T, parallel {iber eine
ruhende ebene Platte mit der Lénge L. Fiir die Warmeiibertragung durch Konvektion
sind die als homogen vorausgesetzte Oberflichentemperatur 7, der Platte sowie die
Temperaturverteilung 7'(z,y) und die Geschwindigkeitsverteilung u(z,y) im Fluid nahe
tiber der Plattenoberfliche ausschlaggebend. Direkt an der Plattenoberflache (y = 0) gilt
die Haftbedingung, d.h. das Fluid hat eine verschwindende Geschwindigkeit (u(z,0) = 0)
und die gleiche Temperatur wie die Plattenoberflache (T'(x,0) = Tp). Oberhalb der Platten-
oberfliache bilden sich im Fluid Grenzschichten mit einem charakteristischen Temperatur-
und Geschwindigkeitsprofil aus. Das Warmeiibertragungsverhalten hingt unter anderem
von der Dicke dieser Grenzschichten (07 (z) fiir die thermische Grenzschicht und 6, (x) fiir
die Stromungsgrenzschicht) ab und davon ob die Strémung in diesen Schichten laminar oder
turbulent ist. Im Folgenden werden mogliche Berechnungsmethoden fiir den laminaren und
turbulenten Bereiche der Stréomung iiber die Platte separat vorgestellt und schliellich zur
Bestimmung eines gemittelten Warmeiibertragungsverhaltens herangezogen. Transiente
Effekte werden dabei nicht berticksichtigt, d. h. die Stromung iiber die Platte wird als voll
ausgebildet und makroskopisch stationdr betrachtet.
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Laminar ~ Ubergangsbereich ~ Turbulent
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Abbildung 3.3: Grenzschichten bei erzwungener Konvektion an einer Platte, a) Stromungs-
grenzschicht, b) thermische Grenzschicht.

Laminarer Bereich

In vielen Féllen ist die Stromung am Einlauf der Platte (nahe der Vorderkante) laminar
und etwas weiter von der Kante entfernt turbulent. Die Stromungsgrenzschicht habe eine
lokale Dicke d,(z). Im laminaren Bereich, der sich von x = 0 bis x = z, erstreckt, ist die
Stromung gleichméfig und geordnet, so dass eindeutige Stromlinien identifiziert werden
konnen. Die Geschwindigkeitsprofile sind in Abbildung 3.3a angedeutet. Direkt an der
Plattenoberfliche gilt u(x,0) = 0 (Haftbedingung) und am oberen Rand der Grenzschicht
gilt u(z, 6y (2)) = Uoo. Da 0, (x) mit steigendem z zunimmt, nimmt du/dy|,—o ab. Dieser
Gradient ist proportional zur viskosen Scherspannung im Fluid.

Ferner bildet sich eine thermische Grenzschicht mit der Dicke dp(x) aus. Direkt an
der Plattenoberfliche gilt T'(z,0) = Tp» und am oberen Rand der Grenzschicht gilt
T(z,07(z)) = T. Das in Abbildung 3.3b angedeutete Temperaturprofil beschreibt einen
Abkiihlvorgang der Platte, da Tp > T,. Die hier angestellten Uberlegungen gelten aber
auch fiir Tp < T. Fiir den Gradienten 07/0y|,—o gilt analog zu du/dy|y—o, dass sein
Absolutwert mit steigendem z abnimmt. Da bei y = 0 keine Fluidbewegung vorhanden
ist, ergibt sich der lokale Warmestrom an der Stelle « in Richtung y allein aus der
Warmeleitung, d. h.

T (z,y)

1
o ‘y:o (3.10)

Qw:_>\
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mit der Warmeleitfdhigkeit A des Fluids. Offensichtlich besitzt ¢, eine Singularitit bei
z =0.

Eine vollstandige analytische Berechnung von 6, (x), dr(x), u(z,y), T(x,y) und g, ist
anspruchsvoll und erfordert die Verwendung der Kontinuitéitsgleichung, der Impulsbilanz,
der Energiebilanz, einer thermischen oder kalorischen Zustandsgleichung und einer Kon-
stitutivgleichung fiir die Reibung im Fluid. Derartige Berechnungen werden z. B. in [3.3,
3.4, 3.10, 3.11] durchgefiihrt. In dieser Vorlesung soll lediglich die in der Stromungsme-
chanik und Wéarmelehre gebrauchliche Beschreibung mittels dimensionsloser Kennzahlen
und teilweise empirisch gefundener Zusammenhéange erlautert werden. Die Verwendung
dimensionsloser Zahlen hat den Vorteil, dass Ergebnisse (z. B. auch numerische oder expe-
rimentelle Ergebnisse) auf andere Situationen mit dhnlicher Geometrie einfach iibertragen
werden konnen.

Als erste wichtige dimensionslose Kennzahl gilt die Reynolds-Zahl

Rege=d : (3.11)
1%

wobei z eine charakteristische Lénge (im vorliegenden Fall die Léngskoordinate = der
Platte) und v die kinematische Viskositit des Fluids in m?/s ist. Re, beschreibt das
Verhéltnis von Trégheits- zu Zéhigkeitskréiften in einer Strémung. Anhand von Re,
kann entschieden werden, ob eine Stromung laminar oder turbulent ist. Sie ist laminar
fir Re; < Re. und turbulent fiir Re, > Re.. Die kritische Reynolds-Zahl Re. ist eine
situationsabhéngige Groéfle und hat fiir den Fall der parallel angestromten ebenen Platte
(vgl. Abbildung 3.3) den Wert Re, = 5 - 10°. Daraus folgt

Te = Ree— . (3.12)
Uco
Als gute Néherung fiir die Dicke der Strémungsgrenzschicht im laminaren Bereich hat sich

die Formel
v S

Ou(x) =5/ — =

u(®) i VRe
erwiesen [3.3, 3.4, 3.6]. Sie zeigt, dass d,(x) mit steigenden Werten v und z zunimmt und
mit steigenden Werten 4., abnimmt.

Als weitere wichtige dimensionslose Kennzahl wird die Prandtl-Zahl

(3.13)

Pr=-—, (3.14)

a
verwendet. Sie ist eine rein stoffabhéngige Grofle und setzt den Impulstransport durch
viskose Reibung ins Verhéltnis zur Warmeleitung durch das Temperaturfeld. Sie hat daher
auch einen direkten Einfluss auf die Grenzschichtdicken im laminaren Bereich. Dieser
Einfluss kann durch

6u(x) = 67(2)VPr (3.15)
beschrieben werden [3.3, 3.4, 3.6]. Fiir Pr = 1 (héufig bei Gasen und Dampfen) gilt folglich
du(z) = or(z). Pr < 1 (6u(x) < dr(x)) tritt bei fliissigen Metallen auf und Pr > 1
(0y(z) > d7(x)) bei vielen anderen Fliissigkeiten.

Die Gleichungen (3.13) und (3.15) zeigen, dass die Dicke d7(z) der thermischen Grenz-
schicht nicht von den Randwerten Tp und T, abhidngt. Es kann gezeigt werden, dass
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Gleiches fiir die Form des Temperaturprofils T'(x,y) gilt, so dass die Grenzschichtgleichun-
gen Ublicherweise flir die normierte Temperatur

2 T(IE, y) — TOO

T =7 = 3.16

() = (3.16)

gelost werden und T'(z,y) fiir beliebige Werte Tp und Th, giiltig ist. Einsetzen von (3.16)
in (3.10) liefert daher -
T (x,y)

o ]yzO(TP —Ty) (3.17)

qgc:_)\

—tr
mit dem lokalen Warmeiibergangskoeffizienten o, d.h. die lokale Warmestromdichte
ist proportional zur Temperaturdifferenz Tp — T. Diese Proportionalitit ist charak-
teristisch fiir Warmeiibertragung durch Konvektion und wird daher bei vereinfachten
Modellierungsanséitzen haufig direkt verwendet.

Bemerkung 3.1. Der menschliche Koérper niitzt die in (3.17) dargestellte Propor-
tionalitdt zur Temperaturregelung. Soll der Korper gekiihlt werden, so werden die
oberflichennahen Blutgefiafle erweitert, es fliefit mehr Blut durch diese Blutgeféifie
und die Oberflichentemperatur des Korpers ist, so wie der kithlende Wérmestrom
nach auflen, héher. Soll der Warmeverlust nach auflen gemindert werden, wird die
oberflaichennahe Durchblutung durch Verengung der Blutgefifle reduziert.

Offensichtlich ist die Bestimmung des Wéarmeiibergangskoeffizienten «,, der von der
Waiérmeleitfahigkeit des Fluids und der Form der Temperaturverteilung im Fluid abhéngt,
eine zentrale Fragestellung. Um sie zu untersuchen, sind die Grenzschichtgleichungen zu
16sen, wobei hier hdufig die Nuflelt-Zahl
. x QT
I T
als weitere dimensionslose Kennzahl verwendet wird. Sie setzt die Wéarmestromdichte
an der Plattenoberfliche (vgl. (3.10) und (3.17)) in Beziehung zur Wéarmestromdichte
durch reine Warmeleitung im Fluid iiber die charakteristische Distanz x bei gleicher
Temperaturdifferenz Tp — T.,. Im Bereich der laminaren Plattengrenzschicht kann in
guter Naherung die semiempirische Formulierung

Nujgm,z = vV Rezp(Pr) (3.19a)

Nu, (3.18)

mit

v Pr
Pr) = 3.19b
PP = T 973P0%7 1 21.20P1)1/0 (3.19b)

gemif [3.3] verwendet werden. Ahnliche Ausdriicke fiir ¢ (Pr) finden sich in [3.4, 3.6].

Turbulenter Bereich

Die Stromung wird im Bereich von z = . (Ubergangsbereich) instabil und schligt
in eine turbulente Stréomung um. In der als turbulente Schicht bezeichneten Region in
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Abbildung 3.3a (auch Defektschicht genannt) ist die Bewegung der Fluidteilchen daher
3-dimensional, instationdr und scheinbar zuféllig (chaotisch). Es bilden sich ungeord-
nete Wellen und Wirbel, die sich auch wieder auflésen. Der Rand der Grenzschicht ist
iiblicherweise ausgefranst, so dass die Grenzschichtdicke

6u(x) = 0.372Re; /° (3.20)

[3.4, 3.6] eher einem zeitlichen Mittelwert als einem festen Maf entspricht. Ein Vergleich von
(3.13) und (3.20) zeigt, dass die Grenzschicht im turbulenten Bereich schneller wéchst als
im laminaren Bereich. Dies ldsst sich mit der durch Turbulenz verstarkten Durchmischung
erkliren. Gleichung (3.20) und die nachfolgenden Beziehungen gelten fiir Re, < Re, < 108.

In der Nédhe der Plattenoberfliche wird die Bewegung der Fluidteilchen durch die Wand
behindert. In der sogenannten viskosen Unterschicht (vgl. Abbildung 3.3a) liegt daher etwa
eine Parallelstromung vor und der Warmetransport wird von herkémmlicher Warmeleitung
(Diffusion) dominiert. In der Wandschicht oberhalb der viskosen Unterschicht erfolgt ein
Ubergang zum turbulenten Stromungsverhalten. Im Vergleich zur laminaren Strémung
kommt es bei turbulenten Stromungsverhéltnissen zu verstirktem Warmetransport durch
Stofftransport, d. h. die turbulenten Durchmischungsvorgénge begiinstigen und dominieren
letztlich das Wéarmeiibertragungsverhalten. Im turbulenten Bereich gilt folglich

Ou(z) = 0p(2) . (3.21)
Fiir die Nuflelt-Zahl kann im Bereich 0.6 < Pr < 60 die empirische Formulierung

Nty = 0.0296Re/> V/Pr (3.22)

[3.3, 3.4, 3.6] verwendet werden.

Gemittelte GroBen

Aus den bisher angegebenen Formeln fiir die Nufielt-Zahl lasst sich mit Hilfe von (3.18)
die lokale Warmestromdichte ¢, berechnen. Praktisch sehr relevant sind auch noch die
iiber die Plattenlinge L gemittelte Warmestromdichte

ok [
g = —/ Gz dx = —/ o, dz(Tp — Too) = a(Tp — Two) (3.23)
L Jo L Jo
sowie die unter Verwendung von (3.19) und (3.22) berechnete mittlere NuBelt-Zahl
L al
N Y P—
ST — T T A
_ [2v/ReLp(Pr) wenn L <z,
| 2vRecp(Pr) + 0.0370 (Re4L/5 — Re/®)/Pr  sonst (3.24)
) 2Nwam, L wenn L < x.
B 2NWgm, oz, + E(Nutw, L — Nugyrz,) sonst i
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Aufgabe 3.3. Rechnen Sie die Beziehung (3.24) nach.

Die hier gezeigte Vorgangsweise zur Berechnung der Warmeiibertragung durch erzwunge-
ne Konvektion an einer horizontalen Platte kann in dhnlicher Weise fiir andere Geometrien
durchgefiihrt werden, z. B. fiir Rohrstréomungen, querangestréomte Kreiszylinder, Gruppen
von Rohren und Objekte mit Rippen. Es sind dann andere charakteristische Langen
L, andere kritische Reynolds-Zahlen Re. und andere Formeln fiir die Nuflelt-Zahl (vgl.
(3.19) und (3.22)) zu verwenden. Diese Werte und Formeln kénnen z. B. den Fachbiichern
[3.3-3.5, 3.10-3.17] entnommen werden.

Bemerkung 3.2. AbschlieSend sei noch erwéahnt, dass erzwungene Konvektion nicht
immer an der Oberfliche von Festkorpern auftreten muss. Sie ist auch an Oberfla-
chen von Fliissigkeiten moglich. In vielen Féllen ist es aufgrund von Dichte- und
Viskositéatsunterschieden zweier Fluide gerechtfertigt, das eine Fluid als ruhend zu
betrachten. Ein Beispiel einer solchen Situation ist ein leichter Wind, der iiber die
ruhende Oberfliche eines Wasserbeckens streicht.

3.2.2 Freie Konvektion

Freie Konvektion tritt in Fluiden an der Oberflache von anderen Kérpern auf, wenn die
Stromung durch temperaturbedingte lokale Dichteunterschiede (Auftrieb) und ohne eine
duflere Einwirkung hervorgerufen wird. Die Berechnung freier Konvektion erfolgt metho-
disch dhnlich wie bei der erzwungenen Konvektion, d.h. mit Hilfe von dimensionslosen
Kennzahlen (siche Abschnitt 3.2.1), allerdings tibernimmt die Grashof-Zahl Gr, (Ver-
héltnis von Auftriebs- zu Zahigkeitskriften) die Rolle einer quadratischen Reynolds-Zahl
Re2 (vgl. (3.11)). Die NuBelt-Zahl Nu, ist daher eine Funktion der Grashof-Zahl Gr, und
der Prandtl-Zahl Pr. Die auftretende Stromung ist laminar, wenn fiir die Rayleigh-Zahl
Ra; = Gr,Pr < Ra. gilt und turbulent, wenn Ra, > Ra.. Fiir den Fall einer ebenen
vertikalen Platte hat die kritische Rayleigh-Zahl den Wert Ra,. = 10°. Auf eine eingehende
Diskussion und Berechnung der Gréflen Gr,, Ra, und Nu, wird hier verzichtet. Diese
Inhalte kénnen z. B. in [3.3, 3.4, 3.6, 3.10, 3.13, 3.16, 3.18] nachgelesen werden.

3.2.3 Warmeleitung

Wiérmeleitung tritt auch an den Kontaktflichen zwischen Festkorpern auf (vgl. Abbildung
3.4). Dort héngt das Wérmeleitvermogen von folgenden Faktoren ab [3.4]:

» Beschaffenheit (Rauhigkeit) der sich berithrenden Oberflichen

o Fléchenpressung zwischen den sich beriihrenden Oberflachen

o allfillige (punktweise) Verschweifungen zwischen den sich berithrenden Oberflichen
e Fluid, das kleine Hohlrdume zwischen den sich beriihrenden Oberflachen fiillt

Das Wérmeleitverhalten an solchen Kontaktstellen entspricht im einfachsten Fall dem Fou-
rierschen Wirmeleitgesetz (vgl. (3.1)), d.h. die Warmestromdichte ist linear proportional
der Differenz der beiden Oberflichentemperaturen. Dies kann fiir zwei Kontaktoberflichen
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Abbildung 3.4: Warmeleitung an der Kontaktfliche zweier Festkoérper A und B.

A und B mit den Temperaturen T4 und T mit Hilfe eines Warmeiibergangskoeffizienten
a in der Form

G=a(Ty —Tp) (3.25)
modelliert werden. Fiir ideale Kontaktbedingungen gilt « — oo und T4 = Tp.

Beispiel 3.1 (Randbedingungen bei beheiztem Rohr). In einem Rohr mit dem In-
nendurchmesser d, dem AuBendurchmesser D und der Warmeleitfahigkeit A\ (siehe
Abbildung 3.5) wird ein durchstréomendes Fluid mit der iiber den betrachteten
Querschnitt homogenen Temperatur T(t) erwdrmt. Zu diesem Zweck ist das Rohr
vollflachig mit einer Heizmatte umhiillt, welche die auf die Rohrlinge bezogene Heiz-
leistung P°(¢) in W/m einbringt. Die unbekannte Temperatur T}, (t) der Heizmatte
sei homogen verteilt. Thre Dicke und Wérmekapazitit sei vernachlassigbar klein. An
die umgebende Luft mit der festen Temperature T, wird durch freie Konvektion
(Wérmeiibergangskoeffizient a,) Warme abgegeben. Der Warmeiibergangskoeffizient
fiir die Warmeleitung an der Kontaktfliche zwischen Heizmatte und Rohr sei as.
Der Warmetibergangskoeffizient fiir die erswungene Konvektion zwischen Rohrin-
nenwand und Fluid sei o;. Es wird angenommen, dass der Rohrinnendurchmesser d
sehr viel grofler ist als die Grenzschichtdicken der Konvektion im Rohrinneren. Es
ist von rotationssymmetrischen Verhéltnissen auszugehen und die Wéarmestrahlung
sei vernachlassigbar. Es sind die zur Berechnung des transienten Temperaturfeldes
T(r,t) im Rohr bendtigten Randbedingungen dritter Art (siehe (3.1) und (3.9¢)) in
Abhéangigkeit der Randwerte T'(d/2,t), aTa(:’t) T(D/2,t) und 6T8(;’t)
formulieren.

|r=d/2’ ’r:D/2 zu
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Heizmatte, Tj(t)

&2 Rohr, T(r,t), A

Fluid, T(t)

Luft, T\

Abbildung 3.5: Beheiztes Rohr.

An der inneren Rohroberflache r = d/2 gilt

aT(r,1)

)\87“

rgpy = —d/2,0) = (T (d/2,8) = Ty(1)) -

An der duBeren Rohroberfliche r = D/2 gilt

aT(r,t)
A or

r=Dj2 —4(D/2,t) = as(Ti(t) = T(D/2,t)) .

Die unbekannte Temperatur 7T}, (¢) kann aus der Leistungsbilanz
P°(t) = Drt(aoo(Th(t) — Too) + aa(Th(t) — T(D/2,t)))
der Heizmatte berechnet werden. Daraus folgt schlieflich

as(T(D/2,1) = Too) — 22220
1+ 2 '

4(D/2,t) =

3.2.4 Warmestrahlung

Im Folgenden wird eine kurze Einfiihrung in die Warmestrahlung zwischen Festkérpern
im Vakuum gegeben. Damit ist auch der Fall von Fluiden die Warmestrahlung weder
absorbieren noch emittieren (transparente Fluide) abgedeckt. Um die Berechnungen
einfach zu halten, sollen ausschliefSlich graue, diffuse Strahler berticksichtigt werden. Was
darunter zu verstehen ist, wird im Folgenden diskutiert. Fiir die hier nicht dargestellten
Wiérmestrahlungsfille (absorbierende und emittierende Fluide, nicht-graue Strahler, nicht-
diffuse Strahler) wird auf Fachbiicher wie z. B. [3.3, 3.4, 3.16, 3.19, 3.20] verwiesen.
Damit gasformige Fluide Warmestrahlung absorbieren und emittieren kénnen, miissen
sie Festkorperpartikel enthalten (z. B. Staub) oder Molekiile, die in asymmetrischen Moden
schwingen konnen [3.5], wie etwa COg, HoO, O3, CH4 und NOy. Gase mit ausschliefflich
einatomigen oder symmetrischen zweiatomigen Molekiilen (z.B. Ng, O2 und Ha) besitzen
nur symmetrische Schwingungsmoden und sind praktisch transparent. Auch auf Luft
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trifft dies bei moderaten Temperaturen und Strahlungslingen im Bereich weniger Meter
néherungsweise zu.

Thermische Strahlung hingt wesentlich von den Temperaturen und Eigenschaften der
beteiligten Oberflichen, den auftretenden Wellenldngen und der Raumrichtung ab. Ein
diffuser Strahler liegt vor, wenn er in alle Raumrichtungen gleichméflig abstrahlt, wie dies
eine ideal matte Oberfliche tut [3.3, 3.4, 3.19, 3.20]. Mit der Beschrankung auf diffuse
Strahler kann nachfolgend eine Beriicksichtigung der Raumrichtung entfallen.

Spektrale Ein- und Ausstrahlung

Fiir ein thermisch ausstrahlendes infinitesimales Oberflachenstiick d.A mit der Absoluttem-
peratur T sei zuniichst die spektrale spezifische Ausstrahlung Ey (A, T') in W/m? bei der
Wellenldnge A definiert. Damit emittiert das Oberflachenstiick d.A im Wellenl&ngenbereich
[A, A+ d)\] die Gesamtenergie Fy(A,T') dAd\ in den dariiberliegenden Halbraum (Hemi-
sphére). Max Planck fand heraus, dass die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung
von schwarzen Korpern durch (Plancksches Strahlungsgesetz)

2mhc3
hco

Exp(A\,T) = m

(3.26)

mit der Planckschen Konstanten h = (6.626 068 96 & 0.000 000 33)10~34 J s, der Lichtge-
schwindigkeit ¢, = 299792458 m/s und der Boltzmann Konstanten k£ = (1.3806504 +
0.0000024)10723 J/K beschrieben werden kann [3.3, 3.19, 3.20]. Ein schwarzer Korper
emittiert Strahlung mit einem ausschliellich von der Temperatur abhéngigen Spektrum
und absorbiert auftreffende thermische Strahlung vollstandig (keine Spiegelung, Streuung
oder Transmission). Insbesondere ist das Spektrum der emittierten Strahlung unabhéngig
von den Materialeigenschaften. Ein schwarzer Korper hat bei allen Wellenléngen das
grofitmogliche Emissions- und Absorptionsvermdégen, d. h. keine andere Oberflache kann
mehr Warmestrahlung absorbieren oder bei gleicher Temperatur emittieren.

Abbildung 3.6 zeigt die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung geméfl dem Planck-
schen Strahlungsgesetz (3.26). Das Maximum der Ausstrahlung tritt jeweils bei der
Wellenlénge

~0.002897 768 m K
a T

auf. Diese Gleichung ist als Wiensches Verschiebungsgesetz bekannt und die dadurch
beschriebene Linie ist in Abbildung 3.6 strichliert dargestellt.

A

(3.27)

Aufgabe 3.4 (Wiensches Verschiebungsgesetz). Beweisen Sie das Wiensche Verschie-
bungsgesetz (3.27) basierend auf (3.26).

Um das Emissions- und Absorptionsvermégen von nicht-schwarzen Koérpern zu beschrei-
ben, werden dimensionslose Proportionalitdtsfaktoren verwendet. Die spektrale Emissivitdt
E)\()‘a T)

ANT) = g €. (3.28)
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05 5 0 15

Wellenlénge A (pm)

Abbildung 3.6: Emittierte spektrale Ausstrahlung von schwarzen Koérpern.

vergleicht die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung einer Oberfléche mit jener
eines schwarzen Korpers bei gleicher Temperatur T'. Folglich gilt

2mhc3

m (3.29)

Ex(\T) =e\x(\,T)

und fiir einen schwarzen Strahler (A, T") = 1.

Es sei G\(\) die auf ein infinitesimales Flichenstiick d. A auftreffende spektrale spezifische
Einstrahlung in W/m? im Wellenlingenbereich [\, A + dA]. D. h. fiir diesen Wellenléingen-
bereich ist G (A) dAdA\ die auftreffende Gesamtwéarmestrahlungsleistung. Natiirlich hingt
das Spektrum der auftreffenden Warmestrahlung von den Temperaturen der sie verursa-
chenden Strahlungsquellen ab. Von der auf einen semitransparenten Korper auftreffenden
spektralen Einstrahlung G\(\) werde der Anteil G 4()\) absorbiert, der Anteil G ()
werde reflektiert und der Anteil G () strahle ungehindert durch den Kérper durch (vgl.
Abbildung 3.7). Damit lassen sich der spektrale Absorptionsgrad

Ghra(X)

ax(A) = XNl €[0,1], (3.30a)

der spektrale Reflexionsgrad
_ Grr(N)

) = ) € [0,1] (3.30D)
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Auftreffende Einstrahlung Gy (\)

W Reflektierter Anteil G ,.(\)
Semitransparentes \\_: Absorbierter Anteil G 4 ()

Material
\k Transmittierter Anteil G ()

Abbildung 3.7: Absorption, Reflexion und Transmission der auf einen semitransparenten
Koérper auftreffenden Einstrahlung.

und der spektrale Transmissionsgrad

GV
™) = GA(N)

€[0,1] (3.30¢)

definieren [3.4]. Aufgrund der Energieerhaltung gilt natiirlich

G)\()\) = G)\@()\) + G)\’T()\) + G)\,t(/\) (3.31&)
1 =oax(A) + pa(A) +7a(N) - (3.31b)

Wie Gustav Robert Kirchhoff im Jahr 1859 feststellte, miissen an fiir Warmestrahlung
undurchsichtigen Oberflichen, die sich mit ihrer Umgebung im vollstdndigen thermischen
Gleichgewicht befinden (d.h. die gleiche Temperatur T" aufweisen), die emittierte und
absorbierte Strahlung iibereinstimmen. Dies gilt auch fiir einzelne Bereiche des Spektrums,
d.h. Ex(A,T) = ex(\T)Exp(AN, T) = G o(X) = an(A)GA(N), woraus die gelegentlich als
Kirchhoffsches Gesetz bezeichnete Beziehung

ex(A, T) = ax(N) (3.32)

folgt. Thre detaillierte Herleitung findet sich z. B. in [3.3, 3.4, 3.19, 3.20]. Obwohl (3.32)
streng nur gilt, wenn alle beteiligten Oberflichen die gleiche Temperatur 7" haben, wird
diese Beziehung auch fiir moderate Abweichungen von diesem Gleichgewichtszustand
verwendet. Nicht mehr giiltig ist sie fiir Strahlungssituationen bei denen die Temperaturen
der beteiligten Oberflichen sich um mehrere 100 K unterscheiden. Im Folgenden wird die
Giiltigkeit von (3.32) vorausgesetzt.

Totale Ein- und Ausstrahlung

Integration obiger spektraler Groflen iiber das gesamte Spektrum liefert die emittierte
totale Ausstrahlung

E(T) = /0 T BV T)d) = /0 T e A T)Ery(A,T) dA (3.33)

und fir den Spezialfall eines schwarzen Strahlers das Stefan-Boltzmann Gesetz

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Randbedingungen Seite 83

e ©  2mhc}
Ey(T) = / Exp(A\,T)d = / — T dX =0T (3.34)
0 0 A5(exk% ——1)
: 2 ook -8 21¢4
mit der Stefan-Boltzmann Konstante o = 52 = (5.6704 £ 0.00004)107° W /(m~K?).
0
Damit lasst sich die totale Emissivitat
E(T)
€ = 3.35
-2 (3.35)

berechnen. Sie héngt ausschliellich von der Temperatur 7" und den Eigenschaften der
ausstrahlenden Oberfliche ab.
In dhnlicher Weise erhélt man die totale Einstrahlung

G- / Cr(\) d\ = Gu + Gr + G (3.36)
0
mit ihren Komponenten
G = / Gudh Vi f{ant) (3.37)
0

fiir den absorbierten, reflektierten und transmittierten Anteil. Fiir den totalen Absorptions-,
Reflexions- und Transmissionsgrad folgt
Ga

G, .
==, =" 7 — . (3.38)

Natiirlich gilt auch hier wieder
l=a+p+r7. (3.39)

Im Gegensatz zu ¢(T) hdngen «, p und 7 damit nicht nur von der betrachteten Oberflache
selbst, sondern auch vom Spektrum der auftreffenden Strahlung und damit der Temperatur
und den Oberflacheneigenschaften der jeweiligen Strahlungsquelle ab.

Man beachte, dass aus dem Kirchhoffschen Gesetz (3.32) im Allgemeinen nicht die
Beziehung ¢(T") = « folgt, da

_ f6>08)\()\,T)E)\7b()\,T)d)\ foooa)\()\)G)\()\) dA _

=(T) I Exp(A\, T) dA TGN dA

(3.40)

Aus (3.40) erkennt man aber, dass €(T') = « gilt, wenn die Faktoren e)(\,7) und
a)(A) nicht von A abhéngen. Graue Strahler haben diese besondere Eigenschaft, d.h. die
Faktoren ex(A\, T) = ¢(T), ax(A) = a, pa(A\) = p und 7)(\) = 7 sind unabhéngig von A
[3.4]. Damit ist das von einem grauen Strahler emittierte Spektrum proportional zu dem
eines schwarzen Strahlers mit der gleichen Temperatur 7. Im Folgenden werden nur noch
graue Strahler betrachtet. Ein spezieller grauer Strahler ist der schwarze Strahler, fiir den
aufgrund von e)\(A\,T) = 1, ax(A) = 1, pa(A) = 0 und 7\ (N) = 0 gilt. An dieser Stelle sei
nochmals erwiahnt, dass €(7") = « streng nur dann gilt, wenn die Quelle der auftreffenden
FEinstrahlung ebenfalls die Oberflachentemperatur 7" hat.
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Netto-Strahlungsmethode

Bislang wurden einige Grundlagen zur Warmestrahlung an einer Oberfliche diskutiert.
Fiir Warmetibertragungsprobleme interessant ist der Warmeaustausch durch thermische
Strahlung zwischen zwei oder mehreren Kérpern mit bekannten Oberflichentemperaturen.
Fiir die Bestimmung dieses Warmeaustausches stehen mehrere Verfahren zur Verfiigung,
z.B. die Netto-Strahlungsmethode [3.3, 3.4, 3.16, 3.17], die Zonen-Methode [3.19-3.21],
die Monte-Carlo Methode [3.19, 3.20] und die Methode der diskreten Ordinaten [3.19]. Im
Folgenden wird die Netto-Strahlungsmethode kurz fiir graue, diffuse Strahler skizziert.
Der Einfachheit halber werden ausschliefilich intransparente Korper betrachtet, d. h. es
gilt 7 =0 und € = a = 1 — p; die Theorie lasst sich aber einfach auf semitransparente
Korper erweitern.

Abbildung 3.8: Strahlungsaustausch zwischen zwei Flachen.

Abbildung 3.8 zeigt zwei strahlende Oberflichen A; und A; mit jeweils homogen
verteilten Oberflichentemperaturen T; und 7). Es sei nun G; die auf A; auftreffende totale
Einstrahlung in W/m? und J; die von A; (gleichmiBig) abgehende totale Ausstrahlung
in W/m?. Da J; also neben der von A; emittierten Ausstrahlung 5iaTi4 den reflektierten
Anteil von G; beinhaltet, gilt

Ji = <€Z'(TTZ-4 + piG; = 6Z‘JTi4 + (1 —¢)G; . (3.41)

Es sein nun Fj;J; jener Anteil von J;, der auf A; auftrifft. Die noch zu bestimmende
dimensionslose Zahl F;; € [0,1] wird Sichtfaktor genannt und hangt ausschliefllich von der
Form und der relativen Position der Flichen A; und A; ab. Die von einem infinitesimalen
Flachenelement d.A4; insgesamt abgegebene Strahlungsenergie betragt d.A;J; in W. Die von
einem infinitesimalen Fléchenelement d.A; in eine durch den Strahl s;; (siehe Abbildung 3.8)
definierte Raumrichtung abgegebene Strahlungsenergie betrégt

dA;J;

Cosf") (3.42)

in W /sr. Hierbei ist 6; der Winkel zwischen s;; und der Flichennormalen auf d.A;.

Bemerkung 3.3. Wird (3.42) im gesamten tiber d.A; liegenden Halbraum (mit dem
Raumwinkel ©Q = 27 sr, siehe Abbildung 3.9) integriert, so erhélt man, wie es sein
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muss,

0; 2 /2 0;
/ a4 7,0 g0 — aa,, / / ©05(00) cin(0:) d0s dg = dA,J; |
27 st m 0 0 7T T

Dies erklart auch die Notwendigkeit des Normierungsfaktors 1/7 in (3.42).

Abbildung 3.9: Halbraum iiber d.A;.

Aus Sicht von dA; betrégt der von einem in der Entfernung s;; gelegenen infinitesimalen
Flachenelement dA; eingenommene Raumwinkel cos(6;) d.A;/ sfj. Folglich trifft von der
gesamten von d.A; abgehenden Strahlungsenergie d.A;J; der infinitesimale Anteil
0; 0;)dA;
aA;.J; So500) cost JQ) A (3.43)

am infinitesimalen Flachenelement d.A; auf. Integration von (3.43) iiber die beiden Fla-
chenstiicke A; und A; liefert

J; / / cos(0:) €os03) 4 4, a4, | (3.44)
A; Ja; m

Das ist jene gesamte Strahlungsenergie Fj;A;J;, die von A; abgeht und auf A; auftrifft.
Setzt man sie ins Verhéltnis zur gesamten von A; abgehenden Strahlungsenergie A;J;, so
ergibt sich die Definitionsgleichung

1 0; 0;
mi=x [ | cos(®:) €0s(6;) 4 4. q 4, . (3.45)
fiir Sichtfaktoren. Aus ihr folgt unmittelbar die als Reziprozititsgesetz bekannte Bezie-
hung

AiFij = Aiji o (346)

Sie kann bei der Berechnung von Sichtfaktoren niitzlich sein. Da fiir viele geometrische
Falle exakte Losungsformeln fiir F;; existieren (siehe z. B. [3.19, 3.20, 3.22]), entféllt hiufig
die Berechnung des Mehrfachintegrals in (3.45).

Wie in Abbildung 3.10 angedeutet, bestehe ein geschlossener Strahlungsraum aus N
Teilstiicken mit den Oberflichen A; (i = 1,...,N) und den zugehoérigen homogenen
Oberflaichentemperaturen 7;. Eine Bilanz der von der Fliche A; abgehenden totalen
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Abbildung 3.10: Schnitt durch einen geschlossenen Strahlungsraum.

Ausstrahlung liefert
N
Ji=> FijJi (3.47)
j=1
und daher die als Summationsregel bekannte Beziehung

N
1=>F; Vie{l,2,...,N}. (3.48)
j=1

Mit dem Reziprozitétsgesetz (3.46) und der Summationsregel (3.48) wurden bereits zwei
Formeln gefunden, die zur effizienten Berechnung von Sichtfaktoren ausgeniitzt werden
kénnen. Weitere Vereinfachungen ergeben sich héaufig, da fiir ebene Flachen und konvexe
Kérper Fy; = 0 gilt. Auflerdem lassen sich Sichtfaktoren addieren und subtrahieren.

Aufgabe 3.5 (Zusammenfassen von Flachen). Zeigen Sie, dass wenn zwei Fliachen
A;, und A;, zu einer Fliache A; = A;, + A;, zusammengefasst werden, basierend
auf (3.45) AZE] = AhFilj + AigFigj fur] 75 il, _] 75 iQ undj 75 1 sowie AzEz =
Ai1 (Fi1i1 + Fili2) + AiQ (Fi2il + Fi2i2) gﬂt'

Aus dieser Eigenschaft lassen sich einfach Regeln fiir die Subtraktion von Flachen ablei-
ten. Eine Bilanz der auf die Flache A; auftreffenden Strahlungsenergie liefert gemeinsam
mit dem Reziprozitétsgesetz (3.46)

N N
AjGy = AJiF; =Y AjJiFj (3.49)
i=1 i=1
und daher unter Verwendung von (3.41)

N N
Gj =3 FiiJi=) FleioT} + (1 - &)Gi) . (3.50)
=1 i=1
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Nun sei

G =Ji—G; = Ei(O'T;l - Gy) (3.51)

die Nettowdarmestromdichte die die Oberfliche A; verldsst (vgl. Abbildung 3.10). An

dieser Stelle ist es gilinstig auf Matrixschreibweise mit ¢ = [¢i]i=1,.. N, € = [€ili=1,...N,

T = [T}iz1..~n, G = [Gi)i=1,.n und F = [Fijli=1,...N j=1,..,N zu wechseln. Aus (3.50)

und (3.51) folgen damit direkt die von den Oberflichen austretenden Nettowdrmestrom-
dichten

q = (E—F)(E - (E — diag{e})F) ' diag{e}oT*

= diag{e}(E - F(E — diag{e}))_l(E —~F)oT!

zufolge von thermischer Strahlung.

(3.52)

Aufgabe 3.6 (Wiarmestromdichten zufolge von thermischer Strahlung). Berechnen Sie
ausgehend von (3.50) und (3.51) beide in (3.52) dargestellen Ergebnisse.

Aufgabe 3.7 (Warmestrahlung zwischen parallelen unendlich ausgedehnten Platten).
Die beiden in Abbildung 3.11 skizzierten, durch Vakuum getrennten, unendlich
ausgedehnten, ebenen, parallelen Platten haben die festen Temperaturen 77 und 75.
Die Oberflichen sind graue, diffuse Strahler, haben die Emissivitdten €; und €5 und

tauschen mittels thermischer Strahlung Energie aus.
N

q'2+ TQ; €2

q‘1$ T17 €1

7

Abbildung 3.11: Unendlich ausgedehnte parallele Platten.

a) Begriinden Sie formal warum hier fiir die Sichtfaktoren

0 1
F— L o] (3.53)

gilt.

b) Berechnen Sie die Warmestromdichte ¢; = —¢o.

Losung von Aufgabe 3.7.
b)

j 1 —1| |7
Ll P o ' (3.54)
q2 €1+ €2 —¢€182 | -1 1715

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Randbedingungen Seite 88

Beispiel 3.2 (Rohrreaktor mit Warmeverlust durch Mantel). Abbildung 3.12 zeigt den
Querschnitt eines Rohrreaktors der durch eine Vakuumschicht isoliert ist. Aufgrund
der im Innenrohr ablaufenden exothermen chemischen Reaktion wird stationar der
auf die Rohrldnge bezogene Wérmestrom ¢° in W/m von der Reaktionskammer
gleichméfig an den Rohrmantel abgegeben. Alle Oberflichen sind graue, diffuse
Strahler. Das Innenrohr mit dem Durchmesser d hat die Emissivitiat ;. Das Au-
Benrohr mit dem Durchmesser D hat beidseitig die Emissivitiat €s. Es gibt durch
Konvektion (Warmetibergangskoeffizient «v) Warme an die umgebende Luft mit der
festen Temperatur T, ab. Zusétzlich geht Warme iiber thermische Strahlung an
die umgebenden Oberflachen, welche im Mittel ebenfalls die feste Temperatur T
besitzen, verloren. Die Rohrwénde seien vernachléassigbar diinn. Fiir die Berechnung
der thermischen Strahlung sei der Reaktor im Vergleich zu den ihn umgebenden
Oberflachen vernachléssigbar klein.

Reaktionskammer

Luft, T

Abbildung 3.12: Rohrreaktor mit Warmeverlust durch Mantel.
a) Wie grofl darf ¢° maximal sein, damit das Auflenrohr die bei Beriihrung durch
Menschen ungefahrliche Temperatur 75 4, nicht tiberschreitet?

Da das innere Rohr von auflen gesehen ein konvexer Korper ist, gilt fiir den Sichtfaktor
F11 = 0 und aus der Summationsregel (3.48) folgt

Fii+Fio=Fps=1. (3.55)

Mit dem Reziprozitatsgesetz (3.46) und der Rohrldnge [ erhilt man

A1F12 = ldT{'FlQ = A2F21 = lD7TF21 (356)
und damit d
Fp=4 . (3.57)

Der Sichtfaktor Fyo lasst sich wiederum iiber die Summationsregel (3.48) Fo1+ Foo = 1
zZu

d
Fp=1-5 (3.58)
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bestimmen. Mit der Sichtfaktormatrix

0 1
F=|4 . d (3.59)
D D

errechnen sich die Nettowdrmestromdichten nach (3.52) in der Form

-1
q1 . 1 -1 1 —(1—61) ” e 0 T14
2L alleon oo ot g)] o 2 oo
E— E_ —_———A—

F

(E—diag{e})F diag{e} T*

] £1620 1 =1 |7

N B e I (3.61)

Go] e2teall-e)pl-5 5T
Im stationdren Fall muss die von der Reaktionskammer an den inneren Rohrmantel
abgegebene Wirmestromdichte ¢°/(dn) gleich der Nettowarmestromdichte ¢; sein
und die vom &ufleren Rohrmantel an die Umgebung abgegebene Wérmestromdichte

zufolge Konvektion und Strahlung muss gleich der Nettowédrmestromdichte —gs sein,
d.h.

c%r =¢ und ol —Ty)+ 520(T24 - Tfo) =—q . (3.62)

Da gemaf (3.61) gilt ¢a = —%q’l, folgt aus (3.62) unmittelbar die Beziehung
- Dﬂ(a(Tg —Ty) + aQU(TZ‘* - T§O)> (3.63)
und daher muss der auf die Rohrlénge bezogene Warmestrom ¢° die Ungleichung
¢° < D7 Tomax — Too) + €20 (Tpax — TS ) (3.64)

einhalten, damit die Temperatur 75 am dufleren Rohrmantel den Wert 75 jax nicht
ibersteigt.

b) Welche Temperatur 7 stellt sich am Innenrohr ein, wenn der Reaktor bei der
in Punkt a) berechneten Volllast betrieben wird?

Aus der Stationaritdtsbeziehung ¢° = dng; (siehe (3.62)) ldsst sich mit Hilfe von
(3.61) und (3.64) die zu T max zugehorige Temperatur des inneren Rohrs T max zu

1
1/ D 1 i
Tl,ma:r: = <T24,mar + ; (Eld + 5 - 1) (OZ(TQ,ma:c - TOO) + 052(T24,ma3: - Téo)))
(3.65)

berechnen.
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Aufgabe 3.8. Eine mit SMD-Bausteinen bestiickte und Verzinnungspaste bestrichene
Leiterplatte soll in einem Reflow-Ofen verlotet werden. Die Konfiguration ist in
Abbildung 3.13 skizziert. Die Wéarme wird durch Konvektion und thermische Strahlung
auf die Leiterplatte tibertragen.

Reflow-Ofen
A Y
‘ TH7 EH, (X
h TPa ep, @
\ d L— — Tp,ep, a
- 7 7.

ak  Leiterplatte

Abbildung 3.13: Leiterplatte in einem Reflow-Ofen.

Die Oberfldche der Leiterplatte sei vernachléssigbar klein gegeniiber allen anderen
Oberflachen im Ofen. Der Boden des Ofens hat die bekannte feste Temperatur T
und die Emissivitit eg. Die Decke des Ofens wird mit geregelten Heizelementen auf
der konstanten Temperatur Ty gehalten und besitze die Emissivitat eg. Die Hohe h
des Ofens sei klein gegeniiber seinen sonstigen Abmessungen. Folglich konnen Boden
und Decke als unendlich ausgedehnte, ebene parallele Platten betrachtet werden.
Fiir den konvektiven Warmeiibergang zwischen Luft und allen Oberflichen im Ofen
gelte der Konvektionskoeffizient «. Aufgrund der kleinen Abmessungen, kann davon
ausgegangen werden, dass das Luftvolumen keine Wéarmestrahlung absorbiert oder
emittiert. Die Leiterplatte habe die Dicke d < h, die Warmeleitfahigkeit A und die
Emissivitat ep. Alle Seitenflichen der Leiterplatte sowie die SMD-Bausteine konnen
fiir den Warmeaustausch mittels thermischer Strahlung und Konvektion vernachléssigt
werden. Der Warmeiibergangskoeffizient an der Kontaktflache zwischen Leiterplatte
und Boden sei ag. Die Temperatur der Luft im Ofen sei homogen verteilt.

Auf welche Temperatur Ty muss die Decke des Ofens geregelt werden, damit sich
an der oberen Oberfliche der Leiterplatte stationdr die erforderliche Lottemperatur
Tp einstellt? Es geniigt, die Bestimmungsgleichung fiir die unbekannte Temperatur
Ty anzugeben.

Losung von Aufgabe 3.8.

(1—cm)epep 4 EHEP 4 4

0 T Ty — T

(1—ep)em +en B+U(1—5H)63+6H HoOEREE
Ty +T T — 1T,
+04<H23—TP>+”
ag A

Die bisherigen Ergebnisse konnen direkt auch fiir 2-dimensionale Geometrien verwendet
werden, allerdings vereinfacht sich in diesem Fall die in (3.45) definierte Berechnung von
Sichtfaktoren erheblich. Die Annahme einer 2-dimensionalen Geometrie ist dann exakt
erfiillt, wenn es sich um einen prismatischen Strahlungsraum (vgl. Abbildung 3.14a) mit
unendlicher Lingenausdehnung handelt. Die Flachen A; sind dann vollstdndig durch die
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a2

a) a1 b) da;

Abbildung 3.14: Vereinfachung bei 2-dimensionaler Geometrie, a) prismatischer Strah-
lungsraum, b) Integration entlang einer Kontur.

zugehorigen (nicht notwendigerweise geraden) Konturen mit den abgewickelten Léngen
a; definiert. Man kann zeigen, dass in solchen 2-dimensionalen Geometrien fiir den
Sichtfaktor

Py = / / cos(6;) cos( )d ; da; = _/ sin(6;,1) — sin(6;,0) da; (3.66)
a; Ja; a; 237«7

gilt. Die Winkel ;o und 6; 1 sind in Abbildung 3.14b definiert. In (3.66) kann das Integral
entlang der Kontur a; sehr hiufig direkt analytisch berechnet werden. Ergebnisse fiir einige
Félle, wo eine analytische Berechnung leicht méglich ist, sind in Tabelle 3.1 angegeben.

Tabelle 3.1: Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien.

L.
Py = 5 (VP + G L7+ (= L —
? J
—\/yz—i—(a:—l—Lj—Li)z—\/yZ—i-xQ)
Fy = ga (Lo i+ (e L i+ 27)

Fij= ;M(Lj —I—\/y2+x2 — \/y2+ (£B+Lj>2>
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1 ) L;
Fi; = TLZ(LZ +L; — \/LZ2 + LJQ- —2L;L; COS(H)) Lz’I \
<0 1 \

i
Y+ y{% i

Aufgabe 3.9 (Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien). Rechnen Sie die
in Tabelle 3.1 angegebenen Ergebnisse mit Hilfe von (3.66) nach.

Fi=1-

as az

a) & “ b)

Abbildung 3.15: 2-dimensionaler geschlossener Strahlungsraum mit drei Fliachen, a) Fla-
chen deren Sichtfaktor auf sich selbst Null ist, b) allgemeine Flichen
mit drei zwischen ihren Beriihrpunkten im Inneren des Strahlungsraums
gespannten Schniiren.

Fiir die Berechnung von Sichtfaktoren fiir 2-dimensionale Geometrien steht dariiber
hinaus die sogenannte Crossed-Strings Methode [3.23] zur Verfiigung. Vorbereitend soll
dafiir zunéchst ein 2-dimensionaler geschlossener Strahlungsraum mit genau drei Flachen,
deren Sichtfaktor auf sich selbst jeweils Null ist, betrachtet werden. Ein Beispiel dafiir ist in
Abbildung 3.15a skizziert. In solchen Strahlungsrdumen gilt fiir die Sichtfaktoren

ay +az —asg

Flg=—12_°3 .
12 2a; (3 67&)
a1+ as —ag
Fio=_——~— 2 = .67b
13 Sar (3.67b)
e (3.67c)

Fiir Flachen, deren Sichtfaktor auf sich selbst jeweils Null ist, gilt, dass sie ins Inne-
re des Strahlungsraums konvex sind oder eine andere Fliche flachig beriihren (siehe
Abbildung 3.15a).
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Aufgabe 3.10. Leiten Sie die Beziehungen (3.67) her. Sie kénnen dazu z.B. die
Summationsregel (3.48), das Reziprozitétsgesetz (3.46) und die Identitat F1q = Fhy =
F33 = 0 beniitzen.

Fiir allgemeine 2-dimensionale geschlossene Strahlungsrdume mit drei Konturen kénnen,
wie in Abbildung 3.15b angedeutet, im Inneren des Strahlungsraums drei Schniire (Englisch:
strings) zwischen den Endpunkten der Konturen gespannt werden. Diese drei Schniire
sind in Abbildung 3.15b rot dargestellt und haben die abgewickelten Léngen aj, asz und
az. Diese drei Schniire bilden wieder einen geschlossenen Strahlungsraum und deren
Sichtfaktor auf sich selbst ist jeweils Null. Folglich gilt gemaf} (3.67) fir ihre Sichtfaktoren

ai + a3 — az

Fo=-1772 3 3.68
12 2a7 ( a)
a7 + asz — as
Fo= -1~ 3 2 3.68b
13 2‘11 ( )
Fys = W . (3.68¢)

Da ohne die Schnur as; genau die gleiche von der Schnur a; abgehende Strahlungsenergie
auf der allgemeinen Kontur a auftrifft wie sie auf der Schnur a3 auftreffen wiirde, gilt

2y, (3.69)

1

Fi3 = Fip =

wobei hier das Reziprozititsgesetz (3.46) verwendet wurde. Vollig analog kann die Identitét
F,7 = F51 begriindet werden. Daraus folgt schlie8lich

ai + as; — az

Fi = .
12 Sar (3.70a)
und analog fiir die iibrigen Sichtfaktoren
ai +az — a;
Fg=—1-_32% 2 70b
= (3.70b)
a; +az — ag
gy — 22 L 3.70
23 24, ( c)

Im néchsten Schritt soll die zentrale Formel der Crossed-Strings Methode [3.23] fiir
Sichtfaktoren zwischen zwei beliebigen Konturen, deren Sichtfeld auch durch Hindernisse
eingeengt sein kann, hergeleitet werden. Man betrachtete dazu die 2-dimensionale Geo-
metrie in Abbildung 3.16 mit den Konturen a; und a;. Gesucht ist der Sichtfaktor Fj;.
Zwischen den Endpunkten von a; und a; werden im Inneren des Strahlungsraums Schniire
mit den abgewickelten Langen a;, aj, ar, AR, ALR und apry, gespannt. Unter Berticksichti-
gung von F;; = 0 und der Formel (3.68) fiir Sichtfaktoren zwischen drei Fléchen, deren
Sichtfaktor auf sich selbst jeweils Null ist, lautet die Summationsregel fiir die Schnur a;

ag—l—aL—aRL_i_F_”%_ag—i-aR—aLR

1:F2L+F‘Zj+FER 2&; i 2az

(3.71)
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Abbildung 3.16: Anwendung der Crossed-Strings Methode, a) Situation ohne Hindernisse
b) Situation mit Hindernissen.

Daraus folgt mit dem Reziprozitatsgesetz (3.46)

a; arLr +arr —ar —ap
Fy= ;;ng = 20, . (3.72)

Da ohne die Schnur a; genau die gleiche von der Kontur a; abgehende Strahlungsenergie
auf der allgemeinen Kontur a; auftrifft wie sie auf der Schnur a; auftreffen wiirde, gilt
F; = Fj; und schliefilich mit dem Reziprozitétsgesetz (3.46)

a; arr +arr —ar, — aR
Diese zentrale Beziehung der Crossed-Strings Methode kann in der folgenden leicht
merkbaren Form angegeben werden

Lange der gekreuzten Schniire — Lange der seitlichen Schniire

Fy = (3.73b)

2 x abgewickelte Lange der Ausgangsflache i

Die Crossed-Strings Methode ist auch anwendbar, wenn sich die zwei Flidchen a; und a;
bertihren. Wird der Sichtkanal zwischen zwei Fléchen a; und a; durch Hindernisse in
zwei oder mehrere Kanéle aufgeteilt, so sind fiir diese Kanéle separat Sichtfaktoren zu
berechnen und schliefflich zu addieren (siehe nachfolgendes Beispiel 3.3).

Beispiel 3.3 (Crossed-Strings Methode bei Aufteilung des Sichtkanals durch Hindernis).

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Randbedingungen Seite 95

[ 1 [ 1 [ 1 |
as
1
1|aq as a2
1
' /.
a1

Abbildung 3.17: 2-dimensionaler geschlossener Strahlungsraum mit innenliegendem
Hindernis.

Es sollen fiir den in Abbildung 3.17 gezeigten 2-dimensionalen geschlossenen Strah-
lungsraum mit fiinf Flachen die Sichtfaktoren Fi; mit j = 1,...,5 berechnet werden.
Alle tibrigen Sichtfaktoren folgen analog aufgrund von Symmetrie, rotatorischer Peri-
odizitdat und dem Reziprozitatsgesetz. Natiirlich gilt F1; = 0. Fiir die Berechnung wird
die Crossed-Strings Methode verwendet. Von der Fliache a; gibt es jeweils nur einen
Sichtkanal zu den Fldchen as, a4 und as. Daher kénnen die folgenden Sichtfaktoren
direkt geméf (3.73) berechnet werden.

3+43-0-2V5 5

Flo = Fiy = 1- 2=

2 2% 3 3

7 VE+1+vV5+2—-v5—(vV5+1) 1

15 = =3
2x3 3

Hierbei wurde fiir die Flache a5 angenommen, dass die beiden Endpunkte der Kontur
in der linken oberen Ecke liegen. Zwischen den Fldchen a; und as existieren zwei
Sichtkanéle mit symmetrischer Geometrie. Die Sichtfaktoren iiber diese beiden Kanile
sind identisch und miissen addiert werden.

2v5+2v5 -3 — (2v/5+ 1) _2¢5—2
2% 3 - 3
Sichtfaktor fiir einen Sichtkanal

Fi3=2

Natiirlich gilt Z?:l Fi; =1, d.h. die Summationsregel (3.48) ist erfiillt.

Aufgabe 3.11 (Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien). Rechnen Sie
die in Tabelle 3.1 angegebenen Ergebnisse mit Hilfe der Crossed-Strings Methode
nach.

Aufgabe 3.12. Abbildung 3.18 zeigt den Aufbau eines aus Blechlamellen bestehenden
fixen Sonnenschutzsystems an einer Hausmauer. Berechnen Sie den Sichtfaktor Frr,
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zwischen zwei benachbarten Lamellen, den Sichtfaktor F7 s von einer Lamelle zur
dulleren Oberfliche der Hausmauer und den Sichtfaktor Fo, von einer Lamelle zur
Umgebung. Gehen sie von einer 2-dimensionalen Geometrie aus.

\ Sonnenschutzsystem

i sLamelle L
d1 N
I
I
I

Hausmauer M \ Umgebung oo

N
N\

Abbildung 3.18: Sonnenschutzsystem.

Losung von Aufgabe 3.12. Als Einheitslange wird der vertikale Abstand zwischen zwei
benachbarten Lamellen verwendet. Mit der Crossed-Strings Methode folgt zunéchst
geméaf (3.73) fir den Sichtfaktor zwischen zwei benachbarten Lamellen

CWVE+1-1-1 V6-1
Co2x2v2 42

Aufgrund von Symmetrie muss Frar = Froo gelten, so dass aus der Summationsregel
(3.48)

Frr

1-2F,  2vV2+1-+5

2 442
folgt. Alternativ kénnen auch diese Sichtfaktoren direkt mit der Crossed-Strings
Methode gemaf (3.73) berechnet werden.

V2+14+V24+1-V5-1 2V2+1-5
Fry = Froo = =
2 x 2¢/2 42

Fryv = Froo =

3.3 Warmequellen

Wiérme kann nicht originér erzeugt werden, sondern entsteht aus anderen Energieformen
durch Umwandlung. Derartige Umwandlungsvorgidnge und die Riickumwandlung von
Wiérme in andere Energieformen (soweit diese moglich ist) werden z. B. in der Thermo-
dynamik studiert. Typische andere Energieformen sind mechanische Energie, elektrische
Energie, chemische Energie, Strahlungsenergie und Kernenergie. Obwohl Warme nur
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durch Umwandlung entstehen kann, ist es fiir Warmebilanzen oft giinstig von Wérmequel-
len zu sprechen. Im Folgenden werden einige Beispiele einfacher Umwandlungsvorgange
diskutiert.

Mechanische Reibung

In Abschnitt 2.2.5 wurde vorgestellt wie mechanische Arbeit durch Dissipation in Warme
umgewandelt werden kann. Reibung tritt typischerweise an der Beriihrfliche zweier Kérper
auf oder in sich deformierenden Koérpern oder Fluiden. Der Einfachheit halber wird hier
nur der erste Fall behandelt.

Zufolge einer Reibkraft f,. (resultierende Reibkraft) zwischen zwei Oberflichen, die sich
beriihren, wird nur dann mechanische Energie in Warme umgewandelt, wenn sich die zwei
Fléchen relativ zueinander verschieben. Tun sie dies mit der Relativgeschwindigkeit v, so
wird dem System mechanische Arbeit mit der Leistung

P.=—f v (3.74)

entzogen. Da die Reibkraft stets der Bewegung entgegenwirkt, gilt P. > 0. P, kann
in mechanische Verformungsenergie (plastische Deformation der Reibflachen, Bildung
von Kratzern und Abrieb) oder Wiarmeenergie umgewandelt werden. Welcher Anteil
tatsdchlich in Wérme umgewandelt wird, héngt von der jeweiligen Anwendung ab. In
Bremssystemen beispielsweise soll ein moglichst groflier Anteil in Warme und nur ein
geringer Anteil in Abriebenergie umgewandelt werden. Handelt es sich, anders als bei
der fiir (3.74) postulierten translatorischen Relativbewegung, um einen rotatorischen
Reibvorgang, so entspricht die Reibleistung alternativ zu (3.74) dem negativen inneren
Produkt aus Reibmoment und Drehwinkelgeschwindigkeit.

Die durch Reibung entstehende Wéarme wird direkt an der Reibfliache (oder im deformier-
ten Volumen) frei. Es ist daher oft zweckmafig, statt P, eine auf die Flache (das Volumen)
bezogene Wirmequelle, d. h. eine Quellendichte in W/m? (W /m3), zu verwenden.

Ohmsche Last

FlieBt durch ein infinitesimales Volumenelement d) eines elektrischen Leiters Strom
mit der Stromdichte J(¢,x), so muss das Element geméfl dem Ohmschen Gesetz einem
elektrischen Feld

E(t,x) = pe(x, T)J(t,x) (3.75)

ausgesetzt sein [3.24]. Hier bezeichnet p. > 0 den spezifischen Ohmschen Widerstand
des Materials, der im Allgemeinen vom Ort x = (z,y, z) und der lokalen Temperatur 7'
abhéngt. Haufig wird der Ansatz

pe(x,T) = pe,o(x)(1 +v(x)(T' - To)) (3.76)

mit dem Temperaturkoeffizienten v und der Referenztemperatur Ty zur Beschreibung
dieses Effekts verwendet [3.24].

Der Stromfluss verursacht Interaktionen zwischen den sich bewegenden Elektronen
und dem Atomgitter des Leiters, was zu einer Erhéhung der im Material gespeicherten
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thermischen Energie fiihrt. In einem Ohmschen Widerstand wird daher am Punkt x die
Leistungsdichte
B(t, )3
t,x,T)=E(t,x) -J(t,x) = pe(x, T)|| I (¢, x 2:H’72 3.77
ot T) = B(t.x) - (130 = peloe. T3} = S22 (3.77)
[3.24] dissipiert, d. h. in Warme umgesetzt. Diese Beziehung lésst sich aus dem Verlust
an potentieller Energie, den Ladungsteilchen erfahren, wenn sie sich im elektrischen Feld
bewegen, herleiten (vgl. [3.25]). Grundsétzlich stellt elektrisch leitendes Material mit
einem spezifischen Widerstand p. also eine volumetrische Warmequelle dar. Integriert
man ¢(t,x,T) iber das Volumen V des Ohmschen Widerstandes R, so ergibt sich die
gesamte in Wiarme umgesetzte Leistung (Joulsche Warme)

U(t)

R )
[3.24] wobei U(t) die anliegende Spannung und I(¢) der durchflieBende Strom ist. Bei
dieser Integration kann das Gebiet V gedanklich in infinitesimale Stromréhren zerlegt
werden, iiber deren Berandung kein Strom flief3t.

Wird ein Leiter von Wechselstrom {iiblicher Netzfrequenz durchflossen, so reicht es
zur Temperaturanalyse meist aus, mit den zeitlichen Mittelwerten von g(¢,x,7) und
P(t) zu rechnen, d.h. mit Effektivwerten. Der Grund dafiir ist, dass die Zeitkonstan-
ten des thermischen Verhaltens meist signifikant hoher sind als die Periodendauer des
Wechselstroms.

P(t) = /V g(t,x, T)dV = U(t)I(t) = RI2(t) = (3.78)

Iac
—>
Thermoelemente =
Messdraht Vergleichsdraht

Abbildung 3.19: Wechselstrom /Gleichstrom-Komparator zur Effektivwert-Messung des
Stromes.

Bemerkung 3.4. Dieses Prinzip wird von sogenannten Thermoumformern zur Bestim-
mung von effektiven Stromwerten bei Frequenzen bis in den GHz-Bereich ausgeniitzt.
Dabei wird die Erwdrmung eines stromdurchflossenen Widerstandsdrahtes gemessen.
Dies erfolgt entweder direkt mit einem Thermoelement oder indirekt durch Erwér-
mung eines zweiten mit Gleichstrom betriebenen Vergleichsdrahtes. Der letztere,
auch als Wechselstrom /Gleichstrom-Komparator bekannte Fall ist in Abbildung 3.19
skizziert. Der mit dem Amperemeter gemessene Gleichstrom I, im Vergleichsdraht
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entspricht gerade dem Effektivwert des Stromes I, [3.26].

Aufgabe 3.13 (Wechselstrom/Gleichstrom-Komparator). Fiir den in Abbildung 3.19
skizzierten Wechselstrom/Gleichstrom-Komparator ist bekannt, dass der Messdraht
und der Vergleichsdraht kreisrunde Querschnitte besitzen und aus dem gleichen
Material gefertigt sind. Der Durchmesser des Messdrahtes sei Dg.; jener des Ver-
gleichsdrahtes Dg.. Die Driahte besitzen eine homogene Temperaturverteilung und
werden ausschlieBlich durch Konvektion an der Mantelfliche gekiihlt, wobei der Wiar-
meiibergangskoeffizient @ und die Umgebungstemperatur T, bei beiden Dréhten
ident sind. Es wird hochfrequenter Wechselstrom [,. gemessen, weshalb der Skin-
Effekt die effektive Leiterquerschnittsfliche des Messdrahtes auf 10 % reduziert. Mit
welchem Durchmesserverhéltnis D,./Dg. muss das Messgerit gebaut werden, damit
der Gleichstrom ;. dem zu messenden Effektivwert von I,. entspricht?

Losung von Aufgabe 3.13.

Dac 3
= V10 3.79
Dy, (3.79)

3.4 Stationare Warmeiibertragung

In diesem Abschnitt werden einige einfache Beispiele zur stationdren Warmeiibertragung
diskutiert.

3.4.1 Ebene Wand

Die Bestimmung des Warmestroms und des Temperaturprofils in einer ebenen Wand
ohne Warmequellen und mit Randbedingungen erster Art an beiden Oberflichen kann
als 1-dimensionales Warmeleitproblem in kartesischen Koordinaten aufgefasst werden. Im
Folgenden soll von stationdren Verhéltnissen und isotropem Material mit temperatur-
unabhéngiger Warmeleitfihigkeit A\(x) ausgegangen werden. Wie in Abbildung 3.20a
dargestellt, habe die Wand die Dicke L und die beiden Oberflaichentemperaturen 7'(0) = Tp
und T'(L) = Tr. Im stationdren Zustand muss gemaf (3.4) die Temperatur 7'(x) dem
Randwertproblem

0 oT(x)\ B B
(%<A(x) 2 ) —0 wnd T(0) =Ty, T(L) =Ty (3.80)
geniigen. Aus (3.80) folgt
A(x)agf) = (' = konst. (3.81)
und damit durch Integration
z ] ~
T(z) - T(0) = C /0 o (3.82)
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Abbildung 3.20: Stationdre Warmeiibertragung in ebener Wand, a) allgemeiner Wand-
aufbau mit Randbedingungen erster Art, b) schichtweise konstanter
Wandaufbau mit Randbedingungen zweiter Art.

Setzt man in (3.82) fiir x = L ein, so erhilt man

T(L)—-T(0
c=TDH-T0O) (3.83)
fo W dz
und damit das stationdre Temperaturprofil in der Wand in der Form
Jo xz 92
T(z) = Tp + (Tr — To) 22— (3.84)
0 )\_j) dz
Die Warmestromdichte ¢ geméaf (3.1) errechnet sich zu
or To — T,
q:—M@i$Q:_o:—§TJg (3.85)
x Jo" xy 42
und fiir homogene Wéarmeleitfahigkeit A vereinfacht sich (3.85) zu
A
¢=7(To-Tr) - (3.86)

Wegen A(x) > 0 ist T'(x) entsprechend (3.84) monoton. Wie geméafl Abschnitt 3.1 zu
erwarten war, haben die Massendichte p und die spezifische Wéarmekapazitét c, keinen
FEinfluss auf den Warmestrom und das stationdre Temperaturprofil in der Wand.

Ist eine Wand aus mehreren Schichten mit abschnittsweise konstanten Materialpara-
metern aufgebaut, wie dies in Abbildung 3.20b gezeigt ist, dann vereinfacht sich die
Berechnung der Warmestromdichte ¢ erheblich. Man nehme an, die Wand bestehe aus
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den Schichten ¢ = 1,..., N mit den jeweiligen Dicken L; und Warmeleitfahigkeiten \;.
Auflerdem soll nun von Randbedingungen zweiter Art mit den Warmeiibergangskoeftizi-
enten g und ay, und den festen Temperaturen T o und T ;, der umgebenden Fluide
ausgegangen werden. Fiir die Warmestromdichte ¢ folgt in diesem Fall (siche Abbildung
3.20b) unter Beriicksichtigung von (3.23) und (3.86)
d=0)Tooo—To)=—To—-T)=-= g(TNl —Tr)=ar(Tr —Too,r) . (3.87)
Der Wiéirmedurchgangskoeffizient k (gelegentlich auch k-Wert genannt) in W/m?K be-
schreibt den Proportionalitdtsfaktor zwischen der Differenz der Auflentemperaturen
(Tso,0 — Too,r,) und der Warmestromdichte ¢. Aus (3.87) lassen sich einfach die Diffe-
renztemperaturen fiir jede Schicht berechnen und addieren

Too0 = Toor = (Toco —To) + (To—T1)+ -+ (In-1—Tp)+ (Tt — To,r) ,  (3.88)

s 1 L1 Ly s 1
9ag 9% Xy Yar

womit sich unmittelbar die Warmestromdichte zu
1

q= k(Too,O = Too,L) mit k= : (389)
e

ergibt. Man erkennt, dass die Wand besser isoliert, je kleiner der k-Faktor ist.

Beispiel 3.4 (Isolierverglasung). Bei der Auswahl der Fenster fiir ein neues Wohnhaus
steht man vor der Entscheidung, konventionelle Fenster mit einer Einfachverglasung
oder teurere Fenster mit einer Doppelverglasung zu wéhlen. Ein typischer Aufbau
einer Doppelverglasung ist in Abbildung 3.21 skizziert. Zum Vergleich der thermischen
Eigenschaften soll das Verhéaltnis der Warmeiibergangskoeffizienten fiir Einfach- und
Doppelverglasung berechnet werden.

T

le

TA
"
1
Gas\/
q
—
T aj ay, ar, ay Ta

A AL AG

d D d

Abbildung 3.21: Aufbau einer Doppelverglasung mit typischem Temperaturverlauf.

Der Warmeiibergang von Glas auf Luft und umgekehrt wird im Scheibenzwi-
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schenraum vernachlassigt, d.h. a; — oco. Fur den Fall T; > T4 ist ein typischer
Temperaturverlauf in Abbildung 3.21 dargestellt. Geméa$ (3.89) ergibt sich fiir den
Wiérmedurchgangskoeftizient der Doppelverglasung

1

kp = .
1 d D 1
E+2E+H+H

Mit dem analog berechneten Warmedurchgangskoeffizienten einer Einfachverglasung

kp= —————— (3.90)

ergibt sich das Verhéltnis der beiden Durchgangskoeffizienten zu

d D
LR V-

PE 14 e 3.91)
1 d 1 (
kp ar tag Tax

3.4.2 Zylinderformige Wand

Fir die in Abbildung 3.22 dargestellte aus N kreisférmigen Schichten bestehende Rohr-
wand soll fiir den stationdren Fall ohne Warmequellen der Temperaturverlauf und der
Wirmestrom berechnet werden. Eine Schicht ¢ € {1,..., N} habe den Innenradius r;_1,
den Auflenradius r; und die homogene, temperaturunabhingige Warmeleitfahigkeit \;.
Im Rohr flieBt ein Medium mit der festen Temperatur T und das Rohr wird von einem
Medium mit der festen Temperatur T, umstrémt. Der Warmeiibergangskoeffizient an
der Rohrinnenseite (Radius rg) sei ag; an der Rohraufienseite (Radius ry) sei er ay. Alle
Grofen seien unabhingig von der Winkelkoordinate ¢ und der Langskoordinate z (vgl.
Abbildung 3.2a), so dass die Annahme 1-dimensionaler Warmeleitung in Richtung der
radialen Koordinate r gerechtfertigt ist. Aus (3.5b) folgt damit fiir eine beliebige Schicht
ie{l,...,N}

=A
0 “ror\’ or
Diese Differentialgleichung hat die Losung

413(7”6:/”) Vr€ (ri1,mi) - (3.92)

ln(Tii )
ln(r::i) Vr e [ri_l,ri] (3.93)

mit T; = T'(r;) und T;—1 = T'(r;—1). Wie es sein muss, hingt die lokale Warmestromdichte

T(r)y=Ti—1+ (T; — Ti-1)

OF _ \1Tii-T,
or lrm(i)

Ti—1

q(T) = _)\i Vr € (Ti—17ri) (394)

vom Radius 7 ab. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen zweiter Art ergibt sich
daher fir die mehrschichtige Wand
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T

Tpﬁ
Tt

0

N

Abbildung 3.22: Stationdre Warmeiibertragung in zylinderférmiger Wand.

1 1
q(r) = (Tr — Teo) ;
T‘OIOLO + Zi\il )%L 111( T ) + 1

T
Ti—1 TNON

(3.95)

=k(r)

mit dem vom Radius abhiingigen Wirmedurchgangskoeffizienten k(r) in W/(m?K). Prak-
tisch interessant ist auch noch der vom Radius unabhéngige auf die Rohrlidnge bezogene
Wiérmestrom

2
1 N 1 2] 1
roce 2 ik Xi ln("'i—l) T rvanw

=k°

G° =q(r)2mr = (Tr — Tx)

(3.96)

mit dem bezogenen Warmedurchgangskoeffizienten £° in W/(mK).

Aufgabe 3.14 (Bezogener Wiarmedurchgangskoeffizient bei schichtweisem zylinderfor-
migem Wandaufbau). Leiten Sie (3.96) ausgehend von (3.92) her.

3.4.3 Vorspringende Teile und Rippen

Um den Warmeiibergang zwischen Festkorpern und Fluiden zu verbessern, wird héufig
die wirksame Wérmeaustauschflache konstruktiv vergréflert, z. B. durch Rippen. Abbil-
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Abbildung 3.23: Kiihlkérper fiir Elektronikbauteile.

dung 3.23 zeigt ein Beispiel eines mit Rippen versehenen Kiihlkoérpers fiir Elektronikbau-
teile.

Bemerkung 3.5. Auch in der Natur sind solche konstruktiv vergrofierten Warmeaus-
tauschflachen zu beobachten: Delphine niitzen ihre Flossen auch zur Temperaturrege-
lung. Bei afrikanischen Elefanten entfillt rund ein Sechstel der Kérperoberfliche auf
die kiihlenden Ohren.

Da eine exakte Berechnung des Temperaturfeldes und des Wéarmeiibertragungsverhaltens
solcher Bauteile meist mit erheblichem Aufwand verbunden ist, beschrinken sich die
folgenden Ausfiihrungen auf Néherungen mit zahlreichen vereinfachenden Annahmen.
Es wird von 1-dimensionaler stationdrer Warmeleitung und ausschliefilich konvektivem
Wiérmeiibergang an den Bauteiloberflichen ausgegangen.

T

Umfang P

Querschnittsﬂiiche A

Abbildung 3.24: Warmeleitung in vorspringendem Bauteil.

Der in Abbildung 3.24 skizzierte vorspringende Bauteil (z. B. eine Kiihlrippe) mit der
Lénge L habe am Ort z die lokale Querschnittsfliche A(z) und die isotrope Warmeleitfa-
higkeit A(z,T"). AuBerdem besitze dessen Mantelfliche am Ort = den lokalen Umfang P(x).
Fiir die Mantelfliche wird angenommen, dass nur konvektiver Wéarmeaustausch mit der
Umgebung auftritt, wobei sowohl der Warmeiibergangskoeffizient a(x) als auch die feste
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Temperatur To,(x) des Fluids von x abhéngen kénnen. Insbesondere bei eng angeordneten
Rippen trifft dies zu. Das Bauteil besitzt keine Warmequellen. Die Temperatur sei in
jedem Querschnitt z = konst. homogen, d. h. es wird von 1-dimensionaler Wéarmeleitung
in Richtung = ausgegangen und fiir den Gesamtwérmestrom Q(m) gilt entsprechend dem
Fourierschen Warmeleitgesetz (3.1)

aT ()

Q) = A@)i(e) = ~A@. T)Ax) =5

(3.97)

Die stationédre Energiebilanz (vgl. (A.10)) fiir den infinitesimalen Bereich [z, z 4+ dx] lautet

Q(z) — Q(z + da) = ;x <)\<$,T)A(x)az(‘;§;r)> Az
= a(x)P(x)dz(T(z) — T (x)) ,

(3.98)

wobei der Term auf der rechten Seite den konvektiven Wérmeaustausch mit der Umgebung
beschreibt. Der Grenziibergang daz — 0 liefert die Bestimmungsgleichung

a% ()\(a:, T)A(x)m(;—f)) — a(2)P@)(T(z) — Tu(z)) = 0 (3.99)

fiir das Temperaturfeld im Bauteil. Es handelt sich um ein Randwertproblem, d. h. zur
tatsdchlichen Berechnung des Temperaturfeldes und der Wéarmestromdichte werden noch
Randbedingungen an den Stellen « = 0 (Befestigungsstelle) und = = L (freie Stirnfléche)
bendétigt.

Im Folgenden werden einige Spezialisierungen des obigen Problems diskutiert, fiir die
einfache analytische Losungen existieren. Es handelt sich um einen umstromten Stab, wobei
an der Stelle z = 0 die Temperatur 7'(0) = Tj stets fest vorgegebenen sei. Die Groflen A,
P, A, a und Ty, héngen nicht von z ab. Ferner sei A unabhéngig von der Temperatur. An
der Stirnflaiche x = L ist zunéchst mit konvektivem Warmetibergang (Wéarmeiibergangs-
koeffizient «f,, feste Fluidtemperatur T, ) zu rechnen. Mit diesen Annahmen vereinfacht
sich (3.99) zu

0T (x aP
N

mit den Randbedingungen

dT
T(0) = T T(L)—To) = —A——| . -100b
O =T, anT(L)-Te) = AT (3.100b)
Die Losung dieses Randwertproblems lautet
Am cosh(m(L — x)) + o sinh(m(L — x))
T(z) =T+ (T — T - 101

(z) + (T ) Am cosh(mL) + ay, sinh(mL) (3.101a)
mit der Abkiirzung m = \/aP/(\A), so dass fiir den interessierenden Warmestrom an der

Stelle z =0 N—— im
O(0) = Mm(Ty — Too)Arsinh(ml) + ap cosh(mL) (3.101b)

Am cosh(mL) + o, sinh(mL)
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folgt. Diese Losung gilt fiir einen umstromten Stab mit einer Randbedingung erster Art
an der Stelle x = 0 und einer Randbedingung dritter Art an der Stelle x = L. Der
Spezialfall einer adiabaten Randbedingung an der Stelle z = L (ideal isolierte Stirnfliche,
Randbedingung zweiter Art) folgt direkt aus dem Ergebnis (3.101) durch Verwendung
von ay, = 0.

Wird an der Stelle x = L die Temperatur 77, fest vorgegeben (Randbedingung erster
Art), so sind die Randbedingungen (3.100b) durch

TO) =Ty, T(L)=T; (3.102)

zu ersetzen und es ergibt sich die Losung

(To — Too) sinh(m(L — z)) 4+ (T}, — To) sinh(max))
sinh(mZL)
(To — To) cosh(mL) — (T, — Two)
sinh(mL) '

T(z) =Tx +

(3.103a)

Q(0) = AAm (3.103b)
Unabhéngig von der Randbedingung an der Stelle = L erhélt man fiir den Spezialfall
eines unendlich langen Stabes durch Grenziibergang L — oo aus den obigen Ergebnissen

T(x) = Too + (Th — Too)e ™ (3.104a)

O(0) = MAm(Ty — Two) - (3.104b)

Aufgabe 3.15 (Wéarmeiibertragung in einem umstromten Stab). Rechnen Sie die
Ergebnisse (3.101), (3.103) und (3.104) nach.

Mit den obigen Ergebnissen lasst sich der Effekt von Rippen (oder anderen konstruktiven
Elementen) auf den Wérmeaustausch an einer Oberflache zumindest nédherungsweise be-
stimmen. Ausschlaggebend ist die Form und das Material der Rippen sowie deren Einfluss
auf die Warmetibertragung an der Oberfliche (z. B. verringerter Warmetibergangskoeffi-
zient durch behinderte Stromung). Zur Beurteilung, ob der Einsatz bestimmter Rippen
zweckmaéfig ist, ist der Gesamtwéirmestrom durch den Basisquerschnitt (Befestigungsstelle
x = 0 in Abbildung 3.24) der Rippen sowie durch die zwischen den Rippen liegenden freien
Flachen des Grundkérpers mit jenem Gesamtwarmestrom zu vergleichen, der ohne Rippen
auftreten wiirde. In diesem Zusammenhang wird hiaufig der Rippenwirkungsgrad

_ Q0

QmCLCE

als Maf3zahl verwendet. Er setzt den tatséchlich an der Bgfestigungsstelle x = 0 auftreten-
den Warmestrom ((0) ins Verhéltnis zum Wérmestrom Qp,qz, der auftreten wiirde, wenn

die gesamte Rippenoberfliche die Temperatur T (Temperatur an der Befestigungsstelle
x = 0) hétte.

e [0,1] (3.105)

3.4.4 Wirmetauscher

Abbildung 3.25 zeigt einen Gleich- und einen Gegenstromwérmetauscher mit den zugeho-
rigen Temperaturverldufen in den Fluiden. Es wird angenommen, dass es sich um einen
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stationdren Prozess handelt und dass die Driicke in beiden Kammern des Warmetau-
schers konstant sind (isobare Zustandsédnderung). Die Warmetibertragung erfolgt durch
erzwungene Konvektion in den Fluiden und Warmeleitung in der Trennwand [3.3, 3.4,
3.18].

Gleichstromwéarmetauscher Gegenstromwéarmetauscher

1 2 2
3 . L L
Th1 5> Thy Mp; Cph —>Tho Tha —
g b A [ R q b, A

—_—
AN
EZZ.Q ﬁ

\
Te, e, Cp.c
—

N
T
Thi+ Tha Ty,
ATl :[:\\
T:
1 Tho
ATy
Te AT,
Te1 1 Te o
a) 0 b) 0 Lt

Abbildung 3.25: Warmetauscher, a) Gleichstromwéirmetauscher, b) Gegenstromwérme-
tauscher.

Das wérmere Fluid soll mit dem Index h und das kéaltere Fluid mit dem Index ¢
gekennzeichnet werden. Das Fluid ¢ (i € {h, c}) mit dem konstanten Massenstrom 7i2; und
der konstanten spezifischen Warmekapazitit c,; habe an der Stelle z = 0 (Punkt 1) die
Temperatur 7;; und an der Stelle = L (Punkt 2) die Temperatur 7; . Je nach Art des
Warmetauschers stromt das kaltere Fluid entweder am Punkt 1 oder am Punkt 2 ein. Die
Massenstrome ri; sind dementsprechend vorzeichenrichtig einzusetzen. Stromt das Fluid ¢
am Punkt 1 (2) ein und am Punkt 2 (1) aus, so ist r; > 0 (r; < 0) zu verwenden. Beim
Gegenstromwarmetauscher gilt daher ryr, < 0 und beim Gleichstromwérmetauscher
mpme > 0. Mit dieser Vorzeichenkonvention fiir 7h; gelten die folgenden Ergebnisse
sowohl fiir Gleich- als auch fiir Gegenstromwérmetauscher. Fiir die in Abbildung 3.25a
eingezeichneten Stréomungsrichtungen gilt beim Gleichstromwéarmetauscher Tj, 1 > T, 1,
Tho > Tep und (Thy — Teq)mp > (Tho — Te2)my. Fir den Gegenstromwérmetauscher in
Abbildung 3.25b miissen nur 7}, 1 > 7,1 und T}, 9 > Tt o erfiillt sein.

Die Trennwand zwischen den beiden Fluiden habe an der Stelle x den Wéarmedurch-
gangskoeffizienten k(z) und die lokale Breite b(z). Die gesamte Warmeibertragungsfliche
ist daher A = fOL b(x) dz. Alle iibrigen Wénde des Warmetauschers seien adiabat. Eine
zentrale Annahme bei der Berechnung der Warmestréme und der Temperaturverldufe im
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Wiérmetauscher ist, dass die Fluidtemperatur in jeder Kammer innerhalb einer Schicht
x = konst. homogen ist (zumindest auflerhalb der Konvektionsgrenzschicht nahe der Trenn-
wand). Weiters wird angenommen, dass in den Fluiden die Warmeleitung in Richtung x
gegeniiber dem mit der Fluidbewegung verbundenen Energietransport vernachléssigbar
ist, was bei hinreichend hohen Stromungsgeschwindigkeiten erfiillt ist. Da hier stationére
Wirmeiibertragung untersucht werden soll, muss /9t = 0 gelten. Aus einer Massenbilanz
folgt damit, dass der konstante Massenstrom r; (i € {h,c}) unabhéngig von = sein muss.

N

mp Th, ('r) mp,
—

Cp,h
Vi
q(z) =0V,

Y
me § Te(x) | M
— _—

Cp,c P Vc
oV,

N

L — ——
T x+dx?

Abbildung 3.26: Kontrollvolumina zur lokalen Anwendung des Energieerhaltungssatzes
bei einem Warmetauscher.

Zur Berechnung des stationdren Warmeflusses im Wérmetauscher und der stationdren
Fluidtemperaturprofile wird der Energieerhaltungssatz (sieche Anhang A.3) verwendet. Es
werden dazu zwei ortfeste Kontrollvolumina V;, und V. im Bereich [z, 2+dz] mit kleinem dz
in den beiden Kammern betrachtet (sieche Abbildung 3.26). Es ist der Energieerhaltungssatz
fiir offene Systeme (A.23) zu verwenden, da die Fluide iiber die ruhende Berandungen
Vi (i € {h,c}) stromen. Fiir stationdre Verhéltnisse (0/0t = 0), unter der plausiblen
Annahme, dass die Anderungen der kinetischen Energie und der potentiellen Héhenenergie
vernachléssigt werden kénnen, und da in dem System weder technische Arbeit noch
elektrische Leistung auftritt, folgt aus (A.23)

/ pihivi-nd/l:—/ q-ndA  ie{he). (3.106)
oV; V;

Hierbei ist p; die Massendichte des Fluids i € {h, c}, h; seine spezifische Enthalpie (siehe
auch Anhang A.4), v; seine lokale Geschwindigkeit, n der lokale nach auflen gerichtete
Normalenvektor auf die Berandung dV; und q der lokale Warmestromdichtevektor (positiv
nach auflen). Eine Warmestromdichte q tritt nur an jenen Teilen der Berandungen 0V
(i € {h,c}) auf, die die Trennwand beriihren. Bei konstantem Druck gilt geméafi (A.26b)

dhi = cp; dT; i€ {h,c} . (3.107)
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Beriicksichtigt man dies bei der Auswertung von (3.106) fiir die beiden Kontrollvolumina,
so ergibt sich

mp(hp(x 4+ dx) — hy(x)) = my, dhy, = MECp h dTy

= —(@)b(e) dz = —k(@)(Ta(x) - Ty dx OO
me(he(x +dz) — he(x)) = e dhe = ey . dT,
b e e - Ty, 1O
Aus der Summe dieser Ausdriicke folgt
tncpp AT}, + 1hecy e Ty =0 . (3.109a)
Aus der Differenz dieser Ausdriicke folgt
dgz — ;T = d(TThh__ ;ZC) == ( mhlcp,h + mip,c>k(x)b(x) dz . (3.109D)

Die Integration von (3.109) im Bereich [0, ] liefert unter Berticksichtigung der Randbe-
dingungen T3(0) = Ty (i € {h,c})

mhcnh(Th(x) — Th,l) + mccp7c(Tc(:L‘) — Tc71) =0 (3.110&)
Ty (z) — Te(z) 1 1 T 4~
Inf ———= | =—| = + — / k(Z)b(z)dx . 3.110b
( Th,l - Tc,l MpCp,h McCp,c 0 ( ) ( ) ( )
| S S ——

= K(z)

Daraus folgen die gesuchten stationdren Temperturverlaufe

Th(z) = Th1 + riteCp.e(Te = Thi1) (1 — exp <—< 1 + 1 >K(:c) )

MpCp,h + MeCp e MACph  MeCpe
(3.111a)

Te(z) =Teq + rincpn(Th1 = Te) <1 — exp (—( L 4 L >K(x) )
1

MRCph + MeCp e MhCph  McCpe
(3.

11b)

und in Folge die stationdre lokale Warmestromdichte
q(z) = k(2)(Th(z) - Te(z))
1 1 (3.112)
= k(z)(Thy — Te1) exp| — + K(z) | .

MhCp,h  McCp,c

Der gesamte stationire Wirmestrom @ ergibt sich durch Integration Q = fOL q(z)b(z) dz
unter Berticksichtigung von (3.110) und (3.111) ausgewertet am Punkt z = L in der Form
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0= ?hl —Tc,11 (1_exp<_< LS )K(L)))
TnCoh aF TeCpre mMpCp,h MmeCp.c
AT, — AT, (3.113a)
hl(ATl/ATg)
=ATioq

= 1mpcpp(Th,1 — Th2) = Mccpe(Te2 — Ten) = K(L)

mit den Abkiirzungen
ATy =Th1 —Teq ATy =Tho —Tep . (3.113b)

Alternativ kann (3.113a) auch aus einer stationidren Energiebilanz berechnet werden,
wenn als Kontrollvolumen die gesamte Kammer des wiarmeren oder des kélteren Fluids
herangezogen wird.

Aufgabe 3.16 (Warmetauscher). Rechnen Sie die Ergebnisse (3.111) und (3.113a)
nach.

Die Funktion K () entspricht dem tiber die Fliche integrierten Warmedurchgangsko-
effizienten k(x). Fiir homogenes k gilt also K (L) = kA. Der Wert ATj,, wird als auch
als logarithmische mittlere Temperaturdifferenz bezeichnet [3.3, 3.4, 3.18]. Fiir gleiche
Eingangstemperaturen ist ATj,; beim Gegenstromwérmetauscher grofier als beim Gleich-
stromwéirmetauscher. Um daher einen gewissen gegebenen Wirmestrom @ zu iibertragen,
kann der Wert K (L) beim Gegenstromwérmetauscher kleiner sein als beim Gleichstrom-
warmetauscher. Da K (L) direkt mit der BaugréBe und daher mit den Kosten des Wérme-
tauschers zusammenhéngt, ist es im Allgemeinen giinstiger Gegenstromwarmetauscher
statt Gleichstromwéarmetauscher einzusetzen.

Bemerkung 3.6. Das Gegenstromprinzip kommt auch im Blutkreislauf in den Extre-
mitédten vieler Lebewesen zum Einsatz. Der Warmeverlust nach auflen soll minimiert
werden und das venose in den Kérper zuriickflieBende Blut soll moglichst gut durch
das arterielle in die Extremitédten einstromende Blut erwérmt werden. Spezialisierte
Tiere kommen so mit sehr tiefen Temperaturen zurecht, z. B. Eisbaren, Schlittenhun-
de und Pinguine, bei denen das arterielle Blut beim Erreichen der Fuflsohlen schon
beinahe die Temperatur des Untergrundes (z. B. Eis) hat.

Abbildung 3.27 zeigt abschliefend drei spezielle Betriebsfélle von Warmetauschern [3.4].
Im Fall |ripcpp| > |mcep | (Abbildung 3.27a) ist die Temperaturédnderung des kélteren
Fluids erheblich hoher als jene des wiarmeren. Im Grenzfall |riy,cp, | — 0o, welcher z. B. von
kondensierendem Dampf gut erfiillt wird, bleibt T}, () konstant. Im Fall |rivpcp | < ey o
(Abbildung 3.27c) gilt Analoges mit vertauschten Rollen der beiden Fluide. Der Grenzfall
|hecpe| — oo wird z.B. von verdampfenden Fliissigkeiten gut erfiillt. Gilt bei einem
Gegenstromwérmetauscher e, , = —1ecp und zusitzlich k(x)b(x) = konst., so sind
Th(x) und T,(x) affin in x und es gilt T (z) — Te.(x) = konst. (siche Abbildung 3.27b).
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T MpCp p > MeCpe > 0 T MpCpp = —MeCp e T 0 < rpepp K Mecp e
Th,
I
a) 0 L% b)o LT )0 L*
Abbildung 3.27: Spezielle Betriebsfille eines Warmetauschers, a) e, p > mecpe > 0,
b) mpcpn = —mmecp e fiir Gegenstromwéarmetauscher, ¢) 0 < e, <K
MeCpc-

3.5 Transiente Warmeiibertragung

Meist ist das Finden einer exakten analytischen Lésung von transienten Warmeiiber-
tragungsproblemen, die die Warmeleitgleichung (3.4) beinhalten, eine herausfordernde
Aufgabe. Fiir praktische Anwendungen werden daher oft numerische Ndherungsverfah-
ren zur Losung verwendet (vgl. Abschnitt 3.6). In speziellen Féllen lassen sich jedoch
geschlossene analytische Losungen finden, die z. B. bei der Verifikation von numerischen
Loésungsverfahren oder als Naherungslosung fiir &hnliche Problemstellungen dienlich sein
konnen.

Aufgabe 3.17 (Einfaches transientes Warmeleitproblem). Fiir ein 1-dimensionales
Waiérmeleitproblem mit konstanter, homogener Temperaturleitfahigkeit a gelte fiir die
volumetrische Wirmequelle g = A2K/m?, d.h.

oT 0T

Hinzu kommen die Anfangs- und Randbedingungen

T(0,z) = sin(rz) +1—2? € 0,1] (3.114b)
Tt,0) =1, Tt1)=0 t>0. (3.114c)

Berechnen Sie die analytische Losung T'(¢, x) fiir dieses Problem. Sie kénnen dabei
die Laplace-Transformation beziiglich der Zeit ¢ verwenden.

Lésung von Aufgabe 3.17.

T(t,z) = e “ 'sin(rz) + 1 — 22 (3.115)

Beispiel 3.5 (Tauchsieder). Der in Abbildung 3.28 skizzierte zylindrische Behélter ist
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T L
|~ Keramik
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T Qq| |04 | | — Wasser
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Abbildung 3.28: Wasserbehélter mit Tauchsieder.

zunéchst vollstédndig mit Wasser (Masse myg, spezifische Warmekapazitét ¢, im fliis-
sigen Zustand, Verdampfungsenthalpie h, in J/kg, Siedetemperatur T) mit einer
anfianglichen Temperatur Ty = Ty, gefillt. Es wird angenommen, dass die Grund-
fliche und die mit einer Offnung versehene Deckfliche des Behéilters adiabat (kein
Wiarmeaustausch mit der Umgebung) sind. Der Druck in der Fliissigkeit sei konstant.

Der Mantel des Zylinders hat eine Dicke L und eine Flache A und besteht aus
Keramik mit der Wérmeleitfahigkeit A. Der Mantel tauscht durch freie Konvektion
Warme sowohl mit dem enthaltenen Wasser als auch mit der umgebenden Luft
aus. Der Warmeiibergangskoeffizient betrigt innen «; und auflen a,. Die wirksame
Wairmeaustauschflache ist proportional zum Fiillstand des Behélters. Die Luft hat
eine feste Temperatur To,. Es ist von stationdrer Wéarmeiibertragung durch den
Behéltermantel auszugehen, wobei die Wand aufgrund ihrer geringen Dicke als eben
betrachtet werden kann. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird ein im Behélter eingebauter
Tauchsieder eingeschaltet.

Es soll nun die Leistung P des Tauchsieders so dimensioniert werden, dass das
Wasser zum Zeitpunkt ts zu sieden beginnt. Dazu wird angenommen, dass die Was-
sertemperatur 7'(¢) homogen ist und die gesamte Leistung P in Warme umgewandelt
und vom Wasser aufgenommen wird. Aus einer Energiebilanz fiir den Wasserbehélter
(vgl. (A.17) und (A.35b)) folgt die Differentialgleichung

mocpdﬁit) =P —kA(T(t) — Txo), T(0) =Ts (3.116)

mit dem Warmedurchgangskoeffizienten gemafl (3.89)

k= ————— . (3.117)
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Die Losung von (3.116) lautet

P __kA 4
T(t) =Tt (1 oo ) (3.118)

und damit folgt fiir die Leistung P (damit zum Siedezeitpunkt ¢s gilt T'(ts) = Ts) die

Beziehung

EA(Ts — Txo)
kA

1—e moep

P= (3.119)

ts
Wenn das Wasser die Siedetemperatur T erreicht, dann bedingt die durch den
Tauchsieder zugefiihrte Warmemenge, dass das Fluid verdampft und die Wasser-
temperatur T'(t) = T bleibt fiur alle Zeiten ¢ > t; konstant. Da die wirksame
Wiérmeaustauschfliche proportional zum Fiillstand des Behélters ist, folgt fiir den an
die Umgebung abgegebenen Wéarmestrom
— t
mo =MW e, 7y (3.120)
mo
wobei mp(t) jene Wassermasse bezeichnet, die bereits in Dampf umgewandelt wurde.
Aus einer Energiebilanz (vgl. (A.17)) erhélt man

dmp(t —mp(t
p,dmo®) _ p Mo =mo() g ) k) = 0 (3.121)
de¢ mo
und damit
P kA(Ts—Too) (4
mp(t) = m()(kA(T_T) - 1) (ehvmo (t=ts) _ 1) L t>t (3.122)

Aus (3.122) erkennt man, dass die gesamte Wassermenge nach der Zeit

P ) hvmo
P —kA(Ts — Tno) ) kA(Ts — Tio)

t=t,+ ln( (3.123)

verdampft ist.

3.6 Numerische Losung von Wiarmeiibertragungsproblemen

Die Warmeleitgleichung (3.4) ist ein Anfangs-Randwert-Problem und gehort zur Klasse
der parabolischen Differentialgleichungen. Die Randbedingungen ergeben sich in Abhén-
gigkeit der jeweiligen Aufgabenstellung. Fir stationdre Problemstellungen vereinfacht
sich (3.4) zu einer elliptischen Differentialgleichung. Zur numerischen Losung von War-
meiibertragungsproblemen mit Warmeleitung kommen daher alle Verfahren in Frage,
die grundsatzlich fiir parabolische oder elliptische Differentialgleichungen geeignet sind.
Dazu gehoren z.B. die Finite Differenzen Methode [3.27], das Kollokationsverfahren,
die Galerkin Methode, die Finite Volumen Methode und die Finite Elemente Methode
[3.28]. AuBer der Finite Differenzen Methode sind all diese Verfahren Spezialisierungen der
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Methode der gewichteten Residuen. Der vorliegende Abschnitt gibt eine erste Einfithrung
in die Finite Differenzen Methode und eine daraus ableitbare konzentriert-parametrische
Problemformulierung als thermisches RC-Netzwerk.

3.6.1 Finite Differenzen Methode

Bei der Finite Differenzen Methode wird das Rechengebiet 6rtlich und zumeist auch
zeitlich in Gitter eingeteilt und die Losung wird nur an den Gitterpunkten berechnet. Dazu
werden die in den Differentialgleichungen vorkommenden Ableitungen ndherungsweise
durch Differenzenquotienten ersetzt. Fiir eine allgemeine, hinreichend oft differenzierbare
Funktion y(z) sind in Tabelle 3.2 Beispiele fiir Differenzenquotienten gegeben, wenn das
Gitter entlang der z-Achse eine gleichférmige Schrittweite Az aufweist. Die Tabelle zeigt
auch die Ordnung des Abschneidefehlers.

y(z + Ax) — y(z)

1. Ableitung, Vorwirtsdifferenz ~ y/(x) = A + O(Ax)
x
—ylz—A
1. Ableitung, Riickwirtsdifferenz 3/(z) = y(=) yA(i: z) + O(Ax)
Ar) — - A
1. Ableitung, zentrale Differenz  4/(x) = ylz + x)QA y(@ ?) + O(Az?)
x
(x — Azx) — 2y(x) + y(z + Ax)

+ O(Az?)

2. Ableitung, zentrale Differenz  ¢"(z) = y A
x

Tabelle 3.2: Differenzenquotienten.

Aufgabe 3.18 (Differenzenquotienten). Die Herleitung von Differenzenquotienten und
die Berechnung der zugehorigen Abschneidefehler kénnen mittels Taylorreihenentwick-
lung am Punkt x erfolgen. Rechnen Sie auf diese Art die in Tabelle 3.2 angegebenen
Differenzenquotienten nach.

Anhand des 1-dimensionalen Wérmeleitproblems

or  9*T
E :CLW Vt>0 , T € (O,L) (3124&)
mit a = ﬁ (homogenes Material, konstante Materialparameter, keine Quellterme) fiir die

Temperatur T'(¢, ) im Gebiet x = [0, L] mit den Randbedingungen

oT

— =0 3.124b

Oz lz=0 ( )

T(t,L) =T(t) (3.124c)
und der Anfangsbedingung

T(0,2) = Ty(x) (3.124d)
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soll die Finite Differenzen Methode veranschaulicht werden. Das Rechengebiet wird o6rtlich
in N Intervalle [x;_1,2;] (i = 1,2,...,N) aufgeteilt, wobei

zi=iAx  i=0,1,....N, Az= (3.125)

=i

Auflerdem soll die Zeitachse in Intervalle der festen Linge At unterteilt werden, so dass
sich die Gitterpunkte
tj =jAt (3.126)

ergeben. Fiir die Werte an den Gitterpunkten werden die Abkiirzungen T;(t) = T'(t, x;)
und T} = T'(t;, ;) = T;(t;) verwendet. Aus einer Ersetzung der Ortsableitung in (3.124a)
geméafl Tabelle 3.2 folgt das Anfangswertproblem

Ti(t) = ﬁ(Ti,l(t) —OTi(t) + Tiaa(8),  i=1,2,...,N—1 (3.127a)
To(t) = ooy (Ta(t) — To(t) (3.127D)

mit den Anfangswerten
Ti(0) = Ta(z;) i=0,1,...,N—1. (3.127¢)

In (3.127a) gilt natiirlich Tn(t) = T1(¢). Um (3.127b) zu erhalten, wurde ein virtueller
Gitterpunkt an der Stelle z_; eingefiihrt und die Randbedingung (3.124b) mit dem
zentralen Differenzenquotienten ausgewertet. Dies fithrt auf

Ti(t) —T-1(1)
2Ax

und damit die in (3.127b) verwendete Beziehung T (t) = Ti(t). Das Anfangswertpro-
blem (3.127) ist linear und liegt bereits in Zustandsraumdarstellung vor. Es kann also
direkt die Losungsformel fiir lineare zeitinvariante Systeme zur Berechnung der Tem-
peraturtrajektorien verwendet werden. Alternativ kann das Anfangswertproblem auch
mit iiblichen numerischen Methoden integriert werden. Das Euler-Vorwartsverfahren, das
aus der Anwendung des Vorwértsdifferenzenquotienten (vgl. Tabelle 3.2) auf die linken
Seiten von (3.127a) und (3.127b) folgt, ist eine solche Methode. Es fithrt auf die explizite
Differenzengleichung

Ata

=0 (3.128)

Tt =79 4 F(TJ —2T) +T/.,) j>0,i=12,...,N—1 (3.129a)
2At :
=T+ o =21 - T) >0 (3.129D)
mit den Anfangswerten
T? = Ta(z;) i=0,1,...,N—1. (3.129¢)

Es ist unmittelbar einsichtig, dass dieses zeitdiskrete lineare System nicht fiir beliebige
Werte Ata/Az? stabil ist. D.h. die Wahl der Zeitschrittweite At ist auf die Wahl der
Ortsschrittweite Ax abzustimmen. Das Einhalten der Bedingung

alt 1
s (3.130)
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garantiert die Stabilitdt von (3.129). Der Beweis dieser Bedingung findet sich z.B. in
[3.29].

Mit der hier beschriebenen Finite Differenzen Formulierung kénnen bereits 1-dimensionale
transiente Wérmeleitungsprobleme gelost werden. Andere Arten der Diskretisierung, ins-
besondere der Zeitableitung in (3.124a) finden sich z. B. in [3.3, 3.4, 3.12]. Darunter sind
auch Formulierungen die auf implizite Differenzengleichungen fiihren, deren Stabilitét
bedingungslos oder mit weniger stringenten Anforderungen an At und Ax gesichert ist.
Die Anwendung des Verfahrens auf mehrdimensionale Wéarmeleitprobleme wird z. B. in
[3.4, 3.12, 3.13] beschrieben. Theoretische Grundlagen zur Finite Differenzen Methode
finden sich z. B. in [3.27].

Aufgabe 3.19 (Differenzenquotienten fiir unregelméflige Gitter). Auch die Anwendung
der Finite Differenzen Methode mit unregelméfiigen Gittern und auf unregelméflige
Rechengebiete ist moglich. Als Vorbereitung dazu dienen die folgenden Rechnungen.
Es ist wie in Tabelle 3.2 von einer Funktion y(x) auszugehen, wobei die a-Achse mit
der nicht notwendigerweise regelméfigen Schrittweite Azx; = x;11 —x; zu diskretisieren
ist.

a) Zeigen Sie, dass die zunéichst naheliegende Formulierung

/ y(xit1) —y(wi1)
i) = 131
Y (x:) Avi it Az, (3.131)

fiir den zentralen Differenzenquotienten 1. Ordnung einen Abschneidefehler von
nur linearer Ordnung aufweist.

b) Finden Sie unter Verwendung von y(x;—1), y(x;) und y(z;41) eine bessere
Formulierung fiir y/(z;), deren Abschneidefehler stets quadratische Ordnung
besitzt.

c¢) Finden Sie unter Verwendung von y(z;—1), y(z;) und y(z;11) einen Differen-
zenquotienten, der eine Naherung fiir y”(x;) reprasentiert, und zeigen Sie, dass
deren Abschneidefehler lineare Ordnung besitzt.

Lésung von Aufgabe 3.19.
b)

A i— ) A i ¢
() — y(xit1) Xxil +Z/(~’Ei>(AAxL - Awwil) B y(x¢—1)£il (3.132)
y\ri) = Ari 1+ Az .

y(@i) o — y@) (5 + ab) + Y@ m
Ax;_1 + Ax;

y"(z;) = 2 (3.133)
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Aufgabe 3.20 (Stationdre Warmeiibertragung in einem umstromten Stab). Rechnen
Sie mit Hilfe der Finiten Differenzen Methode die Ergebnisse (3.101) und (3.103)
fir die Parameterwerte L = 0.5m, Ty = 353K, 11, = T, = 293K, a = a5, =
25W/(m?K), P =0.5m, A = 0.01m? und A = 60 W/(m K) nach. Implementieren
Sie dazu die Gleichung (3.100a) samt den jeweils zugehorigen Randbedingungen in
einem Computernumerikprogramm. Ersetzen Sie dabei die Ortsableitungen durch
zentrale Differenzenquotienten gemafl Tabelle 3.2 fiir ein regelméfiges Gitter mit der
Schrittweite Ax. Vergleichen Sie die Ergebnisse fiir unterschiedliche Schrittweiten mit
den analytischen Resultaten (3.101) und (3.103).

Aufgabe 3.21 (Transiente Warmeiibertragung in einem umstromten Stab). Erweitern
Sie Thre Ergebnisse aus Aufgabe 3.20 zu einer transienten Analyse. Verwenden
Sie die Anfangsbedingung T'(z,0) = T, und die Parameter p = 7850kg/m? und
¢, = 450J/(kg K) und wéhlen Sie unter Beriicksichtigung von (3.130) geeignete
Schrittweiten At und Az. Wie lange dauert es bis die maximale Differenz zwischen
stationdrem und transientem Temperaturprofil den Wert 0.05(7p —T~) unterschreitet?

3.6.2 Konzentriert-parametrische Formulierung als RC-Netzwerk

Ein meist zentraler Schritt bei der numerischen Losung von Wéarmeiibertragungsproblemen
ist der Ubergang von einer verteilt-parametrischen zu einer konzentriert-parametrischen
Formulierung, d.h. die rdumliche Diskretisierung. Im vergangenen Abschnitt beruhte
dieser Ubergang rein auf mathematischen Uberlegungen zur Berechnung von Ableitungen.
Aufbauend auf diesen Resultaten zeigt der vorliegende Abschnitt eine physikalisch motivier-
te Moglichkeit zur rdumlich diskreten Formulierung von Wérmeiibertragungsproblemen.
Diese Formulierung fithrt auf eine Analogie zwischen elektrischen RC-Netzwerken und
thermischen Netzwerken (thermische RC-Netzwerke). Die nachfolgend néher diskutierten
korrespondierenden Groflen sind in Tabelle 3.3 aufgelistet.

Tabelle 3.3: Analogie zwischen elektrischen und thermischen Netzwerken.

Elektrische Grofie Einheit Thermische Grofle Variable Einheit
Potentialdifferenz \% Temperaturdifferenz T K
Elektrischer Strom A Warmestrom Q \WY%
Elektrische Ladung C Enthalpie H J
Elektrischer Widerstand Q Thermischer Widerstand R K/W
Elektrische Kapazitat F Thermische Kapazitét C J/K

Die Temperatur T stellt eine Zweipunktgrofe dar, der Warmestrom Q eine Einpunktgro-
Be. Ahnlich dem Ohmschen Gesetz in der Elektrotechnik gilt fiir die Temperaturdifferenz
AT an den beiden Enden eines thermischen Widerstandes R
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AT = RQ . (3.134a)

Ferner kann das dynamische Verhalten der Temperatur 7' (Zustandsgrofie) einer thermi-
schen Kapazitat C' durch
. Q
T7=— 3.134b
c ( )

charakterisiert werden. Auch hier ist die Ahnlichkeit zur Strom-Spannungsbeziehung an
elektrischen Kapazitdten unmittelbar ersichtlich. Bemerkenswerterweise findet sich im
Bereich der Warmeiibertragung aber kein Analogon zur elektrischen Induktivitét. Dies
erklart aus physikalischer Sicht, warum es in thermischen Netzwerken (ohne periodische
Anregung) kein oszillierendes Verhalten geben kann. D.h. das linearisierte dynamische
System besitzt ausschliefSlich rein reelle Eigenwerte.

Die Darstellung eines Wérmeiibertragungsproblems als thermisches RC-Netzwerk kann
hilfreich sein, weil die aus der Elektrotechnik bekannten Knoten- und Maschengleichungen
zur Netzwerkanalyse genutzt werden kénnen. Ferner konnen giangige Netzwerksimulations-
programme zur Berechnung herangezogen werden.

Isolierter Stab Ax
7o Rop Th Ti_1Ri1; Ty Riit1Tia Ry_1n |Tn
> o [} L) (] (] [ ) [ ]
C() Cl Ci—l CZ Ci—i—l CN
N
I } } } } } } } T
Zo r1 e Ti-1 T Ti+1 T TN
fe———]
Az

Thermisches RC-Ersatzschaltbild
T, Bor 1y T,y Bicvi T, BTy, RN—1,NTN

f Iil Iil I:::i:LI Iil L()
TCU Tcl T Ci_y Tcy- TCZ-H T CNI

Abbildung 3.29: Finite Differenzen Formulierung als Kette von RC-Gliedern.

Abbildung 3.29 zeigt einen an der Mantelfliche und am Ende z = 0 isolierten Stab,
dessen transienter Temperaturverlauf z. B. mit Hilfe von (3.127) berechnet werden kann.
Die Diskretisierungspunkte z; sind als schwarze Punkte in Abbildung 3.29 dargestellt.
Die Querschnittsfliche des Stabes sei konstant A. Man kann nun in (3.127a) und (3.127b)
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durch Umschreiben in die Form

. A A
Ardpe, Ti(t) = Af (Tialt) = Ti) + AL (Tea() ~Tie), i=12,...,N 1
ZVGT' H,l_/ ———
:Ri—l,y‘, TTRiit1
(3.135a)
Azx . A
— Apep To(t) = A (T1(t) = To(?)) (3.135D)

thermische Kapazititen C; und thermische Widerstédnde R; ;11 identifizieren und das
in Abbildung 3.29 gezeigte Ersatzschaltbild erstellen. Es hat eine leiterformige Struktur
und wird auch Cauer Modell genannt. Der thermische Widerstand R; ;1 verbindet den
Knoten x; mit dem Knoten x;1. Die thermische Kapazitiat C; verbindet den Knoten x;
mit der thermischen Masse. Da der Knoten xy am Rand des Rechengebietes liegt, ist seine
thermische Kapazitdt Cyp nur halb so grof3, wie die der Knoten im Inneren. Gleiches wiirde
auch fiir den Randknoten xy gelten, dessen thermische Kapazitdt Cy aber hier nicht von
Bedeutung ist, da Ty (t) = T (t) fest vorgegeben ist (Randbedingung erster Art).

An diesem einfachen Beispiel werden bereits einige der folgenden Prinzipien von thermi-
schen RC-Netzwerken klar:

o Ein thermisches RC-Netzwerk beschreibt ein Anfangswertproblem (gewthnliche
Differentialgleichung mit Anfangswerten, vgl. das Zustandsraummodell (3.127)).

e Thermische Widersténde stellen immer eine thermische Verbindungsstrecke zwi-
schen zwei Knoten dar. Auflerdem treten sie bei einigen Randbedingungen auf.
Mit thermischen Widerstanden lassen sich wiarmeleitende Volumen und generell
Wiérmeiibertragungsstrecken modellieren. Der in stationédren Warmeiibertragungspro-
blemen haufig verwendete k-Wert (vgl. (3.89) und (3.95)) steht mit dem thermischen

Widerstand iiber die Beziehung

1
R= (3.136)

in Verbindung, wobei A die Querschnittsfliche des Widerstandes ist.

e Volumetrische Warmequellen konnen als zusétzliche in die Netzwerkknoten miinden-
de Stromquellen modelliert werden (vgl. Abbildung 3.30d).

e Thermische Kapazitaten sind immer direkt mit der thermischen Masse verbunden,
d. h. alle Kapazitaten sind sternférmig um die thermische Masse angeordnet. Ther-
mische Kapazititen haben keinen Einfluss auf die stationdre Temperaturverteilung
und das stationdre Wérmeiibertragungsverhalten des Systems.

o Die Temperatur (das Potential) der thermischen Masse betréigt 0 K.

o Eine Randbedingung erster Art (fest vorgegebene Temperatur 7; = T, and ei-
nem Randknoten ;) kann als ideale Potentialquelle modelliert werden (vgl. Abbil-
dung 3.30a).
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« Eine Randbedingung zweiter Art (fest vorgegebener Wirmestrom @),) kann als
ideale Stromquelle modelliert werden (vgl. Abbildung 3.30b). (Im obigen Beispiel
tritt am Rand x = 0 kein Warmestrom auf (Q,=0).)

o Eine Randbedingung dritter Art (temperaturabhingige Warmestromdichte a7, —
T;) am Randknoten z;, vgl. die Abschnitte 3.2.1 bis 3.2.3) kann mit Hilfe eines
thermischen Widerstandes (Kontakt- oder Ubergangswiderstand)

1

R, = —
Ao

(3.137)
modelliert werden, wobei A die Fldche der Randbedingung ist. Ist eines der beiden
Temperaturniveaus Ty, oder T; fest vorgegeben (gilt z. B. hdufig fiir die Umgebung-
stemperatur T, = T, ), so ist der Widerstand an eine ideale Potentialquelle zu
koppeln (vgl. Abbildung 3.30c¢).

o Soll ein RC-Netzwerkmodell auch zur Abbildung nichtlinearer Effekte (z. B. Wir-
mestrahlung, vgl. Abschnitt 3.2.4) verwendet werden, so sind die konstitutiven
Beziehungen (3.134) durch entsprechende nichtlineare Ausdriicke zu ersetzen. Au-
Berdem ist es natiirlich moglich den linearisierten Anteil des thermischen Verhaltens
als lineares Netzwerk zu modellieren.

T,

T.| T,|
Qa

a) = b) = c)

Abbildung 3.30: Basiselemente fiir thermische RC-Netzwerke, a) Randbedingung erster
Art, b) Randbedingung zweiter Art, ¢) Randbedingung dritter Art, d)
Knotenelement mit Wéarmequelle.

Als Grundeinheit zur Erstellung thermischer RC-Netzwerke kann das in Abbildung 3.30d
gezeigte Knotenelement ¢ dienen. Es ist {iber eine Kapazitat C; mit der thermischen Masse
und iiber Widerstdnde R; ; mit den anderen Knoten j = 1,2,... verbunden und beinhaltet
auflerdem eine (volumetrische) Warmequelle G;. Eine andere als die in Abbildung 3.29
gezeigte sternformige Anordnung der Kapazititen rund um die thermische Masse kann
durch Transformationen gefunden werden. Eine eindeutige physikalische Interpretation ist
jedoch nur bei der sternférmigen Anordnung der Kapazitidten moglich.

Im obigen Beispiel wurde gezeigt, dass eine Finite Differenzen Formulierung eines
Wiérmeiibertragungsproblems eine einfache Interpretation als thermisches RC-Netzwerk
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in Form eines Cauer Modells zulésst. Dieses Prinzip ist erweiterbar, denn das Model-
lierungsergebnis muss nicht zwingend ein Cauer Modell sein und der Ausgangspunkt
der Modellierung ist zumeist keine Finite Differenzen Diskretisierung. Vielmehr kann
ausgehend von einem physikalischen Modell durch benutzerdefinierte Partitionierung des
Rechengebietes direkt manuell ein thermisches RC-Ersatzschaltbild erstellt werden. Daraus
kann leicht ein Zustandsraummodell des Systems abgelesen werden.

Im Falle eines prismatischen, an der Mantelflache isolierten Koérpers mit der volumetri-
schen Wérmequelle g gilt (vgl. auch (3.127))

C; = Az; Apc, (3.138a)
Az
R ) 1
Riit1 I\ (3.138b)
G; = Az;Ag . (3.138¢)

In technischen Anwendungen mit komplexeren Geometrien werden diese Werte oft in
Messungen oder numerischen Analysen bestimmt. Wie das nachfolgende Beispiel zeigt,
konnen auch Serien- und Parallelschaltungen von thermischen Widerstdnden zumindest
nédherungsweise berechnet werden.

Beispiel 3.6 (Serien- und Parallelschaltung von thermischen Widerstdnden). Abbil-
dung 3.31a zeigt einen inhomogenen warmeleitenden Quader mit der Lénge L, der
Breite B und der Hohe H (vgl. [3.4]). An der linken und an der rechten Seitenfliche
werden homogen verteilte feste Randtemperaturen eingepriagt (Randbedingungen
erster Art). Alle tibrigen Oberflichen sind adiabat. Der Quader besteht aus den vier
Blocken a, b, ¢ und d mit unterschiedlichen Materialien.
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L
L, ‘ Ly =L, ‘ Lq
T T
a b d
Ay Hy,
H )\a )\d
€ A\H.
a) N
Ly
Lo MHB Lq
A\HB I A\ HB
— 11— ° —T
\H.B
b) —
L, Ly Ly
AHyB  M\pHyB AaHyB
L, L. Lq
) AN H.B AH.B NgH:.B
c — —

Abbildung 3.31: Serien- und Parallelschaltung von thermischen Widerstanden (in
Anlehnung an [3.4]), a) Aufbau, b) thermisches Ersatzschaltbild fiir
untere Schranke des Gesamtwiderstandes, ¢) thermisches Ersatz-
schaltbild fiir obere Schranke des Gesamtwiderstandes.

Um den thermischen Widerstand R des Quaders zu ermitteln, miisste ein 2-
dimensionales stationidres Warmeleitproblem (numerisch) gelost werden. Durch ein-
fache Serien- und Parallelschaltungen von Teilwiderstdnden lassen sich aber untere
und obere Schranken fiir R finden, die oftmals brauchbare Ndherungen fiir R sind.
Zur Erkldrung kann man gedanklich von einer orthotropen Wérmeleitfahigkeit aus-
gehen. In horizontaler Richtung gelten die angegebenen Warmeleitfadhigkeiten A,,
Ap, Ae und Ag. Geht man davon aus, dass fiir die Warmeleitfahigkeit in vertikaler
Richtung A\, — oo gilt, so bedingt dies eine homogene Temperaturverteilung entlang
vertikaler Schnittflichen innerhalb der Teilbereiche a und d und insbesondere an
deren Grenzschichten. Die thermischen Widersténde der Bereiche b und c sind daher,
wie in Abbildung 3.31b dargestellt, an ihren Enden thermisch verbunden. Fiir dieses
Ersatzschaltbild folgt

L, 1 Ly

R =
S=NHB T MHLE | AcHB Y NHB’
b c

(3.139)

was eine untere Schranke des thermischen Gesamtwiderstandes R darstellt. Wird
hingegen A\, = 0 angenommen, womit kein Warmestrom in vertikale Richtung moglich
ist, so ergibt sich ein thermisches Ersatzschaltbild geméafi Abbildung 3.31c mit der
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oberen Schranke

R=

: 1 (3.140)

Ly + Lb + Ld + Ly + L + Ld
XNH,B T XNHy,B " X;H,B NH.B T X.H.B " N;H.B

Beispiel 3.7 (Dimensionierung eines Kiihlkorpers fiir einen Spannungsregler). Ein
linearer Spannungsregler liefert am Ausgang U, = 5V, wobei fiir die Eingangsspan-
nung 6 V < U, <20V gelten muss. Die angeschlossene Last zieht einen Gleichstrom
I, = 0.5 A. Der gleiche Strom flie3t auch eingangsseitig, d.h. der Spannungsregler
reduziert nur die Eingangsspannung auf den gewiinschten Ausgangswert U,. Aus dem
Datenblatt des Spannungsreglers sind auflerdem die thermischen Widerstandswerte
Rsp = 5K/W und Rps = 60 K/W bekannt. Rgp ist der thermische Widerstand zwi-
schen Sperrschicht und Basisplatte und Rp ist der thermische Widerstand zwischen
Basisplatte und Umgebungsluft. Die Basisplatte hat eine Masse mp = 0.002 kg und
eine spezifische Warmekapazitéit cg = 385 J/(kg K) (Kupfer). Die Warmeiibertragung
iiber das Kunststoffgehduse und die elektrischen Anschlusskontakte sei vernachléssig-
bar klein.

Schnitt A-A Too
Kunststoffgehduse Substrat
Sperrschicht Basisplatte

V7277227222222 7722227272227,
\ Kiihlkorper

Anschlusskontakte ~ Warmeleitpaste
b)

Abbildung 3.32: Spannungsregler mit Kiihlkérper, a) Ansicht, b) innerer Aufbau.

Die Sperrschichttemperatur Ts soll den Wert T's 4, = 403 K nicht iiberschreiten,
wobei die Umgebungsluft die feste Temperatur T,, = 323 K aufweist. Um die Kiihlung
zu verbessern, wird ein Kiihlkoérper (passive Kithlung) mit der Masse myg = 0.02kg
und der spezifischen Warmekapazitit cx = 903 J/(kg K) (Aluminium) aufgeschraubt.
Der thermische Widerstand zwischen Kiihlkorper und Umgebungsluft betragt laut Da-
tenblatt des Kiihlkérpers Rxo, = 7K/W. Durch die Verwendung von Wérmeleitpaste
konnte der Ubergangswiderstand zwischen Basisplatte und Kiihlkérper im Vergleich
zu einem Luftspalt deutlich reduziert werden. Die Paste besitzt eine Warmeleitfahig-
keit von A = 0.8 W/(m K) und wurde auf einer Fliche A = 150 mm? mit einer Dicke
H = 30pm aufgetragen. Mit Hilfe der konzentriert-parametrischen Formulierung
sollen folgende Fragen geklart werden:

a) Wie hoch darf die Eingangsspannung U, im stationdren Fall mit bzw. ohne
Kiihlkérper maximal sein, damit die zuldssige Sperrschichttemperatur T's
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eingehalten wird?

b) Zur Untersuchung des Einflusses von Schwankungen der Eingangsspannung
soll davon ausgegangen werden, dass die Eingangsspannung U, (t) sinusformig
zwischen 6 V und 20 V schwankt, d. h. den Verlauf U, (t) = U, + U, cos(2n ft) mit
U. =13V und U, = 7V besitzt. Welche Frequenz f muss das Signal mindestens
haben, damit der Spannungsregler in der Konfiguration mit dem Kiihlkérper
nicht tiberhitzt?

Die in Abbildung 3.32 dargestellte Konfiguration ldsst sich durch die thermischen
Ersatzschaltbilder geméfi Abbildung 3.33 beschreiben, wobei P die Heizleistung
des Spannungsreglers und Rp den thermischen Widerstand der Wérmeleitpaste
bezeichnen.

Ts Rsp Tp R Ts Rsp Tg Rp Tg Rioo

lTOO é': L — L { a}lTw
g; 17& q> > 17@ Ttk
a) J—_ b) JT_

Abbildung 3.33: Thermische Ersatzschaltbilder, a) ohne Kiihlkérper, b) mit
Kiihlkorper.

ad a) Die Heizleistung des Spannungsreglers betrigt

P=(U.-Uy)l,, (3.141)
so dass
Pmax
Ueamaz = Ua + —— - (3.142)

Fiir die maximale Heizleistung gilt im stationédren Fall

TS,ma:t - Too

P = 3.143
max Rges ) ( )
wobei ohne Kiihlkérper fiir den Gesamtwiderstand
Ryes = Rsp + Rpo (3.144)
gilt und mit Kiihlkérper
Ryes = Rsp+ Rp + R oo - (3.145)
Hierbei ist
Rp = 7 (3.146)
P= 4 '
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der thermische Widerstand der Warmeleitpaste. Damit kann die maximale
Eingangsspannung Ue . direkt berechnet werden. Ohne Kiihlkorper diirfen
maximal 7.462V und mit Kiithlkérper maximal 18.061 V am Eingang anliegen.

ad b) Fur die thermischen Kapazitéten gilt
Cp =mpceR , Crx = mgck (3.147)
und fiir die Heizleistung im Spannungsregler erhélt man

P(t) = (U, 4 U, cos(2n ft) — Ug) Iy = (Ue — Ug)Io + U I, cos(2m ft) . (3.148)
—_—— =~
=P P
Da es sich um ein lineares System handelt gilt fiir die Sperrschichttemperatur

Ts(t) = Ts + T cos(27 ft + ) (3.149)

mit dem konstanten Anteil

Ts = To + P(Rsp + Rp + Rioo) (3.150)
der Amplitude A A
Ts = |G(j2n f)|P (3.151)
und der Phase
o =arg(G(j2nf)) . (3.152)

Die hier verwendete Ubertragungsfunktion

Rp(l + SRKOOCK) + Rroo
(1 + SRPCB)(l + SRKOOCK) + SRioCpr

G(s) = Rsp + (3.153)
lasst sich leicht anhand des in Abbildung 3.33b gezeigten RC-Netzwerks be-
rechnen. Natiirlich zeigt sie Tiefpassverhalten. Die gesuchte minimale Frequenz
frmin lasst sich aus der Bestimmungsgleichung

TS,maz - TS

= = |G(727 finin 3.154
£ =166 ) (3151)

berechnen. Man erhélt z. B. durch numerisches Losen von (3.154) fiin =
1.429-1073Hz = 5.146 h 1.
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A Grundlegende Bilanzgleichungen und
ZustandsgrolB3en

A.1 GauBscher Integralsatz

Es sei V(t) ein beliebiges zeitabhéngiges Kontrollvolumen mit der zugehorigen Oberflache
0V(t). Der nach auflen gerichtete Normalenvektor auf einem infinitesimalen Oberflichen-
element dA wird mit n bezeichnet. Der Gaufsche Integralsatz lautet nun

/ v.tdv=[ f-ndd (A1)
V(t) V()
fiir eine vektorielle Feldgrofie f(x) am Ort x und

/ vidv= [ fndA (A.2)
V(t) aV(¢)

fir eine skalare Feldgrofie f(x).

A.2 Reynoldsches Transporttheorem

Das Reynoldsche Transporttheorem kann als dreidimensionale Erweiterung der Leibnizregel
zur Differentiation von Parameterintegralen interpretiert werden. Diese Regel definiert

wie ein Integral f;((f)) X(t, z) dx mit stetig differenzierbaren Funktionen x(¢,x), a(t) und
b(t) total nach t abgeleitet werden kann. Es gilt dann

b(t) b(t) T u
;t/a(t) x(t, z) dz :/a(t) 8th’ )da:+x(t, b(t))(ﬁ(f) —X(t,a(t))ddit) . (A3)

Zur Herleitung des Reynoldschen Transporttheorems betrachte man ein zeitabhéngiges
Kontrollvolumen (Integrationsgebiet) V(t) mit der Oberfliche (Berandung) 0V(t), wie in
Abbildung A.1 angedeutet. Fiir ein infinitesimales Element d.A der Oberfliche 0V(t) sei
n der nach auflen gerichtete Normalenvektor und u die zugehdérige lokale Momentange-
schwindigkeit der Oberfliche. Nattrlich sind n und u Funktionen von ¢ und x € 9V(t).
Ausgangspunkt der Herleitung ist die zeitliche Ableitung des Integrals

d

7/ (%) dV = 1im 1(/ i+ ALV — [ x(tx) dV) L (A4)
dt Jy@) V(t+At) Jv)

At—0 At

Mit V(t + At) = V(t) + AV und x(t + At,x) =~ x(t,x) + At%x(u x) fiir At — 0 erhélt
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dV = Atu-ndA

\V(t + At)

~V(t + At)

- -

Abbildung A.1: Anderung eines Kontrollvolumens V.

man zunéchst

/ x(t + At,x)dV :/ x(t,x)dV + / x(t,x)dV
V(t+At) V(b) AV

+ At/ OX(t:%) gy 4 At/ (%) gy, (AD)
v Ot N
~ 0

Wie in Abbildung A.1 angedeutet, setzt sich das durch die Anderung des Kontrollvolumens
V(t) hinzukommende Volumen AV aus infinitesimalen Volumenelementen

dV = Atu-ndA (A.6)

zusammen. Damit kann der Term [y, x(¢,x)dV in (A.5) in die Form

/ (%) dV = At/ x(t,x)u - ndA (A7)
AV aV(t)

umgeschrieben werden. Setzt man in (A.7) x = 1, so ergibt sich AV = At fav(t) u -
ndA und folglich gilt fiir At — 0 auch AV — 0. Dies erkldrt warum der letzte Term
in (A.5) im Vergleich zu den anderen Summanden vernachlédssigt werden kann. Setzt
man nun (A.7) in (A.5) und das Resultat in (A.4) ein, so erhélt man das Reynoldsche
Transporttheorem

d Ox(t,x)
< t, dV=/ XX gy 4+ 5,59 AL, AS
= /v PR N [ X (A.8)

A.3 Energieerhaltungssatz

Energie ist eine extensive Zustandsgréfe eines Systems. Der Energieerhaltungssatz besagt,
dass Energie eine Erhaltungsgréfe ist. D.h. sie kann weder vernichtet noch erzeugt,
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sondern lediglich umgewandelt und transportiert werden. Je nachdem ob ein geschlossenes
Kontrollvolumen V,,(¢) oder ein offenes Kontrollvolumen V(t) betrachtet wird, ist der
Energieerhaltungssatz anders zu formulieren.

A.3.1 Energieerhaltung in geschlossenen Systemen

Von einem geschlossenen System spricht man, wenn kein Materiefluss iiber die Berandung
OV (t) des betrachteten Kontrollvolumens V,, (t) zugelassen wird. Bewegt oder deformiert
sich die Materie, so muss sich folglich das Kontrollvolumen V,,(t) mitbewegen. Man
bezeichnet das Kontrollvolumen V,,(t) dann auch als materiefest, was hier durch das
tiefgestellte Zeichen m angedeutet wird.

Die Gesamtenergie in einem Kontrollvolumen setzt sich aus verschiedenen Energieformen
zusammen, z. B. der inneren Energie (chemische Energie, thermische Energie, Kernenergie),
der mechanischen Energie (kinetische Energie, potentielle Energie), der elektrischen
Energie, der magnetischen Energie, der Strahlungsenergie, etc. zusammen. In dieser
Vorlesung werden nur die innere Energie U = [, ) p(t, x)u(t, x) dV, die kinetische Energie
T = |y, Pt x)v(t,x) - v(t,x)/2dV und die potentielle Energie V' = [, . p(t,x)gzdV
betrachtet. Hierbei ist p(¢,x) die Massendichte, u(t,x) die spezifische innere Energie in
J/kg (auf eine Masseneinheit bezogen), v(¢,x) die lokale Momentangeschwindigkeit der
Materie, g die Erdbeschleunigung und z die lokale Hohenkoordinate. Die Gesamtenergie
E in einem Kontrollvolumen V,,(t) folgt daher in der Form

1
E:U+T+V:/ p(u—i—v-v—i—gz)dv (A.9)
Vin (t) 2

e

mit der spezifischen totalen Energie e(t,x). Geméafl Energieerhaltungssatz kann in ge-
schlossenen Systemen die Gesamtenergie E nur durch einen zugefithrten Wéarmestrom Q
oder die zugefiithrte Leistung W = P = P, + P.; durch eine am System verrichtete Arbeit,
welche sich aus einer mechanischen Leistung F,,. und einer elektrischen Leistung P,
zusammensetzt, verdndert werden. Folglich kann die Leistungsbilanz (zeitlich differentielle
Form der Energiebilanz)

d d 0 -
7E:7/ p@dv:/ —(pe)dv—l—/ pevndA=Q+Pme+Pel (AlO)
dt dt Jy,.@) Vin(t) Ot WV (t)

fiir geschlossene Systeme formuliert werden, wobei hier das Reynoldsche Transporttheorem
(A.8) mit u = v angewendet wurde. Der zugefithrte Warmestrom kann in der Form

O=-— /avm(t) a(t,x) -ndA (A.11)

mit der Warmestromdichte (¢, x) berechnet werden. Mechanische Leistung P, kann dem
System durch Volumenkriifte ausgedriickt durch die Kraftdichte p(t,x)f(¢,x) (in N/m?)
mit x € V,,(t) und Oberflichenkrifte ausgedriickt durch die Kraftdichte t(¢,x) (in N/m?)
mit x € OV, (t) zugefithrt werden. Es sind hierbei nur jene Kréfte zu beriicksichtigen, die
nicht bereits in der potentiellen Energie V' erfasst sind (z. B. darf —pge, nicht mehr in
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pf auftreten). Entsprechend (2.78) gilt mechanische Leistung = Kraft x Geschwindigkeit
und damit durch Integration iiber das Kontrollvolumen und dessen Oberfliche

Pme:/ pf~vdV+/ t-vdA. (A.12)
Vi (t) OVm ()
Héaufig wird die Oberflichenkraftdichte

t =o(t,x)n(t,x) (A.13)

aus dem mechanischen Spannungstensor o (t,x) (Kraft pro Flidcheneinheit) berechnet.
Hierbei ist n der Normalenvektor der betrachteten Schnittfliche (Oberfliche). Ferner kann
der Drucktensor —pE mit dem Druck

b= _ spur(o) (A.14)
3
vom Spannungstensor abgespalten werden. Man erhélt dann
oc=1—-pE (A.15)
und fiir die mechanische Leistung
Pme:/ pf-vdv+/ virndA— pv-ndA . (A.16)
Vi (t) NV (t) WV (t)

P

Der Term — |, V(1) PV - ndA wird gelegentlich als (Leistung der) Volumendanderungsarbeit
bezeichnet. Die iibrigen Terme werden mit P; abgekiirzt und gelegentlich als techni-
sche Arbeit (Leistung) bezeichnet. Bei Fluiden mit sehr geringer Viskositit kann der
Leistungsbeitrag von 7 hiufig ndherungsweise vernachléssigt werden.

Einsetzen von (A.16) in (A.10) liefert

1 .
/ 2(,oe)dV—i—/ p(u—i—g—l——v‘v—i—gz)V-ndA:Q—i—Pt—i—Pel. (A.17)
V(1) Ot Vi (t) p 2
~——

=h
Hierbei ist

h(t,x) =u (A.18)

P
p
die spezifische Enthalpie (siehe auch Abschnitt A.4)

A.3.2 Energieerhaltung in offenen Systemen

In einem offenen System wird Materiefluss iiber die Berandung 0V (t) des betrachteten
Kontrollvolumens V(t) zugelassen. Mit dem Reynoldschen Transporttheorem (A.8) folgt
dann fiir die Anderungsrate der Gesamtenergie

d d 0
—E:—/ edV:/ — edV+/ eu-ndA , A.19
dt dt V(t)p V(t) 6t(p) Bv(t)p ( )
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wobei u wieder die lokale Momentangeschwindigkeit der Berandung ist und im Allgemeinen
u # v gilt. Die Differenz von (A.19) und (A.10) lautet

d n

al _ @ d

at / pedy / pedV

= / —(pe) dv +/ peu-ndA — 0 —(pe)dV — / pev-ndA .
v(t) Ot V(1) Vi (t) Ot Vi (t)

Denkt man sich nun ein materiefestes Kontrollvolumen V,,(¢) das zum aktuellen Zeitpunkt
t exakt mit V(t) iibereinstimmt, so sind die Integrationsgebiete in den Integralen auf
der rechten Seite von (A.20) identisch. D.h. augenblicklich gilt V(t) = V,(t) sowie
OV(t) = OV (t) und (A.20) vereinfacht sich zu

(A.20)

d d
—/ pedV = —/ pedV + pe(u—v)-ndA . (A.21)
dt Jy) dt Jy,. @) V(t)
Einsetzen von (A.10) liefert die Leistungsbilanz
d d )
=B== [ pedV=Q+ Poet Pu+t e(u—v) -ndA. A22
T & oo P Q Lo pe( ) (A.22)

fiir offene Systeme. Das letzte Integral in (A.22) bildet den Zufluss an totaler Energie
zufolge jenem Massenstrom der die Berandung 0V (t) iiberquert ab. Dabei ist u — v die
Relativgeschwindigkeit zwischen Berandung und Materie. Einsetzen von (A.16) und (A.19)
in (A.22) liefert schlieBlich unter Verwendung von (A.18)

1 .
/ g(pe)dV—l-/ p(h-l——v-v—l—gz>v-ndA:Q—|-Pt+Pel. (A.23)
V() Ot aV(t) 2

Nattirlich ist dieses Ergebnis identisch mit (A.17), wenn augenblicklich die Identitéten
V(t) = Vin(t) und 0V(t) = 0V (t) gelten.

A.4 Thermodynamische ZustandsgroBen reiner Stoffe

Bei reinen Stoffen, die in einer Phase (fest, fliissig oder gasformig) vorliegen und sich im
lokalen thermodynamischen Gleichgewicht befinden, geniigen zwei unabhéngige Zustands-
grofien, um den inneren Zustand der Stoffe eindeutig zu beschreiben. Liegt der Stoff in
zwei Phasen vor, geniigt eine Zustandsgrofle. Haufig werden fir diese Beschreibung die
thermischen Zustandsgréfien

e Druck p,
 spezifisches Volumen v = % und
e Temperatur T,

sowie die kalorischen Zustandsgrofien

o spezifische innere Energie v und
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« spezifische Enthalpie h = u + pv

verwendet. Sie alle sind intensive Zustandsgrofien. Die thermischen Zustandsgréfien sind
durch eine thermische Zustandsgleichung

0= Gi(p,v,T), (A.24a)

gekoppelt. Als kalorische Zustandsgleichungen bezeichnet man solche in denen eine kalori-
sche Zustandsgrofle auftritt, z. B.

0= Ga(u,v,T) , 0=Gs(h,p,T) . (A.24Db)

Zustandsgleichungen konnen also als Fliache im 3-dimensionalen Raum interpretiert werden.
Fiir Stoffe bei denen die Zustandsgleichungen nicht in geschlossener algebraischer Form
formuliert werden kénnen finden sich in der Fachliteratur tabellierte Wertekombinatio-
nen von Zustandsgrofen, siehe z. B. [A.1-A.5]. Weitere Zustandsgleichungen mit je drei
Zustandsgrofien lassen sich durch Umformung obiger Ausdriicke finden.

Aus Go und G3 erhilt man

u=u(v,T) , h=h(p,T) (A.25)
und schlieBlich die totalen Differentiale

ou ou
du= =] dT'+ %(T
~—

dv (A.26a)
. A2
. dp (A.26D)

Die tiefgestellten Symbole v, T', p geben an, welche unabhéngige Zustandsgréfie in der
jeweiligen partiellen Ableitung konstant zu halten ist. Die partiellen Ableitungen nach T’
werden spezifische Warmekapazititen genannt. Im Speziellen bezeichnet man ¢, (v, T) als
spezifische Warmekapazitat bei konstantem Volumen (d.h. bei einer isochoren Zustands-
danderung) und c,(p,T') als spezifische Wirmekapazitit bei konstantem Druck (d.h. bei
einer isobaren Zustandsinderung). Die spezifische Warmekapazitiat wird meist in J/ (kg K)
angegeben und beschreibt die Warmemenge in J, die notwendig ist, um 1 kg einer Substanz
um 1K zu erwdrmen, wenn dabei v bzw. p konstant gehalten wird.

Ideale Gase
Das Verhalten idealer Gase ldsst sich durch die thermische Zustandsgleichung
pv = RT (A.27)

mit der stoffabhéngigen spezifischen Gaskonstanten R in J/(kgK) beschreiben. Es ldsst
sich mathematisch und experimentell zeigen, dass fiir ideale Gase

ou
o], =0 (A.28)
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gilt [A.2, A4, A5]. Dies impliziert u = u(T),
h=u(T)+pv=u(T)+ RT , (A.29)

und folglich h = h(T") sowie ¢, = ¢,(T") und ¢, = ¢,(T). Aus (A.29) erhélt man durch
Differentiation

p(T)=c(T)+R. (A.30)

Bei idealen Gasen sind also u, h, ¢, und ¢, reine Temperaturfunktionen. Integration von
(A.26) liefert damit

T T

w(T) =uTo)+ | e(T)dT,  h(T)=hT)+ | (T)dT, (A.31)

wobei Ty eine beliebig wéhlbare Referenztemperatur ist.

Inkompressible Stoffe

Fiir inkompressible Stoffe gilt dv = 0, d. h. v = konst., was als thermische Zustandsglei-
chung interpretiert werden kann. Damit vereinfacht sich (A.26a) zu

du = ¢, dT (A.32)
und es gilt u = u(7T) und ¢, = ¢,(T). Das totale Differential von h = u + pv lautet dann
dh =du+vdp =c,(T)dT +vdp . (A.33)

Gleichsetzen mit (A.26b) liefert
oh
dh:cU(T)dT+vdp:cpdT+a—p‘po. (A.34)

Diese Beziehung muss fiir beliebige Zustandsénderungen gelten, also auch fiir solche bei
denen der Druck konstant bleibt (dp = 0). Daraus folgen die Identitidten

co(T) = ¢p = ¢(T) (A.35a)
dh = ¢,(T)dT + vdp . (A.35D)

Bei inkompressiblen Stoffen sind also ¢, und ¢, identisch und reine Temperaturfunktionen.
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B Aufgaben zum Selbststudium

Dieser Anhang enthélt zur Unterstiitzung des Selbststudiums einige Aufgaben samt
Losungen.

Aufgabe B.1 (Klappbriicke). Um das Uberqueren eines Kanals sowie das Passieren von
Schiffen im Kanal zu ermdglichen, kann die Briicke aus Abbildung B.1 durch Ziehen
an Seil 2 hochgeklappt werden. Die Briicke mit Masse mp und Schwerpunkt Sp ist im
Punkt B drehbar gelagert. Der Trager mit Masse my ist auflerhalb seines Schwerpunkts
St im Punkt A drehbar gelagert. Die Lénge von Seil 1 ist so gewéhlt, dass Tréger und
Briicke stets parallel orientiert sind. Zur Reduktion der Zugkraft in Seil 2 ist am linken
Ende des Tragers eine Ausgleichsmasse m montiert. Seil 2 umschlingt den zylindrischen
Teil des Tragers mit Radius R und ist in Punkt C fixiert. Fiir die nachfolgenden
Betrachtungen werden beide Seile als masselos und alle Lager als ideal reibungsfrei
angenommen. Die Erdbeschleunigung ¢ wirkt wie in Abbildung B.1 dargestellt.

Seil 1

l g
Briicke

fs2

Rolle

Abbildung B.1: Klappbriicke.

Es sollen die Lagerkrifte in A und B sowie die Zugkréfte in den Seilen 1 und 2
so bestimmt werden, dass sich das System in Ruhe befindet. Basierend auf diesen
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Ergebnissen soll die Masse m so bestimmt werden, dass sich das System fiir fgo =0
in Ruhe befindet.

Losung von Aufgabe B.1. Aus Abbildung B.1 erkennt man, dass sich Briicke und
Trager lediglich iiber Seil 1 gegenseitig beeinflussen. Schneidet man daher die Briicke
wie in Abbildung B.2 dargestellt frei, wirkt auf diese, neben den Auflagerkriften in
B, nur eine weitere Kraft in Form der Seilkraft fg;.

fB,:r sl;

|fB,y

mpg

Abbildung B.2: Freigeschnittene Briicke.

Mit Abbildung B.2 erhilt man die Kraftegleichgewichte in z- und y-Richtung als

e;:0=fps (B.1a)
ey: 0= fpy—mpg+ fs1. (B.1b)

Aus dem Kriftegleichgewicht erhélt man zwei Gleichungen fir die drei Unbekann-
ten fp gz, fBy und fs1. Zur eindeutigen Bestimmung dieser drei Groflen ist daher
noch eine dritte Gleichung in Form des Momentengleichgewichts notwendig. Fiir die
Formulierung des Momentengleichgewichts muss ein Bezugspunkt gewéhlt werden.
Um in der resultierenden Gleichung die Anzahl der Unbekannten und damit den
Aufwand fiir die Losung des entstehenden Gleichungssystems moglichst gering zu
halten empfiehlt es sich das Auflager B als Bezugspunkt zu wéhlen (analog hatte man
den Angriffspunkt der Seilkraft fg; wéihlen konnen). Man erhélt die Momentenbilanz
um die z-Achse als

e, : 0= —mpglpcos(pp) + fsils cos(¢p). (B.2)

Einfaches Umformen des Kréfte- und Momentgleichgewichts fithrt auf

Ip

fs1=mpg - (B.3)

flir die Zugkraft im Seil und

o fB,m . 0
o= [fB,y] a lm39<1 - lf)] By
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fur die Lagerkraft im Punkt B.
Fiir die Berechnung der Lagerkraft f4 im Punkt A und der Zugkraft fgo im Seil 2
wird nun der Tréiger entsprechend Abbildung B.3 freigeschnitten.

Abbildung B.3: Freigeschnittener Trager.

Aus der Skizze lassen sich sofort die Kraftegleichgewichte als

e;:0=faq (B.5a)
ey:0=—mg— fs2+ fay —mrg — fs1 (B.5b)
ablesen. Da fg1 bereits aus den vorhergehenden Berechnungen bekannt ist, erhélt man,
wie bereits bei der Briicke, zwei Gleichungen fiir drei Unbekannte. Fiir die Berechnung
von far, fay und fso ist daher wiederum die Formulierung der Momentenbilanz
notwendig. Erneut ist es von Vorteil den Bezugspunkt fiir das Momentengleichgewicht

im Lager zu wéahlen. Man erhélt fir die Momentenbilanz um den Punkt A in z-
Richtung

e, : 0 =mgly, cos(¢p) + fsaR — mrglr cos(pp) — fsilscos(pp). (B.6)
Durch Umformen des Krifte- und der Momentengleichgewichts folgt

mpglp + mrglyr — mgly,

foo = = cos(pp) (B.7)
und
] 0
A =
mBQ(lT]j + % Cos(soB)> + mTQ(1 + % COS(‘PB)) - mg(l + % COS(@B))
(B.8)
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Soll nun der Tréger fiir fgo = 0 im Gleichgewicht sein folgt aus aus dem Momen-
tengleichgewicht

. mBlB + mTlT

I

Aufgabe B.2 (Mechanisches Starrkorpersystem). In Abb. B.4 ist ein Starrkérpersystem,
bestehend aus einem im Punkt A drehbar gelagerten Rahmen (homogene Massendichte
p, Dicke d, Breite b) sowie einer Masse m,,, (Punktmasse), dargestellt. Der Rahmen ist
am linken Ende durch eine lineare Feder der Steifigkeit ¢ mit dem Boden verbunden.
Auf das System wirkt die Erdbeschleunigung g in negative e,-Richtung.

la d

e z A

&%

Abbildung B.4: Skizze eines drehbar gelagerten Starrkérpersystems.

Fir dieses System sollen fiir den Fall ¢ = 0 die Lagerkréfte sowie die Vorspannung
der Feder so bestimmt werden, dass sich das System in Ruhe befindet. Weiterhin
sollen die Bewegungsgleichungen der Drehbewegung des Starrkérpersystems mit Hilfe
der Drehimpulserhaltung ermittelt werden.

Lisung von Aufgabe B.2. Im ersten Schritt werden die Lagerkréifte und die notwendige
Federvorspannung fiir ¢ = 0 bestimmt. Dazu muss das Lager (im Punkt A) entfernt
werden und gedanklich durch die im Lager auftretenden Krafte und Momente ersetzt
werden. Das in Abb. B.4 dargestellte Lager erlaubt keine Bewegung in x- und y-
Richtung, jedoch ein Drehung um die z-Achse. Daher kann dieses Lager dquivalent
durch die Kréfte f, und f, ersetzt werden, siche Abb. B.5. Die Wirkung der Feder
wird durch die Federkraft f. ersetzt.
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mi1g

lm29
mmg
msg
fy

Abbildung B.5: Skizze eines drehbar gelagerten Starrkérpersystems.

fe

Ja

Um die Wirkung der Gravitation zu berticksichtigen muss die Gravitationskraft myg,
mit der Gesamtmasse mgy, im Schwerpunkt des Starrkorpersystems angesetzt werden.
Fiir eine effiziente Berechnung erweist es sich als sinnvoll, das gesamte Starrkorper-
system in vier Teilkérper zu unterteilen, siche Abb. B.5. Fiir jeden dieser Teilkérper
kann damit die Lage des Schwerpunkts, die Masse sowie die Gravitationskraft einfach
ermittelt werden.

Betrachtet man im ersten Schritt den blau umrahmten Teilkorper, so errechnet
sich dessen Masse aus (2.51) zu

my = / pdV = ladbp. (B.9)
v

Der Schwerpunkt des blau umrahmten Koérpers errechnet sich nach (2.55). Fiir die
Lage des Schwerpunktes in z-Richtung erhélt man nach (2.56) unter der vorerst
getroffenen Annahme ¢ =0

1 b2 h+2d 0 l2
TSmlz = 7/ / / zpdrdydz = ——. (B.10)
m1 Jz=—b/2 Jy=l1+d Jo=—1s 2

Hinweis: Natiirlich kann man die Lage des Schwerpunktes des homogenen
Quaders der Masse my direkt aus der Skizze ablesen, ohne diese Integrale
auszuwerten!

Auf analoge Art und Weise erhéilt man damit die Lage des Schwerpunkts in y- und
z-Richtung. Damit gilt

r%m = |l + 3d|, (B.11)
0

wobei der Index 0 verwendet wurde, um den Fall ¢ = 0 zu kennzeichnen.
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Die Massen der Teilkorper 2 und 3 ergeben sich zu my = d(1142d)bp und ms = lodbp
und die Lage der Schwerpunkte kann zu

id d+ 3l d+ln
rg‘mQ = |d+ %ll ) rOSm?) = %d ’ I'g‘mm = %d (B'12)
0 0 0

ermittelt werden. Man beachte dabei, dass die Masse m,,, wie in der Angabe beschrie-
ben als Punktmasse modelliert wurde.

Fiir die weiteren Berechnungen bendtigt man noch den Angriffspunkt r?cc der
Federkraft f.. Dieser ergibt sich zu

—ly
9, = |d+1|. (B.13)
0

Damit sich das System nach Abb. B.5 in Ruhe befindet, muss das Kréftegleichge-
wicht und das Momentengleichgewicht nach (2.39) erfiillt sein. Das Kréftegleichgewicht
in z-Richtung ergibt

f =0, (B.14)
d.h. die Lagerkraft in x-Richtung muss verschwinden. Fiir die y-Richtung erhilt man
fc+fy—m19—m29—m3g=0- (B.15)

Zum Aufstellen des Momentengleichgewichts fiir eine Drehung um die z-Achse muss
ein moglicher Drehpunkt gewdhlt werden. Im betrachteten System liegt es natiirlich
nahe, den Punkt A, d.h. den realen Drehpunkt des Systems, zu wihlen. Man beachte,
dass aber das Momentengleichgewicht fiir jeden frei wahlbaren Drehpunkt des frei-
geschnittenen Systems nach Abb. B.5 gelten muss. Durch eine geschickte Wahl des
Drehpunktes kann damit erreicht werden, dass gewisse unbekannte Kréfte im Mo-
mentengleichgewicht nicht vorkommen, was eine Berechnung wesentlich vereinfachen
kann.

Wahlt man im betrachteten System den Punkt A als Drehpunkt, so erkennt man,
dass die Kréfte f, und f, keinen Beitrag zum Drehmoment um diesen Punkt liefern.
Wiirde man hingegen der Angriffspunkt der Federkraft als Drehpunkt wéihlen, dann
wiirde f. nicht im Momentengleichgewicht vorkommen.

Fir den gewahlten Drehpunkt A erhalt man das Drehmoment Tr(,ﬁ) durch Anwenden
von (2.37) zu

—%lz 0 0
Tglfl)ﬂ = r%ml X fS'ml = ll + %d X |—mig| = 0 5 (B16)
0 0 mlg%lg
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(A),0

und damit 7, = mlg%lg. Wiederum wird mit dem Index O der Fall ¢ = 0

ml,z
gekennzeichnet. Die entsprechenden Momente der anderen Teilmassen bzw. der
Federkraft ergeben sich zu 7(712)2, = —magd/2, m3)z = —mgsg(d + l2/2), T,(,f,‘%’g =

—Mmg(d + 1) und TfA) V= Ll

Hinweis: Natiirlich ist fiir den betrachteten Fall, bei dem alle Kréafte entweder
in z- oder y-Richtung gerichtet sind, eine Auswertung des Kreuzproduktes nicht
unbedingt notwendig. Es kann hingegen einfach die Regel Kraft mal Kraftarm
verwendet werden, um das resultierende Moment zu bestimmen. Man muss jedoch
bei dieser Vorgehensweise auf das korrekte Vorzeichen des Moments achten.

Setzt man nun das Momentengleichgewicht an, so erhélt man unmittelbar

1 l d l
Je=+ <m1g2 —Mmags — m39(d + 2) — mmg(d + lm)) (B.17)
la 2 2 2

Die notwendige Federvorspannung /¢y kann mit der Lange l(} der Feder fiir den Fall
@ = 0 einfach aus der Gleichung

fo = (1 —110), (B.18)

mit f, aus (B.17) errechnet werden. Setzt man die Losung fiir f. in das Kréaftegleich-
gewicht in y-Richtung ein, so erhilt man die Lagerkraft f,.

Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen des Systems miissen die Freiheitsgrade
des Systems identifiziert werden. Aus Abb. B.4 erkennt man, dass das Lager im Punkt
A nur eine Drehung um die z-Achse zulésst, womit eine Drehung um den Winkel ¢
den einzigen Freiheitsgrad des Systems darstellt. Die Bewegung des Systems lésst
sich damit direkt in Form der Drehimpulserhaltung nach (2.148) beschreiben. Dazu
sind das effektive Trigheitsmoment des Systems um den Drehpunkt A und die um
diesen Punkt wirksamen Momente notwendig.

Um das Tragheitmoment 9,(3?) um den Drehpunkt zu bestimmen, werden vorerst die
Tragheitsmomente der Teilkérper nach Abb. B.5 um deren Schwerpunkte bestimmt.
Nach (2.151) erhélt man fiir den Teilkorper 1

b/2 /2 o2 m
o / (#+ ) dzdgdz = "2 (B + ), (B9
zz,ml =p —b/2 ——d/2 ——l2/2 ) Yy 19 ( 2 ) ( )

wobei mit &, § und Z der Abstand vom Schwerpunkt des Teilkdrpers 1 bezeichnet
wurde. Mit Hilfe des Satzes von Steiner (2.153) kann das Tragheitsmoment des
Teilkorpers 1 um den Drehpunkt A zu

A
eiz,)ml = G,E;z)ml + (TSml T + TSmLy) (B'20)

ermittelt werden. Die Tragheitsmomente der weiteren Teilkérper ergeben sich auf
analoge Art und Weise. Da die Masse m,, als Punktmasse modelliert wurde, gilt
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9§§>mm = 0. Man beachte aber, dass aufgrund des Satzes von Steiner damit nicht
H,g?,)mm = 0 folgt, sondern «9&‘2,)7”771 = mm(r%mm@ + r%mm’y) gilt!

Hinweis: Es wire moglich, direkt das Trigheitsmoment 9,(2?) zu bestimmen,
indem man anstatt der Abstédnde Z, § und Z direkt die Abstdnde zum Drehpunkt
verwendet. Im Allgemeinen fiihrt diese Vorgehensweise jedoch zu wesentlich
komplizierten Ausdriicken der Integrale. Weiterhin sind die Tragheitsmomente
um den Schwerpunkt fiir viele geometrische Korper in Tabellenbiichern zu finden

und konnen direkt tbernommen werden.

Als zweiten Teil der Drehimpulsbilanz benétigt man die Summe der Drehmomente.
Um diese zu bestimmen, muss die Lage der Schwerpunkte sowie des Angriffspunktes
der Federkraft als Funktion des Winkels ¢ beschrieben werden. Ausgehend von der
Lage des Schwerpunktes r%ml fiir ¢ = 0 erhélt man aus geometrischen Uberlegungen

rg’ml,x COS(SD) - r%ml,y Sin((p)
r5m1 () = |18 2 SIN(0) + 78,1, cos() |- (B.21)
0

Hinweis: Die Anderung der Lage eines Punktes in der xzy-Ebene bei einer
Drehung um die z-Achse kann man durch Betrachtung der Vektoren in x- bzw.
y-Richtung ermitteln. Wird eine Drehung um die positive z-Achse betrachtet, so
ergibt sich

rQ cos(p) — rJsin(p) cos(p) —sin(p) 0] [0
r(p) = [r9sin(p) +r)cos(p) | = |sin(p) cos(p) 0| [r)| = R (p)r’.

Y 0 0 1 |9

(B.22)

Die Matrix R wird dabei als Drehmatrix bezeichnet.
Das Drehmoment T,,E;?Z(QD) ergibt sich mit diesem Ergebnis aus
0
D(p) = fom1 = 0 B.2
Tmi (90) =TISmi (‘;0) X Igm1 = . ( . 3)

(T%ml,x COS(QO) - T%ml,y Sin(cp))mlg

Die Drehmomente T,(ng),z(cp), Tr(n’?yz(cp) und Ty%‘?%,z(go) kénnen auf gleiche Art bestimmt
werden.

Etwas schwieriger gestaltet sich die Bestimmung des Drehmoments zufolge der
Federkraft f., die sich aufgrund der Langendnderung der Feder als Funktion des
Winkels ¢ dndert. Der Angriffspunkt der Feder ergibt sich aus obigen Uberlegungen
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zu

r?w cos(p) — r?cqy sin(p)
rre(p) = |19, sin(p) + 1., cos(p) |- (B.24)
0

Zur Bestimmung der aktuellen Lange der Feder ermittelt man den Fuipunkt ry.p, in
der Form

—ly
Tiefp = |d+1 — 1} (B.25)
0
und die Lénge der Feder kann aus
Li(e) = llrre(p) — Trepplly (B.26)

ermittelt werden. Die Federkraft ist natiirlich in Richtung der Verbindungslinie
zwischen Fulpunkt und Angriffspunkt gerichtet, womit man unmittelbar

I‘fc(SO) — Tfcfp

() (B.27)

fe(p) = c(lp(v) —lro)

folgt. Das zugehorige Moment um den Drehpunkt A egibt sich dann zu T%)(go) =

rsc(ip) x fe(¢p).
Mit diesen Zwischenergebnissen kann nun die Drehimpulsbilanz fiir die Drehung
um den Punkt A angegeben werden:

d2

Darin bezeichnet 9,&3) die Summe aller Tragheitsmomente und TZ(A) ist die Summe
aller Drehmomente um den Punkt A, vgl. (2.146).

Aufgabe B.3 (Haltevorrichtung). In einer Haltevorrichtung nach Abb. B.6 ist in
einem Gehéuse eine Platte mit Hilfe einer kleinen Walze verklemmt. Die Platte hat
die Masse m sowie die Breite b. Die Walze mit dem Durchmesser d besitzt eine
vernachléssigbare Masse. Am Kontaktpunkt zwischen Walze und Gehduse A sowie am
Kontaktpunkt zwischen Walze und Platte B tritt jeweils der Haftreibungskoeffizient
wr auf. Zwischen der Platte und der Gehdusewand herrscht ein ideal glatter Kontakt.
Der Winkel « ist bekannt.
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N

Abbildung B.6: Aufbau einer Haltevorrrichtung.

Gesucht ist der mindestens erforderliche Haftreibungskoeffizient pp sowie die
minimale Einspannlidnge h der Platte, sodass diese in der Haltevorrichtung haftet.
Zuséatzlich ist noch die maximal zulédssige Masse der Platte gesucht, welche durch die
Reibung in der Vorrichtung fixiert werden kann.

Losung von Aufgabe B.3. Unter der Annahme, dass die Platte in der Vorrichtung
fixiert ist, befindet sich das betrachtete System im statischen Gleichgewicht. Anhand
der Krifte- und Momentenbilanzen fiir die Walze und die Platte kénnen der gesuchte
Reibkoeffizient sowie die erforderliche Einspannlidnge berechnet werden.

Im ersten Schritt erfolgt ein Freischneiden der Walze, der Platte und des Gehauses.
Abb. B.7 zeigt die freigeschnittenen Kérper sowie die darauf wirkenden Kréfte. Die
Kraft in den Punkten A und B setzt sich jeweils aus einer Normalkomponte F4 ,, und
Fp,, sowie einer tangentialen Komponente aufgrund der Haftreibung Fs , bzw. Fi,
zusammen. Durch den ideal glatten Kontakt der Platte und der Wand tritt zwischen
diesen beiden Korper keine Reibung auf. Infolgedessen wirkt im Punkt C nur die
Normalkraft Fg p,.
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N

Abbildung B.7: Freigeschnittene Gehduse, Walze und Platte der Haltevorrichtung
und die darauf wirkenden Kréfte.

Das Kriftegleichgewicht an der Walze ergibt sich unter dem Winkel « zu

e, Fay,cos(a)+ Fapsin(a) — Fpy =0 (B.29a)
ey : Fypsin(a) — Farcos(a) —Fp, =0 (B.29Db)

fir die z-Richtung bzw. fiir die y-Richtung. Mit dem Mittelpunkt der Walze als
Bezugspunkt folgt aus der Momentenbilanz in z-Richtung

d d
e, Fy,——Fp,—=0 (B.30)
72 "2
direkt F4, = Fp,. Einsetzen dieses Zusammenhanges in (B.29b) und anschlieendes

Umformen ergibt den Zusammenhang zwischen der Normal- und Reibkraft im Punkt
A zu

sin (@) - . (B.31)

Fa, =2
A 1+ cos (o) A

Ein Vergleich mit (2.98) zeigt, dass sich der Bruch in (B.31) als Reibungskoeffizient
interpretieren ldsst. Damit die Walze und auch die Platte haftet, muss der Haftrei-
bungskoeffizient pz in den Punkten A und B grofler sein als der Reibkoeffizient von
(B.31). Daraus folgt die Bedingung

> sin ()

~ 1+ cos () (B-32)

fir den Haftreibungskoeffizienten.
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Analog zur vorhergehenden Herangehensweise, erfolgt die Ermittlung der minimalen
Einspannlénge h iiber die Krifte- und Momentenbilanz der Platte. Die Kréiftebilanz
in z-Richtung bzw. in y-Richtung lautet

e Fpyn—Fcn=0 (B.33a)
e, : Fp, —mg=0. (B.33b)

Die Momentenbilanz in z-Richtung mit dem Bezugspunkt B ergibt sich zu

b
e.: Fonh— mg; = 0. (B.34)
Anhand von Gleichung (B.33b) ist ersichtlich, dass nur die Reibung zwischen Walze
und Platte der Gewichtskraft der Platte entgegenwirkt. Weiterhin folgt mit (B.30)

Fp, = Fa, =mg. (B.35)

Ein analoger Zusammenhang ergibt sich fiir die Normalkréfte. Einsetzen von Gleichung
(B.29a) und (B.31) in (B.33a) liefert

14 cos(a
FC,n:FB,n:FAnzi()

)

sin (a) (B.36)

Durch Einsetzen dieser Normalkraft in die Momentenbilanz (B.34) folgt nach Umfor-
men die minimale Einspannlénge der Platte zu

bsin ()

h= 2(1 + cos (o))

(B.37)

Aus den Gleichungen (B.32) und (B.37) erkennt man, dass weder der Haftreibungsko-
effizient noch die Einspannlidnge von der Masse der Platte abhéngen. Diese Eigenschaft
der Haltevorrichtung ist auch unter dem Namen Selbsthemmung bekannt. Theoretisch
kann somit die Masse der Platte beliebig grofl sein. Diese Betrachtung ist giiltig,
solange es zu keiner mechanischen Deformation der einzelnen Starrkérper durch die
wirkenden Kréfte kommt.

Aufgabe B.4 (Vertikalmodell eines Viertelfahrzeuges). Abbildung B.8 zeigt ein Ver-
tikalmodell eines Viertelfahrzeuges. Das Rad wird dabei durch ein Ersatzsystem,
bestehend aus Feder (Steifigkeit c¢g) und Démpfer (visk. Dampfung dr) model-
liert. Die Radmasse ist durch mp gegeben und das Fahrzeug wird in Form ei-
ner Ersatzmasse m4 modelliert. Die Radaufhingung wird durch eine Feder (Stei-
figkeit c4) und einen Dampfer (geschwindigkeitsabhingiger Dampfungskoeffizient
da(vg —va)) beschrieben. Fir z4 = zp = zy = 0 sind alle Federn entspannt.
Zur Beschreibung von Unebenheiten der Fahrbahn wird der Untergrund durch die
Auslenkung zy7(t) parametriert. Die vertikalen Koordinaten des Rades und des
Aufbaus sind durch xr bzw. x4 definiert. Fur die Massen m4 und mpg sind die
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Bewegungsgleichungen und die statischen Auslenkungen fiir z;7(t) = 0 zu bestimmen.

zA

9 mA

da(vpa) L cA

TR

]!

drp L=l CR Ty

T

Abbildung B.8: Vertikalmodell einer Radauthéngung.

Lésung von Aufgabe B.4. Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen der Ersatzmas-
sen von Rad und Fahrzeugaufbau wird der Impulssatz verwendet. Dazu werden die
Ersatzmassen freigeschnitten und die entsprechenden Feder- und Dampferkréfte auf
die Ersatzmassen aufgebracht. Fiir die Darstellung geméafl Abb. B.9 wird xyy > xR
und zp > x4 angenommen. Fir zyy > xr wird die Feder des Rades komprimiert
und die Federkraft wirkt der Kompression entgegen. Daher ergibt sich eine nach
oben gerichtete Kraft For auf das Rad. Fir #y > &g verschiebt sich der Untergrund
schneller aufwérts als die Ersatzmasse des Rades. Die Dampferkraft Fpr wirkt entge-
gen der relativen Verschiebung und damit aufwérts auf das Rad. Analog werden die
Richtungen der Feder- und Dampferkraft zwischen Aufbau und Rad bestimmt.
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mag

FDAT \ TFCA

Fpa i lFCA
mRg

G

R Fcr

Abbildung B.9: Freigeschnittene Massen der Radaufhéngung.

Die Feder- und Déampferkréfte berechnen sich durch
Fopa=ca(xr —x4) Fpa=da(vra)(tr — T4) (B.38a)
Fer = cr(zu — 2R) Fpr = dr(iv — 2R). (B.38b)

Nach Bestimmung der auf die Ersatzmassen wirkenden Kréifte kann die Impulser-
haltung angewendet werden. Es ergeben sich damit die Bewegungsgleichungen der
FErsatzmassen geméafl

d

MA VA = Fea+ Fpa —mag (B.39a)
d

mp vr = For + Fpr — Foa — Fpa —mgg, (B.39b)

mit den Geschwindigkeiten vqa = £4 und vg = Zg.
Die stationdren Auslenkungen der Massen m 4 und mpg kénnen fir zy; = 0 aus der
Impulserhaltung fir £4 = &g = Ty = £4 = £r = 0 bestimmt werden. Es gilt dann

0= Foa—mag (B.40a)
0= For — Fca — mpg. (B.40Db)

Setzt man die Federkréfte ein und 16st nach den unbekannten Positionen zz und x4
auf, so erhélt man

g = AT MR (B.41)

CR
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und

pq = —mATMR)g mag (B.42)
CR ca

Aufgabe B.5 (Radaufhiangung). Die Anordnung aus Abb. B.10 entspricht einer Auf-
héngung, wie sie im Rennsport Verwendung findet. Diese Aufhéngung besteht aus den
Querlenkern Q1 und Q2 sowie der Druckstange D. Diese sind gelenkig am Fahrzeug
befestigt. Auf das Rad wirken die Normalkraft Fy und die Seitenfithrungskraft Fs. Es
wird angenommen, dass diese zwei Kréfte, wie in der Abbildung dargestellt, punktuell
auf das Rad wirken. Zu bestimmen sind die Kréfte in den Querlenkern Q1 und Q2
sowie in der Druckstange D.

S t
A

IR x
I = L

@y — Q2

Fg

da |

Abbildung B.10: Radaufhdngung eines Rennsportwagens.

Lésung von Aufgabe B.5. Die Querlenker Q1 und Q2 sowie die Druckstange D werden
in dieser Aufgabe als Stdbe betrachtet. Um die Kréafte in den Staben Q1, Q2 und D
berechnen zu kénnen, muss die Radaufthingung vom Fahrzeug freigeschnitten werden.
Dazu empfiehlt es sich, den Schnitt direkt durch die Stabe zu fiihren, wie in Abb. B.11

gezeigt.
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Fg

Fy

Abbildung B.11: Freigeschnittene Radauthdngung.

Nach dem Freischneiden der Radaufhdngung kénnen die Gleichgewichtsbedingungen
formuliert werden. Die Kraftegleichgewichte in x- und y-Richtung lauten

e, 0=Fg1+ Fges— Fs+ Fpcos(w) (B.43a)
e,: 0=—Fpsin(a)+ Fn. (B.43b)

Das Momentengleichgewicht kann um jeden beliebigen Punkt angeschrieben werden.
Zur Vereinfachung der weiteren Rechenschritte ist es von Vorteil, das Momentengleich-
gewicht um einen Punkt anzuschreiben, durch den die grofite Anzahl an unbekannten
Kréften verlauft. In diesem Beispiel ist es der Schnittpunkt von Fgo und Fp, wodurch
das Momentengleichgewicht nur mehr Fy; als Unbekannte enthélt. Das entsprechende
Momentengleichgewicht lautet

e.: 0=—Fgb— Fsa+ Fyd. (B.44)

Die Kréfte in den Staben ergeben sich durch Losen der drei Gleichgewichtsbedingungen
zu

Fn
Fp=——+ B.4
b sin(a) (B.452)
Fnd — F
Fo1 = NTS“ (B.45b)
a d
FQ2 = Fg <1 + b) — Fy (cot(a) + b) (B.45C)

Aufgabe B.6 (Fliehkraftregler). Diese Aufgabe behandelt einen sogenannten Flieh-
kraftregler, welcher erstmals 1788 von James Watt zur Regelung einer Dampfmaschine
eingesetzt wurde. Die schematische Darstellung in Abb. B.12 zeigt ein masseloses
Gesténge, welches sich um die e,-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit ¢» = w dreht
und mit dem externen Drehmoment 7 angetrieben wird. An den Enden der Stangen
mit der Lange [ sind zwei Punktmassen m fixiert, die aufgrund der Fliehkraft den
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Winkel « beeinflussen. Durch den Mechanismus gleitet der Punkt A entlang der
e.-Achse nach oben und unten. Die Hohe des Punktes A stellt den Ausgang des
Reglers dar.

€z

Abbildung B.12: Aufbau des Fliehkraftreglers.

Gesucht sind die Bewegungsgleichungen des Fliehkraftreglers sowie der stationére
Winkel ay, welcher sich fiir eine konstante Winkelgeschwindigkeit 5, = ws einstellt.

Lisung von Aufgabe B.6. Eine systematische Herleitung der Bewegungsgleichung
ist iiber energiebasierte Methoden moglich. Dazu wird im ersten Schritt die gesamte
kinetische und potentielle Energie des Systems in Abhéngigkeit von generalisierten
Koordinaten berechnet. Fiir den dargestellten Fliehkraftregler entsprechen die ge-
neralisierten Koordinaten den beiden Freiheitsgraden ¢ und «, welche im Vektor

T
q(t) = [gp(t) a(t)} zusammengefasst werden. Daraus leitet sich der Vektor der

generalisierten Geschwindigkeiten zu q(t) = {gb(t) d(t)]T ab.

Aufgrund des als masselos angenommene Gestéinges ergibt sich die kinetische
und die potentielle Energie nur durch die Energien der Punktmassen. Wegen des
symmetrischen Aufbaus beziiglich der z-Achse, besitzen die beiden Punktmassen
jeweils dieselbe kinetische und potentielle Energie. Somit ist es ausreichend, wenn
nur eine einzelne Masse fiir die Berechnung der Energien herangezogen wird. Fiir die
Punktmasse, welche um den Winkel ¢ gegeniiber der z-Achse verdreht ist, lautet der
Ortsvektor vom Ursprung des Koordinatensystems

(%)
ry, = |lsin («)sin (p) (B.46)
L —lcos(a)

Isin (o) cos
a
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und der daraus abgeleitete Geschwindigkeitsvektor folgt zu

1 acos (o) cos () — @sin (a) sin (¢)

Iy = = [ dcos (a)sin (¢) + ¢sin (a) cos () | - (B.47)

asin (ar)
Die gesamte kinetische Energie beider Punktmassen errechnet sich anhand von
T = mip b, (B.48)
mit der Geschwindigkeit (B.47) zu
T = ml? {ng (sin2 (o) sin? (@) + sin? () cos? (go))

+ a2 (C082 (@) cos® (@) + cos? () sin? (¢) + sin? (a))} (B.49)

= mi?(a? + ¢?sin? (a)).
Nimmt man an, dass fir ry,, , = 0 (Auslenkung der Punktmassen in z-Richtung)

die potentielle Energie gleich Null ist, dann folgt mit der Erdbeschleunigung g die
gesamte potentielle Energie zu

V= 2mg(L — lcos (a)). (B.50)

Aus der Differenz der kinetischen Energie (B.49) und der potentiellen Energie (B.50)
ergibt sich die Lagrange-Funktion zu

L = ml? (d2 + ¢? sin? (a)) - 2mg(L —lcos (a)). (B.51)
T
Das duflere Moment lautet 7. = [0 0 T] und demnach folgt fiir die generalisierten
Kréfte

fo=T
fa:O-

Einsetzen von (B.51) und (B.52) in die Euler-Lagrange Gleichung (2.196) ergibt

(B.52)

2mi? (Sb sin? (@) 4 2 sin (o) cos (a)) —

0 =T
9
2
2ml%é — 2mlsin (a)(lp*cos(a) —g) =0,
e ( )
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woraus sich direkt die Bewegungsgleichungen des Fliehkraftreglers zu

7 — 4dml?pasin () cos ()

b= B.54
4 2mli? sin? () (B.54a)
sin (@) (lgb2 cos (a) — g)
G = l (B.54b)
ableiten.
Die stationdre Auslenkung fiir eine konstante Winkelgeschwindigkeit ¢ folgt durch
Einsetzen von ¢s = Orad/s und é&s; = @5 = Orad/s? in (B.54). Aus der ersten

Gleichung (B.54a) folgt durch Null setzen der Zeitableitungen direkt das externe
Moment zu 75 = 0 N m. Dieses Ergebnis folgt aus der Annahme, dass im System keine
Reibung auftritt, welche im stationdren Punkt iiber das externe Moment kompensiert
werden miissten. Im stationdren Fall folgt aus Gleichung (B.54b) die Bedingung

sin (o) (lgbg cos (as) — g) =0 (B.55)

fiir den stationdren Winkel az. Neben der trivialen Losung as = Orad ergibt sich als
weitere Ruhelage

Qs = arccos <ZZ2) (B.56)

unter der Bedingung, dass fiir die Winkelgeschwindigkeit ¢ > ﬂ gilt. Ist diese
Ungleichung nicht erfiillt, so existiert keine weitere Ruhelage. Der stationdre Winkel
(B.56) kann alternativ auch durch Freischneiden der Punktmasse und aufstellen des
Kréftegleichgewichtes, mit der Fliehkraft F, = m¢?l cos (), ermittelt werden.

Aufgabe B.7 (Gekoppeltes mechanisches System). Ein Block mit der Masse mq héngt
nach Abb. B.13 an einem masselosen Seil. Das Seil wird reibungsfrei iiber eine masselo-
se Rolle gefiihrt und auf eine Trommel (Masse mq, Tragheitsmoment 6;) aufgewickelt.
Die Trommel rollt iiber die Kontaktflache ohne dabei zu gleiten. Zudem wirkt eine Fe-
der mit der vorspannten Lénge zg mit der konstanten Federsteifigkeit & der Bewegung
der Trommel entgegen. Das gesamte System befindet sich im Schwerefeld der Erde.
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Abbildung B.13: Skizze einer Seiltrommel mit Last.

Im folgenden sollen folgende Aufgabenstellungen gelost werden:

a) Im ersten Schritt sollen die Lagerkréfte, die Seilkraft sowie die Federkraft im
stationdren Zustand bestimmt werden.

b) Anschliefiend sollen die Bewegungsgleichungen des Systems mit Hilfe der Impuls-
und Drehimpulserhaltung angegeben werden. Als Freiheitsgrad soll die Position
z7 der Trommel verwendet werden.

Losung von Aufgabe B.7. Um die Lagerkrafte, Seilkraft sowie die Federkraft zu
ermitteln werden die Trommel, die Rolle und der Block freigeschnitten und die
wirkenden Kriéfte eingezeichnet. Dabei werden wie in Abb. 2.7 dargestellt, fiir die auf
die Korper wirkenden Kréfte eingezeichnet. In Abb. B.14 sind diese Kréafte fiir das
gegebene System eingezeichnet.
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Abbildung B.14: Freigeschnittene Korper.

Auf den Block der Masse m; wirken in y-Richtung die Gewichtskraft Fg, = mig
sowie die Seilkraft Fig. An der Umlenkrolle treten die Lagerkrafte F, und Fy sowie
die Kréfte des freigeschnittenen Seils auf. Die wirkenden Kréfte an der Trommel sind
die Normalkraft F, die Reibkraft F, die Gewichtskraft Fiz, = mag, die Federkraft
Fy, = k(z7 — z0) und die Seilkraft Fg.

Das Kriftegleichgewicht in y-Richtung fiir den Block ergibt

Fs = Fg1 = mg, (B.57)
und das Kréaftegleichgewicht fiir die Rolle resultiert in

F,=Fs=mg (B.58a)
Fy=Fs=mg . (B.58Db)

Die Normalkraft Fiy kann direkt aus dem Kréftegleichgewicht in y-Richtung an
der Trommel in der Form

Fn = Fga = mag (B.59)
ermittelt werden. Das Kréftegleichgewicht in z-Richtung lautet
Fg— F,— Fr=0. (B.60)

Um nun die unbekannten Kréafte Fj, und Fgr zu bestimmen, verwendet man das
Momentengleichgewicht, angeschrieben z.B. um den Punkt S.

Fsr; 4+ Frrq = 0, (B.61)
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womit unmittelbar

Fr=—"tpg =Tty (B.62)
Ta a
folgt. Setzt man dieses Ergebnis in das Kréaftegleichgewicht in z-Richtung ein, so
erhalt man die unbekannte Federkraft

Fk:FS_FR: (1+n)mlg:ri:—ramlg. (B63)

Ta a

Hinweis: Man beachte, dass man das gleiche Ergebnis erhalten hatte, wenn
man anstatt des Kréftegleichgewichts in z-Richtung an der Trommel zusétzlich
das Momentengleichgewicht um den Punkt M angeschrieben hatte. Dieses lautet

Fs(ri +rq) — Fyprqy =0, (B.64)

womit offensichtlich Fy, = (r; + r4)/rem1g folgt.

Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen des Systems muss im ersten Schritt die
Anzahl der Freiheitsgrade bestimmt werden. Man erkennt, dass bei einer Bewegung
des Blocks in y-Richtung das Seil iiber die Umlenkrolle zu einer Verdrehung ¢ der
Trommel fiithrt. Da weiterhin angenommen wurde, dass die Trommel ohne zu Gleiten
rollt, fithrt eine Verdrehung der Trommel gleichzeitig zu einer Verschiebung x7 in -
Richtung. Damit besitzt das System einen Freiheitsgrad, und dieser soll entsprechend
der Angabe zu zp gewéhlt werden.

Im ersten Schritt muss daher der Winkel ¢ sowie die Position des Block yp als
Funktion des Freiheitsgrades ausgedriickt werden. Betrachtet man den rollenden
Zylinder, so ist offensichtlich, dass die abgerollte Lange (und damit die Verschiebung
der Trommel in z-Richtung) zu ¢r, folgt. Damit gilt

xrT
Ta

@ = (B.65)

Die Anderung der Seilliinge (und damit die Anderung der Position yp des Blocks)
ergibt sich aus der Summe der Verschiebung der Trommel 27 im Punkt S und dem
abgerollten Seil zufolge der Drehung der Trommel, d.h.

T +7Tg

r.
YB = X7 + 1y =TT + —ZxT = TT. (B.66)

Ta Tq
Die Bestimmung der Bewegungsgleichungen des Systems kann nun entweder mit
Hilfe der Impulserhaltung und Drehimpulserhaltung oder durch Anwendung des
Euler-Lagrange Formalismus erfolgen. In diesem Beispiel sollen die Impuls- und
Drehimpulserhaltung verwendet werden. Dazu formuliert man die Impuls- und Dre-
himpulserhaltung fiir die Trommel und den Block. Da die Rolle und das Seil massefrei
angenommen wurden, verschwindet der Impuls fiir diese Teile.
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Mit der Geschwindigkeit vp = yp des Blocks folgt die Impulserhaltung

d
M1 UB =myg — Fg (B.67)
und damit folgt
d ri+1e d
Fg=—my avB +mig =my (g — o dth>’ (B.68)

mit der Geschwindigkeit der Trommel vy. Man beachte, dass die Seilkraft Fg aus
obiger Gleichung sich von der Seilkraft im statischen Fall unterscheidet!

Die Drehimpulserhaltung fiir die Trommel angeschrieben um den Punkt S ergibt
sich zu

d
Hzaw = Fgr; + Fprr, (B.69)
und somit gilt
1 d
Fr=—|(0—w— Fgr; B.
n = (G~ Fari) (B.70)

wobei w = ¢ die Winkelgeschwindigkeit der Trommel bezeichnet. Setzt man die
Seilkraft sowie den Zusammenhang zwischen ¢ und x7 ein, so erhdlt man

1 i
Fr = T—2(rz~(ri +rg)mi + 62)0r — ;m19~ (B.71)

Im letzten Schritt formuliert man die Impulserhaltung fiir die Trommel in 2-
Richtung in der Form

d
mgaUT:FS—Fk—FR:FS—]{?(QfT—xo)—FR. (B.72)
Die gewiinschte Bewegungsgleichung des Systems erhélt man, indem man die Zwi-
schenergebnisse fir Fg und Fg einsetzt und nach v auflést. Dies ergibt

o — (ri + ra)m12gra — k(xp — xo)rg. (B.73)
(ri +7a)"m1 + 02 + mar?

Aufgabe B.8 (Seilzug). Gegeben ist der in Abb. B.15 dargestellte Seilzug, bestehend
aus einer Last L (Masse my,), einer reibungsfrei gelagerten Seiltrommel R; (Masse my,
Tragheitsmoment 67, Radius auflen r1, Radius innen r3) und einer frei beweglichen
Rolle Ry (Masse mg, Tragheitsmoment 02, Radius r3) an der eine externe vertikale
Kraft F' wirkt. Die Last ist auf einer schiefen Ebene (Winkel ¢) gelagert, wobei
zwischen der Last und der Ebene trockene Gleitreibung mit dem Gleitreibungskoeffizi-
enten p. auftritt. Zum Zeitpunkt ¢y besitzt die Last die Geschwindigkeit vy (bergauf).
Uber die Kraft F soll die Last innerhalb der Wegstrecke s auf die Geschwindigkeit v;
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beschleunigt werden. Die Radien r sowie ro der Seiltrommel R; kénnen als konstant
und die Seile als masselos angenommen werden. Betrachten Sie die folgenden Grofien
als gegeben: $,V0, V1, ML, M1, M2, 015 02) 1,72, P, le-

avavaa

Abbildung B.15: Skizze eines Seilzugs.

Gesucht ist die zeitlich konstante Kraft F, welche die Masse L mit der Anfangs-
geschwindigkeit vy innerhalb der Wegstrecke s; — sg auf die Geschwindigkeit vq
beschleunigt. Nehmen Sie dabei an, dass die Position s zu Beginn s(tp) = so = 0 ist.

Lésung von Aufgabe B.8. Eine elegante Moglichkeit zum Berechnen der erforder-
lichen Kraft besteht durch Anwendung des Energieerhaltungsprinzips in Form des
Vergleichs der Energie zum Zeitpunkt ¢y und zum Zeitpunkt ¢;, an dem die Last die
Geschwindigkeit vy erreicht. Aufgrund des Energieerhaltungsprinzips gilt

T(to) + V(to) + Wp —Wr=T(t1) + V(t1) , (B.74)

wobei T' die kinetische Energie und V' die potentielle Energie des Systems sind. Wg
bezeichnet die verrichtete Arbeit zufolge der Kraft F' und Wy die dissipierte Energie
aufgrund der auftretenden Reibung.

Im ersten Schritt zur Losung der Aufgabenstellung ist ein Betrachtung der Kinema-
tik, insbesondere die Bestimmung der Freiheitsgrade des Systems, notwendig. Ware
kein gespanntes Seil vorhanden, dann ergeben sich die folgenden 4 Freiheitsgrade:
die Position s der Last, der Winkel ¢r; der Rolle R; sowie die Position sro und
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der Winkel ¢pro der Rolle Ry. Fiir jede Seilverkniipfung féllt ein Freiheitsgrad weg
und somit ergibt sich fiir 3 Verbindungen zwischen den Objekten 1 Freiheitsgrad.
Es ist also moglich, die gesamte Kinematik des Systems durch eine unabhéngige
Grofle (Freiheitsgrad) auszudriicken. Fiir das Losen der Aufgabe ist es vorteilhaft die
Position s der Last zu wahlen.

Die kinetische Energie T' des Systems ergibt sich zu

2 2 2 2

T= B.
2 2 2 2 (B.75)
Fiir die Winkelgeschwindigkeit wpy der Rolle R; gilt der Zusammenhang
Wit = — (B.76)
T2

und fiir die Austrittsgeschwindigkeit vy des Seils aus der Rolle Ry erhélt man

Vg = r{WR] = v (B.77)
T2
An der beweglichen Rolle Ry gelten die Beziehungen fiir einen Flaschenzug (siehe

(2.22)), d.h.

V2 1 VR2 T1
VR = — = V—, WR2 = —— = U—5 . B.78
2 2ry’ r9 2r2 ( )

Die potentielle Energie des System zum Zeitpunkt ¢;

1

V(t1) = mpgs1 sin(p) — magsi— + V(o) , (B.79)

27‘2
setzt sich aus dem Anstieg der Last und dem Absenken der Rolle Ry zusammen. Da
sich V (to) in der Energiebilanz kiirzt, kann V' (tg) = 0 gewéhlt werden. Die verrichtete
Arbeit der Kraft I’ errechnet sich zu

1

Wi = / F(#)d% = Fs; (B.80)
=0

2’/“2 ’

wobei fiir den letzten Schritt eine konstante Kraft F' angenommen wurde.
Zur Berechnung der dissipierten Energie Wg zufolge der auftretenden Gleitreibung
bendétigt man die Normalkraft Fy, welche die Last auf die schiefe Ebene ausiibt:

Fy =mpgcos(p) . (B.81)
Die verrichtete Arbeit ergibt sich mit der Tangentialkraft Fp = Fnpu. zu

Wg = s1Fp = sypuempgcos(yp) . (B.82)
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Einsetzen der Ausdriicke fiir die Energiebilanz und Umformen ergibt den gesuchten
Ausdruck fir die Kraft F:

2r V2 — p2 wr1(t1)? — wri(ty)? wro(t1)? — wpa(to)?
Fe 22 (0, 1Y, r1(t1) r1(to) 0 r2(t1) r2(to)
S1T1 2 2 2
vR2(t1)? — vRo(t)? r (B.83)
- ro(t1 . R2{%0 +nggl(sin(gp)+MCCOS((p))m295127}2>

mit den vorher definierten Gréflen wgri, wre und vgs.

Aufgabe B.9 (Knichebelpresse). In Abb. B.16 ist eine Kniehebelpresse, wie sie z.B. bei
der Massivumformung von Stahl verwendet wird, skizziert. Durch Aufbringen einer
Kraft F' am Knie der Presse lasst sich der Schlitten horizontal verfahren. Der Vorteil
dieser Konstruktion besteht darin, dass bei fast ausgestrecktem Knie sehr grofie Kréfte
in die horizontale Richtung aufgebaut werden kénnen. Die beiden Schenkel haben
die Massen my und mo sowie die Tragheitsmomente 6; und #, um die z-Achse. Die
Léngen L; und Lo zwischen den Gelenken sind ebenfalls bekannt. Naherungsweise
kann man annehmen, dass die Schwerpunkte der Schenkel in deren Mitte liegen.
Die Riickstellfeder hat die Federkonstante cr und eine entspannte Lénge x . Die
Schwerkraft mit der Erdbeschleunigung g wirkt in negative y-Richtung.

Schenkel

Schlitten

Fr,

Abbildung B.16: Skizze einer Kniehebelpresse.

Es sollen nun die potentielle und kinetische Energie des Systems sowie der Vektor
der generalisierten Kréfte ermittelt werden.

Lésung von Aufgabe B.9. Bevor mit der mathematischen Beschreibung der Kniehe-
belpresse begonnen wird, miissen einige Uberlegungen zu den Freiheitsgraden des
Systems angestellt werden. Der erste Schenkel ist im Koordinatenursprung drehbar
gelagert, jedoch weder in z- noch in y-Richtung verschiebbar. Er besitzt also nur
einen Freiheitsgrad. Der zweite Schenkel ist am Knie mit dem ersten Schenkel drehbar
verbunden. Ohne Schlitten hétte auch dieser Schenkel einen Freiheitsgrad, jedoch
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wird dessen Bewegung durch den Schlitten eingeschriankt. Durch diese Einschrénkung
ist die Drehung des zweiten Schenkels nicht unabhéngig von der Bewegung des ersten.
Folglich reicht ein Freiheitsgrad aus um die Bewegung des Systems vollstandig zu
beschreiben.

Die Wahl der Koordinaten zur Beschreibung des Systems ist nicht eindeutig. Bisher
wurde lediglich bestimmt, dass ein Freiheitsgrad ausreicht um das System vollsténdig
zu beschreiben. Zur Beschreibung des Systems kann beispielsweise der Winkel ¢
oder die z-Koordinate des Schlittens verwendet werden. Es zeigt sich jedoch, dass
eine giinstige Wahl des Freiheitsgrads die Herleitung der Bewegungsgleichungen stark
vereinfachen kann.

In den weiteren Schritten soll als Freiheitsgrad g der Winkel

q=¢1(t) (B.84)

des ersten Schenkels zur Beschreibung der Bewegung der Kniehebelpresse verwendet
werden. Da nur eine generalisierte Koordinate benétigt wird, muss der Winkel o
von dieser abhéngig sein. Die Zwangsbedingung des Schlittens besagt nun, dass der
Endpunkt des zweiten Schenkels

cos(¢p1)

r. =1L
¢ Msin(en)

i LQ[ CO"S(§02) 1 (B.85)
—sin(p2)

flir alle Zeiten auf der x-Achse verbleibt, also dass die Gleichung
Lisin(p1) — Lasin(p2) =0 (B.86)

erfillt sein muss. Der Winkel o ldsst sich somit durch

wa(q) = arcsin(g Sin(q)> (B.87)
ausdriicken.

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen mithilfe der Euler-Lagrange Glei-
chungen miissen die Langrange-Funktion des Systems und die generalisierten Krifte
bestimmt werden. Dazu werden zuerst die Ortsvektoren zu den Schwerpunkten der bei-
den Schenkel bestimmt. Da die Schwerpunkte laut Angabe in der Mitte der Schenkel
(also bei Li/2 bzw. Ly/2) liegen, lassen sich die Ausdriicke

=G0, (B89

1 [COS(q)] l Co§(¢2(q)) ] (B.89)
sin(q) —sin(p2(q))

fir die Schwerpunktvektoren angeben. Die translatorischen Geschwindigkeiten der
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Schwerpunkte ergeben sich durch zeitliches Ableiten der Ortsvektoren zu

[
v = | s, (B.90)
2 | cos(q)
o o[-
cos(q) 2 | —cos(v2(9))] 9d
und die Winkelgeschwindigkeiten der Schenkel lauten
w1 = q (B.92)
Ipa(q) .
=— . B.93
w2 dq q ( )

Zur besseren Ubersicht, wurde die Ableitung von (2(q) hier nicht ausgewertet.
Damit ergibt sich die kinetische Energie nach (2.81) bzw. (2.192) zu
_1 2.2
T —8m1L1q +

1 dv2(q)

o9 1 dpa(q)\* .9 1 .

2.2 2 2 2
gmaLig +8m2L2( 4 ) q" — 5maLiLz cos(q + ¢2(q)) o 11 (B9
1) o 1, (9p2(q) .>2

—01¢* + =0

5014 + 5 2( 94 q

wobei sich die auftretenden trigonometrischen Funktionen mit sin(p;1)% 4 cos(p1)? = 1
und cos(p1) cos(p2) — sin(p1) sin(p2) = cos(¢1 + ¢2) stark vereinfachen lassen.

Die potentielle Energie zufolge der Gewichtskréfte der Schenkel ergibt sich nach
(2.85) zu

Ly . . Ly .
Vo = mag sin(g) + magLusin(q) — mag " sin(pa(a)) + Vo (B.95)

und die potentielle Energie der Feder folgt nach (2.91) und der z-Koordinate des
Endpunkts r. zu

Vi = %CF(Ll cos(q) + Lo cos(pa(q)) — xF,0)2 . (B.96)

Die generalisierten Krifte zufolge die Kniekraft F' und der Last F}, ergeben sich
nach (2.187) somit zu

fr= [O —F] 88(] lill ZTE((Z))] = —FLj cos(q) (B.97)
fro=[~F 0] %’;‘f —Fy, (Ll sin(q) + Lo sin(g02(q))a%2q(Q)> . (B.98)
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Damit lassen sich die Euler-Lagrange Gleichungen mit der Lagrange-Funktion L =
T — Vy — Vp und den generalisierten Kraften fr und frz anschreiben.

Aufgabe B.10 (Planarer Manipulator). In dieser Aufgabe wird das mechanische System
(planarer Manipulator) aus Abbildung B.17 betrachtet. Der Aufbau besteht aus drei
Segmenten ¢ = {1, 2,3} mit den Léngen /;, den Massen m,; und den Tragheitsmomenten
0; bezogen auf den jeweiligen Schwerpunkt S;. Segment 1 ist in der konstanten Hohe h
drehbar gelagert. Die Lagerung kann dabei als ideal reibungsfrei angenommen werden.
An den beiden Enden von Segment 1 sind die Segmente 2 und 3 wiederum ideal
reibungsfrei drehbar gelagert. Bei allen Segmenten kann von einer homogenen Dichte
sowohl iiber den Querschnitt als auch tiber die Lange ausgegangen werden. Wie aus
Abbildung B.17 ersichtlich, wirkt die Erdbeschleunigung g in negative e,-Richtung.

T
Auflerdem greift am freien Ende von Segment 2 eine externe Kraft f, = [— fex O}
an.

ma, 02

€y
1 > \ 4

Abbildung B.17: Einfacher planarer Manipulator.

Fiir das gegebene mechanische System sollen die Bewegungsgleichungen mittels Euler-
Lagrange-Formalismus hergeleitet werden.

Losung von Aufgabe B.10. Das betrachtete System besitzt drei Freiheitsgrade (die
Rotationen der drei Segmente). Im ersten Schritt wird der Vektor der generalisierten
Koordinaten definiert. In Hinblick auf eine einfache Berechnung der kinetischen und
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potentiellen Energie erweist sich die Wahl
T T
q= {q1 5 Q3] = [901 Y2 3 (B.99)

als sinnvoll.

Hinweis: Die Wahl der generalisierten Koordinaten ist nicht eindeutig. Im
vorliegenden Beispiel wire auch die Wahl

T T
q= [(h 7 Q3] = [801 02— Q1 P3— 601} (B.100)

denkbar. Dabei ist allerdings zu beachten, dass die abgeleiteten Bewegungsglei-
chungen stets in den gewéahlten generalisierten Koordinaten formuliert sind. Fiir
die Wahl (B.100) ergébe dies also Gleichungen in ¢; und den Differenzwinkeln

P2 — 1 und @3 — Q1.

Die zentrale Grofle fiir die Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen ist die
Lagrange-Funktion L = T'— V. Dabei berechnet sich die kinetische Energie im System
aus der Summe der kinetischen Energien der Einzelkorper als

3

T = Z(T’trans,i + Trot,i); (B].Ol)
=1

mit den translatorischen Energien entsprechend (2.81)
I 7.
Ttrans,i = §mirsir5i (B102)

und den rotatorischen Energien entsprechend (2.148)

1 .
Trovi = 50:%; (B.103)
Die Ortsvektoren zu den Schwerpunkten der Segmente ergeben sich aus Abbildung

B.17 zu

_[0] | & [eos(an) )
' = | T Lin(ql)] (B.104a)
_[0] 20y |cos(q1)| | l2|cos(q2)
CRINEE Lin(ql)] +2 Lm(@)] (B.104b)
_[0] i |—cos(q1)| | l3|—cos(g3) .
w5 = | 3 [_Sm(ql)} 42 l—sm(qz‘»)l (B.104c)
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womit sich die Schwerpunktgeschwindigkeiten zu

Pg, = lglc(i:(lg)] a1 (B.105a)
o= s gt waon
o= G| Ja B ) L 105

ergeben.

Hinweis: Da es sich bei dieser Aufgabe um ein planares Problem handelt ist
die dritte Ortskoordinate stets 0 und muss daher in den Berechnungen nicht
extra beriicksichtigt werden.

Fir die Quadrate der Geschwindigkeitsvektoren erhélt man nach kurzer Rechnung

l 2
L i, = (61) i (B.106a)
201\ 2 I5\2 2
I35, Fs, = (31) @+ (22) s + 3hila cos(q1 — g2)d1da (B.106b)
LT . ll 2.2 l3 2.2 1 .o
rg, sy = <3> qi + (2> 43 + §l113 cos(q1 — q3)q14s, (B.106¢)

wobei die trigonometrische Identitéit cos(q1 — ¢;) = cos(q1) cos(g;) + sin(qy) sin(g;) fur
i = {2,3} zur Vereinfachung der Ausdriicke herangezogen wurde.
Mit diesen Vorbereitungen berechnet sich nun die kinetische Energie im System zu

1 I1\?2 201\ 2 I1\2 5
Ty (5) e ma(5) (5) o)
1 Io\? o 1 I3\ 2 .

+ 5 <m2 (2) + 92) q% + B (mg <2) + 03 qg (B.107)

1 .. 1 ..
+ §m211l2 cos(q1 — q2)d1G2 + 6?7131113 cos(q1 — ¢3)q14s3-

Die potentielle Energie des Systems resultiert nur zufolge der Gravitation. Wahlt
man das Bezugspotential bei y = 0 erhélt man, mit der Erdbeschleunigung g entspre-
chend Abbildung B.17, die potentielle Energie als

T T T
V = mige, ri + mage, ra + msge,r3

I . 2l ly .
— m19<h + 5 sm(q1)> + mag (h + 3 sin(q1) + 3 sm(q2)> (B.108)
lh . 3 .
+ msg (h — glsm(ql) — 2351n(Q3)>.
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Fiir die Beschreibung der Bewegungsgleichung sind noch die generalisierten Kréfte
notwendig. Entsprechend (2.187) erhélt man die generalisierte Kréfte aus

T
£, = <‘?;(;> f, (B.109)

mit dem Ortsvektor des Kraftangriffs
r, = 0 + 27l1 C?S(‘h) + 1y C?S(q2) (B.llO)
h 3 |sin(q1)

zu

21 sin(q1)
f, = | l2sin(q2) | fe,e- (B.111)
0

Mit diesen Vorbereitungen lassen sich die Bewegungsgleichungen des Systems
entsprechend (2.196) aus

d oL OL

S22 o ie{1,2,3 B.112
berechnen. Aufgrund der speziellen Struktur der Gleichungen kénnen diese kompakt
als

M(a)d + C(q,4)q +g(a) =1, (B.113)
mit
12
36(m1 + 16mg + 4mg3) + 01 %mg cos(q1 — q2) %mg cos(q1 — q3)
2
M(q) = b ) cos(q1 — o) Bimy + 0, 0
2
%mg cos(q1 — q3) 0 lfm:; + 03
(B.114a)
0 %mz sin(q1 — q2)d2 %WB sin(q1 — ¢3)d3
C(a,q) = | ~2masin(q — ¢2)d 0 0
%mzﬁ, sin(q1 — ¢3)d3 0 0
(B.114b)
Bmigcos(qr) + Hrmag cos(qr) — magcos(q)
g(q) = Bmagcos(g2) (B.114c¢)
—%mag cos(gs)

angeschrieben werden.
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Aufgabe B.11 (Drehteller mit Masse). Betrachtet wird ein Drehteller aus Abbil-
dung B.18, welches sich mit einer konstanten Drehwinkelgeschwindigkeit w dreht.
Dabei wird die Masse mit m, der Haftreibungskoeffizient zwischen Oberfliche und
der Masse mit pz, die Neigung des Drehtellers mit dem Winkel 3, der Abstand der
Masse zum Aufhingepunkt der Feder mit x,,, die entspannte Linge der Feder mit
xg, die Distanz zwischen Aufhdngepunkt der Feder und der Drehachse in Bezug auf
die Oberfliche mit [ und die Erdbeschleunigung mit g bezeichnet.

Oberflache

Abbildung B.18: Skizze des Drehtellers mit Masse.

In den folgenden Untersuchungen wird ein stationdrer Punkt betrachtet, d.h. die
Geschwindigkeit i, und die Beschleunigung #,, der Masse m sind Null. Fiir dieses
System sollen alle auftretenden Kréfte skizziert und benannt werden, wobei die Kréfte
als Funktion der gegebenen Groflen ausgedriickt werden sollen. Weiters sollen die
Haftbedingungen, welche fiir die Masse m gelten, ermittelt werden. Abschlielend ist
die kritische Drehwinkelgeschwindigkeit wy,;+ zu ermitteln, ab welcher sich die Masse
m in Bewegung setzen wiirde.

Losung von Aufgabe B.11. Im ersten Schritt wird die Fliehkraft, welche auf die
Masse m wirkt, berechnet. Im Allgemeinen lésst sich eine Fliehkraft mit Fy = mrw?
ausdriicken, wobei m die Masse, r den Abstand beziiglich der Drehachse und w
die Drehwinkelgeschwindigkeit um die Drehachse darstellen (vgl. Abbildung 2.5).
Angewandt auf das Drehteller ergibt sich fiir den Abstand r = (x,,, + 1) cos(8). Damit
lasst sich die Fliehkraft der Masse m in der Form

Fy = m(xm, + 1) cos(8)w? (B.115)

angeben. Zudem wirkt aufgrund des Gravitationsfeldes eine Gewichtskraft F, auf die
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Masse m,
F, = mg. (B.116)

Da die Masse m auch {iber eine Feder mit dem Drehteller gekoppelt ist, wirkt die
Federkraft F,,

F. = c(xy, — ), (B.117)

mit der entspannten Lange xg der Feder.

Weiterhin wirkt eine Reibkraft F). auf die Masse. Zur Beschreibung dieser Kraft
ist es vorteilhaft die bisherigen Kréafte in ihre Normal- und Tangentialkomponenten
beziiglich der Oberfliche zu separieren. Die Komponenten der Gewichtskraft Fy lassen
sich mit

Fy n = mgcos(B) (B.118a)
Fy 1 = mgsin(B) (B.118b)

beschreiben. Die Fliehkraft F'y setzt sich dquivalent aus

Fn = m(zpy, + 1) cos(B) sin(B)w? (B.119a)
Fry = m(xm, + 1) cos?(B)w? (B.119b)

zusammen. Die Federkraft ist bereits tangential zur Oberflache ausgerichtet.
Damit lasst sich die Reibkraft F;. in der Form

Fr=pu(Fyn+ Frp) = uHm(g cos(f3) + (zm, + 1) cos(p) Sin(ﬂ)wz) (B.120)

angeben. In Abbildung B.19 sind die Krafte und deren Normal- und Tangentialkom-
ponenten angefiihrt.
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Fyy g
Fsn l

Abbildung B.19: Auf die Masse wirkende Kréfte.

Damit ist es moglich die Haftbedingungen aufzustellen. Aufgrund des Winkels
6 und der Kopplung der Masse m mit der Feder kann sich die Masse auch bei
einer Drehbewegung trotz der Fliehkréafte nach Innen bewegt. Daher erfolgt bei den
Haftbedingungen ein Trennung in Bewegung nach Auflen und nach Innen. Diese
Bedingungen lassen sich fiir die Bewegung nach Aufien in der Form

Fry — Fou — Fo < p(Fyn + Fyn) (B.121)

Fr

und fiir die Bewegung nach Innen mit

Ff,t_Fg,t_Fc < —MH(Fg’n-i-Ff’n) (B.122)

Fr

ausdriicken.

Im néachsten Schritt werden die kritischen Drehwinkelgeschwindigkeiten wg,.;; berech-
net. Die Grundlage dazu bilden die Haftbedingungen von B.121 und B.122. Beginnend
bei B.121 ergibt sich nach dem Einsetzen der Normal- und Tangentialkomponenten
die Ungleichung

m(xy, + 1) cos®(B)w? — mgsin(B) — c(zpm — x0) >

uHm(gcos(B) + (@m +1) cos(B) sin(ﬂ)uﬂ)' (B.123)

Dabei ist darauf zu achten, dass in diesem Fall die Haftreibkraft F). kleiner als
die resultierende Krafte aus Fyy, Fy; und F,. gelten muss. Hieraus kann leicht die
Bedingung fiir w,%m-t gemaf

2~ mgsin(B) + prmg cos(f) + c(zm — o)
Frit = n(m + 1) cos2(8) — prm(xm, + 1) cos(3) sin(B)

(B.124)
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ermittelt werden, womit unmittelbar

o mgsin(3) + g cos(B) + clom — o)
krit = jE\/m@cm 1) c02(B) — purm(iny + 1) cos(3) sin(3)’ (B.125)

Vollkommen analog ist die Vorgangsweise zur Ermittlung der kritischen Drehwinkelge-
schwindigkeit wy,;; fiir eine Bewegung nach Innen. Die Basis bildet die Haftbedingung
geméaf B.122. Entsprechendes Substituieren der Normal- und Tangentialkomponenten
fiihrt zu der Ungleichung

2

m(zm + 1) cos?(B)w? — mgsin(B) — e(zm — o) >

B.126
—uHm(g cos(B) + (xy, + 1) cos(B) sin(ﬁ)wz). ( )
und damit
o mgsin(B) — pgmg cos(B) + c(xm — o)
Whrit = i\/m(xm + 1) cos?(B) + pam(xm, + 1) cos(B) sin(3) (B-127)

Aufgabe B.12 (Drehgelagerter Hohlzylinder). Auf einem im Punkt K drehbar gelager-
ten Hohlzylinder (Masse m;j, Lange [, Auflendurchmesser d;, Innendurchmesser ds)
wirkt ein externes Drehmoment 7, siche Abb. B.20. Ein zweiter zylindrischer Stab
(Masse mg, Lénge lo, Durchmesser ds) ist iiber ein Federelement (Federkonstante c,
entspannte Linge sg) mit dem Hohlzylinder verbunden.

Bei einer Relativbewegung beider Zylinder wirkt eine geschwindigkeitsproportionale
Reibkraft fp, mit dem Reibungskoeffizienten d(s). Der Reibungskoeffizient ist mit
d(s) = dypA(s) proportional zur Kontaktfliche zwischen den Zylindern. Auf beide

Zylinder wirkt die Erdbeschleunigung g. Die Massentragheitsmomente Ggi)z und 95?2
der Zylinder um die jeweiligen eJ-Achsen sind als bekannt anzunehmen. Fiir die
Bestimmung der Schwerpunktskoordinate des Hohlzylinders, kann die Grundfliache

vernachlassigt werden.
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€ €

Abbildung B.20: Aufbau einer Haltevorrrichtung.

Fiir diese Konfiguration sollen die Bewegungsgleichungen mithilfe des Euler-Lagrange-
Formalisums abgeleitet werden. Weiterhin soll der stationdre Punkt (Ruhelage) des
Systems fiir 7, = 0 bestimmt werden.

Lésung von Aufgabe B.12. Im ersten Schritt muss eine geeignete Wahl der genera-
lisierte Koordinaten q (d.h. der Freiheitsgrade des Systems) getroffen werden. Das
vorliegende System besteht aus 2 Starrkérper, deren unbeschrankte planare Bewegung
jeweils drei Freiheitsgrade aufweist (Verschiebungen in z- und y-Richtung sowie
Drehung um z-Achse). Im betrachteten Fall ist das System 4 Zwangsbedingungen
unterworfen: (i) Die z- und y-Position des Zylinders 1 ist fixiert, womit dieser nur
mehr die Drehung um den Winkel ¢ als Freiheitsgrad aufweist. (2) Der Zylinder
2 ist mit dem Zylinder 1 verbunden, womit dieser die gleiche Drehung ausfiithren
muss. Als einziger Freiheitsgrad dieses Zylinders bleibt eine Bewegung in Richtung
des Freiheitsgrades s.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich folgende mégliche Wahl der generalisierten
Koordinaten (Freiheitsgrade)

¥
s

q= (B.128)

Im néchsten Schritt werden die Ortsvektoren zu den Massenschwerpunkten der
jeweiligen Zylinder formuliert. Der Ortsvektor r; zum Schwerpunkt des Hohlzylinders
ergibt sich aus geometrischer Uberlegung zu

r = m + % [_S:;(;(O;)] (B.129)
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und der Ortsvektor ro zum zweiten Zylinder errechnet sich zu

P (o) [ sin ) ] (5.130)

ro —
2 —cos(p)

h

Die fiir die Berechnung der kinetischen Energie notwendigen translatorischen
Geschwindigkeiten v; und vo der Schwerpunkte der beiden Zylinder ergeben sich zu

vy =11 = % :)1:((:3 @ (B.131a)
o sin(y) : . lg cos(yp)
vy =T = l_ cos(9) + < + 2) sin(p) ¢ (B.131b)

Der rotatorische Anteil der kinetischen Energie ergibt sich unmittelbar zu

1

_ L) ) 2
T, = ; (657, + 052, ¢, (B.132)

wobei darauf hingewiesen werden muss, dass die Tragheitsmomente 95’522 und Héi)z
um den jeweiligen Schwerpunkt der Zylinder definiert sind.

Der translatorische Anteil ergibt sich mit den Geschwindigkeit v; und vsy zu
Ty = Ty + Ty, mit

1 1

Ty = imlv;rvl = gmll%¢2 (B.133a)
1 T 1 .2 .2 l2 2

Ty = 3M2Va Ve = gma| 3 + o7 s+ 3 . (B.133b)

Die potentielle Energie V; der linearen Feder ergibt sich zu

1
V= 5els - 50)%, (B.134)

wobei sg die entspannte Linge der Feder beschreibt. Die potenziellen Energien zufolge
der Gravitation lassen sich in der Form

l
Vi =miyg (h — 51 cos(go)) (B.135a)
l
Vo = mag (h - <s + 22> cos(<p)>. (B.135b)
beschreiben. Diesen Ausdruck erhélt man direkt indem man die y-Komponente der

Schwerpunktsvektoren verwendet. Die gesamte potenzielle Energie errechnet sich
damit zu V = V; + V + V5.
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Verwendet man die Lagrange-Funktion
L=T(q,q) - V(q) (B.136)

so konnen die Bewegungsgleichungen des mechanischen Systems mit Hilfe von (2.141)
berechnet werden. Die wesentlichen Zwischenergebnisse sind wie folgt:

0 1 , I2\? .
a—(’bL = Zmll%go—kmg (s+ 2) ©+ (Gizz +9§ZZ)¢, (B.137a)
d/o 1 , 2\*. l2 .. ,
X <890L> = Zmll%go + msy (s + 2) @+ 2meo <s + 2>g05 + (HEZZ + 9;23)%
(B.137b)
iL =-m b sin(p) —m (s + l2) sin(ep) (B.137¢)
Do = 192 ¥ 29 9 #) .
aasL . (B.137d)
d /o .
& (aSL> = M98, (B137e)
0 l
%L = mo¢? <5 + 22> —¢(s — s0) + mag cos(p) (B.137f)

Um die Wirkung der Reibungskraft f; zu beriicksichtigen, verwendet man das
Prinzip der virtuelle Verschiebung. Die Reibkraft wurde proportional zur Relativge-
schwindigkeit der Oberflichen des Zylinders 1 und 2 angenommen, d.h. proportional
zu $. Weiterhin wurde angenommen, dass die Reibung proportional zur Kontaktflache
A(s) ist. Diese ergibt sich zu A(s) = (I — s)dam, wobei da der Durchmesser des
Zylinders 2 darstellt. Damit gilt

£, = do(ly — s)doms [_ Sm(@] = f4 [_ Sm(@)] . (B.138)
cos Cos ¢

Der Angriffspunkt ry der Reibkraft f; kann vereinfacht am Anfang des Zylinders 2
angenommen werden (Kréfte diirfen entlang ihrer Wirkungslinie verschoben werden).
Somit gilt

ry = l ssin(p) ‘
h — scos(yp)

Verwendet man nun das D’Alembertsche Prinzip, so errechnet sich die verallgemeinerte
Krifte beztiglich der Freiheitsgrade nach (2.184) zu

(B.139)

Tfas = —Jd (B.140a)
e =0 (B.140b)
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Dieses Ergebnis hiitte man auch (mit etwas Ubung im Umgang mit der Berechnung
der verallgemeinerten Kréfte) direkt aus der Tatsache ableiten konnen, dass eine
Verédnderung des Freiheitsgrades ¢ keine Verschiebung der Reibkraft und somit keine
(virtuelle) Arbeit erzeugt.

Durch analoge Uberlegung erhélt man die verallgemeinerten Kréfte zu Folge des
externen Moments 7.. Hier bewirkt eine Verschiebung beziiglich des Freiheitsgrades s
keine virtuelle Arbeit, wihrend eine Verdrehung beziiglich des Freiheitsgrades ¢ mit
dem externen Moment 7, direkt eine Arbeit ergibt. Damit erhélt man

Tre,s = 0 (B141a)
Trep = Te (B.141b)
und schlielich
Ts =Ty + Tros = —fa (B.142a)
To = Tiye + Trep = Te (B.142b)

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich durch Zusammensetzen der Zwischener-
gebnisse zu

1 o\ ? l
<4m1l% + mo <s—|— 22> +9§i)z +9§i)z>¢—|—2m2 (S—I— 22)908
(B.143a)

l l
+g <m121 + ma (5 + 22>> sin(p) = 7

l
Mok + c(s — sg) — mageos(p) — mop? (s + 22) =—fq (B.143b)

Die Ruhelagen (stationdre Punkte) eines Systems sind durch ¢ = q = 0 charakteri-
siert. Damit folgen die Ruhelagen des Systems fiir 7. = 0 zu

or=Fkr mit keZ, (B.144)
o = m2gcosen) |y Mg (B.145)
C

Offensichtlich wird die Feder in der unteren Ruhelage pr = 0 gedehnt (sp > so)
und in der oberen Ruhelage ¢ = 7 gestaucht (s < sg). Weiterhin ist unmittelbar
klar, dass eine Verdrehung des Mechanismus um k27w, k € Z, keine Verdnderung
der stationdren Verhéltnisse bewirkt. Somit weist das System zwar unendlich viele
Ruhelagen auf, das stationdre Verhalten ldsst sich jedoch den zwei wesentlichen
Ruhelagen (obere und untere Ruhelage) vollstiandig charakterisieren.

Aufgabe B.13 (Starrkorper mit Drehfeder). Gegeben ist das in Abbildung B.21 darge-
stellte mechanische System. Ein Tréger ist im Ursprung drehbar um den Winkel ¢
gelagert und setzt sich aus zwei starr miteinander verbundenen Stdben zusammen. Die
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Stabe haben die Lange L bzw. L/2 und die Massen m bzw. m/2. Das Massentréagheits-
moment eines Stabes um den Schwerpunkt kann ndherungsweise mit Gg,)s = mf—sz
angegeben werden. Die Erdbeschleunigung g wirkt in negative e,-Richtung und die
Feder ist fiir o = 0 entspannt. Die Kraft F mit dem Betrag F' wirkt in Richtung der

Stabachse des zweiten Stabes.

Abbildung B.21: Starrkérpersystem mit Drehfeder.

Fiir dieses System soll im ersten Schritt die Lage des Schwerpunktes sowie das
gesamte Trigheitsmoment um diesen Schwerpunkt berechnet werden. Anschliefflend
sollen die Bewegungsgleichung des Systems mithilfe der Euler-Lagrange Gleichungen
ermittelt werden.

Lésung von Aufgabe B.13. Im ersten Schritt wird der Vektor rg des gesamten Trégers
fiir ¢ = 0 und das Massentrigheitsmoment des Tragers um den Schwerpunkt bestimmt.
Hierzu werden zunéchst die Schwerpunktsvektoren und die Massentragheitsmomente
der einzelnen Stdbe angegeben. Die Schwerpunktsvektoren der beiden Stidbe des
Trégers konnen direkt aus der Skizze abgelesen werden und lauten

L T
g, = {0,2,0] . (B.146)
bzw.
L T
%, = [4,L,0] . (B.147)

Durch Anwendung von Formel (2.58) lasst sich der resultierende Schwerpunkt des
Tragers zu

(B.148)

0 mr%yl—i-%rgﬂ B [L 2L ]T
S=—— T m = )

m+ T 12" 37
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bestimmen. Die Massentrigheitsmomente der beiden Stdbe um deren jeweiligen
Schwerpunkt ergeben sich laut Angabe zu

2
(s1) _ mL
f(s 5 (B.149a)
L2
g — N B.149b

Das gesamte Massentragheitsmoment des Trigers um den gesamten Schwerpunkt
wird durch Anwendung der Formel (2.153) zu

m 19m L2
0 = 050 +m(ad 5 +vdsr ) + 052 + > (7250 + s0) = —— (B150)

berechnet, wobei die Variablen xg 51, ys 51 bzw. x5 52, ys, 52 die z- und y-Koordinaten
der Vektoren

0 0
rss1 =Trg—Trg B%

—_

L Ly w151

(B.151D)

0 0
rsse =rg —TIggo = [—

bezeichnen.

Im néchsten Schritt werden der Schwerpunktsvektor und die Schwerpunktsgeschwin-
digkeit in Abhéngigkeit der generalisierten Koordinate ¢ bestimmt. Der Schwerpunkts-
vektor lasst sich ausgehend von 1‘% fiir ¢ = 0 iiber geometrische Uberlegungen als

TLQ cos(p) + % sin ()
rg = |—&sin(p) + 2 cos(p) (B.152)
0

angeben. Die translatorische Geschwindigkeit des Schwerpunkts ergibt sich anschlie-

Bend durch zeitliche Ableitung des Schwerpunktsvektors zu

15 8in(0)¢ + 5 cos(p)p

— £ cos(p)p — 2 sin(p)p | - (B.153)
0

Vg =

Die translatorische kinetische Energie lautet zufolge (2.80)

13m g 65 5 4

die rotatorische zufolge (2.148)
1 . 19
T, = §9g§><p2 = @mcp2L‘ (B.155)
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Die potentielle Energie setzt sich aus der potentiellen Energie im Gravitationsfeld
und der potentiellen Federenergie zusammen und kann mit (2.85) bzw. (2.90) zu

L 1
V=V,+Vp= —g™m9 sin() + mgL cos(yp) + ikpgoz (B.156)

berechnet werden.

Die eingepragte generalisierte Kraft zufolge der Kraft F lautet f,, = FL. Dies
erhélt man unmittelbar aus der Tatsache, dass die Kraft F immer in Richtung des
Stabs 2 (und damit orthogonal auf den Stab 1) wirkt. Die generalisierte Kraft f,
entspricht damit dem um den Drehpunkt wirkenden Moment. Dieses Ergebnis wiirde
man auch erhalten, indem man das D’Alembertsche Prinzip (2.184) anwendet. Der
Angriffspunkt rr der Kraft F errechnet sich zu

Lsin(y)
rp = |Lcos(y) (B.157)
0

und die Kraft kann als Funktion des Winkels ¢ in der Form

F cos(p)
F = | —Fsin(y) (B.158)
0

errechnet werden. Die generalisierte Kraft kann damit iiber

T 81’}7‘

= F

=FL (B.159)
ermittelt werden.

Im letzten Schritt wird die Bewegungsgleichung des System mithilfe der Euler-
Lagrange Gleichungen berechnet. Hierzu wird die Lagrange-Funktion

7 L 1
L=T,+T,-V = 1—6mgb2L2 + L sin(yp) — mgL cos(p) — 5]45}7(,02 (B.160)

verwendet und in die Euler-Lagrange Gleichungen (2.196) eingesetzt

d 0 0
——L— —L = fn. B.161
dt 9¢ Oy T ( )
Die Auswertung der Euler-Lagrange Gleichungen ergibt die Bewegungsgleichung des
Systems

7 1
gmLQQB - gmgL cos(p) —mgLsin(p) + kpp = FL. (B.162)
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Aufgabe B.14 (Elastisch gelagerter Ausleger). Ein Balken B (stiickweise quaderformig,
konstante Dicke d und homogene Dichte p, Tragheitsmoment 9%22 um den Schwer-
punkt) ist, wie in Abbildung B.22 dargestellt, im Gelenk A auf einem Schlitten S
(Masse mg) drehbar gelagert. Im Lager A tritt viskose Reibung (proportional zur
Drehwinkelgeschwindigkeit ¢) mit dem konstanten Reibungsparameter dy > 0 auf.
Zwischen Balken B und Schlitten S wirkt eine Drehfeder deren Moment linear mit der
Auslenkung ¢ des Balkens ansteigt (Federkonstante ¢y > 0). Der Schlitten S ist auf
der Schlittenfithrung SF gelagert, welche nur einen translatorischen Freiheitsgrad in
Richtung s zulésst. In der Schlittenlagerung tritt eine geschwindigkeitsproportionale
Reibung mit dem konstanten Reibungsparameter d; > 0 auf. Zwischen Schlitten S
und dem Boden befindet sich eine lineare Feder mit der konstanten Federsteifigkeit
c1 > 0. Auf dem Balken greift eine externe Kraft F. mit ||F.|| = F' an, welche stets
orthogonal auf den Balken steht. In Abbildung B.22 ist das System mit entspannten
Federn dargestellt (s = s10,¢ = 0).

Betrachten Sie fiir die Rechnungen die folgenden Groflen als gegeben: mg, p, Jp,
bl, b2, b3, d, ll, lz, l3, C1, 510, C2, dl, d2, F.

ll l2 13 g
2
c A
] s

b by ba) — @, o

I o—/S
S10| s

F. B €1 o
Y SF
x

Abbildung B.22: Elastisch gelagerter Ausleger.

Fiir dieses System sollen die Bewegungsgleichungen mithilfe der Euler-Lagrange Glei-
chungen (2.196) ermittelt werden.

Losung von Aufgabe B.1j. Um die Euler-Lagrange Gleichungen aufzustellen, muss
die Lagrange-Funktion L = T — V mit der kinetischen Energie T" und der potentiellen
Energie V' bestimmt werden. Die generalisierten Koordinaten (Freiheitsgrade) sind
durch qT = {3 go} gegeben.

Im ersten Schritt wird die potentielle Energie V' =V, + V; ermittelt. Diese setzt
sich aus der potentiellen Energie V; zufolge der Gravitation und der potentiellen
Energie V¢, welche in den beiden Federn gespeichert ist, zusammen.

Die fiir Berechnungen der Energien benotigte Masse mp des Balkens B ergibt sich
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aus (2.51) zu
mp = / pdV = pd(byly + bals + bsls). (B.163)
%

Der Schwerpunkt des Balkens B liegt aufgrund der konstanten Dicke d, der homogenen
Dichte p sowie der vertikalen Symmetrie fiir ¢ = 0 auf der horizontalen Linie durch
das Lager A. Den Abstand [ des Schwerpunktes des Balkens B von der Gelenkachse
A erhélt man nach (2.56) zu
2 2
it (5 + 1) + 5 — 8
B bili + bala + bsls

(B.164)

S

Somit ergibt sich der Vektor rps zum Schwerpunkt des Balkens als Funktion der
generalisierten Koordinaten q7 = [s, ¢] zu

B [ —lscos(ip) ]

rps = . B.165
b s+ lgsin(yp) ( )

Mit diesen Ergebnissen kann die potentielle Energie zufolge der Gravitation mit
dem Bezugsniveau y = 0 fiir den Balken zu

VB,g = gmp(s + lssin(p)) (B.166)

sowie des Schlittens S zu
Vsg = gmss (B.167)

errechnet werden.
Da die Federn in diesem Beispiel als linear definiert wurden, d.h. ¢; = konst. und
¢y = konst., ist deren potentielle Energie nach (2.91) durch

1

Va = 501(8 — 510)° (B.168a)
1

Veo = 5029 (B.168b)

bestimmt. Die gesamte potentielle Energie betrégt schliefSlich
V = VB,g + VS,g + Ve + Ve (B.169)

Die kinetische Energie T' = Ts + T + T, setzt sich aus der translatorischen
kinetischen Energie des Schlittens T, der translatorischen kinetischen Energie des
Balkens T'g ¢, sowie der rotatorischen kinetischen Energie des Balkens Tz, zusammen.
Nach (2.80) folgt die translatorische kinetische Energie des Schlittens zu

1
Ts = 5mss'2 (B.170)
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und die des Balkens zu

1 1
Tpe = Gmpthyips = jms (%2 + 52+ 20p3 cos(p) ) - (B.171)

)

Das Tragheitsmoment GSBSZZ des Balkens B ist um eine durch den Schwerpunkt
gehenden Achse definiert. Mit (2.160) erhdlt man damit fiir den rotatorischen Anteil
der kinetischen Energie des Balkens
1os) .2
T, = 5637”@ . (B.172)
Mit diesen Ergebnissen ist die Lagrange-Funktion L =T — V komplett bestimmt.
Nun fehlt noch der Vektor der generalisierten Kréfte f;r = [ fa.s fq#}, welche sich

aus der Wirkung der externen Kraft f. und den dissipativen Kriften zusammensetzt.
Die externe Kraft kann in der Form

£ — [F sin(¢p)

P oos(i) (B.173)

dargestellt werden und der Vektor ry zum Angriffspunkt der externen Kraft f. ergibt
sich zu

_ [ ~ (I + I2) cos(p) — B sin(y) ] ‘ (B.174)
s+ (I3 + I3) sin(p) — %1 cos(¢)

Die Beitriage zur generalisierten Kraft zufolge der externen Kraft f. errechnen sich
aus (2.201) zu

8I‘f T

fq,e7s = (as> fo = FCOS((P) (B.175a)
T

Jaeo = (?;Z) fo=F(l1+1) . (B.175b)

Da die Reibung geschwindigkeitsproportional mit konstanten Reibungsparametern
angenommen wird, erhélt man den Anteil der generalisierten Kraft zufolge der
Reibungskréifte bzw. -momente zu

fods = —d1$ (B.176a)
fode = —d2p . (B.176b)

In Summe ergibt sich der Vektor der generalisierten Kraft zu

fq,s = fq,e,s + fq,d,s (B.l??a)
fao = faeo + fode - (B.177b)
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Die Euler-Lagrange Gleichungen (2.196) fiir das drehbar gelagerte Starrkérpersystem
aus Abbildung B.22 lauten daher

doL oL
dos os de (B-17%)
ddL OL

$55 " gy = fue (B.178b)

Auf eine Darstellung der Auswertung von (B.178) wird hier verzichtet, da diese sehr
umfangreich ist. Zur Kontrolle empfiehlt es sich, die obigen Gleichungen mit Hilfe
eines Computeralgebraprogramms wie Maple zu berechnen.

Aufgabe B.15 (Flachdach).

T
o Deckschicht aus Flammpappe
do} Ao Isolierung
d1F A1 Vollbeton
z
| . |
Ty

Abbildung B.23: Flachdach.

Bei Ihrem neu gebauten Haus haben Sie sich fiir ein Flachdach mit Sichtbeton-
decke entschieden. Wie in Abbildung B.23 angedeutet besteht das Flachdach aus
einer d; = 0.2m dicken Vollbetondecke (Wéarmeleitfidhigkeit Ay = 2W/(mK)), einer
da = 0.05m dicken Isolierschicht (Warmeleitfdhigkeit Ao = 0.5 W/(m K)) und einer
Deckschicht aus Dachpappe, welche aufgrund ihrer geringen Dicke fiir die Berechnung
des Warmedurchganges vernachléssigt werden kann. Innenseitig erfolgt zwischen der
Raumluft mit der Temperatur 7; und der Betondecke ein konvektiver Warmeaus-
tausch mit dem Wirmeiibergangskoeffizienten oy = 5 W/(m? K). AuBenseitig erfolgt
zwischen der Umgebungsluft mit der Temperatur T, und der Deckschicht ein kon-
vektiver Wirmeaustausch mit dem Wirmeiibergangskoeffizienten ap = 10 W/(m? K).
Der Wiarmeaustausch durch thermische Strahlung sei vernachléssigbar gering. Lei-
der wurde nun die Deckschicht ihres Flachdachs undicht und es regnet ein. (Der
Wassereintritt soll auf den Warmedurchgang keinen Einfluss haben.)

1. Gehen Sie von einer Aulentemperatur T, = —5°C aus. Auf welchen Wert 17
miissen Sie die Raumtemperatur einstellen, damit die Deckschicht gerade gefriert
und so ein weiterer Wassereintritt verhindert wird? Welche Verlustleistung stellt
sich je m? Deckenfliche ein?
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2. Thre Heizungsregelung hélt die Raumtemperatur konstant. Drauflen kiihlt es auf
Too = —15°C ab und es beginnt zu schneien (Wérmeleitfihigkeit von Schnee
Az = 0.4 W/(mK), Warmeiibergangskoeffizient zwischen Schneeoberfliche und
Umgebungsluft g = 20 W/(m? K)). Ab welcher Dicke der Schneeschicht miissen
Sie wieder einen Wassereintritt beftirchten?

Lésung von Aufgabe B.15. Es handelt sich um ein stationéres 1-dimensionales Wér-
meleitproblem mit konvektiven Randbedingungen. Die Decke ist aus zwei Schichten
mit jeweils homogener Warmeleitfahigkeit aufgebaut.

1. Fur die Warmestromdichte folgt geméaf (3.87)

4 =on(Tr =T(0) = %(T(O) — T(dy))
A 1 (B.179)
= ?j(T(dl) —T(dy + d3)) = a(T(dy + do) — Two)

wobei das Wandtemperaturprofil mit 7'(z) bezeichnet wird. Die Deckschicht
gefriert, wenn T'(d; + d2) = 0°C gilt. Daraus folgt die Verlustleistung je m?

Deckenflache W
q= ag(T(dl + dg) — Too) =50 E . (B.lSO)

Unter Verwendung von (B.179) fiihrt dies auf die Innentemperatur

Tr =Ty — T(0) + T(0) — T(dy) + T(dy) — T(dy + do) + T(dy + do) =
_ 4 4di qd» — 9°
= - + N + e +T(d1+d2)—20 C.
(B.181)

2. Die Wirmestromdichte muss weiterhin den Wert ¢ = 50 W/m? gemi8 (B.180)
haben, da sich unterhalb der Deckschicht nichts dndert. Es wird von einem
idealen Wéarmeiibergang zwischen Deckschicht und Schnee ausgegangen. Fiir
die Warmestromdichte durch die Schneeschicht mit der unbekannten Dicke d3

gilt analog zu (3.89)
T(dy +d2) — T,
j= Tdtd) =T (B.182)
X T ag
Mit T'(d1+d2) = 0°C und T, = —15°C folgt daraus die Dicke der Schneeschicht

T(dy +doy) —Toy 1
(1+,2) _ >:0.1m.

ds = )\3<
q a3

(B.183)

Aufgabe B.16 (Abkiihlen eines Zylinders). In Abbildung B.24 ist der Querschnitt
eines zylindrischen Festkérpers mit der Warmeleitfdhigkeit A = 0.1 W/(m K), dem
Radius R = 0.2m, dem aktuellen Temperaturfeld 7'(¢,z,y,z) und der homogen
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verteilten aktuellen Oberflichentemperatur Tg = 50°C skizziert. Zwischen dem
Zylinder und dem umgebenden Fluid mit der Temperatur 7o, = 20°C kommt
es liber die Mantelfliche ausschliellich zu konvektivem Warmeaustausch mit dem
Wirmeiibergangskoeffizienten o = 5 W/(m? K). An den Stirnflichen des Zylinders
treten adiabate Randbedingungen auf.

Abbildung B.24: Zylinder.

Fiir die Mantelfliche des Zylinders sollen die aktuelle Warmestromdichte ¢ und
der aktuelle Temperaturgradient VI berechnet werden. Wie grof3 ist der aktuell
pro Einheitslidnge des Zylinders tiber dessen Mantelfliche abgegebene Warmestrom
G°? Wie andert sich der Temperaturgradient qualitativ im Laufe der Zeit, wenn die
Anfangstemperatur des Zylinders homogen war?

Losung von Aufgabe B.16. Da die Oberflachentemperatur Ts aktuell homogen ist,
miissen VT und q an der Mantelfliche stehts normal auf diese stehen. Zufolge der
konvektiven Randbedingung ergibt sich aus (3.23) die Warmestromdichte

q(t, Rcos(p), Rsin(p), z) = a(Ts — T )e, = 150 W/m? e, (B.184)

mit dem nach auBern gerichteten Einheitsvektor e, = [cos(p) sin(y) 0]T gemif
Abbildung 3.2a. Mit dem Fourierschen Wérmeleitgesetz fiihrt dies auf den Gradien-
tenvektor
) Ts — T,
VT(t, Rcos(y), Rsin(p), z) = —% = —O‘(SA"O)eT = —1500K/me, . (B.185)
Um den pro Einheitsldnge des Zylinders iiber die Mantelfliche abgegebenen Wéarme-
strom ¢° zu berechnen, wird q - e, (vgl. (A.11)) iiber den Umfang integriert.

2T 2T
q° = / q-eRdp= / a(Ts —Tw)Rdp = a(Ts — To) R2m = 60r W/m .
0 0

(B.186)
Durch den Abkiihlvorgang sinkt die Oberflichentemperatur des Zylinders im Lau-
fe der Zeit. Folglich nimmt auch die Amplitude des Temperaturgradienten VT
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an der Mantelfliche ab. Nachdem der Zylinder vollstandig abgekiihlt ist (theore-
tisch erst nach unendlich langer Zeit), gilt ¢(t, Rcos(¢), Rsin(p), 2) = 0 W/m? und
VT'(t, Rcos(p), Rsin(p), z) = 0 K/m.

Aufgabe B.17 (Elektronisches Bauteil). Ein elektronisches Bauteil mit der Hohe h ist
wie in Abbildung B.25 skizziert auf der Oberfliche einer Platine angebracht. Betrachtet
wird der stationédre Zustand. Wahrend des Betriebes wird die konstante volumetrische
Verlustleistung go (Einheit W/m?3) homogen im gesamten Inneren des Bauteils frei.
Die homogene Wirmeleitfihigkeit des Bauteils ist mit A gegeben. Uber die Bodenfliche
(Kontaktrandbedingung) wird an die Platine die konstante Wéarmestromdichte ¢
abgefiihrt. An der Deckflache tritt nur konvektive Wérmeiibertragung mit dem
homogenen Warmeiibergangskoeffizienten « auf. Die in einiger Entfernung der Platine
vorherrschende ungestorte Umgebungstemperatur sei 7.

T
T(h),

- |

Abbildung B.25: Elektronisches Bauteil auf Platine.

Platine

v

Es wird angenommen, dass die Temperaturverteilung im Bauteil homogen in
Breiten- und Tiefenrichtung ist, und somit nur von der Koordinate z abhéngt. Ein
allfalliger Warmeaustausch iiber die Seitenflichen des Bauteils sei vernachlassigbar
klein.

Berechnen Sie die aus der Oberfliche z = h austretende Warmestromdichte ¢;
und in weiter Folge die dort herrschende Oberflaichentemperatur 7'(h) des Bauteils.
Berechnen Sie die Temperaturverteilung 7'(z) im Bauteil.

Lisung von Aufgabe B.17. Aufgrund der angegebenen Randbedingungen (Seitenfla-
chen adiabat, homogene Verhéltnisse an der Bodenfliche, homogene Verhéltnisse an
der Deckflache) sind alle GréBlen im Bauteil homogen in Breiten- und Tiefenrichtung.
Folglich handelt es sich um ein 1-dimensionales Warmeleitproblem (in Richtung z) fiir
die unbekannte Temperaturverteilung 7'(z). Als Kontrollvolumen kann das gesamte
Bauteil verwendet werden. Wir nehmen an, dass dieses Bauteil die Grundfliche A
besitzt (welche sich im Zuge der Rechnung zwangslaufig wegkiirzen muss).

Aus der Energieerhaltung fiir ein geschlossenes System (A.10) erhdlt man im
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stationdren Fall dE
C0=Q+ P (B.187)

Eine allfillige mechanische Leistung ist nicht zu berticksichtigen (Pne = 0), da es sich
um einen inkompressiblen Bauteil handelt. @ ergibt sich aus den Wérmestromdichten
an der Boden- und Deckfliche in der Form

Q=—Ag — Ads . (B.188)

Hier sind beide Vorzeichen negativ, da @ bei einem Warmeeintrag in das Kontrollvo-
lumen positiv gezahlt wird. Die gesamte elektrische Verlustleistung ergibt sich in der
Form

P, = Ahgy . (B.189)

Einsetzen in (B.187) und Umformen nach ¢y liefert
g = goh — iy - (B.190)
Da an der Deckflache ausschliellich Konvektion auftritt, gilt
Gy = a(T(h) — Tws) | (B.191)

woraus .
goh — av

T(h)=To + L =T +
(6% «

(B.192)

folgt.
Zur Berechnung der Temperaturverteilung 7T'(z) wird zunéchst basierend auf (3.5)
die stationdre 1-dimensionale Warmeleitgleichung

2T
0= \—~ B.193

angeschrieben. Am Rand z = 0 folgt die Randbedingung

. oT
Q=5 N (B.194)

Am Rand z = h kann (B.192) als Dirichletsche Randbedingung verwendet werden.
Zweifache Integration von (B.193) liefert

902>

mit den noch zu bestimmenden Integrationskonstanten Cy und Cy. Aus der Randbe-
dingung (B.194) folgt ‘
Cy = % (B.196)
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und damit weiters aus (B.195) und (B.192)

_ goh*  @h goh — G goh*  quh
Co = T(h) + “5- = 5= = Toa + = SN (B.197)
Riickeinsetzen in (B.195) liefert die gesuchte Temperaturverteilung
goh—a 90,2 o2 | B
T(2) = Tog + 20— % 4 J0p2 B, ny. B.1
(2) + 5 +2)\(h z)—l—)\(z h) (B.198)

Aufgabe B.18 (Elektrisches Kabel). In Abbildung B.26 ist ein elektrisches Kabel
bestehend aus einem elektrischen Leiter und einer Isolierung dargestellt.

Isolierung T;(r), A\;

« < -0

q, q

Luft T
Leiter T,.(r), \;, pe

Abbildung B.26: Elektrisches Kabel bestehend aus einem Leiter und einer Isolation.

Durch den Leiter flieit der Strom I und erzeugt dadurch Warme (ohmsche War-
mequelle). Das Kabel héngt frei in der Luft, welche eine konstante Temperatur T,
aufweist. Zwischen der Isolierung und ihrer Umgebung findet ein Warmeaustausch
statt. Die nach innen positiv gezdhlte Wéarmestromdichte an der Oberfliche der
Isolierung sei ¢.

Der elektrische Leiter hat den Radius r;, die Wérmeleitfahigkeit \; und den spezifi-
schen ohmschen Widerstand p.. Die Temperatur im Leiter wird mit 7j(r) bezeichnet.
Die Isolierung hat den Auflenradius r; und die Warmeleitfahigkeit \;. Die Temperatur
in der Isolierung wird mit 7;(r) bezeichnet. Zwischen der Isolierung und dem Leiter
herrscht ein idealer Warmeiibergang, d. h. Tj(r;) = T;(r;). Alle Materialparameter
sind konstant und die Lidnge des Kabels ist sehr viel grofler ist als die Querschnitts-
abmessungen r; und 7;.

Gesucht ist der stationidre radiale Temperaturverlauf im Kabel. Wie muss der
AuBlenradius r; der Isolierung gewahlt werden, um eine minimale Kerntemperatur
T1(0) zu erreichen?

Lésung von Aufgabe B.18. Aufgrund der Rotationssymmetrie und der grofien Lange
des Kabels kann das stationdre Temperaturfeld im Leiter, d. h. im Bereich r € [0, 7],
aus der stationaren Form

l;dr dr

0=\ 1d (rdTl(r)) +g (B.199a)
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der Warmeleitgleichung (3.5b) in Zylinderkoordinaten berechnet werden. Hierbei ist
g die homogene volumetrische Ohmsche Warmequelle. Als Randbedingung bei r = 0
folgt aus dem Fourierschen Gesetz (3.1)

d

—T =0. B.199b
e GOl I ( )
Eine zweite Randbedingung ist mit

Ti(r) = Ti(r1) (B.199¢)

gegeben. Fiir die Isolierung im Bereich r € (7, ;] gilt analog

1d/ d
=\Ni——|r—T; B.2
0= (r - ,,(r)) , (B.200a)
wobei es hier keine Warmequelle gibt. An der Oberfliche tauscht das isolierte Kabel
Energie mit der Umgebung aus. Mit dem Fourierschen Gesetz folgt an dieser Stelle

d
T
dr (r)

-4 (B.200b)

T=r; )\1

Im néchsten Schritt sollen die Losungen obiger Differenzialgleichungen bestimmt
werden. Durch Umformen und Integration von (B.199a) folgt

d T Cl

—Ti(r)=—-g—+ — B.201

dr 1) gZAl + r (B.201)
mit der Integrationskonstante C. Sie muss geméf der Randbedingung (B.199b) den
Wert C7 = 0 haben. Durch erneute Integration und Einfithrung der Kontakttemperatur
Ty = Ti(r;) folgt das Temperaturprofil im Leiter zu

"2 _ 2
Ty(r) =Tp +g l% (B.202)
Fiir die volumetrische Wéarmequelle gilt geméf (3.77)
7 \?
9=l I3 = pe <le7r> : (B.203)

wobei J der Stromdichtevektor ist. Fiir die auf die Kabellinge bezogene erzeugte
Wiérme (dissipierte Leistung je Einheitsldnge) ergibt sich daher
12

2
— . B.204
grim = pe o ( )
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Fiir die Isolierung folgt durch zweifache Integration von (B.200a) und Einsetzen der
Randbedingungen T}, = T;(r;) und T, = T;(r;) das stationdre Temperaturprofil

In( L
Ti(r) = Ty + (Tp — Tk)<> . (B.205)

Die durch die Ohmschen Verluste eingebrachte Warme geméaf (B.204) muss im
stationdren Fall vollstdndig tiber die Mantelfliche des Kabels abgefiihrt werden.
Folglich gilt fiir den auf die Kabellinge bezogenen konvektiven Warmestrom ¢° an
der Oberfliche der Isolierung

1'2

— pe—— = 4" = q2mr; = a(Teo — Tp)2mr; . (B.206)
Tl s

Daraus kann mit (B.204) die Oberflichentemperatur

2
pel
oz2rirl27r2

(B.207)

berechnet werden. Weiters muss das Fouriersche Gesetz auch an der Kontaktflache

r = r; gelten, d. h.
d q°

ANi—T; = .
dr (r) |”:Tl 27y

Einsetzen von (B.205) in (B.208) liefert unter Berticksichtigung von (B.204) und
(B.207) den Zusammenhang

T
pd® [ 1 1“(77)
T. =T, — ] . B.209

F o 2rim? (ari * i ( )

(B.208)

Nun kann mit (B.202) und (B.203) die Kerntemperatur des Leiters

pd? [ 1 ln(%) 1
T =Ty — B.21
() + 2rim? (am + A * 2\ ( 0)

angegeben werden. In Abbildung B.27 ist ein exemplarischer Temperaturverlauf im
Kabel gezeigt.
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T\

Abbildung B.27: Temperaturverlauf im Kabel.

Die Kerntemperatur wird vom Radius der Isolierung r; wie folgt beeinflusst: Fiir
grofleres r; steigt die abgegebene Warme durch Konvektion wegen der grofler wer-
denden Oberfliche. Es sinkt jedoch der Wérmestrom aufgrund der Wéarmeleitung
mit groBerer Dicke der Isolierung. Es kann also eine Extremwertaufgabe formuliert
werden und der optimale Radius r} der Isolierung folgt aus

d
—T;(0)=0 B.211
d?“i l( ) ( )
in der Form )
A B.212
=2 (B.212)

Aufgabe B.19 (Platte mit erzwungener Konvektion). Es soll die konvektive Wérme-
iibertragung an einer lings angestromten Platte mit konstanter Oberflichentempe-
ratur (vgl. Abbildung 3.3) diskutiert und anhand von exemplarischen Parametern
durchgerechnet werden.

Das stromende Fluid (Luft) habe dabei die konstante Temperatur T,. Die kon-
stante Stromungsgeschwindigkeit vor der Platte sei us = 5m/s. Die Stoffwerte von
Luft seien konstant und bekannt (siehe Tabelle B.1).

Parameter Wert
Wirmeleitfihigkeit A 0.026 W/(mK)
Dichte p 1.18 kg/m3
Kinematische Viskositit v 15.424-10"%m/s

Spezifische Wérmekapazitit ¢, 1005 J/(kgK)
Kritische Reynolds-Zahl Re, 3.2-10°

Tabelle B.1: Stoffwerte des Fluids (Luft).

Gesucht:

1. Wie grof ist die Prandtl-Zahl Pr des Fluids? Ist die termische Grenzschicht
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07 (z) oder die Stromungsgrenzschicht d,(x) dicker?

2. Wie lange darf die iiberstromte Platte maximal sein, damit sich keine turbulenten
Stromungen ausbilden?

3. Bestimmen Sie den lokalen Warmeiibergangskoeffizienten «, an den Stellen
21 = lem und 29 = 60cm. Wie erkldren Sie den Unterschied der beiden
Koeflizienten?

4. Sie kennen nun den genauen Verlauf des lokalen Wérmeiibergangskoeffizienten
«, im Bereich laminarer Stromung. Wie lautet die Berechnungsvorschrift fiir
einen mittleren Warmeiibergangskoeffizienten? Berechnen Sie den mittleren
Warmetibergangskoeffizienten « fiir eine Plattenldnge L von 60 cm.

5. Welche Dicken haben die termische Grenzschicht 7 (z) und die Strémungs-
grenzschicht 0, (z) bei 2 = 60 cm?
Lésung von Aufgabe B.19.

1. Die Temperaturleitfahigkeit a und die Prandtl-Zahl Pr errechnen sich mit den
Beziehungen (3.6) und (3.14) zu

A
PCp

Pr=2, Pr=69652-10"". (B.213b)
a

Aus (3.15) folgt damint, dass die Stromungsgrenzschicht d,,(z) immer diinner
ist als die thermische Grenzschicht 7 (z).

2. Mit der kritischen Reynoldszahl Re. und der konstanten Stréomungsgeschwin-
digkeit us laut Tabelle B.1 und (3.11) ergibt sich die kritische Lange x. zu

e = Re,— = 0.987m . (B.214)
3. Aus (3.18) folgt
A
a; = Nu,— (B.215)
X

da sowohl 1 und zs kleiner als z. sind, kann zur Berechnung der Nuflelt Zahl
Nu, die semiempirische Formulierung (3.19) verwendet werden. Es folgt

-3
oz, = 69.23 - 10 R (B.216a)
und W
-3
g, = 8.94-10 R (B.216b)
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Da die thermische Grenzschicht mit zunehmendem x dicker wird und der Warme-
iibergangskoeffizient in Bereichen laminarer Strémung die Proportionalitét
O X ﬁ aufweist, erscheint das Ergebnis (B.216) sinnvoll. Der Zusammenhang

Qp X %C ergibt sich, wenn (3.18) nach «, umgeformt wird und die beiden
Gleichungen (3.19) und (3.11) eingesetzt werden.

4. Aus (3.23)

1 (L 1 (L
q— 7/ G d = 7/ oy dz (T, — Tog) = (T} — Too) (B.217)
L Jo L Jo
folgt
1 L
o= —/ ay de . (B.218)
LJo

Der Integrand «,; ist fiir den laminaren Bereich durch

A A Uoo 1
+ = Nuz— = VRegp(Pr)— = /| — p(Pr)A\— B.219
0 = N T = VResp(Pr) T = \["SpPrr 7 (B219)

gegeben und der gemittelte Warmetbertragungskoeffizient (B.218) lautet

o= 2\/?¢(Pr)/\\/f . (B.220)

Fiir eine Plattenldnge L. = 60cm folgt durch numerische Auswertung der
gemittelte Warmeiibertragungskoeffizient

3 W

=10.725-10" .
@ m?2 K

(B.221)

5. Mit der Néherung (3.13) und der Beziehung (3.15) folgen die Dicken der beiden
Grenzschichten bei z9 = 60 cm zu

Ou(z2) = 6.8 mm (B.222a)
(5T(1'2) =7.6mm . (B.222b)

Wie es sein muss steht dies mit dem Ergebnis aus Unterpunkt 1 im Einklang.

Aufgabe B.20 (Temperaturmessung in einem Liiftungsrohr). Sie wollen die Lufttem-
peratur (7o) in einem Liiftungsrohr messen. Dazu installieren Sie ein Thermometer
(th) mittig im Rohr. Um eine moglichst genaue Messung zu erhalten sollen die Wir-
meiibertragung durch thermische Strahlung zwischen Thermometer und Rohrwand
(w) berticksichtigt und die Messung entsprechend korrigiert werden.
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Tin, €thy Ctth
o

Abbildung B.28: Temperaturmessung in einem Liiftungsrohr.

Annahmen:
Das Thermometer wird als vernachléssigbar klein im Vergleich zur Umgebung (Rohr)
und als konvexer Korper angenommen. D. h. das Thermometer beeinflusst die Strah-
lungsverhaltnisse im Rohr nicht. Weiters seien die Wandtemperatur T, die Emissivitat
der Thermometeroberfliche e, sowie der Warmeiibergangskoeffizient zwischen Luft
und Thermometer oy, bekannt und konstant. Sowohl Wand als auch Thermome-
ter werden als diffuse, graue Strahler behandelt. Die Gasstrahung in der Luft wird
vernachléssigt.

Die GroBen Ty, Tin, €, und ayy, sind bekannt. Die Lufttemperatur T, ist gesucht.
Es sind dazu folgende Punkte zu bearbeiten.

1. Stellen Sie die Sichtfaktormatrix fiir die gegebene Geometrie unter Beriicksich-
tigung der getroffenen Annahmen auf.

2. Berechnen Sie die Nettowdrmestromdichte ¢y, s welche das Thermometer zufolge
von thermischer Strahlung verldsst in Abhéngigkeit der Temperaturen T,, und
Ty, fir allgemeine Werte €, > 0 und e,

3. Geben Sie die Gleichung zur Berechnung der Lufttemperatur T, unter der
Annahme stationédrer Bedingungen an. Bestimmen Sie die Lufttemperatur T,
far Tw =20 OC,Eth = O.Q,Tth =3°C.

4. Wie kann das Messsystem verdndert werden um den fiir die Messung storenden
Einfluss der Warmeiibertragung durch thermische Strahlung zu verringern.

Lésung von Aufgabe B.20.

1. Da die einzigen strahlenden Korper die Wand (w) und das Thermometer (th)
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sind, hat die Sichtfaktormatrix F die Dimension 2 x 2.

Fyw F
F = l v “”“‘] (B.223)
Fihw Finn

Durch die geschlossene Wandfldche ist ein abgeschlossener Strahlungsraum
gegeben, was die Anwendung der Summationsregel erlaubt.

Die erste Annahme besagt, dass die Abmessungen des Thermometers verschwin-
dend sind. Daraus folgt zwangsléufig

Fym=0. (B.224)
Mit der Summationsregel (3.48) ergibt sich folglich

Fow=1. (B.225)
Das Thermometer ist ein konvexer Korper, weshalb

Fipth =0 (B.226)
gilt. Mit der Summationsregel folgt daraus noch

Fihw =1. (B.227)

Die vollstandige Sichtfaktormatrix (B.223) lautet damit

10
F = L 0] . (B.228)

2. Es werden nun die Nettowdrmestromdichten zufolge thermischer Strahlung
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gemdf (3.52) berechnet. Dies ergibt

q= q‘j;” ] = (E — F)(E — (E — diag{e})F) ' diag{e}oT*

o o[t o] [t-ew 0 [t 0]\ [ew 0] [T
ot S (o R o ) N A |
~[o o cw 0] Jew 0] [T2
o I P I e 1

G

11 o
Ew 1_5th Ew

0
B Ltho’(ﬂi - Tfé)] '

(B.229)

Hierbei ist ¢, die Nettowadrmestromdichte, welche die Wand zufolge von ther-
mischer Strahlung abgibt. Auffillig sind hier der Wert ¢,, = 0 und die Unab-
héngigkeit der Lésung von ¢,,. Da die Rohrwand ausschliefSlich mit sich selbst
thermische Strahlung austauscht, muss fiir die Nettowdrmestromdichte ¢, = 0
gelten (die Ausstrahlung entspricht der Einstrahlung). Bei der Unabhéngigkeit
der Losung von &, ist allerdings zu beachten, dass obige Rechnung nur fiir
€w > 0 giiltig ist. Nur dann emittiert die Rohrwand tatsichlich thermische
Strahlung.

3. Neben der thermischen Strahlung zwischen Thermometer und Rohrwand kommt
es auch zu einer konvektiven Warmeiibertragung zwischen Thermometer und
Luft. Mit dem Warmeiibertragungskoeffizienten ayy, ergibt sich fiir die konvektive
Wirmestromdichte (vgl. (3.9¢))

dn ke = e (Ton — Tio) - (B.230)

Die Warmestromdichte ¢, wurde hier vom Thermometer abgehend posi-
tiv angenommen, wie dies auch fiir die Warmestromdichte ¢, s zufolge von
thermischer Strahlung gilt. Stationdr muss

dth,s + Gnk = 0 (B.231)

d.h.

am(Tin — Too) + gth0-<Tt%z - Tfu) =0 (B.232)
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gelten. Daraus folgt die gesuchte Gleichung

EthO
Too = Ton + 22 (T}, = T3 . (B.233)
Qth

Mit den gegebenen Werten Ty, = 20°C, &4, = 0.9 und Ty, = 3°C folgt T, =
1.66 °C.

Dieses Ergebnis ist plausibel. Nachdem die Wand wesentlich warmer als das
Thermometer ist, wird dem Thermometer durch Strahlung Energie zugefiihrt.
Damit diese Energie wieder durch Konvektion abgefithrt wird, muss die Luft-
temperatur T, somit niedriger als die Temperatur T;; des Thermometers
sein.

4. Aus Gleichung (B.233) folgt, dass fiir einen geringeren Strahlungseinfluss die
Emissivitdt des Thermometers g4, verringert oder der Warmeiibergangskoeffizi-
ent oy, erhoht werden muss. Ersteres kann durch geeignete Wahl des Materials
fiir die Thermometeroberflache (spiegelnde Oberfliache) erreicht werden. Um den
Wiérmeitibergangskoeffizient oy, zu erhdhen, kann die Umstromung des Ther-
mometers verdndert werden. Zum Beispiel konnte versucht werden turbulente
Stromungsverhéltnisse zu erzeugen (kleine Abmessungen des Thermometers,
hohe Stromungsgeschwindigkeit des Fluides), da im turbulenten Bereich der
Wiéremeiibergangskoeffizient hoher als im laminaren Bereich ist (vgl. hierzu
auch Abschnitt 3.2.1).

Aufgabe B.21 (Sichtfaktorberechnung fiir einen Industrieofen). Im Innenraum eines
Industrieofens liegen drei lange Stahlblocke By, Bs und Bs. Die Situation ist in
Abbildung B.29 dargestellt. Die Blécke haben einen quadratischen Querschnitt mit
der Seitenléinge a und liegen im Abstand a nebeneinander. Der innere Umfang Uy
des Querschnitts der Ofenwand betragt 24a. Der Ofen wird so betrieben, dass die
innere Wandoberfldche stets die konstante Temperatur 74 hat. Die Gasatmosphére
im Ofen ist fiir Warmestrahlung durchléssig.
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T4, U4 = 24a

B, B, B

[

Abbildung B.29: Ofen mit drei Stahlblocken.

Fir die vorliegende Geometrie ist der Strahlungsaustausch zu modellieren. Dabei
kann die Temperatur der einzelnen Korper und Oberflichen homogen angenommen
werden. Weiters soll untersucht werden, ob die Stahlblécke gleich schnell erwérmt
werden, sofern sie gleiche Emissivitat, Warmekapazitdt und Anfangstemperatur
To < T4 haben. Der Warmeaustausch durch Konvektion ist dabei zu vernachlassigen.

Lésung von Aufgabe B.21. Die Ofengeometrie wird aufgrund der Lénge der Stahlblo-
cke nur im Querschnitt betrachtet, also zweidimensional. Der Strahlungsaustausch
zwischen den Blocken und der Ofenwand wird mit der Netto-Strahlungsmethode
beschrieben.

Die Sichtfaktormatrix F wird zunéchst entlang der Hauptdiagonale fiir jede konvexe
Fléche mit Null befiillt.

Fi1 Fig Fiz3 Fu 0
F: F: F: F: -0 - -

po |f P P Ful (B.234)
F31 F3p F33 F3y - - 0 -

Fy Fip Fiz Fuy

Zusétzlich ist die Sicht zwischen By und B3 durch Bs blockiert, sodass
F=| o (B.235)

gilt.
Als néchstes soll Fo berechnet werden. Hierzu gibt es zwei Moglichkeiten:
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e Crossed-Strings Methode: Da die Konturen von B; und By jeweils geschlos-
sene Kurven darstellen, wéahlt man zuerst einen (weitgehend beliebigen) Anfangs-
bzw. Endpunkt fiir die jeweilige Kontur (siehe Abbildung B.30). Geméa$l der
Crossed-Strings Methode (siehe (3.73)) ergibt sich

7 _ (2a+Vv2a) + (4a+V2a) —da—4a  2v2a—2a V2-1
2 2 X 4a 8 4

(B.236)

¢ Aufteilung der Oberfliche: Der Sichtfaktor Fis beschreibt den Teil Ji9 der
Ausstrahlung J;, welcher von B; abgestrahlt wird und auf By auftrifft, d. h.

Fpp =22 (B.237)

Nun wird, aufgrund der homogen angenommenen Oberflichentemperatur von
B1, gerade ein Viertel der gesamten Austrahlung J; an der rechten Seitefliche
abgegeben. Es ist damit nur noch erforderlich, den Sichtfaktor zwischen rechter
Seite von By und der Oberfliche von By zu berechnen. Gemaf3 der ersten Zeile
von Tabelle 3.1 egibt sich daher

Fiy = 1(;@(2\@a - 2a)> _ V21 (B.238)

4 4
a a a

a B3 a a By a
a a a

Abbildung B.30: Crossed Strings Methode fiir den Sichtfaktor Fis.

Da die geometrischen Beziehungen zwischen den Koérpern B; und Bs sowie Bo
und Bjz dquivalent und symmetrisch sind, gilt Fios = Fo1 = Fh3 = Fso. Fiir die
Sichtfaktormatrix folgt damit

0 F 0
Fiy 0 Fy -

F=|" 2o (B.239)
0 F 0

Die iibrigen Eintrdge konnen durch Anwenden der Sichtfaktoralgebra ergénzt werden,
d. h. mithilfe der Summationsregel (3.48) und dem Reziprozitétsgesetz (3.46).
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Aus (3.48) ergeben sich zunéchst die Eintriage Fi4, Fby, F34 in der Form

0 F12 0 1—F12
Fis 0 Fip 1-2F;
0 Fio O 1— Fio

F = (B.240)

Weiters ergeben sich mit (3.46) die Eintrage Fy1, Fy2, Fy3 und schlieflich mit (3.48)
der Eintrag Fy4. Dies liefert die vollstdndig berechnete Sichtfaktormatrix

0 F12 0 1-— F12
Fio 0 Fio 1—2Fy

F = (B.241)
0 F12 0 1-— F12
1—Fio 1—-2Fo 1—F1o 3+4Fio
6 6 6 6
Aus (3.52) folgen damit die Nettowdrmestromdichten
q = diag{e}(E — F(E — diag{e}))"Y(E — F)oT" . (B.242)

Es wird nun angenommen, dass die Blocke By, B und B3 mit gleicher Anfangs-
temperatur Ty und zum gleichen Zeitpunkt in den Ofen eingelegt werden. Auflerdem
besitzen sie die gleichen Materialeigenschaften (Emissivitiat ey = g9 = €3 = ep und
Wirmekapazitiat). Um zu priifen, ob die Blocke gleich schnell erwédrmt werden, geniigt
es, den Fall T1 = T = T3 = T mit einer beliebigen Temperatur T < T, und die
zugehorigen Nettowédrmestromdichten ¢p, ¢o und ¢z, zu betrachten. Der Block mit der
kleinsten Nettowdrmestromdichte (positiv bei Warmeabgabe) erwérmt zum jeweiligen
Zeitpunkt am schnellsten. Zum Startzeitpunkt ist 77 = Ty = T3 =T mit Tg = Tj
jedenfalls erfiillt. Wiirde sich die Temperatur der Blocke zu einem spéteren Zeitpunkt
wieder angleichen, so gilt wieder dieselbe Argumentation wie zum Startzeitpunkt.

Wertet man (3.50) in Vektorschreibweise fiir dieses Beispiel aus, so ergibt sich

G = F (o diag{e}T* + (E — diag{e})G) =

G1 0 Flg 0 1—F12 SBTg (1 —€B)G1
G2 _ F12 0 F12 1-— 2F12 o EBTé + (1 — EB)GQ
Gg 0 F12 0 1—F12 Z:“BTé (1 —€B)G3
G4 1—512 1—26F12 1—512 3+%F12 54Tzf (1 _ 54)G4
(B.243)

Da hier G1 und G3 vollkommen symmetrisch auftreten (der Block By und der Block Bs
werden genau gleich erwirmt), gilt G; = G3. Subtrahiert man unter Beriicksichtigung
dieser Identitét das (1— Fi2)-fache der zweiten Zeile von (B.243) vom (1 —2F)2)-fachen
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der ersten Zeile von (B.243), so ergibt sich

(1 =2F12)Gy — (1 — F12)Gay =

4 (B.244)
— FlQUEBTB — 2F12(1 — 63)(1 — F12)G1 + F12(1 — 63)(1 — 2F12)G2 5

so dass nach kurzer Umformung und Beriicksichtigung von (3.51)

1— F12 + F12(1 — 83)(1 — 2F12)
Fio
>0

(GQ — Gl) = EB(O'Té — Gl) = (jl (B.245)

folgt. Wegen Ts < T} stellen die Blocke die kéltesten Punkte im Ofen dar und es
miissen folgende Ungleichungen erfiillt sein ¢; = ¢3 < 0, g2 < 0 und ¢4 > 0. Folglich
gilt G1 > G2, was unter Verwendung von (3.51) auf

(h:(jg:é‘B(JTé—Gl) S&?B(JTé—GQ):CjQSO (B.246)

bzw.
|G1] = lds] > |g| (B.247)

fihrt. Die Wéarmestrome in die Blocke B; und Bj sind also betraglich hoher als
der Warmestrom in den Block Bs. Daher werden die Blocke By und Bjs schneller
aufgewarmt als der Block Bs.

Aufgabe B.22 (Sichtfaktorberechnung fiir einen Reflow-Lotofen). Beim Reflow-Loten
zur Herstellung elektronischer Schaltungen wird eine mit SMD-Bauelementen bestiick-
te Platine moglichst homogen erhitzt, so dass das geschmolzene Lot die Bauelemente
mit der Leiterplatte verbindet. Abbildung B.31 zeigt einen schematischen Aufbau
eines Reflow-Lotofens (Breite 4L, Hohe 2L, Tiefe > 4L). Aufgrund der GroBenver-
héltnisse kann von 2-dimensionaler Strahlung ausgegangen werden. Die drei elektrisch
beheizten, zylinderformigen Heizstrahler (Radius R) geben Strahlungsenergie an ihre
Umgebung und damit auch an die Oberseite der Platine ab.
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6’0 o

Strahler

Platine

Abbildung B.31: Schematischer Aufbau eines Reflow-Lotofens mit zylinderférmigen
Heizstrahlern.

Ziel dieser Aufgabe ist die Berechnung der 5 x 5 Sichtfaktormatrix F = [Fj;]; j—=1,..5
fiir das Innere des Ofenraums. Der Strahlungsraum besteht dabei aus den drei
Strahlern, der Platine und der Wand des Ofens. Fiir die Berechnung der Sichtfaktoren
kann die Crossed-Strings Methode in Kombination mit dem Reziprozitdtsgesetz und
der Summationsregel verwendet werden.

Lésung von Aufgabe B.22. Zur Berechnung der Sichtfaktoren wird zunéchst Abbildung
B.32 betrachtet.

Abbildung B.32: Sichtfaktorberechnung fiir einen Reflow-Lotofen mittels Crossed-
Strings Methode.

Vier Schniire sind im Inneren des Strahlungsraums gespannt. Es werden die Winkel
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a(z1,y1) und B(z1,y1) definiert durch die rote und die blaue Schnur um den Heiz-
strahler 1 als Funktionen der Koordinaten (1, 1) des Mittelpunktes von Heizstrahler
1 bestimmt. Diese Winkel ergeben sich zu

N —RZ> _atan<\/(4L—x1)2+y% —R2)

a(ry,y1) =27 — atan( 7 7

(.’El ) (4L — T )
—atan| — | — atan
Y1 Y1

(B.248)
Tyt - R? AL — 22 + 4% — R
B(z1,y1) = atan @ 1 atan \/( x1)? +yi
. R (B.249)

(5) e (52)
—atan| — ) — atan .
n Y1

Der Umschlingungswinkel v der um die Heizstrahler 2 und 3 gespannten blauen
Schnur lasst sich mittels

_ L? - (2R)%)
v =2r —2 atan<2R> (B.250)

berechnen. Im néchsten Schritt werden die abgewickelten Langen der seitlichen (roten)
und der gekreuzten (blauen) Schniire bestimmt. Diese lauten

Liy(z1, 1) = \/fU% +yi - B2+ \/(4L — 1) +yf — R? + Ra(z1,51)  (B.251)
Liy(z1,91) = \/fﬁ% +yi — R?+ \/(4L —x1)? +yi — R? + R(2m — B(21,51))

(B.252)

L33 = 2L + 27R (B.253)

LYy = 2/L? — (2R)?) + 7R . (B.254)

Mit den obigen Vorbereitungen kénnen nun die Sichtfaktoren Fi4, Foq und Fbg unter
Verwendung der Crossed-Strings Methode (3.73) bestimmt werden.

Fiy = ﬁ(ﬂﬁ(iﬁhyl) = Lis(z1, 1)) = %(27 —B(L, L) —a(L, L)) (B.255)
Fo = %(zﬂ _B(2L,L) - a(2L, L)) (B.256)

_ 1 g _ 7158 — 1 2 _ 2 _ _
Py = (L8 — L) = (/L2 = (2R)?) +2yR —2L —2rR)  (B.257)

Da die Heizstrahler konvexe Korper sind und der Heizstrahler 2 die Sicht zwischen
den Heizstrahlern 1 und 3 vollstdndig verdeckt, gilt

Fyy =Fy =F33=F3=F;=0.
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Mit dem Reziprozititsgesetz, der Summationsregel und unter Verwendung der Sym-
metrie folgen fiir die Heizstrahler 1, 2 und 3

Fio = Fo1 = F39 = I3
F34 = Fiy

Fi5 =F55=1—Fiy— F12
Fos =1 — Fo1 — Fog — Foy .

Die iibrigen Sichtfaktoren ergeben sich mit dem Reziprozitdtsgesetz und der Summa-
tionsregel in der Form

27R 2mR

Fy=Fs=""F Fyy=Fyy=—"F

11 a3 = — 7 Fa 51 53 = 7 115

2R 2R

Fio="F Fro = —F¢

2=t 52 = g7 I

4L

Fiuu=0 Fry = —F,

14 pa= g7l
Fys =1 —Fy — Fyo — Fy3 Fs5 =1 — F51 — F50 — F53 — F54 .

Aufgabe B.23 (Strahlungsschild). Abbildung B.33a zeigt einen Querschnitt durch Ihre
zylinderférmige Edelstahlthermoskanne. Sie besteht aus zwei durch eine Vakuumkam-
mer getrennte Edelstahlrohre mit den Durchmessern dy und dy. Die Wanddicke der
Rohre sei vernachléssigbar klein. Die Grund- und die Deckfliche der Thermoskanne
soll ideal isolierend sein (adiabate Randbedingung). Vereinfachend soll die Temperatur
des inneren Rohres stets exakt der Temperatur der warmzuhaltenden Fliissigkeit
Ty entsprechen. Auflerdem soll die Temperatur des dufleren Rohres stets exakt der
Umgebungstemperatur 75 entsprechen.

l Edelstahlrohr Edelstahlrohr
- Vakuumkammer
‘ .
, }
o
a) :
Abbildung B.33: Querschnitt einer Thermoskanne, a) mit zwei Rohren, b) mit drei

Rohren.

Leider héalt Thre Thermoskanne den Inhalt fiir einen langen Tag an der Universitét
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nicht ausreichend warm. Uberlegen Sie, ob die Situation durch Einziehen eines dritten
Rohres mit einem Durchmesser dy € (dy, d2) in die Vakuumkammer verbessert werden
kann (siehe Abbildung B.33b). Um welchen Faktor dndert sich durch diese Mafinahme
der Gesamtverlustwiarmestrom? Gehen Sie davon aus, dass alle Rohre graue Strahler
sind und die gleiche totale Emissivitit € besitzen.

Lisung von Aufgabe B.23. Zunéchst soll fiir den aktuellen Aufbau der Thermoskanne
(Abbildung B.33a) der Verlustwdrmestrom berechnet werden. In der Vakuumkammer
kann Wérme ausschliellich durch thermische Strahlung iibertragen werden. Da das
innere Rohr von auflen gesehen ein konvexer Korper ist, gilt fiir den Sichtfaktor
Fyo = 0 und aus der Summationsregel (3.48) folgt

Foo+ Foz = Fopz =1 (B.258)
Mit dem Reziprozitatsgesetz (3.46) folgt daraus

do do
Foo=—Fyp = — . B.259
20 =5 Foe = ( )

Fiir den Sichtfaktor Fyy ergibt sich geméf der Summationsregel (3.48) Fyy + Foy =1

Frp—1- %0 (B.260)
do
Mit der Sichtfaktormatrix
0 1
F=|d, ) do (B.261)
do da

errechnen sich die Nettowdrmestromdichten geméf (3.52) in der Form

—1

l%} :[ 1 —1] 1 —(1-¢) o cE lTﬂ

—go _% % —(1_5)% 1_(1_5)( _%> d@?;}\TQALJ
——

E-F E—(E—diag{e})F T

B o IS
1+ (1—e)d|-% L)1

(B.262)
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G2 G2

a) b)

Abbildung B.34: Warmestromdichten in den Wanden einer Thermoskanne, a) mit
zwei Rohren, b) mit drei Rohren.

Hierbei wurden, wie in Abbildung B.34a skizziert, sowohl ¢g als auch ¢2 nach auflen
hin positiv gezédhlt. Fiir den aktuellen Aufbau der Thermoskanne ergibt sich daher
der auf die Rohrlédnge bezogene Verlustwéarmestrom

¢° = qodom = Gadam = ko2 (TS1 - T24) (B.263a)

mit der Abkiirzung
eom

A (B.263b)
% +(1- 5)%

ko2 =
Hieraus folgt, dass die Rohre fiir eine gute Isolierwirkung moglichst aus Material mit
einer kleinen totalen Emissivitit ¢ sein sollten. Rostfreier Stahl erfiillt dies (je nach
Oberflachenstruktur) einigermaflen gut.

Es sei nun 77 die Temperatur des im gednderten Aufbau neu eingezogenen Rohres
mit dem Durchmesser d;. Da auch die Wanddicke dieses Rohres vernachléssigbar
klein ist, kann dieses keine Warme speichern. Folglich miissen die Warmestromdichten
an dessen innerer und duflerer Oberflache gleich sein. Diese Wéarmestromdichte soll
mit ¢; (positiv nach aufien, sieche Abbildung B.34b) bezeichnet werden. Véllig analog
zu (B.263) ergibt sich fiir den gednderten Aufbau bei individueller Betrachtung der
beiden Vakuumkammern

¢° = dodom = drdim = Gadam = kou (T3 — T ) = ko (T} — T3 (B.264a)

mit den Abkiirzungen

EOT

kop = ———2° (B.264b)
% + (1 - 6)(%1
eom
| K — (B.264c)
dfll + (1 - 6)%
Wird in (B.264a) T; eliminiert, so folgt daraus
. koiki2  (pa
= — Ty — Ty ) . B.265
q ko1 + F1o ( 0 2) ( )
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Ein Vergleich mit (B.263) ergibt, dass sich der Gesamtverlustwérmestrom durch das
Einziehen des dritten Rohres um den Faktor

ko1k 1 1
kOQ %4—(2—6)%—#(1—6)%_

1

dndert. D. h. der Gesamtverlustwirmestrom nimmt durch die Mafinahme signifikant ab.
Das eingezogene dritte Rohr wirkt als Strahlungsschild, ohne dass dabei die Baugrofie
der Thermoskanne verdndert wird. Soll der Gesamtverlustwirmestrom durch die
Mafinahme beispielsweise halbiert werden, so folgt aus (B.266) der erforderliche
Durchmesser des zusétzlichen Rohres mit

2—¢
dy=v—7—7 - (B.267)
Das Ergebnis (B.266) zeigt aulerdem, dass die grofitmogliche Verbesserung erzielt
wird, wenn das zusétzliche Rohr den Durchmesser d; — dy aufweist.

Hinweis: Die Zeitdauer, die verstreicht wihrend der Inhalt der Thermoskanne
von einer gewissen Anfangstemperatur auf ein bestimmtes Temperaturniveau
abkiihlt, dndert sich durch die Mafinahme um den Kehrwert von (B.266). Diese
Aussage folgt z. B. aus der (hier nicht betrachteten) Differentialgleichung fiir die
Temperatur Ty. Diese Differentialgleichung ergibt sich aus dem Energieerhal-
tungssatz (A.17) angewandt auf den Inhalt der Thermoskanne.

Aufgabe B.24 (Rettungsdecke). In diesem Beispiel soll der Nutzen einer Rettungsdecke
zum Warmbhalten eines Korpers analysiert werden. Dazu soll in weiterer Folge die
idealisierte 2-dimensionale Situation in Abbildung B.35 betrachtet werden.

Rettungsdecke (As, €2)
Kérper (11, Ay, €1)

Abbildung B.35: Korper mit Rettungsdecke.

Der Korper sein konvex und ist charakterisiert durch die Oberfliche A;, die
Emissivitdt e;1 = 0.5 und die homogene Oberflichentemperatur 77. Die Rettungsdecke
besteht aus einer diinnen, metallisierten Kunsstoffolie, hat die Oberfliche As und
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besitzt eine beidseitige Emissivitiat eo = 0.5. Da die Rettungsdecke sehr diinn ist, kann
angenommen werden, dass ihre Warmekapazitat und ihr Warmeiibergangswiderstand
gegen Null gehen. Daraus lédsst sich ableiten, dass die Temperatur an der Innenseite
und Auflenseite der Decke gleich sein muss. Vereinfachend soll in weiterer Folge
Aoy = A gelten, d.h. die Decke ist eng anliegend um den Korper gewickelt. Es kann
angenommen werden, dass die Umgebungstemperatur T, konstant ist und es gilt
To < T1. Weiters soll ausschlieBlich Warmeiibertragung durch thermische Strahlung
beriicksichtigt werden, d.h. die Warmeleitung durch Kontakt sei vernachléssigbar
gering.

Um wie viel reduziert sich der Warmestrom @ an die Umgebung zufolge thermischer
Strahlung, wenn der Koérper in die Rettungsdecke gewickelt wird?

Losung von Aufgabe B.2j. 7Zu Beginn wird die thermische Abstrahlung des Kor-
pers ohne Rettungsdecke an die Umgebegung mithilfe der Netto-Strahlungsmethode
berechnet. Die Variablen dieser Rechnung werden mit hochgestelltem I bezeichnet.

Da der Kérper konvex ist, gilt fiir seinen Sichtfaktor auf sich selbst F; = 0. Zufolge
der Summationsregel (3.48) muss dann F{__ = 1 gelten. Weiters bildet die Umgebung
(welche als unendlich ausgedehnte Hohlkugel betrachtet werden kann) fiir sich einen
unendlich ausgedehnten, geschlossenen Strahlungsraum. In diesem Strahlungsraum
ist der Korper mit finiter Grofle vernachlédssigbar klein, d. h. als einzige Oberfliache
tritt die Umgebung selbst auf, so dass fiir die Sichtfaktoren der Umgebung unter
Einhaltung der Summationsregel (3.48) F.L_ =1 und (3.48) FL, = 0 gelten miissen.
Dies ergibt in Matrixschreibweise

0 1
F! = LJ 1] : (B.268)

Die Nettowarmestromdichten ergeben sich nun laut (3.52) zu

g = (E-F)) (E - (E — diag(e’ ))FI )_1 diag(e!)oT?_ .

-1
1 11 —1+4e] [a 0] ., e —e1] (B.269)
= UTI—OO — O-TI—OO .
0 0|0 €00 0 ex 0 0
Hierbei enthilt der Vektor €/ = [g; e,]T die Emissivititen und T}_ = [T3+ T4]T

die vierten Potenzen der Oberflichentemperaturen. Erwartungsgeméf ist die vom
Korper abgestrahlte Warmestromdichte unabhéngig von der Emissivitat der Um-
gebung. Aus der ersten Zeile von (B.269) ldsst sich die vom Korper abgestrahlte
Nettowdrmestromdichte ablesen. Der abgestrahlte Gesamtwarmestrom ergibt sich
somit zu

Q' = oAy (T~ TL) . (B.270)
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Die Variablen im Falle des mit der Rettungsdecke umwickelten Koérpers werden mit
hochgestelltem 11 bezeichnet. In diesem Fall sind zwei getrennte Strahlungsraume
separat zu beriicksichtigen. Ein Strahlungsraum wird von der Koérperoberfliche und
der Innenseite der Rettungsdecke gebildet. Der zweite Strahlungsraum wird von
Auflenseite der Rettungsdecke und der Umgebung gebildet. Wird der Kérper dicht
in die Rettungsdecke gewickelt, so sieht der Korper genau die innere Oberfliche
der Rettungsdecke und vice versa. Unter Verwendung der Summationsregel (3.48)
ergeben sich damit die Sichtfaktoren in Matrizenschreibweise zu

g fo1
F/7 = L o} . (B.271)

Die Nettowarmestromdichten zwischen dem Korper und der Rettungsdecke ergeben
sich nun laut (3.52) zu

-1
Q12 = (E—FH) (E - (E - diag(EH)FH)) diag(e'!)oT] ,

-1
1 -1 1 e1—1 g1 0.4
= 0 T —
[—1 1 ] [52—1 1 ] lo sj =2 (B.272)
OE1E2 1 -1 4
= Ti 5.
I—-(1—-e)(l—e2)|-1 1

Hierbei enthélt der Vektor e/! = [¢; £5]T wieder die Emissivitditen und T} , =

[T} THT die vierten Potenzen der Oberfliichentemperaturen. Aus der ersten Zeile von
(B.272) lasst sich die vom eingewickelten Koérper abgestrahlte Nettowdrmestromdichte
ablesen. Der abgestrahlte Gesamtwarmestrom ergibt sich somit zu

= 7 —T15 ) . B.273
1-2 1—(1—61)(1—62)( 1 2) ( )

Analoge Uberlegungen wie im Falle des Kérpers ohne Rettungsdecke ergeben die den
abgestrahlten Gesamtwirmestrom an der Auflenseite der Rettungsdecke in der Form

05l = eaio (T4 — T,). (B.274)

2—o00

Durch Vernachlédssigung der Warmekapazitit der Rettungsdecke folgt aus dem
Energieerhaltunggsatz

N, =Qi . (B.275)

2—o00

Wird in (B.273) und (B.274) T5 eliminiert, so ergibt sich

51 oe1624; 4 4
= 7 -T.) . B.2
Q 1 — (1 — 51)(1 IR 52) +e; ( 1 oo) ( 76)
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Somit kann die relative Reduktion des Warmestromes aus dem Verhaltnis

- o A

Q! _ P gy Py e (T} = T) _ )

Q! UglAl(Tfl_Télo) 1-(1-e)(l—e2)ter (B.277)
0.5

0.4

T 1+(1-05)(1-05)+05

bestimmt werden. Die Verwendung einer Rettungsdecke reduziert den Wérmestrom
durch thermische Strahlung also erheblich. Die Rettungsdecke wirkt als Strahlungs-
schild.

Aufgabe B.25 (Warmestrahlung in zylindrischem Sackloch). Das in Abb. B.36 dar-
gestellte, kreisrunde Sackloch gibt durch Strahlung Wérme an die Umgebung mit
der Temperatur T, ab. Die Mantelflache besitzt die homogene Temperatur T;. Die
Bodenflache besitzt die homogene Temperatur T5. Beide Fldchen kénnen als schwarze
Kérper angesehen werden. Das im Sackloch enthaltene Gas sei fiir die Warmestrahlung
transparent.

Umgebung mit Temperatur T

i @ Ve

Ty

L

>

|l
]

Abbildung B.36: Zylindrisches Sackloch.

e Berechnen Sie die relevanten Sichtfaktoren.

o Berechnen Sie den vom Hohlraum an die Umgebung abgestrahlten Gesamtwér-

mestrom.
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o Gegebene GrofBen:

Temperatur Mantelfliche 77 = 1500 K
Temperatur Boden 5, = 1700 K
Umgebungstemperatur Too = 300 K
Hohe L = 015 m
Durchmesser D = 0075 m

Losung von Aufgabe B.25. Es werden zunichst die Sichtfaktoren berechnet. Da
die Umgebung als unendlich ausgedehnt angenommen wird, erreicht die gesamte
Strahlung welche das Sackloch durch die obere kreisfsrmige Offnung verlisst die
Umgebung. Die Sicht von den Flichen im Sackloch auf die Umgebung entspricht
der Sicht der Flachen im Sackloch auf eine gedachte Kreisscheibe welche genau die
obere kreisformige Offnung verschlieBen wiirde. Dies kann bei der Berechnung der
Sichtfaktoren ausgeniitzt werden.

Hinweis: Abbildung B.37 skizziert die geometrische Anordnung zweier par-
alleler Kreisscheiben a und b mit identischer Mittelachse. Fiir den Sichtfaktor
zwischen diesen beiden Kreisscheiben findet man zum Beispiel in [B.1] die Be-

rechnungsformel
Ta Ty
== = — B.2
r=o 5 y=o (B.278a)
1+92
=1 B.278b
z + = (B.278b)
Fo= Mooz —a(™) (B.278¢)
ab = 9 z z = . . ¢
Ty
9 A
<
Y

Abbildung B.37: Skizze zur Sichtfaktorberechnung fiir zwei parallele Kreisschei-
ben mit identischer Mittelachse.

Mit (B.278) angewandt auf Boden- und (offene) Deckfliche des Sacklochs aus
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Abb. B.36 folgt
D

pr— = — B.2
T=yY=or (B.279a)
20\ 2
=9 =) =1 B.2
S ( D) 8 (B.279b)
1
Fso = 5(2 — V27— 4) = 0.0557 , (B.279¢)

wobei Fyo dem Sichtfaktor zwischen der Bodenflache und der Umgebung entspricht.
Damit folgt unter Ausnutzung der Summationsregel (3.48) und der Tatsache, dass
die Bodenflache konvex ist (Fh2 = 0), der Sichtfaktor zwischen der Boden- und der
Mantelfliche in der Form

Fo1 =1 — Fyoo = 0.9443. (B.280)

Mittels Reziprozitatsgesetz (3.46) folgt nun der Sichtfaktor zwischen der Mantel- und
der Bodenfléche

A D
L2Fy = Fy =0.1180 | (B.281)

Fro —
1270 4L

wobei fir die Flachen A; = DnL und Ay = D27r/4 gelten. Da die Boden- und die
(offene) Deckfliche symmetrisch zur Mantelfliche angeordnet sind, gilt

Fy_ = Fip = 0.1180. (B.282)

Der verbleibende Sichtfaktor F1; folgt aus der Summationsregel (3.48) in der Form

Fi1=1—Fig— Fieo =1 —2F15 = 0.7639. (B.283)

Mit der Annahme einer unendlich ausgedehnten Umgebung (A, = oo) folgen die
Sichtfaktoren der Umgebung mittels Reziprozitédtsgesetz (3.46) und Summationsregel
(3.48) in der Form

Fo1 = —Floo = B.284
1= h 0 (B.284)
A

Focy = " Fone = 0 (B.285)
Fooo = 1. (B.286)
Damit ergibt sich die Sichtfaktormatrix
Fii Fi2 Fio
F=|Fy 0 Fyl. (B.287)
0 0 1
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Da die Mantel- und die Bodenfliche schwarze Strahler sind, gilt
€1 = &2 = 1. (B.288)

Die Emissivitdat der Umgebung wird allgemein mit e, bezeichnet. Daraus folgt

1 0 O
diag{e} =0 1 0. (B.289)
0 0 esx

Mit (3.52) konnen damit direkt die Nettowdrmestromdichten
Q1
4= |¢ | = (E—-F)(E - (E - diag{e})F) ! diag{e}oT* (B.290)
(oo

berechnet werden, wobei T = [T} T Ts]". Auswerten der Teilmatrizen liefert

1-Fy —Fiu —Fie
(E—-F)=| —Fy 1 —Fyy (B.291)
0 0 0
10 o] "
(E— (E —diag{e})F)"'=1]0 1 0 = diag{e} ! (B.292)
_O 0 eso
und somit
Q1 (1 — F11)oT} — Fioo0Tyd — Fiooo T
q=|¢ | = — 0T + 0Ty — Fanoo T4, . (B.293)
oo 0

Aus dem Energieerhaltungssatz angewandt auf die thermische Strahlung im zylin-
drischen Sackloch folgt, dass der durch die (offene) Deckfliche an die Umgebung
abgestrahlte Gesamtnettowdrmestrom Qoo der Summe der Nettowdrmestrome welche
die Flachen 1 und 2 verlassen entspricht. Fiir den gesuchten Strahlungswérmestrom
gilt also

Qoo = A1G1 + A2go = 1312 W . (B.294)

Aufgabe B.26 (Stationdre Warmeleitung in einem Rohr). In einer isolierten, zylindri-
schen Rohrleitung stromt Heifldampf mit der Temperatur Tp. Die Temperatur der
Umgebung ist T7,. Die Warmeiibergangszahl an der Rohrinnenseite betragt «;, die
homogene Wirmeleitfihigkeit der Rohrwand ist A und die Warmeiibergangszahl an
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der Rohraufienseite betrigt a,. Der Innendurchmesser 2r; und der Auflendurchmesser
2r, sind gegeben.

A
aa Y Ta
/
- 3
..... &\ CE\\I
Dampf
\
Rohrleitung
Tr ! /

Abbildung B.38: Querschnitt einer Heildampfleitung.

 Berechnen Sie den stationéren, radialen Temperaturverlauf Tr(r) in der Rohr-
wand unter der Annahme, dass die Temperaturen T; und T, an der Innen- und
Auflenseite der Rohrwand bekannt sind.

o« Geben Sie nun den Wirmestrom Qy an, welcher durch eine Rohrleitung der
Lange L verloren geht. Bestimmen Sie dazu auch die Temperaturen T; und Ty,
an der Innen- und Auflenseite der Rohrwand.

Lésung von Aufgabe B.26.

Aus der Wérmeleitgleichung (3.5b) in Zylinderkoordinaten folgt unmittelbar die
Differentialgleichung fiir den stationéren, radialen Temperaturverlauf Tr(r) in der
Rohrwand zu

0= % (r dT(;f”) (B.295)
mit den Randbedingungen
Tr(ri) =T; (B.296a)
Tr(rq) = Tg. (B.296b)
Der Ansatz
dT(fy) = 070 (B.297)
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mit der Konstante ¢ erfiillt die Differentialgleichung (B.295), denn es gilt

d Co
0=—1(r—. B.298
dr (T T ) ( )

Der Ansatz (B.297) ldsst sich nun unter Beriicksichtigung der Randbedingung (B.296a)
durch Trennung der Variablen nach Tr(r) auflésen

Tr(r)

/ dTgr(r) = cO/Tidr (B.299)

Tr(r:) T
Tr(r) — Tr(r;) = co(ln(r) — ln(m)) (B.300)
Tr(r) =T} + co ln(:>. (B.301)

Die Konstante ¢y berechnet sich aus der Randbedingung (B.296b) in der Form
T, -T;
Co = .

ln<’;—‘%)

Damit lautet die Gleichung fiir den stationéren, radialen Temperaturverlauf

in()
ln(:—‘%) '

Die Warmestromdichte in der Rohrwand (nach auffen hin positiv) berechnet sich
geméf Fourierschem Gesetz (3.1) zu

(B.302)

Tr(r) =T+ (Ta = T7) (B.303)

(B.304)

) . dTg(r) _ NT; —T) 1
Gr(r) = —A dr ln(r—“> r

Ty

An der Innen- und AuBenseite der Rohrwand gelten die Robinschen Randbedingungen

qr(ri) = a;(Tp = T;) (B.305a)
qr(ra) = aa(To —T1) , (B.305b)

womit sich das lineare Gleichungssystem

ML=T) L _ o) (B.306a)
ln(%) T
ME—T) L _ o — 1) (B.306b)

ln<’;—‘:) Tq
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zur Berechnung der unbekannten Temperaturen 7; und 7, anschreiben lésst. Seine
Losung lautet

i NID + 1057000 ln<:—j)TD + rqag NI,

T, = (B.307a)
TG + 04T 0 ln(%) + T\
rio AT + 1047000 ln(%‘% Tr + reog\TT,
T, = - (B.307b)
Ti0GA + 04T 0l ln(:—‘:) + T\
Damit ergibt sich die Warmestromdichte in der Rohrwand zu
. Tp — T, 1
Gr(r) = ———————— = (B.308)
i + by ln(rj) + Tallq

Dieses Ergebnis stimmt mit (3.95) ausgewertet fiir eine einschichtige Rohrwand
iiberein. Der gesamte Verlustwirmestrom Qv durch eine Rohrleitung der Lénge L
kann nun als Fléchenintegral der Wéarmestromdichte ¢r(r) iiber die Mantelflache
berechnet werden.

. ) 2nL(Tp — T,
Qv = 2rmLin(r) = P —T)
+m(z) +

Ti0y Tala

(B.309)

Wie es sein muss, hingt Qv nicht vom Radius r ab.

Aufgabe B.27 (Raumheizung). Fiir den in Abbildung B.39 im Aufriss dargestellten
Raum, soll eine Wandheizung ausgelegt werden. Fiir die Berechnungen wird der Raum
in 2-D betrachtet und es wird angenommen, dass sich alle Gréflen im stationdren Zu-
stand befinden und die Temperaturverteilung in Hohenrichtung, sowie im Innenraum
homogen ist. Die Raumluft sei fiir thermische Strahlung transparent.
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Dammschicht
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Heizung
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>
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Abbildung B.39: Links: Aufriss des Raums, rechts: mit zusétzlicher Innenddmmung
(ab Aufgabe 2).

1. Berechnen Sie die Verlustwarmestromdichte durch die Wand (Abb. B.39 links)
bei der Luftinnentemperatur 7; und der homogen angenommenen Auflentempe-
ratur 7, mit den Wéarmeiibergangskoeffizienten «; und o, und den Wéarmeleit-
fahigkeiten A\, von Putz (Dicke d,) und A, von Ziegel (Dicke d,). Nehmen Sie
dabei an, dass im Rauminneren die Warmestrahlung vernachléssigbar ist, da
alle beteiligten Oberflichen etwa gleiche Temperatur aufweisen. Auch an der
Wandauflenseite soll Warmestrahlung keine Rolle spielen.

Nehmen Sie fiir die folgenden Aufgaben an, dass nun die Temperatur des Innenputzes
(Dicke 6),) mit einer integrierten Wandheizung konstant und homogen auf dem Wert
T, gehalten wird und eine Innenddmmsicht (Dicke d4) nachgeriistet wurde (vgl.
Abbildung B.39 rechts).

2. Wie dick muss die Innenddmmung (Wéarmeleitkoeffizient \;) zwischen der
beheizten Putzschicht und der Ziegelmauer gewahlt werden, so dass der Ver-
lustwérmestrom durch die Mauer nach Einbau der Wandheizung unverdndert
gegeniiber der Konfiguration ohne Wandheizung und Innenddmmung bleibt (bei

gleichbleibenden Temperaturen T; und Ty, sowie gegebener Putztemperatur
Tp).

3. Geben Sie den Temperaturverlauf in der Wand (mit Innenddmmung) in Ab-
hingigkeit der Koordinate x an. Skizzieren Sie diesen Verlauf qualitativ fiir
Az =2)g.

4. Ermitteln Sie den Sichtfaktor Fy p in Abhéngigkeit der in Abbildung B.39
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eingezeichneten Langen, wobei die Kontur H die beheizte Wand und die Kontur
D die Raumdecke mit den Léangen [; und [2 bezeichnen.

5. Die unbeheizte Seitenwand (Lénge lyy) und die Decke werden nun zur Kontur U
zusammengefasst. Nehmen Sie an, dass die Sichtfaktoren Fy g, Fgy und Fp s
gegeben sind und geben Sie die Berechnungsvorschriften fiir die restlichen Kom-
ponenten der Sichtfaktormatrix F in Abhéngigkeit der gegebenen Sichtfaktoren
und Léngen an.

6. Berechnen Sie fiir gegebene Wandtemperaturen 7Ty und Tp, gegebene Putztem-
peratur 7, gegebene Rauminnentemperatur 7; und gegebene Auflentemperatur
T, die notwendige Heizleistungsdichte ¢, der Wandheizung. Beriicksichtigen
Sie dabei auch die thermische Strahlung im Rauminneren und nehmen Sie die
gleiche Emissivitét e fiir alle Oberflichen an.

Lésung von Aufgabe B.27.

1. Die Berechnung der Verlustwirmestromdichte durch die einzelnen Wandschich-
ten fithrt zu den Beziehungen

é=%@—%0i§=ﬂ—ﬂi (B.310a)
. >\p . 6p

¢ =5 (Tpi = Tei) = 4y~ = Tpi = T (B.310b)
p 4
LAz 02

q= ?(TZ’L - Tza) = C])T =T, —T., (B310C)

q = Oéa(TZa - Ta) = i = Tza - Ta; (B310d)
Qg

mit den unbekannten Temperaturen 7}, an der Innenseite des Putzes, T%; an
der Innenseite der Ziegelwand (zugleich Auflenseite des Putzes) und 7%, an der
AuBlenseite der Ziegelwand. Aus (B.310) ergibt sich fiir die Temperaturdifferenz

(E - Ta) = (T’z - sz) + (sz - Tzz) + (Tzz - Tza) + (Tza - Ta)

4 0% 0 G (B.311)
o +q)\p +q)\z +aa
und daher fiir die gesuchte Verlustwéarmestromdichte
i= —(T; ~T.) . (B.312)

%) z Qq

Loy gy
P

Der Proportionalitéatsfaktor zwischen der Temperaturdifferenz und der Warme-
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stromdichte wird auch als Warmedurchgangskoeffizient

1
k= (B.313)

bezeichnet.

2. Die Forderung nach einem unverédnderten Warmeverlust bedingt die Bezichung
4 = Gneu- (B.314)

Aufgrund der Dirichlet Randbedingung zufolge der integrierten Heizung in der
geddmmten Wand, folgt
Qneu = kneu (Tp - Ta) (B315)

und somit

(T, — Ta) = kneu(Tp — To). (B.316)

Der Warmedurchgangskoeffizient ke, der gedimmten Wand ergibt sich geméafl
der obigen Vorgangsweise bzw. gemafl (3.89) zu

1
kpew = +———— . B.317
Brkea o
Aus (B.316) und (B.317) folgt die gesuchte Dicke der Dammschicht
T, — 1T, 0 1
Sg=Mg| —2—2_ - — ). B.318
d d(k(,-rz - Ta) )\Z aa) ( )

3. Per Annahme ist die Temperatur in der beheizten Putzschicht homogen. Somit
ist in diesem Bereich die Temperatur 7}, konstant iiber z. In den dufleren beiden
Schichten nimmt die Temperatur mit der Koordinate x linear ab, wobei der
niedrigere Warmeleitkoeffizient der Ddmmung Ay < A, zu einer doppelt so
hohen Temperaturabnahme bezogen auf die z-Koordinate fiihrt.

T, fir 0 <z <,
T(x) =4 T, — 5 fiir 6, < x < 0, + 0g (B.319)
Ty — g5t — ¢ fiir 5, + 64 <@ < 0y + 64+ by

Dieser Temperaturverlauf ist qualitativ in Abbildung B.40 skizziert.
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0 5, (6,+6q) (6, +0q+6,)

Abbildung B.40: Qualitativer Temperaturverlauf in der beheizten Wand.

4. Fasst man die Konturen B und W zur Kontur B+W zusammen, so liefert die
Summationsregel (3.48)

Fyp=1-Fypyw — Fun . (B.320)

Die Zusammenfassung der Konturen B und W erleichtert die Sichtfaktorberech-
nung, da damit direkt die zweite Berechnungsformel aus Tabelle 3.1 verwendet
werden kann. Es wére aber gleichermafien auch moglich, die Sichtfaktoren Fi p
und Fp w separat zu berechnen und zu addieren. Da es sich bei der Kontur H
um eine ebene Wand handelt, gilt Fg g = 0. Somit ergibt sich fiir den gesuchten
Sichtfaktor

1
— 1 2 _ 2 _ 2 2
FH,D 1 T (lH + \/y + (CC lH) \/y +x > (B.321)

Fy pyw aus Tabelle 3.1

mit y = Ip und = [y — lyy, also schliefflich

1
Fup=1-— 21H<ZH + \/1,2,3 + (=lw)? - \/l%B + (I — zW)Q) . (B.322)

5. Mit Fg g =0 und Fp g = 0 (ebene Flichen) lautet die Sichtfaktorenmatrix

0 Fuyu Fun
F=|Fuy Fou Fup| - (B.323)
Fpuy Fpuy 0

Mit dem Reziprozitéitsgesetz (3.46) und der Summationsregel (3.48) ergeben
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sich die vier iibrigen unbekannten Komponenten von F in der Form

lu

Fppg= TFH,B (B.324a)
B

Fow—-— M p (B.324b)

CE T ¥ L+ Y '
I

F = F B.324

U,B Ay B,U ( c)
1

F =1— —«+——(IgF +IlgF . B.324d

UU Lty t lw( BFBuU +1luFnu) ( )

6. Aus der stationdren Warmebilanz (d7'/ dt = 0) folgt
dp = Gneu + 4 (B.325)

mit e, geméB (B.315) und der Warmestromdichte ¢; welche die Wand H
(mit der Oberflichentemperatur 7),) in das Rauminnere abgibt. Die Wérme-
stromdichte ¢; setzt sich aus Anteilen zufolge Konvektion und Warmestrahlung
zusammen, d. h.

T4
p

Gi= 0T, —T)+[1 0 0c(B-F1-c) (E-F)o|TH| . (B.326)
v 4
Konvektion Ty

Wiérmestrahlung

Werden dieses Resultat und (B.315) in (B.325) eingesetzt, so folgt die gesuchte
Heizleistungsdichte
QP = kneu(Tp - Ta) + ai(Tp - ,Tz)
4
T,
+[1 0 0]e®-F(1-2) " (E-F)o|T}
T

(B.327)

Aufgabe B.28 (Auskiihlen eines Permanentmagent-Synchronmotors). Abbildung B.41
zeigt den vereinfachten Querschnitt eines Permanentmagnet-Synchronmotors (PMSM).
Die Temperatur im Stator und im Rotor sollen jeweils als homogen angenommen
werden. Als Warmequelle fungiert die Statorwicklung (gesamter Stator), in der die
homogen verteilte Verlustleistung P auftritt. Zwischen der Stator-Oberfliche und
der Umgebungsluft mit der konstanten Temperatur T, tritt konvektive Warmeiiber-
tragung mit dem Warmeiibergangskoeffizienten o, auf. Zwischen Rotor und Stator
kommt es durch den Luftspalt zu konvektiver Wéarmeiibertragung mit dem Wér-
meiibergangskoeffizienten aprg, welcher stark von der Drehzahl des Rotors abhéngt.
An den Stirnflichen des Motors herrschen adiabate Randbedingungen. Weiteres soll

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



B Aufgaben zum Selbststudium Seite 221

Wiérmeiibertragung aufgrund von thermischer Strahlung vernachléssigt werden. Die
Parameterwerte des Systems sind in Tabelle B.2 angegeben.

ms, cps, P, Ts(t)

Stator
mg, CpR7 Tr(t) (—\ SR
Rotor
OO
dr
ds

Abbildung B.41: Querschnitt einer elektrischen Maschine.

Parameter Wert Beschreibung
l 0.15m Lénge des Motors

dr 0.03m Durchmesser des Rotors

dg 0.08 m Durchmesser des Stators

mpg 0.2kg Masse des Rotors

mgs 0.25kg Masse des Stators

CpR 380J/(kgK)  Spezifische Warmekapazitiat des Rotors
Cps 380J/(kgK)  Spezifische Warmekapazitit des Stators
QRS0 100W/(m?K) Wirmeiibergangskoeffizient zwischen

Rotor und Stator im Stillstand
QRSN 3750 W/(m? K) Wirmeiibergangskoeffizient zwischen
Rotor und Stator bei Nenndrehzahl
Qoo 50W/(m?2K)  Wirmeiibergangskoeffizient zwischen
Statoroberfliche und Umgebung
Too 20°C Umgebungstemperatur

Tabelle B.2: Parameterwerte einer elektrischen Maschine.

1. Der PMSM wird zunéchst bei einer konstanten Last und Drehzahl (Nenndreh-
zahl) betrieben. Dementsprechend stellen sich fiir eine konstante ohmsche Ver-
lustleistung P konstante Temperaturen ein. Bestimmen Sie die stationdren Werte
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der Temperaturen Ts und T fiir eine konstante Verlustleistung P = 56.55 W
im Stator.

2. Untersuchen Sie den Abkiihlvorgang der elektrischen Maschine im Stillstand
(Drehzahl 0, Verlustleistung P = 0 W). Verwenden Sie als Anfangsbedingungen
die in Punkt 1 berechneten Temperaturen.

3. Untersuchen Sie den Abkiihlvorgang der elektrischen Maschine nach Wegfallen
der Last (verbleibende Verlustleistung P = 0.1 W) bei konstanter Drehzahl
(Nenndrehzahl). Verwenden Sie als Anfangsbedingungen die in Punkt 1 berech-
neten Temperaturen.

Lésung von Aufgabe B.28.

1. Aus dem Energieerhaltungssatz fiir geschlossene Systeme (A.17) folgen die
Differentialgleichungen fiir die beiden Temperaturen

chpRTR = OzRS’NldRW(TS — TR) (B.328a)
mgcpsTS =P - OzRS,NldRTF(TS —TR) — asoldsm(Ts — Too)- (B.328b)
Fithrt man die Abkiirzungen

OéRS’NldRﬂ' OéRS,NldRW « lds?T 1
kp= " ks = — o ko = — U= P+ kooToo
MRCpR mgcps mgscps mgcps

ein, so lasst sich (B.328) in Matrixschreibweise

T —k k T 0
S I n Bl T (B.329)
dt | Ts ks —(ks+koo)| |Ts 1

~—— X —— \P:./

darstellen. Die gesuchten stationdren Temperaturen ergeben sich aus der Losung
des Gleichungssystems

0 = Ax,, + Bug, (B.330)

mit ugs = ——— P+kooToo und P = 56.55 W in der Form x5 = [Thes Tos]T =

mscps

[50°C 50°C]7.

2. Da nun der Rotor still steht, muss argy in den Abkiirzungen kr und kg
durch agrggo ersetzt werden. Auflerdem ist fiir die Verlustleistung P = O0W
zu setzen. Eine Moglichkeit zur Losung des linearen Anfangswertproblems
(B.329) ergibt sich iiber die Laplace-Transformation. Hier reduziert sich die
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Losung im Bildbereich auf das Losen eines linearen Gleichungssystems. Die
Laplace-Transformierte von (B.329) lautet

sX(s) — xss = AX(s) + Ba(s) (B.331)

mit dem Anfangswert x5 aus Punkt 1. Die Losung im Bildbereich ergibt sich
daher in der Form

%(s) = (sE — A) (x4 4+ Bii(s)) (B.332)
—————
= ®(s)
mit
1 s+ks+keo knr
P(s) = B.333
(S) s% + (kR + ks + k;oo)s + krkoo ks s+ kg ( )
bzw.
2~ (3 + kR + koo>TR ss T kR(TS ss T ﬁ(s))
T = : ’ B.334
r(s) s2 + (kg + ks + koo)s + krkoo (B.334a)
. T, T U
To(s) = ksTr.ss + (s + kr)(Ts,s5 +0(s)) (B.334b)

2+ (kg + ks + koo)s + krkoo

Nach Einsetzen der Laplace-Transformierten des konstanten Eingangssignals

a(s) = ( L py k:ooToo> o(s) (B.335)
mMgCps

mit der Sprungfunktion o(s) kénnen durch Partialbruchzerlegung und inverse
Laplace-Transformation die Zeitverldufe

Ta(t) = (0.178Tp 5 + 0.503T,; )€™ + (0.282T 55 — 0.503Ts 5, ) '+
(50.399s — 61.5425¢*1t 1 11.143 5682t>ﬂ
(B.336a)
T(t) = (0.402T 5, + 0.282T5 o )" + (= 0.402T 5 + 0.718Ts 55 ) ™'+
(50.39gs — 34.496 s¢*1t — 15.903 se”t)ﬂ
(B.336h)
mit den konstanten Werten s; = —0.008 17571, s5 = —0.04515s~! und

1 °C 50-0.15-0.08 -7 _ °C °C
P Ty =0— 20— = 0. —
+ FooToo =0 S + 0.25 - 380 0 s 0-3968 s

u =
mgcps
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berechnet werden.

Die Temperaturen wéihrend des Abkiihlvorgangs sind in Abbildung B.42 darge-
stellt. Der Stator kiihlt erwartungsgeméaf schneller ab als der Rotor.

5047 °C [ —TR()
N 0

40T\ N\
o NN\
;tlnngun

5 4 6 8 10
Abbildung B.42: Abkiihlvorgang des Permanentmagnet-Synchronmotors bei
Stillstand.

3. Dreht sich die elektrische Maschine nach Wegfallen der Last mit konstanter
Drehzahl (Nenndrehzahl) weiter, so ergibt sich ein héherer Wéarmetibertragungs-
koeffizient, d.h. es ist wieder arg n statt argo zu verwenden. Eine geringe
Verlustleistung in Hohe von P = 0.1 W wird zur Aufrechterhaltung der Drehzahl
verbraucht. Abgesehen davon ist die Rechnung gleich jener in Punkt 2. Die
resultierenden Temperaturverldufe sind in Abbildung B.43 dargestellt. Auf-
grund des deutlich héheren Warmetibertragungskoeffizienten agg y ist nun der
Temperaturunterschied zwischen Rotor und Stator geringer als in Punkt 2.
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ot in min

29 4 6 8 10

Abbildung B.43: Abkiihlvorgang des Permanentmagnet-Synchronmotors bei Nenn-
drehzahl ohne Last.

Aufgabe B.29 (Gehause einer elektrischen Maschine).

Statorgehause

/ Statorwicklung

, /Kﬁhlrippe

Abbildung B.44: Querschnitt durch den Stator einer elektrischen Maschine.

Abbildung B.44 zeigt einen Querschnitt durch den Stator einer elektrischen Maschi-
ne. Die Statorwicklung hat den Auflendurchmesser d und die homogene Temperatur
Tw. Das Statorgehduse wurde aus Grauguss mit der konstanten Warmeleitfdhigkeit
A hergestellt. Auf das Gehduserohr mit dem Auflendurchmesser D sind N Kiihlrippen

mit dem Rechteckquerschnitt H x h aufgesetzt.
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Die Temperatur im Gehéduserohr kann naherungsweise stets als radialsymmetrisch
und homogen in axialer Richtung betrachtet werden. Zwischen der Gehaduseober-
fliche und der Umgebungsluft mit der konstanten Temperatur T, tritt konvektive
Waérmetibertragung mit dem Wéarmeiibergangskoeffizienten o auf. An der Kon-
taktflache zwischen Statorwicklung und Statorgehause tritt Warmeleitung mit dem
Waiérmeiibergangskoeffizienten o auf. Nach innen hin soll fiir die Statorwicklung eine
adiabate Randbedingung angenommen werden. In der Statorwicklung wird die auf
die Motorldnge bezogene Verlustleistung P° vollstdndig in Warme umgewandelt.

Berechnen Sie fiir die in Tabelle B.3 angegebenen Parameterwerte die Temperatur
Tw der Statorwicklung, die sich im stationdren Betriebsfall einstellt. Untersuchen Sie
dabei die Fille N = 0 (ohne Kiihlrippen) und N = 100 (mit Kiihlrippen).

Parameter Wert
d 500 mm
D 530 mm
h 4mm
H 80 mm
pP° 6 kW /m
Too 20°C
Qg 5000 W/(m? K)
Qoo 8W/(m?K)
A 50 W/(mK)

Tabelle B.3: Parameterwerte fiir das Gehause einer elektrischen Maschine.

Losung von Aufgabe B.29. Es sei Tg die (homogene) Oberflichentemperatur des
Gehéauserohres. Der auf die Rohrlénge bezogene Warmedurchgangskoeffizient zwischen
der Statorwicklung und der dueren Mantelfliche des Gehauserohres (Durchmesser

D) lautet analog zu (3.96)

2
= — (B.337)

L+%ln(%) ’

dag

so dass fiir den langenbezogenen Gesamtwirmestrom
¢° = (Tw — Tg)kg (B.338)

gilt.

Es soll nun L die Lénge des Gehduserohres bezeichnen und L >> h gelten. Folglich
haben die Rippen die Querschnittsfliche A = hL und den Umfang P = 2(h+ L) ~ 2L.
Uber eine einzelne Rippe flieBt gemiB (3.101b) der auf die Rohrlinge bezogene
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Warmestrom

Amsinh(mH) + as cosh(mH)

B.
Am cosh(mH) 4 ae sinh(mH) (B339

q;)c = \m(Te — Two)

mit der Abkiirzung m = /aoo P/(AA) ~ /200 /(AR) ab. Uber N Rippen flieit daher
der bezogene Warmestrom N q‘; ab.

Die Umfangsldnge der verbleibenden freien Oberfliche des Gehéuserohres (jener
Oberflachenbereich, der nicht von Rippen bedeckt ist) lautet in guter geometrischer
Néherung Dm — Nh. Folglich ergibt sich fiir den bezogenen Warmestrom iiber diese
verbleibende freie Oberflache

65 = (D7 — Nh) e (T — Tao) - (B.340)

Der bezogene Warmestrom ¢° geméaf (B.338) muss stationér nicht nur der bezogenen
Verlustleistung P° entsprechen, sondern auch der Summe der bezogenen Warmestrome
iiber die Rippen und tber die verbleibende freie Oberfliche des Gehauserohres, d. h.
es Mmuss

i = (Tw - Tk = Ndj + G
Amsinh(mH) + aoo cosh(mH)
Am cosh(mH ) + aoo sinh(mH)

= (Tg — To) <N)\hm + (D7 — Nh)aoo>

(B.341)
gelten. Nach Elimination der unbekannten Gréfle T; folgt daraus
¢° = (Tw — Two)K° (B.342a)
mit dem bezogenen Warmedurchgangskoeffizienten
k® = L — (B.342b)

1 Amsinh(mH)+aso cosh(mH)
BT (N)‘hm Vo zlt)I;h(TrnnH)Jroolzoo Z?Eh(ﬁm + (D — Nh)aOO>

fiir die gesamte Anordnung. Gleichsetzen von ¢° mit der laingenbezogenen Verlustleis-
tung P° liefert daher die gesuchte stationdre Wicklungstemperatur
PO
Tw =Tw + T (B.343)

Abschlieflend werden die Parameterwerte eingesetzt. Aus (B.337) ergibt sich

A\
ko = 3196.93 — .
0 mK
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Im Falle N = 0 (keine Rippen) folgen aus (B.342b) und (B.343) die Werte

W
k° =13.27T —
mK

Tw = 472.3°C .

Im Fall N = 100 ergeben sich die Werte

W
°=117.47 —
k 7 7mK

Tw =71.1°C.

Um die Wicklung vor Uberhitzung zu schiitzen, muss das Statorgehiuse also mit
Rippen ausgestattet werden.

Aufgabe B.30 (Doppelrohr-Gegenstromwirmetauscher). Schmierdl soll mit dem in
Abbildung B.45 skizzierten Doppelrohr-Gegenstromwéarmetauscher von 100 °C auf
60 °C gekiihlt werden. Durch das innere Rohr flieit Kiihlwasser, zwischen innerem
und duBerem Rohr stromt in entgegengesetzte Richtung das Ol. Der Wiarmetauscher
ist an der Mantelfliche als adiabat gegeniiber der Umgebung zu behandeln (perfekte
Isolation des duBeren Rohres). Der thermische Widerstand und die Dicke des inneren
Rohres seien vernachlissigbar. Der Warmetauscher befindet sich in einem stationéren
Betriebspunkt.

%Oéa Q; 01 %Auﬁeres Rohr
S

Th1 Th,2
—> /[ = —

Te1 Wasser T2
| <_:_I ................. l«—— D

Th,l Th, 2

I Inneres Rohr

Abbildung B.45: Doppelrohr-Gegenstromwérmetauscher.

Gegeben sind die folgenden Grofen.

Kihlwasser:

o Massenstrom 0.2kg/s
 Eintrittstemperatur 7i.» = 30°C
o Spezifische Warmekapazitat c, . = 4178 J/(kg K)

Schmierol:
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Massenstrom 0.1kg/s

Eintrittstemperatur 7}, 1 = 100 °C
Austrittstemperatur 7}, o = 60 °C

Spezifische Warmekapazitét ¢, , = 2131J/(kgK)

Warmetauscher:

o Durchmesser des inneren Rohres D = 25 mm
» Wasserseitiger Wirmeiibergangskoeffizient o;; = 2250 W /(m? K)
o Olseitiger Wirmeiibergangskoeffizient a, = 115.20 W/(m? K)

Gesucht sind die erforderliche Liange L des Warmetauschers, die Austrittstemperatur
T¢,1 des Kiihlwassers und die Temperaturverldufe beider Fluide.

Losung von Aufgabe B.30. Es kénnen direkt die Ergebnisse aus Abschnitt 3.4.4
verwendet werden. Die Trennwand zwischen den beiden Fluiden hat die effektive
Breite

b= Dn (B.344)

und fiir den Warmedurchgangskoeffizienten gilt geméaf (3.89)

1

(677 Qg
Mit der Hilfsgrofle

D
1 1

(6% Qq

K(z) = /0 " k(#)b(#) dF = kb = z (B.346)

geméaB (3.110b) folgen aus (3.111) die stationdren Temperaturverliufe

j Teq — T 1 1
Do) = Ty + Depeles Tt (4 (L 1 )peqq
' MRCp,h + MeCpe

i Ty, — T, 1 1
Te(z) =T, + iy (Tht — Ter) (1 — exp (—( + )K(w)

TRCph + McCp,c MhCph — MeCpe

mit € [0,L] und den Abkiirzungen T = T3(0) und T¢; = T.(0). Hierbei ist
noch die Grofe T;.; ungekannt und die Massenstrome sind mit den fiir den Gegen-
stromwarmetauscher korrekten Vorzeichen . < 0 und rizj, > 0 einzusetzen. Fir die
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Temperaturen am Rand = = L liefert die Auswertung von (B.347)

j c c Tc — 1T 1 1
Tha = Thy + (Ter = Tha) (1 —exp <—< + )kbL)) (B.348a)

MpCph + mccpyc mhcp,h mccp,c

ineon(Tnt — T 1 1
Ty = Ty 4+ TConTha = Ten) (1 —exp (—( + )k:bL)) (B.348h)

MpCp,h + MeCpc MpCph — MeCpc

mit den Abkiirzungen T}, o = T} (L) und Ti. o = Te(L). Aus (B.348) folgen nach kurzer
Umformung die gesuchten Gréfien

Thy —Thp2 1
L=—In[1+ : ’ B.349a
( c1(Te2 — Th) + co(Th — Thy) ) c3kb ( )
mpc
Toy = Tog + —2(Ty 0 — Thy) (B.349b)
MeCp e
mit den Abkiirzungen
=~ M. (B.350a)
MpCph + MeCpyc
¢ = —hph (B.350D)
MRCph + MeCpe
1 1
cg = + . (B.350c¢)

mhcp,h 'rhccp,c

Hinweis: Das Ergebnis (B.349b) kann alternativ auch direkt aus der Energie-
bilanz der ein- und ausstromenden Fluide berechnet werden.

Aus der numerischen Auswertung von (B.349) folgen die erforderliche Lénge
L = 22.9m des Wérmetauschers und die Austrittstemperatur 7., = 40.2°C des
Kiihlwassers. Die stationdren Temperaturverldufe der Fluide gemafl (B.348) sind in
Abbildung B.46 dargestellt.
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100 T T T T T T T T T - T

Abbildung B.46: Stationdre Temperaturverlaufe im Doppelrohr-Gegenstromwérme-
tauscher.

Aufgabe B.31 (Finite Differenzen Methode fiir ein durchstromtes Rohr). Ein Vierkant-
rohr wird von einem inkompressiblen Fluid durchstrémt (siehe Abbildung B.47). Das
Rohr hat die Liange L, den inneren Umfang U, die innere Querschnittsfliche A und
die Temperatur T,,. Das Fluid besitzt die Temperatur T'(x,t) mit dem Anfangswert
T(x,0) = Ty(x) zum Zeitpunkt ¢ = 0, bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v
durch das Rohr und hat die Dichte p, die spezifische Warmekapazitat c,, sowie die
Wiérmeleitfahigkeit A. Diese Parameter seien konstant und homogen. Der Druck im
Rohr sei konstant. Am offenen Rohrende bei x = 0 flieit das Fluid mit der Temperatur
To > T, in das Rohr ein. Bei = L stromt das Fluid aus dem Rohr aus, wobei hier der
rdumliche Temperaturgradient Null sein soll. Zwischen dem Fluid und der Rohrwand
findet ein konvektiver Warmeaustausch mit dem Warmeiibergangskoeffizienten o
statt.

T [ T,

/':L‘

Abbildung B.47: Mit einem Fluid durchstromtes Vierkantrohr.

Es wird angenommen, dass aufgrund von Verwirbelungen die Temperatur des
Fluids tiber den Rohr-Querschnitt ndherungsweise homogen ist. In Langsrichtung (-
Richtung) soll die Temperaturverteilung durch eine partielle Differentialgleichung samt

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



B Aufgaben zum Selbststudium Seite 232

zugehorigen Randbedingungen beschrieben werden. Weiters soll eine raumliche Dis-
kretisierung durch Anwenden der Finite Differenzen Methode mit einem regelméfigen
Gitter (siehe Abb. B.48) vorgenommen werden. Das so erhaltene Anfangswertproblem
soll in der Zustandsraumdarstellung

4
dt

mit den Eingangen T und 7;, und dem Zustandsvektor T angegeben werden.

oTo oTi o> T

T(t) = AT(t) + boTp + by Ty (B.351)

Ax Ax Ax R

< >l
< P

>
P

A

Abbildung B.48: Gitterpunkte fiir die ortliche Diskretisierung.

Lésung von Aufgabe B.31.

—)\%T(az, t) —L —)\a%T(a: + Az, t)

Abbildung B.49: Kontrolvolumen.

Die Beschreibung des Temperaturfeldes im Fluid wird im Folgenden iiber den Energie-
erhaltungssatz fiir offene Systeme gemafl (A.23) hergeleitet. Wie in Abbildung B.49
gezeigt, wird ein ortsfestes Kontrollvolumen V definiert durch das Intervall (z, z + Ax)
betrachtet. Da das Fluid inkompressibel ist, gilt ¢, = ¢, (vgl. Abschnitt A.4). Die
kinetische Energie des Fluids ist konstant (konstante Stromungsgeschwindigkeit, in-
kompressibles Fluid) und kann daher in der Betrachtung vernachléassigt werden. Es
tritt keine potentielle Energie auf. Es treten keine Druckdnderungen auf, d.h. dp = 0.
Folglich gilt e = u = h = ¢, T, wobei hier ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die
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Referenztemperatur zu Null gesetzt wurde. Mit diesen Vereinfachungen folgt aus
(A.23)

T+Ax ! ¢
/ E)pegz’)Adx’ — ph(w, t)Av + ph(z + Az, t) Av =
z+Az HT /’ t .
pcpA/ Si)da:' + pep(T(x + Az, t) — T(x,t))Av=Q + P+ P.y
(B.352)
wobei dem System weder technische noch elektrische Arbeit zugefiihrt wird und

daher P, = 0 und P,; = 0 gilt. Der Term Q beinhaltet alle Wérmefliisse in das
Kontrollvolumen V und setzt sich geméf (A.11) wie folgt zusammen

X o o T+Ax
Q= AA(aT(a: + Az, t) — a—T(x, t)) + / Ua(T, — T(2',t))da’
Xz T

i

Wiérmeleitung im Fluid in Richtung x Warmeaustausch mit Rohrwand

(B.353)
Einsetzen von (B.353) in (B.352) fithrt auf die integrale Formulierung
T+Ax o
pAc, / ST s’ + pep A(T(w + Az, ) = T(a, 1)) =
- AA(aT(:r tant) - 21 t)) +Ua / T - T 1))
- ax 9 am 9 . w 9 .
(B.354)

Um aus (B.354) eine partielle Differentialgleichung zur Beschreibung des Temperatur-
feldes im Fluid abzuleiten kann wahlweise der Grenziibergang Az — 0 durchgefiihrt
werden oder der Gaufische Integralsatz verwendet werden.

o Mboglichkeit 1, Grenziibergang: Fiir Az — 0 gilt

/ 0 B! ~ AT (1) (B.355a)
i 5 ', t)dr =~ xat x, .35ba,
T(x+ Az, t) = T(z,t) + AxaaxT(:c, t) (B.355b)

T+Az
/ (Tw — T, 1))dz’ ~ Ax(Ty — T(x,1)) . (B.355¢)

Einsetzen dieser Beziehungen in (B.354) und Division durch AAz fithrt auf

0 0 0? U
pcp(atT(x,t) + U&TT(az,t)) = )\wT(x,t) + ZOZ(Tw —T(x,t)) . (B.356)
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o Mboglichkeit 2, Gauf3lscher Integralsatz: Gemafl dem Gaufischen Integral-

satz gilt
T(x+ Aw,t) — T, t) = / e %T(m’, £)da’ (B.357a)
QT(ZL‘ + Az, t) — ET(I‘ t) = /I+Ax o T(2' t)da'. (B.357b)
ox ’ ox ’ . oz'? ’

Einsetzen dieser Beziehungen in (B.354), Umformung und Division durch A
fithrt auf die integrale Form

z+Az o o
0— / < - pcp<T(m', B+ o021, t))
; o o
) (B.358)

+ T(z',t) + ga(Tw — T(a:’,t))) da’ .

Aax’Q A

Die Gleichung (B.358) muss fiir beliebige  und Ax gelten, weshalb der Integrand
in (B.358) identisch Null sein muss. Dies ergibt wieder (B.356).

Im néchsten Schritt werden fiir die Rdnder x = 0 und = = L die Randbedingungen
angegeben. Aus der Systembeschreibung ergeben sich diese zu

T(0,t) =Ty > Ty, (B.359a)
0
Ba:T(L’t) =0. (B.359b)
Um eine eindeutige Losung fiir T'(x,t) zu erhalten, wird noch die Anfangsbedingung
T(x,0) = Ty(x) bendtigt.

Zur numerischen Losung dieses Anfangs-Randwertproblems wird die Finite Diffe-
renzen Methode herangezogen. Wie in Abbildung B.48 angegeben, besteht das hierzu
verwendete regelméflige Gitter aus vier Knotenpunkten mit der Ortsschrittweite
Az = L/3. Die Fluidtemperaturen an den Knotenpunkten j = 0,...,3 werden mit
Tj(t) = T'(jAx,t) abgekiirzt.

Die vorliegende Gleichung (B.356) ist eine sogenannte Diffusions-Konvektions-
Reaktions-Gleichung. Sie beinhaltet einen Diffusionsterm (zweite Ortsableitungen)
und einen Transportterm (erste Ortsableitung). Im Folgenden wird der Diffusionsterm
immer mit dem zentralen Differenzenquotienten (letzte Zeile in Tabelle 3.2) appro-
ximiert. Je nachdem, ob der Diffusionsterm oder der Transportterm dominant ist,
bietet sich die Verwendung eines anderen Differenzenquotienten zur Approximation
des Transportterms an. Der Transportterm wird daher einmal mit dem Riickwarts-
differenzenquotienten (zweite Zeile in Tabelle 3.2) und einmal mit dem zentralen
Differenzenquotienten (dritte Zeile in Tabelle 3.2) approximiert.

e Zentraler Differenzenquotient fiir Transportterm: Die Ortsableitungen
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werden in der Form

PG, 1) ~ ga (Tyoa(t) ~ (1) (B.360a)
2
TR, 0) % oy (Tya () — 2T5(8) + Ty (1) (B.360D)

approximiert. Fiir die Randbedingungen gilt (vgl. Abschnitt 3.6.1)

To = T()(t) (B.361a)
0= ﬁ(ﬂ(t) _T(t) — Tu(t) = To(t) (B.361b)

wobei Ty(t) die Temperatur an einem virtuellen Knotenpunkt mit der Position
L + Az (d.h. aulerhalb des betrachteten Gebiets (0, L)) ist. Durch Einsetzen
von (B.360) in (B.356) ergibt sich das fiir j = 1,2, 3 giiltige Differentialglei-

chungssystem
d A
Py T50) = g (T50) = 2150 + T2 (0)-

. Ua (B.362)
— B (T (8) = Toa(8) = — (T3(0) ~ Ta)

Beriicksichtigung der Randbedingungen (B.361), Division durch pc, und Um-
stellen der einzelnen Terme liefert die Zustandsraumdarstellung (B.351) mit
dem Zustandsvektor T(t) = [T} (t), Tx(t), T3(t)]T und

N -2 1 0 0 1 0
v a
A=—"— 11 2 1|-=—|-10 1|-—2E  (B.363)
c, Ax2 2Azx c, A
P 0 2 -2 0o 0o "
\ 1
v
by = B. b
0 (pcpr2+2Aaz> 8 (B.363D)
U 1
o
b, = B.363
=l (1.363¢)

o Riickwirtsdifferenzenquotient fiir Transportterm: Der Diffusionsterm
wird weiterhin mit (B.360b) approximiert. Statt (B.360a) wird nun der Riick-
wartsdifferenzenquotient

(i, 1)~ 3 (T3(0) ~ Ty (1) (B.364)
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verwendet. Einsetzen von (B.364) in die Randbedingungen (B.359) ergibt

T(_) = T()(t) (B365a)
0= Aix(:rg,(t) C D) — Ty(t) = T(b). (B.365D)

Es bleiben damit nur die Zustandsvariablen T\(¢)=[T}(t), T5(t)]" iibrig. Fiir sie,
d.h. fiir j = 1,2, folgt nach Einsetzen von (B.360b) und (B.364) in (B.356) das
Differentialgleichungssystem

STy 0) = 25 (T (8) 21,00 + T3 ()

=P Ty ~ Ty (1) — S (T3(0) ~ Ta)

(B.366)

Berticksichtigung der Randbedingungen (B.365), Division durch pc, und Um-
stellen der einzelnen Terme liefert die Zustandsraumdarstellung (B.351) mit
dem Zustandsvektor T(t) = [T1(t), To(t)]* und

A -2 1 v |1 O Ua
A= - — - E B.367
pepAx? [ 1 —1] Az [—1 1] pcpA ( 2)
A v 1

b — B.367b

0 (pcpr2 * Ax) L)] ( )
1

b, = 0% H . (B.367¢)
pcpA |1

Aufgabe B.32 (Elektrische Heckscheibenheizung). Ein PKW besitze eine d = 8 mm
dicke Heckscheibe aus Glas mit den homogenen thermischen Eigenschaften pc, =
2MJ/(m3K) und A = 0.75W/(m?K). Der PKW steht fiir lingere Zeit in einer
Garage mit einer Raumtemperatur von T4 = 5°C. Wéihrend einer Ausfahrt bei einer
konstanten Auflentemperatur von T, = —5 °C fillt die innere Oberflichentemperatur
der Heckscheibe unter den Taupunkt und die Scheibe beschldgt. Zehn Minuten nach
Beginn der Fahrt wird die elektrische Heckscheibenheizung mit einer Heizleistung
von p = 200 W/m? eingeschaltet, um das Beschlagen der Scheibe zu verhindern. Die
Lufttemperatur 77 im Inneren des Wagens wird von der Klimaanlage ab Beginn der
Fahrt mit 2°C/min erhoht bis sie T7 53 = 20 °C erreicht hat und danach wéhrend der
gesamten Fahrt konstant auf diesem Wert gehalten.
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d
/_\’—\/
Tr oo — | T Qo Tw
Heizschicht, p— Glas,
Ps Cpy A
q0 QOi
x
0 d
01 ... N "

Abbildung B.50: Querschnitt einer Heckscheibe eines PKW.

Wie in Abbildung B.50 skizziert befindet sich die Heizschicht an der Innenseite der
Heckscheibe. Vereinfacht soll die Heizschicht als vollflichig und vernachléssigbar diinn
betrachtet werden. Folglich muss keine Warmekapazitat der Heizschicht beriicksichtigt
werden. Der Warmeiibergang zwischen Heizschicht und Glas ist ideal. Zwischen der
Heizschicht und der Luft im Inneren des Wagens kommt es zu freier Konvektion mit
dem Wirmeiibergangskoeffizienten ag = 15 W/m?. Zwischen der Glasscheibe und der
duleren Umgebungsluft kommt es durch den Fahrtwind zu erzwungener Konvektion
mit dem Wirmeiibergangskoeffizienten as, = 70 W /m?2.

Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf des Temperaturfeldes in der Glasscheibe mit-
hilfe der Finite Differenzen Methode. Untersuchen Sie die Auswirkung der gewahlten
Ortsschrittweite auf die erzielte Rechengenauigkeit sowohl im transienten als auch im
stationdren Fall.

Losung von Aufgabe B.32. Es sei T(t,z) das 1-dimensionale Temperaturfeld in
Dickenrichtung (Ortskoordinate x € [0, d]) der Heckscheibe. Um dieses Temperaturfeld
zu berechnen, wird die 1-dimensionale Fouriersche Warmeleitgleichung

Or(t,z) _ | O*T(tx)

P2, 52 Va € (0,d), t >0 (B.368)

(vgl. (3.5a)) fir temperaturunabhéngige Warmeleitfahigkeit A numerisch mithilfe
der Finite Differenzen Methode gelost. In Ergidnzung zu (B.368) werden noch die

Anfangsbedingung
T(0,2) =Ta Vz € [0,d] (B.369)
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und die Randbedingungen
oT
po(t) = —)\a » +ao(T(t,0) — Tr(t)) vt >0 (B.370a)
= o
oT
0= )\a—x » Fao(T(t,d) — Too) vt >0 (B.370b)
= _(joo

benotigt. Die Warmestromdichten ¢y und ¢ an den Réndern der Glasschicht wurden
hierbei in positiver Richtung z positiv gezihlt (siche Abbildung B.50). Die Randbe-
dingungen beriticksichtigen den konvektiven Warmeaustausch mit der umgebenden
Luft und die Heizleistung der Heizschicht mit der Zeitfunktion

(B.371)

0 falls ¢ < 10min
po(t) = .

p sonst

Die Randbedingung (B.370a) folgt direkt aus dem Energieerhaltungssatz angewandt
auf die Heizschicht. Der rampenférmige Zeitverlauf der Lufttemperatur im Inneren
des Wagens ist in der Form

Ti(t) = min{TA +t-2 —(,], TLSS} (B.372)
min
gegeben, wobei hier ¢ in min einzusetzen ist. Die Anfangsbedingung (B.369) und der
Wert T7(0) entsprechen der Raumtemperatur in der Garage, da das Fahrzeug vor
Beginn der Fahrt dort lange stand.
Ahnlich wie in Abschnitt 3.6.1 werden fiir die Anwendung der Finite Differenzen
Methode das dquidistante Ortsgitter

d
x; = 1Az i=0,1,...,N, A.CC:N (B.373)
mit N > 1 und das dquidistante Zeitgitter
tj = jAt j=0,1,... (B.374)

definiert. Die Temperaturen an den Gitterpunkten werden in der Form T;(t) = T'(t, x;)
und T/ = T'(tj,x;) = T;(t;) abgekiirzt. Unter Verwendung von a = -2~ und der letzten

ven
Zeile von Tabelle 3.2 (zentraler Differenzenquotient fiir 2. Ableitung) ergibt sich aus
(B.368) die ortlich diskretisierte Differentialgleichung

Ti(t) = ﬁ(ﬂ_l(t) COTi(t) + Tian(t),  VE>0,i=1,2,...,N—1. (B.375)
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Sie gilt grundsatzlich auch fiir die Randpunkte ¢ = 0 und ¢ = N, wenn an den
Positionen x_1 und x4+ virtuelle Gitterpunkte eingefithrt werden. Die dann auftre-
tenden unbekannten Werte 71 (¢) und Ty (t) ergeben sich aus den Randbedingun-
gen (B.370), wenn darin die Ortsableitung mithilfe der dritten Zeile von Tabelle 3.2
(zentraler Differenzenquotient fiir 1. Ableitung) approximiert wird. Dies liefert

polt) = ~5a= (Ti(0) = To(0) + ao(To() - Ty(1)  Ve>0  (B3T6a)
0= A (Tvaa(t) ~ Tna () +omelTx(0) ~Tw) V>0, (B3T6D)

Werden aus diesen Gleichungen die Groflen T_1(t) und Ty1(t) ausgedriickt und in
(B.375) eingesetzt, so ergeben sich die ortlich diskretisierten Differentialgleichungen

To(0) = s (120 = o) + 52 0o(0) — o) - 1)) (B377)
Tn(t) = A2“2 (TN () = Tn(t) — %QW(TN@) - Too)) (B.377b)
fiir die Randpunkte. Mit dem Vektor T(¢) = [Ty(t) --- Tn(t)]T kénnen die Diffe-

rentialgleichungen (B.375) und (B.377) nun in der Form

T(t) = £(t,T(t))

[2(T3(t) = To(t) + 52 (po(t) — ao(To(t) — Tu(t))) )]

) To(t) — 2T (t) + Ta(t) (B.378)

Ax2 )
Tn_o(t) — 2TN 1(t) + Tn (1)
2(Tiv-1(t) = T (1) — Ao (T (t) — Tc))

mit der Anfangsbedingung T(0) = [T --- T4]|' zusammengefasst werden. Es
handelt sich bei (B.378) um eine lineare zeitvariante Differentialgleichung. Zu ihrer
numerischen Integration wird hier das Euler-Vorwértsverfahren (siehe Abschnitt 3.6.1)
verwendet, was mit der Abkiirzung T? = T(t;) auf die explizite lineare Differenzen-
gleichung

TV =TI + Atf(¢;, T9)  Vj=0,1,... (B.379)

mit den Anfangswerten TO = [Ty ... Ty]" fiihrt. Damit kann die gesuchte numeri-
sche Losung direkt in einem Computernumerikprogramm in einer Schleife iiber die
Zeitindizes j ausgerechnet werden. Programmcode B.1 zeigt eine mogliche Implemen-
tierung der Rechnung in MATLAB.

Programmcode B.1: MATLAB-Code zur Berechnung des Temperaturfeldes in der
Heckscheibe.

‘7, Elektrische Heckscheibenheizung ‘
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% Berechnung des Temperaturfeldes mittels FDM
Y========================================================================
%% == init ==
close all;
clear;
clc;
%% == define parameters and inputs ==
d = 0.008; % thickness, m
lambda = 0.75; 9% W/m/K
rhocp = 2e6; % J/m~3/K
TA = 5; % initial temperature, deg
TI = @(t) min(TA+2%t/60,20); % inner air temperature, deg
Tinf = -5; % outer air temperature, deg
alpha0 = 15; % W/m~2/K
alphainf = 70; % W/m~2/K
pO = @(t) 200%(t>=10%60); 7% heating power per unit area, W/m~2
N = 5; % number of spatial grid intervals
%% == prepare ==
a = lambda/rhocp; % thermal diffusivity, W/m/K
xx = linspace(0,d,N+1); % spatial grid
deltax = xx(2); % step size of spatial grid
deltat = 0.4*xdeltax”2/a; % step size of time grid
tt = O:deltat:40%60; % time grid
% rhs of ode
f =0(t,T)
a/deltax”2x[
2*%T (2) -2xT(1)+2*deltax/lambda*(p0(t)-alphaO*(T(1)-TI(t)));
T(1:end-2)-2*%T(2:end-1)+T(3:end);
2*xT(end-1) -2*T(end) -2*deltax/lambda*alphainf*(T(end)-Tinf)
1;
%% == calc FDM solution, Euler forward time integration ==
TT = nan(length(tt),length(xx)); % temperature, initialize empty matrix
TT(1,:) = O*xxx+TA; % set initial temperature states
for j=2:length(tt) % Euler forward integration steps
TT(j,:) = TT(j-1,:) + deltat * f£(tt(j-1),TT(j-1,:)")";
end
%% == plot results ==
figure;
surf (tt(1:10:end)/60,xx*1000,TT(1:10:end,:) "', 'facecol','w', 'edgecol','k"');
view (30,46) ;
xlabel ('\itt\rm (min) ');
ylabel ('\itx\rm (mm) ');
zlabel ('\itT\rm (°C)');
Bei der Wahl der Ortschrittweite Az und der Zeitschrittweite At muss die Bedin-
gung
alAt 1
>3 (B.380)
Ax 2
(siehe (3.130)) eingehalten werden, damit (B.379) stabil ist. Im vorliegenden Fall
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wurde daher Zeitschrittweite in der Form
At =04—— (B.381)

gewahlt.

20

25 30 - 1
t (min) 400 0

Abbildung B.51: Temperaturfeld in der Heckscheibe.

Fir N = 25 ist die Losung von (B.379) in Abbildung B.51 dargestellt. Zu Beginn der
Fahrt nimmt die Temperatur T' der Heckscheibe rapide ab. Durch die Erhéhung der
Lufttemperatur im Inneren des Wagens nimmt 7" dann leicht zu, ehe zum Zeitpunkt ¢t =
10 min ein starker Temperaturanstieg durch das Einschalten der Heckscheibenheizung
erfolgt. Anschlieend néhert sich das Temperaturfeld asymptotisch seinem stationéren
Profil.

Die Losung von (B.379) wurde fiir verschiedene Werte N berechnet, um den
Einfluss der gewéhlten Ortsschrittweite auf die erzielte Rechengenauigkeit zu studieren.
Qualitativ ergeben sich Temperaturverlaufe, die jenem in Abbildung B.51 sehr &hnlich
sind. Es wird daher in Abbildung B.52 fiir N = 10, N =5 und N = 2 nur noch die

maximale absolute Abweichung

€925 (tj) = HlZaX TZJ — T(aci, tj)‘N:%‘ (B.382)

zwischen der jeweiligen numerischen Losung und der mit N = 25 erhaltenen Losung
gezeigt. Nennenswerte Abweichungen zwischen den Losungen, d. h. Rechenungenau-
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igkeiten, ergeben sich nur bei transienten Anderungen des Temperaturfeldes. Fiir
N =1 (nicht in Abbildung B.52 dargestellt) nimmt eg5 erheblich grofere Werte (bis
zu 2.5°C) an.

08 * T T T T T T T
0.7

zZ ==
I

0.6

0.5
e25 (°C) 4

03

02+ ..
0.1¢ 1

0 m—...""“ sscsssesenerarenn . .
0 ) 10 15 20 25 30 35 40

t (min)

Abbildung B.52: Maximale absolute Abweichung zwischen dem berechneten Tempe-
raturfeld und der Lésung fiir N = 25.

Fiir ¢ — oo konvergieren die berechneten numerischen Losungen unabhingig von
N gegen den exakten stationdren Ortsverlauf Tss(x). Dieser kann aus (3.84) (fiir eine
einschichtige homogene Wand) analytisch in Form der linearen Funktion

Tys(w) = Tus(0) + 5 (Los(d) = Tus(0)) (B.383)
berechnet werden. Zur Bestimmung der noch unbekannten Oberflichentemperaturen
Tss(0) und Tss(d) konnen die Randbedingungen (fiir ¢ > 10 min) verwendet werden.

Dies ergibt

Tss d) — Tss 0
b= —A ( ) d ( ) + aO(Tss(O) - TI,ss) (B'384a)
Tss - Tss
0=\ (d) y © + oo (Tss(d) — Tio) (B.384b)
und somit
1 d D 1
e T3)\ag T T1ss) + 55T
Tss(0) = ( >1(i " 1> 0 (B.385a)
o A Qoo
(B +Tre) + (£ +9)T
Qoo \ 0 »SS ag A oo
Tss(d) = Toa T : (B.385b)
o A Qoo
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Um nun zu sehen, dass die berechneten numerischen Losungen tatséchlich gegen den in
(B.383) analytisch berechneten, exakten stationdren Ortsverlauf Tss(x) konvergieren,
wurde die maximale absolute Abweichung

TV — Tyy(;) (B.386)

ess(tj) = max
(A

(stationarer Fehler) in Abbildung B.53 fiir ¢ > 30 min dargestellt. Es ist klar, dass
ess stationdr gegen Null konvergiert, da mit den verwendeten Differenzenquotienten
fiir ein lineares Temperaturprofil, wie es durch (B.383) definiert ist, die auftretenden

0°T

Ortsableitungen ‘3—5 und 822 unabhéngig von der gewéhlten Ortsschrittweite Ax

exakt berechnet werden.

0.014 . .
- N =295

0.012 CN—10

0.010 L " N=5 1
. N=29

c.. () 0008 ;

0.006 ;

0.004 l

0.002 l

0 I
30 35 40 45 50 55 60

t (min)

Abbildung B.53: Maximale absolute Abweichung zwischen dem berechneten Tempe-
raturfeld und der exakten stationdren Losung Tss(z).

Aufgabe B.33 (Tauchpumpe). Zur Forderung von Wasser aus einem Tiefbrunnen
wird eine Tauchpumpe eingesetzt, welche durch eine Asynchronmaschine angetrieben
wird. Die im Pumpengehiuse eingebaute Asynchronmaschine wird an der Auflenseite
des Stators vom geférderten Brunnenwasser umstrémt und so durch erzwungene
Konvektion mit dem Warmetibergangskoeffizienten agy zwangsgekiihlt (siehe Ab-
bildung B.54 links). Der Wasserdurchsatz im Betrieb ist hoch genug, sodass die
Wassertemperatur Ty als konstant angenommen werden kann. Rotor und Stator sind
durch erzwungene Konvektion im Luftspalt mit dem Warmeiibergangskoeffizienten
agrs thermisch gekoppelt.
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T(?"7 tl)
Tw.
TS (Tv t)
PSS, Cp,S, A
7i[ th T
Tr(t)
PR, Cp,Ry AR
a) b)

Abbildung B.54: Zur Berechnung der Temperaturverteilung im Antrieb einer Tauch-
pumpe, a) vereinfachte Skizze einer Asynchronmaschine in einer
Tauchpumpe, b) qualitativer Temperaturverlauf im Rotor und im
Stator der Asynchronmaschine zu einem allgemeinen Zeitpunkt ¢;.

Es soll fiir den Volllastbetrieb die Temperaturverteilung im Rotor und im Stator
untersucht werden. Dazu wird angenommen, dass sich Rotor und Stator hinreichend
genau durch homogene Koérper mit mittleren Massendichten pr und pg, mittleren
Wiérmekapazitiaten c, r und ¢, s sowie mittleren Warmeleitfahigkeiten Ag und g
beschreiben lassen. Zudem wird der Warmeeintrag zufolge des Motorstromes [
am Verlustwiderstand R als homogene volumetrische Warmequelle gleichméfig im
gesamten Stator angenommen. Rotor und Stator besitzen die Lange L und ihre
Stirnflichen sind ndherungsweise adiabat.

Unter diesen Annahmen stellt sich eine rotationssymmetrische Temperaturver-
teilung T'(r,t) ein. Da der Stator durch die vergossenen Wicklungen Wérme viel
schlechter leitet als der Rotor (Ag < Agr), wird die Temperaturverteilung im Rotor
als homogen angenommen, d.h.

T(rt) = {TR(t) fl}r r e [0,rr)
Ts(r,t) fir r € [rr,ral.

Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Temperaturverteilung 7'(r, t) ausgehend
von einer Anfangstemperatur des Rotors Tr(0) = Tro und einer Anfangstempera-
turverteilung des Stators Ts(r,0) = T5o(r) numerisch mittels Finiter Differenzen
Methode.

Losung von Aufgabe B.33. Es soll zunéchst die Differentialgleichung der Rotor-
temperatur Tr(t) formuliert werden. Der Rotor mit dem Volumen Vg tauscht an
der Grenzschicht r = r; thermische Energie mit dem Stator gemifl qrs(t) =
ars(Tr(t) — Ts(rr,t))e, aus. Der Energieerhaltungsatz (A.17) liefert fur das Kon-
trolvolumen Vg

d .
*/ prep,RTR(t) AV = —/ n-qgs(t)dA, (B.387)
dt Jvg VR

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2018)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



B Aufgaben zum Selbststudium Seite 245

woraus durch Auswerten der Integrale die gesuchte Differentialgleichung

d 2«
S TR(t) = — 15

T (Tr(t) = Ts(r,t)) (B.388)

_PRCp,RTI
folgt. Fiir den Stator ist die Warmeleitgleichung in Zylinderkoordinaten (3.5b) zu
verwenden, welche sich durch die angenommene Rotationssymmetrie auf die Form

T 1 T
Pscp,sasa(:’t) = )\—g (1"8%(:’&) +g(r,t) (B.389)

vereinfacht. Die volumetrische Warmequelle g(r,t) zufolge der elektrischen Verluste
ergibt sich unter der Annahme einer homogenen Verteilung zu

R(I(t))*

R (B.390)

g(rt) = g(t) =

Aus qrs(t) und qsw (t) = asw (Ts(ra,t) — Tw)e, sowie dem Fourierschen Wéarme-
leitgesetz (3.1) folgen die Randbedingungen

As aTSa(:’t) = —aps(Tr(t) — Ts(rr,t)) (B.391a)
T=rr

As W = —asw(Ts(ra.t) = Tw). (B-391b)
r=rnh

Die zeitliche Dynamik des Temperaturverlaufs T'(r,t) wird also durch ein gekop-
peltes System einer gewohnlichen Differentialgleichung (B.388) und einer partiellen
Differentialgleichung (B.389) mit den Randbedingungen (B.391) beschrieben. Eine
analytische Losung derartiger Gleichungssysteme ist nur in Spezialfillen moglich,
weshalb die partielle Differentialgleichung im Folgenden mit der Finiten Differenzen
Methode diskretisiert und numerisch gelost wird.

Dazu wird die Ortskoordinate r € [ry,r4] in N gleiche Intervalle [r,_1,r,] der
Lange Ar = ™ mit n = 1,2,..., N unterteilt, womit r, = r; + nAr fiir die
Gitterpunkte gilt. Nach Anwenden der Kettenregel lassen sich die Ortsableitungen in
(B.389) an den Gitterpunkten durch zentrale Differenzenquotienten ersetzen, d. h.

OTs(rp,t) N Ts(rp+1,t) —2Ts(rn, t) + Ts(rn-1,1t)

o ~ (AT’)Z (B.392a)
82TS Tn,t Ts(rpa1,t) —Ts(rn_1,t
85,2 ) ~ ( - )2AT’ ( - ) ) (B392b)

womit sich die Temperaturwerte T(ry,t) = T¢(t) an den Gitterpunkten durch die
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gewohnlichen Differentialgleichung

d TOHL(8) — 2TR(t) + T (¢)
PSCp.S 4 g(t) = As (Ar)?

Ts(Tn+1, t) - TS(Tnfla t)
2Ar(rr + nAr)

(B.393)

+ s +9(t)

beschreiben lassen. An den Réndern, d.h. fiir n = 0 bzw. n = N, treten dabei
die unbekannten Groflen T ! und Tév *1 an den Stellen r_; bzw. rny41 auf, welche
auflerhalb des Definitionsgebietes liegen. Wie in Kapitel 3.6 erldutert, lassen sich die
unbekannten Temperaturen an diesen virtuellen Gitterpunkten durch die zugehorigen

Randbedingungen eliminieren. Anwenden der zentralen Differenzenquotienten auf
(B.391) liefert

7510 = T80 - 25 (1800 - Tr(1)) (B.394a)
TV (t) = TY (1) — %‘SAVZAT (T ()~ Tw ). (B.394b)

Abschlieflend lassen sich die Differentialgleichungen (B.388) und (B.393) inklusive
(B.394) in ein lineares Anfangswertproblem

0(t) = AO(t) + Bu(t) (B.395)

mit dem Vektor der Temperaturen 6(t) = [Tg(t),T9,...,T&]T (Dimension N +
2), den externen Eingéingen u(t) = [I(t),Ti]* und den Anfangswerten 6(0) =

[Tro,Tso(ro),-..,Ts, ~(rn)]T zusammenfassen. Damit ist die Berechnung des Tem-
peraturverlaufs 7'(r, t) auf die (numerische) Losung des Anfangswertproblems (B.395)
zuriickgefiihrt, was eine Standardaufgabe der Numerik darstellt. Beispielsweise kann
durch das Euler-Vorwirtsverfahren (vgl. Abschnitt 3.6) das Anfangswertproblem
(B.395) auf der diskretisierten Zeitachse t; = jAt mit j € N durch Iterieren der
expliziten Differenzengleichung

0j+1 = 0]' + At(AOj + Bllj) (B.396)

mit 0; = 0(t;), u; = u(t;) gelost werden. Zur Illustration des Losungsverhaltens
zeigt Abbildung B.55 den Aufheizvorgang fiir konstanten Strom I(¢) = 10 A und
konstante Wassertemperatur Ty = 10°C, wobei von den Anfangstemperaturen
Tro = Tso(r) = Ty ausgegangen wird. Der Rotor wurde dabei in N = 15 Intervalle
unterteilt. Fir das Euler-Vorwéartsverfahren wurde aus Griinden der numerischen
Stabilitat die relativ kleine Schrittweite At = 10.8s verwendet. Die verwendeten
Parameterwerte sind in Tabelle B.4 zusammengefasst.
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T(r,t) (°C)

Abbildung B.55: Temperaturverlauf im Rotor und Stator der Asynchronmaschine fiir
einen Aufheizvorgang bei Volllast, berechnet mittels (B.396).

Parameter Wert Einheit Parameter Wert Einheit
0s 6000  kg/m? PR 5000  kg/m?
Cp,S 350 J/(kgK) Cp R 450  J/(kgK)
Ag 1 W/(mK) AR 100 W/(mK)
QRS 10 W/(m?K) asw 500 W/(m?K)
R 5 Q L 40 cm
I 3 cm TA 10 cm

Tabelle B.4: Parameterwerte der Tauchpumpe.

Aufgabe B.34 (Wasserkithlung). Abbildung B.56 zeigt eine integrierten Spannungsreg-
ler (IC) mit Wasserkiihlung. Fiir eine Eingangsspannung Ue € [Ue min, Ue,max) liefert
der lineare Spannungsregler am Ausgang die konstante Spannung U,. Die angeschlos-
sene Last zieht einen Gleichstrom I,. Der gleiche Strom fliefit auch eingangsseitig.
Aus dem Datenblatt des Spannungsreglers ist der thermische Widerstandswert Rsp
zwischen Sperrschicht und Basisplatte bekannt. Die Basisplatte hat eine Masse mp
und eine spezifische Warmekapazitit cp. Die Wéarmeiibertragung iiber das Kunststoft-
gehduse und die elektrischen Anschlusskontakte sei vernachlissigbar klein. Um die
Kihlung zu verbessern, wird ein Kiithlkérper mit der Lange (i, der Breite bx und der
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Dicke hy aufgeschraubt. Das Material des Kiihlkorpers besitzt die Dichte pg sowie
die spezifische Warmekapazitit cx. Durch die Verwendung von Wérmeleitpaste wird
zudem der Ubergangswiderstand zwischen Basisplatte und Kiihlkérper im Vergleich
zu einem Luftspalt deutlich reduziert. Die Paste hat eine Warmeleitfahigkeit von Ap
und wurde auf einer Flache Ap mit einer Dicke hp aufgetragen. Zur besseren Kithlung
wird der Kihlkorper von einem Fluid (z. B. Wasser) mit der Temperatur 77 und der
Geschwindigkeit us, angestromt, wodurch sich ein Warmeiibergangskoeffizient ax p
vom Kiihlkérper auf das Fluid ergibt. Der Durchfluss des Fluides ist so grof}, dass Tr
als konstant angenommen werden kann.

Fluid

Uoo g

- I

1/ $hic
Kiihlkorper ' [ |

Waérmeleitpaste
Anschlusskontakte

Sperrschicht Basisplatte

Kunststoffgehéuse Substrat

Abbildung B.56: IC mit Wasserkiihlung.

Die Wéarmestrome an die Umgebungsluft kénnen gegeniiber den Warmestromen
durch die Warmeleitpaste und zwischen Kiihlkérper und Fluid vernachléssigt werden.
Die Temperaturverteilungen in der Basisplatte und im Kiihlkérper kénnen jeweils in
alle Raumrichtungen als homogen betrachtet werden.

1. Zeichnen Sie das RC-Ersatzschaltbild des Warmeleitproblems und beschriften
Sie die einzelnen Elemente. Driicken Sie die Bauteilwerte der einzelnen Elemente
durch gegebene Grofien aus.

2. Der Hersteller der Wirmeleitpaste ist an der zeitlichen Anderung des Wiéir-
mestroms durch die Pastenschicht zufolge sich d&ndernder Eingangsspannung
interessiert. Stellen Sie die zur Berechnung des gesuchten Warmestroms notwen-
digen Gleichungen und Differentialgleichung auf. Die Gleichungen kénnen auch
im Laplace-Bereich angegeben werden. Wie grof} ist der stationdre Warmestrom
durch die Warmeleitpaste fiir eine konstante Eingangsspannung U, > U,?

3. Wie grof} darf der Warmeiibergangswiderstand zwischen Kiihlkérper und Fluid
hochstens sein, so dass die Sperrschicht-Temperatur des ICs den Wert T's max
stationdr nicht iiberschreitet?
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Lésung von Aufgabe B.3/.

1. Zur Berechnung des Warmestroms eignet sich die konzentriert-parametrische
Formulierung als RC-Netzwerk. Der von der elektrischen Leistung des ICs in
der Sperrschicht hervorgerufene Warmestrom entspricht einer Randbedingung
2. Art und kann somit als ideale Stromquelle mit dem Warmestrom

-Pin = Ia(Ue - Ua) (B397)

dargestellt werden. Der Warmetibergangswiderstand zwischen Sperrschicht und
Basisplatte ist durch Rgp gegeben. Wird die Basisplatte als konzentriertes
(thermisches) Bauelement aufgefasst, so kann ihre Warmekapazitét durch

Cp = mpcp (B.398)

(vgl. (3.138a)) angegeben werden. Der dem Wérmestrom durch die Warmeleit-
paste entgegengebrachte Widerstand lésst sich durch
hp
A p)\ P

Rpx = (B.399)

(vgl. (3.138b)) darstellen. Weiters lautet die Warmekapazitiat des Kiihlkérpers
Ck = PKleKhKCK (B.400)

(vgl. (3.138a)). Die Wérmeiibertragung zwischen dem Kiihlkérper und dem
Fluid basiert auf dem Prinzip der erzwungenen Konvektion. Die Warmeleitung
wird dabei durch Randbedingungen 3. Art, also gemischte Randbedingungen,
definiert. Folglich lasst sich die Warmetbertragung an das Fluid durch die
Analogie einer Spannungsquelle und dem Wérmeiibergangswiderstand auf das
Fluid darstellen. Der Wérmeiibergangswiderstand ergibt sich geméaf (3.137) in
der Form

1

= — B.401
lpbrok ( )

RkFr

Aus diesen Uberlegungen folgt die in Abbildung B.57 dargestellte Ersatzschal-
tung.
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Ts Rsp Tp RBK Rixr Tp
WD Te To Zb
| L

Abbildung B.57: RC-Ersatzschaltbild zur Wasserkiihlung.

2. Fiir die in Abbildung B.58 dargestellten Maschen ergeben sich mit dem Konsti-
tutivgesetz (3.134) die Maschengleichungen

I. 0=Ts—Tg— PynRsp (B.402a)
I 0=Tg—Tk —QpRpBK (B.402b)
I 0=Tx —Tr — QrRkr , (B.402c)

wobei Qp der Wirmestrom durch die Warmeleitpaste ist und Qp der in das
Fluid abgegebene Warmestrom.

Ts Rsp Tg Rir TK Rgr Tp
ofops L5q
P,

Abbildung B.58: RC-Ersatzschaltbild zur Wasserkiihlung mit eingezeichneten
Maschen.

Fiir die beiden Knoten mit den Temperaturen T und Tk ergeben sich mit dem
Konstitutivgesetz (3.134b) die Knotengleichungen

C'B TB = Py — Qp (B.403a)

d .
CKdtTK:Qp—QF. (B.403b)
Werden diese unter Beriicksichtigung von (B.397), (B.402b) und (B.402¢) in-
tegriert, so ergeben sich die Zeitverlaufe von Tp und Tk . Aus (B.402b) folgt
dann schliefflich der gesuchte Zeitverlauf von @Qp.
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Alternativ liefert die Laplace-Transformation der Knotengleichungen (B.403)

Cp(sTp —Tno) = Pin — Qp (B.404a)
Cr (sTk — Tko) = Qp — QF (B.404b)

mit der komplexen Laplace-Variable s und den Anfangstemperaturen Ty und
Tko. Aus (B.402b), (B.402¢) und (B.404) folgt nach Elimination der unbe-
kannten GroBen Tg, Tk und Qp die Laplace-Transformierte des gesuchten
Wéarmestroms

(Cp CxkRxr(Tpo — Tro) + Cxk Rk p Py, — CTr)s + CeTro + P

CpCkRprkRikrs*+ (CRpk + CpRir + CxRir)s + 1 ’
(B.405)

Qp =

wobei sich P;, aus (B.397) ergibt. Der stationdre Wert von Qp kann daraus
mit dem Endwertsatz der Laplace-Transformation berechnet werden. Fir den
gegebenen Fall einer konstanten Eingangsspannung fithren alternativ auch
folgende einfachere Uberlegungen zum Ziel. Im stationiren Fall gilt, dass die
Temperaturen der einzelnen Komponenten zeitlich konstant sind.

d

Lre=o0 B.406

at B ( a)
d

Lre=0. B.406b
41 (B.406b)

Daher folgt aus den Knotengleichungen (B.403) der stationidre Gesamtwérme-
strom

Ppn=Qp=Qp . (B.407)

Stationdr werden also alle thermischen Widersténde vom gleichen Warmestrom
P;,, durchflossen.

3. Soll nun sichergestellt werden, dass bei einer stationdren Belastung des ICs
eine gewisse Sperrschichttemperatur T's ymax nicht iiberschritten wird, kann ein
maximaler Warmetibergangswiderstand Rg rmax zwischen dem Kiihlkérper und
dem Fluid angegeben werden. Eine Addition der Maschengleichungen (B.402)

liefert
Piy,(Rsp + Rpx + Rxr) =Ts —TF . (B.408)
Durch Umformen ergibt sich daraus fiir den maximalen Warmeiibergangswider-
stand
T T
RgFmax < % — Rsp — Rk . (B.409)
7
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Aufgabe B.35 (Brennofen). Betrachtet wird ein kleiner Brennofen fiir die Hartung
von Keramikteilen. Der Ofen besteht aus feuerfesten Wéanden sowie einem Heizele-
ment. Abbildung B.59 enthélt eine Skizze des Ofens. Der Ofen enthélt eine aus
Stickstoff bestehende Schutzgasatmosphire mit der Temperatur Ts. Die ndherungs-
weise konstanten Stoffparameter von Stickstoff seien die Massendichte p und die
spezifischen Wérmekapazitéten c, und c,. Stickstoff kann als ideales Gas betrachtet
werden. Uber eine Zuleitung stromt Stickstoff mit dem Massenstrom 7i2; und der
Umgebungstemperatur Tt ein. Der einstromende Stickstoff mischt sich unmittelbar
und gleichméBig mit der Ofenatmosphire. Uber eine weitere Leitung stromt der
Stickstoff mit dem Massenstrom rig und der Temperatur T aus dem Ofen. In der
Mitte des Ofens befindet sich ein kreisférmiges Heizelement mit der Oberflache Ay,.
Das Heizelement und die Ofenwand (Oberfliche A,,) interagieren mit dem Stickstoff
in Form von erzwungener Konvektion und von thermischer Strahlung, wobei die
Nettowdrmestromdichten in ¢,, bzw. ¢, zusammengefasst sind.

Gesucht sind die Differentialgleichungen fiir die Masse m(t) und die Temperatur
Ts(t) des Stickstoffs im Ofen.

lml, T

-

[ T T T T T T T T T T T T T 1] [T
-

Stickstoft m, T, ¢y, ¢y, p

dn i

Heizelement Ay,

N L T T T T T T 1
N T T T T T T T 1
[ T T T T T T T

I \ Ofenwand A,

mQa Ts
Abbildung B.59: Brennofen fiir Keramikteile.

Lisung von Aufgabe B.35. Die Differentialgleichung fiir die Masse m(t) des Stickstoffs
folgt aus der Massenbilanz, wobei die Masse in einem Kontrollvolumen ) durch

m:/pdV (B.410)
%

mit der Massendichte p gegeben ist. Aus der Massenerhaltung fiir ein materiefestes
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Kontrollvolumen V,,(t) folgt mit (B.410)

d
— dy =0. B.411
dt /vm(t) ’ ( )

Dies kann alternativ mit dem Reynold’schen Transporttheorem (A.8) als

d/ pdV = 9 4y + pv-ndA=0 (B.412)
dt Jv,.(t) Vin(t) OF W (t)

formuliert werden. Hierbei ist v die lokale Momentangeschwindigkeit der Materie.
Nun wird als Kontrollvolumen der ortsfeste Innenraum des Ofens V = konst. (ohne
das Heizelement) gewéhlt. Mit (A.8) folgt fur die zeitliche Ableitung der Masse m
des Stickstoffes in V

d d dp

—m = — dv=[ —d -ndA . B.413

a" dt/vpv /vat VJF/aypunA (B413)

—_———
=0
Da V = konst., gilt fiir die lokale Momentangeschwindigkeit der Berandung u = 0.
Die Differenz von (B.413) und (B.412) lautet
Op

Vi (t) Ot
=0

d op

—/ pv-ndA . (B.414)
Vo (1)

Zum aktuellen Zeitpunkt gilt V = V,,,, womit sich die ersten beiden Terme auf der
rechten Seite von (B.414) aufheben. Es gilt also

/apdv_—/ pv-ndA =1y — s | (B.415)

wobei hier beriicksichtigt wurde, dass durch die Berandung 9V lediglich die Massen-
strome 1y und 1o flieBen.

Zur Herleitung der Differentialgleichung der Stickstofftemperatur T(¢) wird die
Energieerhaltung im Ofenraum betrachtet, wobei wieder das raumfeste Kontrollvolu-
men V = konst. (ohne das Heizelement) gewéhlt wird. Unter der plausiblen Annahme,
dass die Anderungen der kinetischen und potentiellen Energie vernachlissigt werden
konnen, d. h. %v -V + gz < h und da in dem System weder technische Arbeit noch
elektrische Leistung auftritt folgt aus der Energieerhaltung fiir offene Systeme (A.23)
mit dem zugefithrten Warmestrom (A.11)

/V;t(pe)dV—l—/avphv-nd.A:—/Wq-ndA. (B.416)
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Hierbei ist v die lokale Momentangeschwindigkeit der Materie. Fiir die Warmestrome
durch den Rand 0V des Kontrollvolumens gilt

_ /d A ndA = dy Ay + oA (B.417)
%
Der Abfluss an Enthalpie zufolge von Massenstrémen iiber die Berandung 0V lautet
/ phv -ndA = —mhy + mghs . (B.418)
oV

Da ¢, = konst., ¢, = konst. und Stickstoff sich wie ein ideales Gas verhalt, kann
fiir seine spezifische Enthalpie ¢,T, seine spezifische innere Energie ¢,7" und deren
Zusammenhang v = h — RT mit der spezifischen Gaskonstanten R angesetzt werden.
Fir die Gasatmosphére im Ofen gilt daher © = ¢, T und fiir die Massenstrome 7,
und 7hg gilt h1 = ¢,To bzw. ho = ¢, T, sieche Abschnitt A.4. Die im Kontrollvolumen
homogene spezifische totale Energie des Gases lautet e = u + %v - v + gz. Werden
wiederum die potentielle und die kinetische Energie vernachlassigt, so folgt e = u und
somit aus (B.416)

ou 0
/ pdV — + u/ gp dV — ey T + 1hocyTs = GrAn + GuAy - (B.419)
Vv ot vy Ot
=m
Unter Beriicksichtigung von (B.415), u = ¢,Ts und R = ¢p — ¢y vereinfacht sich dies

zu der gesuchten Differenzialgleichung fiir die Stickstofftemperatur T,

d . . . .
mcviTs =m1 (CpToo - CUTS) - mQTs(Cp - Cv) + QhAh + QwAw

at (B.420)

=m (RTOO + cyTso — CUTS) —moRTs + QhAh + QwAw

Diese kann mit Hilfe der Zustandsgleichung RT = % fiir ideale Gase auf die Form

d . .
mcv&Ts +1micy(Ts — Teo) = Vip — Vap + (GhAn + GuAw) (B.421)

AU, By 0

umgeschrieben werden, wobei V; = mq/p und Vy = my/p die zu 1y bzw. o ge-
horenden Volumenstrome bezeichnen. Die einzelnen Terme in (B.421) kénnen wie
folgt interpretiert werden: Der erste Term beschreibt die Leistung, die zur (isochoren)
Temperaturdnderung des Gases im Kontrolvolumen nétig ist. AUy, ist die notwen-
dige Leistung um den einstrémenden Stickstoff (isochor) auf die Temperatur T zu
erwirmen, P, ist die zuzufithrende Leistung (Pumpleistung) um die Massenstrome
11 und 7hy einzuprigen und Q ist der von der Umgebung an das Gas abgegebene
Warmestrom.
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Aufgabe B.36 (Schwungrad mit Scheibenbremse). In dieser Aufgabe soll das Ab-
bremsen eines Schwungrades untersucht werden. Das Schwungrad mit dem Trég-
heitsmoment #,, drehe sich mit der aktuellen Winkelgeschwindigkeit w, welche den
Anfangswert @ besitzt. An der Achse des Schwungrades ist eine Scheibenbremse
befestigt. Uber zwei Bremsbacken mit dem Reibkoeffizienten pc lisst sich die zum
Abbremsen benétigte Anpresskraft F'p einbringen. Die Backen mit den Radien R; und
R, und der Dicke d umspannen dabei einen Winkel von g, besitzen jeweils eine Masse
mp und sind durch eine konstante spezifische Warmekapazitit cg charakterisiert.

Bremsbacke Scheibenbremse

..................................................

d .
IFB§

..................................................

Bremsscheibe

Schwungrad

o~

z

Abbildung B.60: Schwungrad mit Scheibenbremse.

1. Berechnen Sie das Bremsmoment Mp der Scheibenbremse fir eine gegebene
konstante Anpresskraft Fg. Der Anpressdruck zwischen den Bremsbacken und
der Bremsscheibe sei gleichméfig iber deren Kontaktfliche verteilt.

2. Stellen Sie die Bewegungsdifferenzialgleichung des Schwungrades auf, geben Sie
die bendtigten Anfangsbedingungen an und berechnen Sie die zum vollstdndigen
Abbremsen des Rades benétigte Zeit ¢ 5.

3. Berechnen Sie die Bremsleistung Pp(t) und die beim Abbremsen bis zum
Stillstand (w = 0) vollstdndig in Warme umgewandelte Bremsenergie Ep.

4. Durch das Abbremsen werden die Bremsbacken ausgehend von der Temperatur
Tg(0) = T auf die Temperatur Tp(tg) erwirmt. Berechnen Sie den Verlauf
der Temperatur Tz(t) unter der Annahme, dass die Bremsbacken wihrend des
(kurzen) Bremsvorganges keine Warme an die Umgebung abgeben. Weiters wird
angenommen, dass die beim Bremsen an der Kontaktfliche erzeugte Warme stets
zur Hélfte in die Bremsbacken und in die Bremsscheibe fliefit. Die Temperatur
Tp(t) der Bremsbacken wird als homogen verteilt angenommen.

5. Es soll nun die Abkiihlung der Bremsbacken nach dem Bremsvorgang, d. h. bei
Stillstand des Schwungrades betrachtet werden. Die Bremsbacken geben dabei
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iiber ihre gesamte Oberfliche durch freie Konvektion mit dem Warmeiibergangs-
koeffizient a Warme an die Umgebungsluft mit der konstanten Temperatur T,
ab. Andere Warmeiibertragungsmechanismen (z. B. Strahlung) spielen keine
Rolle. Berechnen Sie den Verlauf der Temperatur der Bremsbacken Tg(t) fur
t>tg.

Lésung von Aufgabe B.36.

1. Die Anpresskraft Fg wirkt verteilt iiber die Kontaktfliche

Ra YB
A :/ dA = / / rdgdr = 22 (R2 - R?) (B.422)
Ak R, Jo 2

der Bremsbacken, wobei hier dA = r dy dr verwendet wurde. Es stellt sich also
die homogen verteilte spezifische Anpresskraft (Anpressdruck) fy = AB in Rich-
tung z ein und bewirkt gemaf (2.99) mit dem Gleltrelbungskoefﬁzen‘cen e eine
spezifische Reibkraft fo in Umfangsrichtung entgegen der Bewegungsrichtung

w der Bremsscheibe.
Fp

fe = ne7~ (B.423)
K
Diese wiederum fiihrt zu einem spezifischen Bremsmoment
F
B = po—2r . (B.424)
Ak

Integration iiber die Kontaktfliche Ay liefert

Ra roB Fp 2 RS — R3
Mp = —_— F . (B.42
B = /AK TpdA = / / 7 MCA dedr = pc B3R2 R ( 5)

Da zwei Bremsbacken verwendet werden, ergibt sich das gesamte konstante
Bremsmoment schlielich zu

4R - R}

Mg =2Mpg = uF .
B B MB3R2 R2

(B.426)

2. Aus dem Momentensatz (2.146) erhilt man die Bewegungsdifferenzialgleichung
des Schwungrades

M
p=-> B (B.427)
mit den Anfangsbedingungen
©(0) = beliebig (B.428a)
w(0)=¢(0)=w (B.428b)
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Die Losung dieses Anfangswertproblems ergibt sich nach zweimaligem Integrie-
ren und Einsetzen der Anfangsbedingungen zu

M
w(t) = ¢(t) =~ Biya (B.429a)
. t2 zZzZ
o(t) = — 09 + wt + ¢(0) (B.429b)
Die Bremsdauer tp folgt aus
M
wtp)=0=a — gBtB (B.430)
in der Form 9
=20 B.431
tp MY (B.431)

3. Analog zu (2.78) bzw. (3.74) gilt fiir die Bremsleistung Pp = Mpw. Das ergibt
mit (B.429a) die aktuelle Bremsleistung

Pp(t) = Mpw(t) = Mg (@ - ];43 t) . (B.432)

Durch Integration folgt unter Beriicksichtigung von (B.431) die Bremsenergie

Ep— / ¥ py(r)dr = / Y M (w _ M T> dr = 20,02 (B.433)
0 0 sz 2
welche bis zum Stillstand des Schwungrades in Warme umgewandelt wird. Wie
es sein muss, entspricht Fg damit genau der im Anfangszustand im Schwungrad
gespeicherten kinetischen Energie T'(0) = %HZZ(DQ. Nach vollsténdiger Abbrem-
sung gilt T'(tg) = 0.

4. Die Bremsleistung gemaf (B.432) wird irreversibel in Warme umgewandelt (dis-
sipiert), siche Abschnitt 2.2.5. Der Gesamtwéirmestrom () in eine Bremsbacke
entspricht damit einem Viertel der gesamten Bremsleistung (zwei Bremsba-
cken, Warmestrom flielt zu gleichen Teilen in die Bremsbacken und in die
Bremsscheibe), d. h.

Q) = 1Palt) = ;Ma (@ - 3 2t) . (B.431)

Da die Bremsbacken als inkompressible Festkorper angesehen werden kénnen,
gilt geméB (A.32) und (A.35a) du = ¢, dTp = ¢, dT'. Kinetische Energie und
potentielle Energie spielen bei den (stillstehenden) Bremsbacken keine Rolle.
Damit lautet die Energiebilanz (A.17) angewandt auf eine Bremsbacke

dTp()
dt

/Vjt(pcpTB) dy = mMpBCRB = Q(t) — EMB ((I) _ MBt) ‘ (B435)

GZZ
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Integration und Beriicksichtigung der Anfangsbedingung T5(0) = Tp o liefern
den gesuchten Temperaturverlauf wihrend des Bremsvorgangs

1 M Mp t?
Tp(t) = Tpo+ ~—2— | wt — —2—
0.. 2

Vi tg| . B4
Impcs > € [0,t5] (B.436)

Bei Erreichen des Stillstands haben die Bremsbacken folglich die Temperatur

1 M Mp t2
TB(tB) = TB,O + - B wtp — BB
mpgc 0,, 2

- (B.437)

16,.w 1 F

= Tpo+ o2 =Tpo+ =
BC

)

mpeg 4

5. Geméaf Abschnitt 3.2 gilt fiir die aus der Bremsbacke austretende konvektive

Wairmestromdichte
q(t) = a(Ts(t) — Txo) - (B.438)

Die gesamte Oberfliche einer Bremsbacke berechnet sich in der Form
A=2Ag +d(2(Ry — R) + v(Ra + Ry)) . (B.439)

Analog zu (B.435) folgt damit die Differenzialgleichung

= —(t)A = aA(To — T(t)) (B.440)

fiir den Temperaturverlauf bei der Abkiihlung. Integration dieser Gleichung
liefert den gesuchten Temperaturverlauf wahrend des Abkiihlvorganges

aA(t — tB)>
mpcp

To(t) = Too + (To(ts) — Too) exp (— Vi>tp (B4l

mit Ts(tp) gemaf (B.437).
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