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Methoden

Dreistufiger Kolbenkompressor
mit vorgeschaltetem
Drehkolbenkompressor:
Teil 1, Modellierung
Three-Stage Compressor with Upstream Roots Blower: Part 1, Modeling

Tobias Glück∗, Wolfgang Kemmetmüller, Technische Universität Wien,
Patrick Zanolin, Graz,
Andreas Kugi, Technische Universität Wien

∗ Korrespondenzautor: glueck@acin.tuwien.ac.at

Zusammenfassung Dieser Beitrag beschäftigt sich mit der
mathematischen Modellierung eines dreistufigen Kolbenkom-
pressors mit vorgeschaltetem Drehkolbenkompressor, welcher
zur Produktion von PET-Flaschen eingesetzt wird. Ausgehend
von den Grundgesetzen der Thermodynamik werden die Einzel-
komponenten des Kompressors mathematisch modelliert und
der zugrunde liegende Kreisprozess beschrieben. Anhand von
Simulationsstudien wird das Verhalten des Kompressors im
belasteten Fall untersucht. Das entwickelte Modell dient als

Grundlage für den Reglerentwurf im zweiten Teil dieses Bei-
trags. ��� Summary This paper presents the mathe-
matical modeling of a three-stage compressor with upstream
roots blower. The individual components of the compressor are
modeled based on the fundamental laws of thermodynamics
in order to describe the underlying cyclic process. Simulation
studies are carried out in order to analyse the behavior of the
compressor. The developed model provides the basis for the
subsequent controller design in the second part of this paper.

Schlagwörter Kolbenkompressor, Drehkolbenkompressor, mathematische Modellierung ��� Keywords Piston
Compressor, roots blower, mathematical modeling

1 Einleitung
Die weltweite Produktion von PET-Flaschen liegt bei
ca. 500 Milliarden Stück pro Jahr [10]. Zur Herstellung
von PET-Flaschen werden sogenannte Preforms durch
Blasmaschinen mithilfe von Druckluft in ihre endgültige
Flaschenform gepresst. Die hierzu benötigte Druckluft
mit einem Druck von ca. ps = 40 bar und typischen Volu-
menströmen in der Größenordnung von q= 2000 m3/h
wird in der Regel von mehrstufigen Kolbenkompresso-

ren bereitgestellt. Bedingt durch den Herstellungsprozess
(Anlagenanlauf, häufige kurzzeitige Stillstände) kommt es
zu großen sprungartigen Änderungen des Lastvolumen-
stromes, welche eine unzulässige Variation des Druckes
zur Folge haben können. Diese Druckvariation beein-
trächtigt wiederum die Produktqualität, weshalb eine
genaue Regelung des Druckes in diesen Anlagen von be-
sonderer Bedeutung ist. Insbesondere muss im Betrieb ein
Absinken des Drucks unter einen minimalen Druck ver-
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Modellierung eines Kompressors ���

hindert werden. Bisher verwendete Regelungsstrategien
für Kolbenkompressoren erhöhen den Druck im Druck-
speicher im Vergleich zum benötigten Druck, um im Falle
des Druckeinbruchs zufolge einer schnellen Änderung des
Lastvolumenstroms die untere Grenze noch zuverlässig
einhalten zu können. Zusätzlich zum bereits beschriebe-
nen nachteiligen Einfluss der Druckschwankungen auf
den Produktionsprozess besitzt diese Vorgehensweise
den Nachteil, dass mit der Druckerhöhung auch eine
Erhöhung der Leistungsaufnahme des Kompressors ein-
hergeht. Weiterhin steigt die thermische Belastung der
einzelnen Kompressorstufen, die im Hinblick auf den
Verschleiß der Komponenten unerwünscht ist. Deut-
lich besser kann die Anlage betrieben werden, wenn der
Druck mithilfe geeigneter Regelungsstrategien konstant
gehalten wird. Moderne modellbasierte Regelungsverfah-
ren erlauben es dabei nicht nur diese Primäranforderung
zu erfüllen, sondern zusätzlich auch gezielt Einfluss auf
die Lastverteilung zwischen den einzelnen Stufen des
Kompressors und somit auf die maximal auftretenden
Kolbentemperaturen zu nehmen. Damit ist, bei geeig-
neter Regelung, eine Verlängerung der Lebensdauer des
Kompressors zu erwarten. Zudem ermöglicht die dem
Regelungsentwurf zugrunde liegende mathematische Be-
schreibung die Analyse des Kompressors mit dem Ziel,
Konstruktionsvarianten abzuschätzen und gegebenenfalls
entsprechende leistungssteigernde Änderungen der Kon-
struktion abzuleiten. Der Fokus der mathematischen
Modellierung liegt auf der Abbildung der wesentlichen
Nichtlinearitäten und der dominierenden Dynamik des
Systems.

Die mathematische Modellierung von pneumatischen
Systemen wurde bereits in einer Reihe von Publi-
kationen betrachtet. So werden z. B. in [11; 15] die
thermodynamischen Grundlagen umfassend beschrieben
und die wesentlichen Grundprinzipien der Modellierung
von pneumatischen Systemen werden unter anderem
in [1; 13] und [14] dargestellt. Mit der Entwicklung eines
für die Simulation, die Analyse und den Reglerentwurf
geeigneten mathematischen Modells eines mehrstufi-
gen Kolbenkompressors beschäftigen sich hingegen nur
sehr wenige Arbeiten. In [12] wird ein mathemati-
sches Modell eines öl-gefüllten Schraubenkompressors
vorgestellt. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Ana-
lyse des mittleren Massenstroms und des energetischen
Wirkungsgrads. Ein stark vereinfachtes lineares Mo-
dell eines einstufigen Kolbenkompressor wird in [9]
entwickelt. Wesentlich detailliertere thermodynamische
Modelle einstufiger Kolbenkompressoren werden in [7]
und [16] vorgestellt. In [6] wird zusätzlich der Ein-
fluss des realen Gasverhaltens auf die Thermodynamik
in einem Flügelzellenkompressor untersucht. Ein Simula-
tionsmodell eines zweistufigen Kolbenkompressors wird
in [5] hergeleitet, womit eine detaillierte Beschreibung
der Kolbendrücke möglich ist. Eine detaillierte Analyse
der Kolbentemperaturen erfolgt jedoch nicht. Schließ-
lich stellt [3] eine objektorientierte Simulationsumgebung

für Kolbenkompressoren vor, welche die wesentlichen
statischen Eigenschaften ein- und zweistufiger Kolben-
kompressoren abbildet. Im Gegensatz zum vorliegenden
Beitrag wird in [3] jedoch kein Modell zur Simulation
des dynamischen Verhaltens dargestellt.

In diesem ersten Teil des Beitrages wird für den be-
trachteten Kompressor ein mathematisches Modell zur
Analyse und zur Entwicklung einer geeigneten Regelungs-
strategie (siehe zweiter Teil dieses Beitrages) erstellt. Das
in diesem Beitrag betrachtete System unterscheidet sich in
folgenden wesentlichen Punkten von den oben genannten
Publikationen: (i) Es wird ein dreistufiger Kolben-
kompressor mit vorgeschaltetem Drehkolbenkompressor
(Roots-Gebläse) betrachtet. (ii) Die Einlassventile der
Kolbenkompressorstufen sind mit Hilfe des ValCOM-
System [8] verstellbar. (iii) Zwischen den einzelnen
Kompressorstufen sind Kühler verbaut. Diese Eigenschaf-
ten des Systems führen zu einer wesentlich höheren
Komplexität des resultierenden mathematischen Modells
im Vergleich zu bekannten Arbeiten.

Dieser Beitrag ist wie folgt strukturiert: Im Ab-
schnitt 2.1 wird eine einzelne Kolbenverdichterstufe
beschrieben. Anschließend werden im Abschnitt 2.2 die
verbindenden Rohrleitungen, im Abschnitt 2.3 die Saug-
und Druckventile und im Abschnitt 2.4 der Drehkol-
benkompressor modelliert. Im Abschnitt 2.5 wird ein
vollständiges mathematisches Modell des Systems, be-
stehend aus den zuvor modellierten Einzelkomponenten,
hergeleitet. Die Eigenschaften des Systems werden im Ab-
schnitt 3 anhand von Simulationsergebnissen dargestellt.

2 Mathematische Modellierung
Der prinzipielle Aufbau des betrachteten Kompressors
ist in Bild 1 dargestellt. Das System besteht aus einem
Drehkolbenkompressor (d) über dessen Drehzahl der
Massenstrom ṁd vorgegeben werden kann. Ihm fol-
gen ein doppeltwirkender Kolben der ersten Stufe und
die beiden einfach wirkenden Kolben der zweiten und
dritten Stufe des Kolbenkompressors. Die Einlassven-
tile der einzelnen Stufen verfügen über ein sogenanntes
ValCOM-System (vc), womit die Ventilöffnungszeiten
vorgegeben werden können [8].

Nach jeder Stufe wird die komprimierte Luft mithilfe
eines Wärmetauschers (wt) abgekühlt, bevor sie in die

Bild 1 Prinzipskizze des Kompressors bestehend aus dem Drehkolben-
kompressors (d), den drei Kolbenverdichterstufen, den Wärmetauschern
(wt), den Rohrleitungen (r1, r2, r3) und denValCOM-Systemen (vc).
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Rohrleitungen (r1), (r2), (r3) bzw. in den Druckspeicher
(s) gefördert wird. Vom Druckspeicher wird der unbe-
kannte und stark variierende Lastmassenstrom ṁl an die
Produktionsanlage abgegeben.

2.1 Kolbenverdichterstufe
Den folgenden Untersuchungen liegt der in Bild 2 sche-
matisch dargestellte Zylinder zugrunde. Mit dem Index
k ∈ {k11, k12, k2, k3} werden im Folgenden die Zustands-
und Eingangsgrößen der jeweiligen Zylinder gekenn-
zeichnet. Durch das Saugventil wird der Massenstrom
ṁk,z mit der Temperatur Tk,z angesaugt und über das
Druckventil wird der Massenstrom ṁk,a mit der Kolben-
temperatur Tk ausgeblasen.

Für eine Beschreibung der thermodynamischen Pro-
zesse im Inneren des Zylinders werden zwei unabhängige
Zustandsgrößen, der Kolbendruck pk und die Kolben-
temperatur Tk, benötigt. Aus der Leistungsbilanz für den
Zylinder (vgl. z. B. [15]) nach Bild 2 folgt, dass die Än-
derung der inneren Energie U̇k gleich der Summe der
zugeführten mechanischen Leistung Pk = –pkV̇k, mit dem
Kolbenvolumen Vk, der zu- und abgeführten thermischen
Leistung Q̇k sowie der Summe der zu- und abfließenden
Enthalpieströme ṁk,zhk,z – ṁk,ahk,a ist

d

dt
Uk = Pk + Q̇k + ṁk,zhk,z – ṁk,ahk,a . (1)

Dabei beschreiben hk,z und hk,a die spezifischen Enthal-
pien des zu- bzw. abfließenden Gases des Kolbens. Im
Weiteren wird angenommen, dass die Luft im Kolben
durch das ideale Gasgesetz pk/ρk = RsTk, mit dem Druck
pk, der Dichte ρk und der spezifischen Gaskonstanten
Rs, beschrieben werden kann. Weiterhin werden die ka-
lorischen Zustandsgleichungen des idealen Gases in der
Form duk = cvdTk bzw. dhi = cpdTi, mit der spezifischen
inneren Energie uk (Uk = ρkVkuk) und der spezifischen
Enthalpie hi, verwendet. Es wird schließlich vorausgesetzt,
dass die spezifischen Wärmekapazitäten cv und cp tem-
peraturunabhängig sind und dass der thermodynamische
Prozess im Kolben adiabat ist, d. h. Q̇k = 0 gilt, siehe dazu
z. B. [2].

Unter Berücksichtigung der Massenerhaltung in der
Form

d

dt
mk =

d

dt
(ρkVk)= ṁk,z – ṁk,a , (2)

Bild 2 Schematische Darstellung eines Zylinders.

und der Beziehung für das ideale Gas cp – cv = Rs kann
die Differentialgleichung für die Kolbentemperatur Tk zu

d

dt
Tk =

Rs

cv

Tk

pkVk

(
–pkV̇k + ṁk,z(cpTk,z – cvTk) – ṁk,aRsTk

)
,

(3)

formuliert werden. Eine Differentialgleichung für den
Kolbendruck pk kann aus (2) gefunden werden, indem
man die Dichte ρk mithilfe des idealen Gasgesetzes als
Funktion des Drucks pk und der Temperatur Tk aus-
drückt und anschließend die zeitliche Änderungen Ṫk

durch (3) ersetzt,

d

dt
pk =

κ

Vk

(
–pkV̇k + ṁk,zRsTk,z – ṁk,aRsTk

)
. (4)

Darin bezeichnet κ = cp/cv den konstanten Isentropen-
koeffizienten.

Das in (3) und (4) verwendete Kolbenvolumen Vk

ergibt sich zufolge der Drehung der Kurbelwelle mit der
konstanten Kompressordrehzahl nk zu

Vk(t)= Vs +
Vh

2

(
1 – cos(2πnkt)

)
, (5)

wobei Vh das Hubvolumen zwischen unterem und
oberem Totpunkt des Kolbens bezeichnet. Durch Fer-
tigungstoleranzen und durch Ausdehnung in Folge von
Temperaturänderungen muss zusätzlich ein sogenanntes
Schadvolumen Vs zwischen Zylinderdeckel und dem obe-
ren Totpunkt in Kauf genommen werden.

2.2 Rohrleitung
Die Modellierung der Rohrleitung erfolgt analog zu den
Ausführungen in Abschnitt 2.1. Für die vor den jewei-
ligen Rohrleitungen angebrachten Wärmetauscher wird
angenommen, dass der in das Rohrsegment zufließende
Massenstrom ṁr,z unabhängig vom Durchsatz auf die no-
minelle Kühlertemperatur Twt = 47 ◦C abgekühlt wird.
Daraus folgt die konstante Temperatur Tr,z = Twt des
in die Rohrleitung zufließenden Massenstroms. Die An-
wendung des ersten Hauptsatzes (1) für ein konstantes
Rohrvolumen (V̇r = 0) und ein ideal thermisch isoliertes
Rohr (Q̇r = 0) ergibt die Differentialgleichung der Rohr-
temperatur Tr

d

dt
Tr =

Rs

cv

Tr

prVr

(
ṁr,z(cpTwt – cvTr) – ṁr,a(cpTr,a – cvTr)

)
.

(6)

Darin bezeichnet pr den Druck und Vr das Volumen der
Rohrleitung, ṁr,z den zufließenden und ṁr,a den abflie-
ßenden Massenstrom. Wie im Folgenden noch gezeigt
wird, kann es zu einem Rückströmen von Luft aus dem
Kolben über das Einlassventil in das vorgelagerte Rohr-
segment kommen. Deswegen ist die Temperatur Tr,a des
Massenstroms ṁr,a in (6) im Allgemeinen unterschiedlich
zur Temperatur Tr im Rohr.
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Die Differentialgleichung für den Rohrdruck pr ergibt
sich analog zu (4) in der Form

d

dt
pr =

κRs

Vr

(
ṁr,zTwt – ṁr,aTr,a

)
. (7)

2.3 Saug- und Druckventile
Bild 3 zeigt eine Prinzipskizze der in Form von fe-
derbelasteten Rückschlagventilen gefertigten Saug- und
Druckventile des Kolbenverdichters. Die Ventile bestehen
im Wesentlichen aus einer Ventilplatte, die mit Rückstell-
federn gegen den Ventilsitz gedrückt wird.

Durchflussgesetz einer Drossel
In erster Näherung können die Schlitze der Ventilplatte
als Drossel mit variabler Querschnittsfläche betrach-
tet werden. Aufgrund der scharfkantigen Drossel tritt
eine Einschnürung der Strömung auf, wodurch sich der
effektive Strömungsquerschnitt verkleinert. Nach [14] be-
stimmt sich der Durchfluss einer adiabatischen Drossel
bei einer Druckdifferenz Δp= p1 – p2 zu

ṁ= αvAvΨ(Π)
√

2pvρvsign(Δp) , (8)

mit dem Druck pv =max(p1, p2) in Strömungsrichtung
vor und dem Druck pn =min(p1, p2) in Strömungs-
richtung nach der Drossel sowie dem Druckverhältnis
Π= pv/pn. Weiterhin bezeichnet ρv die Dichte vor der
Drossel und αv den Kontraktionskoeffizienten, welcher
das Verhältnis von geometrischer Ventilfläche Av zu ef-
fektiver Querschnittsfläche der Strömung berücksichtigt.

Die in (8) verwendete Ausflussfunktion Ψ(Π) lau-
tet [14]

Ψ(Π)=

⎧⎪⎨
⎪⎩

√
κ

κ–1

[(
Π

) 2
κ –

(
Π

) κ+1
κ

]
für Π ≤ Πkrit

√
κ

κ+1

(
2

κ+1

) 1
κ–1 für Π > Πkrit ,

(9)

Bild 3 Schematische Darstellungen eines Plattenventils. Links die Ven-
tilplatte mit kreisförmigen Schlitzen, rechts das Ventil bestehend aus
Ventilsitz, Ventilplatte und Federn [8].

mit dem kritischen Druckverhältnis

Πkrit =

(
2

κ + 1

) κ
κ–1

. (10)

Die Ausflussfunktion entspricht dabei einer auf den
Druck vor der Drossel bezogenen Strömungsge-
schwindigkeit und erreicht ihren Maximalwert bei der
Schallgeschwindigkeit.

Ventilfläche und Einfluss derValCOMValCOMValCOM
Die Saug- und Druckventile sind im Wesentlichen als
federbelastete Plattenventile ausgeführt, welche ab ei-
nem Differenzdruck von Δp ≥ Δpo öffnen und beim
Unterschreiten von Δp ≤ Δpc schließen, siehe Bild 4.
Der Übergang zwischen geöffnetem und geschlossenem
Ventil wird in Form einer linearen Abhängigkeit der
Ventilöffnungsfläche vom Differenzdruck modelliert. Die
Dynamik der federbelasteten Ventilplatten wird in Form
eines Verzögerungsgliedes erster Ordnung approximiert.

ValCOMValCOMValCOM Stelleingang
Die Druckventile der einzelnen Kolbenstufen sind in
Form von passiven federbelasteten Plattenventilen ausge-
führt, womit die Öffnungsfläche Av nur eine Funktion
der Druckdifferenz Δp ist. Die Saugventile der ein-
zelnen Kompressorstufen können hingegen durch eine
Steuereinheit (ValCOM) am Schließen gehindert wer-
den. Passiert der Kolben einer Kompressorstufe seinen
unteren Totpunkt zum Zeitpunkt tUT , so beginnt
die Phase des Verdichtens und ein passives Saugven-
til würde aufgrund der entstehenden Druckdifferenz
schließen. Dieser Zeitpunkt kann durch das Eingrei-
fen des ValCOM-Systems bis zum oberen Totpunkt
tOT = tUT + T/2 verzögert werden und es folgt die
Schließzeit tc zu

tc = tUT +χ
T

2
, χ ∈ [0, 1] , (11)

mit der Periodendauer T = 1/nk des Kolbenkompres-
sors. Dadurch strömt Luft in die Saugleitung zurück und
nimmt nicht am Kompressionsprozess im Kolben teil.
Die Ventilfläche Av des Saugventils ist damit von der

Bild 4 Hysterese der Ventilfläche Av in Abhängigkeit des Differenzdrucks
Δp= p1 – p2 mit dem Öffnungsdruck Δpo, dem Schließdruck Δpc und
der Hysteresesteigung kv .
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Bild 5 pV-Diagramm eines idealen Kolbenverdichters mit verschiedenen
ValCOM-Stellungen χ: Adiabatische Expansion I, isobares Ansaugen
II, adiabatische Kompression III, isobares Ausstoßen IV.

Druckdifferenz Δp und zusätzlich vom Stelleingang χ

abhängig.
Mithilfe des ValCOM-Systems kann die Förder-

menge der einzelnen Kompressorstufen gezielt beinflusst
werden, was in weiterer Folge die Regelung der Drücke
zwischen den einzelnen Kompressorstufen und somit der
Temperaturverteilung ermöglicht. Bild 5 zeigt den Ein-
fluss des ValCOM-Systems anhand des pV-Diagramms
eines idealisierten Kreisprozesses eines Kolbenverdich-
ters bei verschiedenen ValCOM-Stellungen. Wie man
erkennt, sinkt für steigende Werte von χ der vom Kom-
pressor geförderte Massenstrom bis er für χ = 1 komplett
verschwindet.

Rückströmender Massenstrom
Die Saugventile sind jeweils zwischen einer Rohrlei-
tung und einem Zylinder angebracht, womit der aus
der Rohrleitung abgeführte Massenstrom ṁr,a dem in
den Zylinder zugeführten Massenstrom ṁk,z entspricht,
ṁr,a = ṁk,z = ṁ, siehe Bild 6.

Durch den Druckabfall über das Saugventil erfolgt eine
Änderung der Temperatur der Luft, welche mithilfe einer
isentropen Expansion modelliert wird, siehe z. B. [15]. Da
das ValCOM-System eine Rückförderung von Luft aus
dem Zylinder in die Rohrleitung erlaubt, kann der Mas-
senstrom ṁ auch negative Werte annehmen. Dies wird
durch die folgende, von der Strömungsrichtung abhän-
gige, Berechnung der Temperaturen berücksichtigt

Tr,a =

⎧⎨
⎩

Tr für ṁ > 0

Tk

(
pr
pk

) κ–1
κ

für ṁ < 0 ,
(12a)

Tk,z =

⎧⎨
⎩

Tr

(
pk
pr

) κ–1
κ

für ṁ > 0

Tk für ṁ < 0 ,
(12b)

mit der Temperatur Tr,a der aus bzw. in das Rohr strö-
menden Luft und der Temperatur Tk,z der aus bzw. in
den Kolben fließenden Luft.

2.4 Drehkolbenkompressor
Drehkolbenkompressoren sind eine spezielle Form von
rotierenden Verdrängermaschinen. Durch den sehr ein-

Bild 6 Temperaturen Tr,a und Tk,z des zufließenden Massenstroms ṁ
vor und nach dem Saugventil.

Bild 7 Schematische Darstellung eines Drehkolbenkompressors mit drei
Verdrängern pro Rotor.

fachen Aufbau ist ein berührungsfreier und somit ölfreier
Lauf möglich, was insbesondere für das betrachtete An-
wendungsgebiet in der PET-Flaschenproduktion wichtig
ist. Bild 7 zeigt den schematischen Aufbau eines Drehkol-
benkompressors mit drei Verdrängern pro Rotor.

Eine exakte Beschreibung des Drehkolbenkompres-
sors gestaltet sich aufgrund der komplexen Geometrie
der Strömungspfade im Kompressor als schwierig. Daher
basiert die mathematische Modellierung auf physika-
lisch motivierten Ansätzen, die sowohl den Massenstrom
ṁ durch den Drehkolbenkompressor als auch die re-
sultierende Temperaturerhöhung der Luft beschreiben.
Der Abgleich der Parameter des Modells erfolgt anhand
der gemessenen Kennfelder des Drehkolbenkompres-
sors.

Der theoretische, geometrische Massenstrom ṁth eines
Drehkolbenkompressors ist nach [17] eine lineare Funk-
tion der Drehzahl nd und in der Form

ṁth = ρ0
Aa

Ar

D2
r π

4
band = ρ0kd1nd , (13)

mit dem zylindrischen Arbeitsraumquerschnitt Aa und
dessen Breite ba, dem Rotorquerschnitt Ar und dem
Rotordurchmesser Dr, sowie der Dichte ρ0 der an-
gesaugten Luft, gegeben. Infolge der Druckerhöhung
Δp= pd – p0 stellen sich in den Spaltflächen zwischen
den Verdrängern sogenannte Stirnspaltverluste und in
den Umfangsspalten zwischen Verdränger und Gehäuse
Umfangsspaltverluste ein. Diese mindern die Förder-
leistung des Drehkolbenkompressors und sind von der
Druckdifferenz abhängig [17]. Mit der Summe der Spalt-
flächen Asp und dem Druckverlustbeiwert ζ kann der
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theoretische Spaltmassenstrom für eine turbulente in-
kompressible Strömung [17] durch

ṁsp = ρ0Asp

√
2

ρ0ζ

√
pd – p0 = ρ0kd2

√
pd – p0 (14)

abgeschätzt werden. Der theoretische Massenstrom (13)
und die Spaltverluste (14) motivieren den phänomeno-
logischen Ansatz für den Massenstrom des Drehkolben-
kompressors

ṁd = ρ0kd1nd – ρ0kd2
√

pd – p0, (15)

wobei die Parameter kd1 und kd2 mithilfe einer Least-
Squares Identifikation an vorhandene Kennfelddaten
angepasst wurden. Die Bilder 8 und 9 zeigen, dass die
Messungen sehr gut mit dem Ansatz (15) approximiert
werden können. Anhand des ersten Hauptsatzes für
stationäre Fließprozesse [15] lässt sich die auftretende
Temperaturerhöhung der Luft im Drehkolbenkompres-
sor beschreiben. Setzt man voraus, dass die zu- und
abfließenden Massenströme gleich ṁd sind und die Ener-
gie des thermodynamischen Systems konstant ist, folgt
für die Temperaturerhöhung als Funktion der Druckdif-
ferenz und der Drehzahl nd

Td = T0 +
1

cpṁd

(
Pd + Q̇d

)
, (16)

Bild 8 Approximation des Drehkolbenkompressormassenstroms ṁd in
Abhängigkeit der Drehzahl nd und des Differenzdrucks Δp= pd – p0.

Bild 9 Approximation des Spaltmassenstroms ṁsp in Abhängigkeit der
Druckdifferenz Δp= pd – p0.

Bild 10 Approximation der Temperaturerhöhung des Drehkolbenkom-
pressors zufolge der Reibung und Verdichtung.

mit der zugeführten mechanischen Leistung Pd

Pd =
ṁth

ρ0

(
pd – p0

)
= kd1nd

(
pd – p0

)
(17)

sowie dem phänomenologischen Ansatz für die zuge-
führte Wärmeleistung

Q̇d = kd3nd, (18)

mit den Parametern kd1 und kd3. Der Parameter kd3 wurde
ebenfalls mithilfe einer Least-Squares Identifikation an
Messungen angepasst. Die sehr gute Übereinstimmung
der Messdaten mit dem Ansatz ist in Bild 10 gezeigt.

2.5 Vollständiges Kompressormodell
Der Aufbau des Kompressors und die Bezeichnung der
Komponenten ist nochmals in Bild 11 dargestellt. Wie
eingangs erwähnt, besteht das System aus dem Dreh-
kolbenkompressor, der den Massenstrom ṁd über einen
Wärmetauscher (ausfließende Lufttemperatur Twt) in
das Volumen Vr1 (Druck pr1, Temperatur Tr1) fördert.
Anschließend folgt der doppeltwirkende Kolben der ers-
ten Stufe mit den zufließenden Massenströmen ṁk11,z

und ṁk12,z, welche über den ValCOM-Stelleingang χ1

geregelt werden können und den abfließenden Mas-
senströmen ṁk11,a und ṁk12,a, welche über einen
Wärmetauscher in die Rohrleitung mit dem Volumen
Vr2 (Druck pr2, Temperatur Tr2) gefördert werden. Die
entsprechenden Zylinderdrücke und -temperaturen der

Bild 11 Vollständiges Kompressormodell bestehend aus dem Drehkol-
benkompressor, den drei Kolbenverdichterstufen, den Wärmetauschern,
den Rohrleitungen und den ValCOM Systemen.
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ersten Stufe werden mit pk11 und pk12 bzw. Tk11 und Tk12

bezeichnet.
Die zweite Kolbenverdichterstufe wird durch den

Druck pk2, die Temperatur Tk2, die ValCOM-Stellung
χ2 sowie die Massenströme ṁk2,z und ṁk2,a beschrieben.
Dabei wird der Massenstrom ṁk2,z aus dem Volumen Vr2

entnommen und der Massenstrom ṁk2,a in die Rohrlei-
tung mit dem Volumen Vr3 (Druck pr3, Temperatur Tr3)
über einen Wärmetauscher gefördert.

Zur Beschreibung der dritten Stufe werden der Druck
pk3, die Temperatur Tk3, die ValCOM-Stellung χ3 so-
wie die Massenströme ṁk3,z und ṁk3,a verwendet. Der
von der dritten Stufe geförderte Massenstrom ṁk3,a wird
schließlich über einen Wärmetauscher in den Druckspei-
cher gefördert. Die Luft im Druckspeicher besitzt den
Druck ps und die Temperatur Ts. Weiterhin wird der
Lastmassenstrom mit ṁl bezeichnet.

Die Druckaufbaugleichungen der Rohrleitungen fol-
gen aus (7) zu

d

dt
pr1 =

κRs

Vr1

(
ṁdTwt – ṁk11,zTr11,a – ṁk12,zTr12,a

)

d

dt
pr2 =

κRs

Vr2

((
ṁk11,a + ṁk12,a

)
Twt – ṁk2,zTr2,a

)

d

dt
pr3 =

κRs

Vr3

(
ṁk2,aTwt – ṁk3,zTr3,a

)

d

dt
ps =

κRs

Vs

(
ṁk3,aTwt – ṁlTs

)
(19)

und aus (6) lassen sich die Temperaturdifferentialglei-
chungen der Rohrleitungen wie folgt

d

dt
Tr1 =

Rs

cv

Tr1

pr1Vr1

(
ṁd(cpTwt – cvTr1)

– ṁk11,z(cpTr11,a – cvTr1)

– ṁk12,z(cpTr12,a – cvTr1)
)

d

dt
Tr2 =

Rs

cv

Tr2

pr2Vr2

(
ṁk11,a(cpTwt – cvTr2)

+ ṁk12,a(cpTwt – cvTr2)

– ṁk2,z(cpTr2,a – cvTr2)
)

d

dt
Tr3 =

Rs

cv

Tr3

pr3Vr3

(
ṁk2,a(cpTwt – cvTr3)

– ṁk3,z(cpTr3,a – cvTr3)
)

d

dt
Ts =

Rs

cv

Ts

psVs

(
ṁk3,a(cpTwt – cvTs) – ṁlRsTs

)
(20)

herleiten. Die Temperaturen Trj,a, j ∈ {11, 12, 2, 3} der
abfließenden Rohrmassenströme ergeben sich aus (12)

durch Einsetzen der entsprechenden Massenströme und
Temperaturen in der Form

Trj,a =

⎧⎨
⎩

Trj für ṁkj,z > 0

Tkj

(
prj

pkj

) κ–1
κ

für ṁkj,z < 0 ,
(21)

wobei natürlich Tr11 = Tr21 = Tr1 sowie pr11 = pr12 = pr1

gilt. Die Druckdifferentialgleichungen der einzelnen Kol-
benstufen lauten nach (4)

d

dt
pkj =

κ

Vkj

(
– pkjV̇kj + ṁkj,zRsTkj,z – ṁkj,aRsTkj

)
, (22)

während sich die Temperaturdifferentialgleichungen der
Kolben nach (3) zu

d

dt
Tkj =

Rs

cv

Tkj

pkjVkj

(
– pkjV̇kj – ṁkj,aRsTkj

+ ṁkj,z(cpTkj,z – cvTkj)
)

, (23)

für j ∈ {11, 12, 2, 3} errechnen. Die entsprechenden
Temperaturen der zufließenden Massenströme folgen
wiederum aus (12) zu

Tkj,z =

⎧⎨
⎩

Trj

(
pkj

prj

) κ–1
κ

für ṁkj,z > 0

Tkj für ṁkj,z < 0 .
(24)

Schließlich ergeben sich die jeweiligen Massenströme
ṁkj,z und ṁkj,a, j ∈ {11, 12, 2, 3}, aus (8) mit der Ausfluss-
funktion nach (9).

2.6 Modellierung der Drucksensorik
Die Drücke pr1, pr2, pr3 und ps in den Rohrleitun-
gen zwischen den Verdichterstufen werden mithilfe von
Druckmessumformern des Typs MBS33 [4] gemessen.
Das Messprinzip beruht auf der Widerstandsände-
rung von Dehnungsmessstreifen (DMS), die auf einer
Edelstahlmembran angebracht sind. Der integrierte
Druckstoßminderer ist notwendig, um Druckspitzen,
welche durch das schnelle Schließen der Ventile entstehen
können, zu glätten. Die Ansprechzeit dieser Druckmess-
umformer liegt für gasförmige Medien im Bereich von
30 ms. Angesichts dieser Reaktionszeit ist die Sensordy-
namik nicht vernachlässigbar und wird deshalb über ein
Verzögerungsglied 1. Ordnung modelliert.

3 Simulationsergebnisse
Das vollständige Kompressormodell wurden in Mat�
lab�Simulink implementiert. In den folgenden Si-
mulationsstudien wird das Verhalten des Systems unter
verschiedenen Bedingungen untersucht. Dabei werden
aus Gründen der Übersicht lediglich der Mittelwert der
Massenströme und der Rohrdrücke

x̄(t)=
1

T

t∫

t–T

x(τ) dτ (25)
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Bild 12 Simulationsergebnisse des vollständigen Kompressormodells für konstante ValCOM-Stellungen χj = 0,5, j= 1, . . ., 3, und veränderliche
Drehzahl nd des Drehkolbenkompressors.

Bild 13 Simulationsergebnisse des vollständigen Kompressormodells für konstante Drehzahl nd = 30 s–1 des Drehkolbenkompressors und veränderliche
ValCOM-Stellungen.
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sowie die Maximalwerte der Temperaturen des vollstän-
digen Kompressormodells dargestellt. Die Periodendauer
T einer Umdrehung des Kolbenkompressors errechnet
sich für eine Drehzahl nk = 750 U/min zu T = 80 ms.

Das Verhalten des Systems bei einer Änderung der
Drehzahl nd des Drehkolbenkompressors von nd = 9 s–1

auf nd = 60 s–1 mit der maximal möglichen Drehzah-
länderungsrate von ṅd = 5 s–2 ist in Bild 12 gezeigt.
Dabei wurde der Druck ps im Druckspeicher konstant
auf ps = 40 bar gehalten und für die ValCOM Ven-
tile eine mittlere Stellung von χ = 0,5 gewählt. Wie in
Bild 12 zu sehen, bewirkt eine Erhöhung der Drehzahl nd

eine Erhöhung des Massenstroms ṁd, was aufgrund der
Massenerhaltung eine Erhöhung der Massenströme der
einzelnen Stufen des Kolbenkompressors zur Folge hat.
Der Massenstrom ¯̇mk1,z setzt sich dabei aus den beiden
Massenströmen des doppeltwirkenden Zylinderkolbens
zusammen, d. h. ¯̇mk1,z = ¯̇mk11,z + ¯̇mk12,z. Der steigende
Massenstrom durch den Kompressor führt bei konstanter
ValCOM-Stellung zu einer Erhöhung der Rohrdrücke.
Da damit jedoch das Druckverhältnis zwischen Saug-
und Druckseite der einzelnen Kolbenkompressorstufen
absinkt, bewirkt dies eine Verringerung der maximalen
Kolbentemperaturen, siehe Bild 12.

Der Einfluss der ValCOM-Stellungen wird in den
Simulationen in Bild 13 untersucht. Diese Simulation
erfolgt bei einer konstanten Drehzahl nd des Drehkol-
benkompressors von nd = 30 s–1 und einem konstanten
Druck im Druckspeicher von ps = 40 bar. Die Simulati-
onsergebnisse in Bild 13 zeigen deutlich, dass eine sehr
schnelle und gezielte Variation der Rohrdrücke und der
daraus resultierenden maximalen Kolbentemperaturen
durch die ValCOM-Stellungen möglich ist.

4 Zusammenfassung und Ausblick
In diesem ersten Teil des Beitrag wurde die Mo-
dellierung eines dreistufigen Kolbenkompressors mit
vorgeschaltetem Drehkolbenkompressor vorgestellt. Die
Einzelkomponenten, nämlich der Drehkolbenkompres-
sor, die Kolbenverdichterstufen und die entsprechen-
den Rohrleitungen, wurden mithilfe der Grundgesetze
der Thermodynamik mathematisch beschrieben. Fer-
ner wurde der Einfluss der ValCOM-Steuereinheit
zur Regulierung der an der Verdichtung teilnehmenden
Luftmenge in den einzelnen Kolbenverdichterstufen un-
tersucht und physikalisch modelliert. Ausgehend hiervon
konnte ein vollständiges Kompressormodell, welches den
zugrunde liegenden Kreisprozess detailliert beschreibt,
hergeleitet werden. Anhand von Simulationsstudien
wurde das Verhalten des Kompressors auf Änderun-
gen der Drehzahl des Drehkolbenverdichters und der
ValCOM-Stellungen untersucht.

Im zweiten Teil dieses Beitrag wird ausgehend
vom erarbeiteten vollständigen Kompressormodell ein
vereinfachtes Mittelwertmodell unter Ausnutzung der Pe-
riodizität der Systemgrößen des Kompressors abgeleitet.

Dieses reduzierte Modell dient als Grundlage für die
Entwicklung einer nichtlinearen Mehrgrößenregelungs-
strategie.
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