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Trajektorienfolgeregelung
fur parabolische partielle

Differenzialgleichungen
mit variablen Parametern

Tracking Control for Parabolic PDEs with Varying Parameters

Lukas Jadachowski, Thomas Meurer, Andreas Kugi, TU Wien

Zusammenfassung Dieser Beitrag beschaftigt sich mit dem
Entwurf von Trajektorienfolgeregelungen fiir Systeme, die durch
lineare parabolische partielle Differenzialgleichungen mit orts-
und zeitvariablen Parametern und Randeingriff beschrieben
werden. Der Regelungsentwurf wird mittels der so genannten
Backstepping-Methodik durchgefihrt, mit Hilfe derer eine ex-
ponentiell stabilisierende Zustandsriickfihrung ermittelt wird,
die garantiert, dass sich im nominellen Fall der geschlossene
Regelkreis wie ein vorgegebenes Zielsystem verhdlt. Fiir den
Entwurf des Flhrungsverhaltens wird eine Modifikation des
Zielsystems derart vorgenommen, dass ein zusatzlicher Frei-
heitsgrad im Zielsystem zur Verfugung steht. Dieser wird im
Rahmen eines flachheitsbasierten Entwurfs als EingangsgroBe
fir eine Steuerung herangezogen. Da die Implementierung
des Reglers die Kenntnis des vollstandigen Zustandsprofils er-

fordert, wird zusatzlich ein Zustandsbeobachter mittels der

Backstepping-Methodik entworfen. »»»  Summary This
paper deals with the tracking control design for systems go-

verned by linear parabolic partial differential equations with

spatially and temporally varying coefficients and boundary
input. For the boundary feedback control the backstepping me-
thod is applied, which allows to determine an exponentially
stabilizing state feedback controller such that the closed-loop
system behaves in the nominal case like a predefined target sys-
tem. For trajectory tracking an additional degree-of-freedom is
introduced in the target system, which is exploited within the

flatness based feedforward control design. The realization of

the state feedback controller requires the knowledge of the full
state evolution. For this, also a backstepping-like observer de-
sign is considered.

Schlagworter Trajektorienfolgeregelung, partielle Differenzialgleichung, Backstepping, differenzielle Flachheit, Stabilisierung,
Beobachterentwurf, orts- und zeitabhangige Parameter »»» Keywords Tracking control, partial differential equation,
backstepping, differential flatness, stabilization, observer design, spatially and temporally varying coefficients

1 Einleitung und Problemstellung pische Beispiele umfassen hierbei Rohr- und Festbettreak-

Die mathematische Modellierung eines dynamischen
Prozesses fiihrt in der Regel auf eine Beschreibung durch
partielle Differenzialgleichungen (PDgl.), wenn 6rtliche
Einfliisse nicht mehr vernachldssigt werden konnen. Ty-

toren der Verfahrenstechnik oder 3-Wege-Katalysatoren
in der Automobiltechnik, fiir die spezifische Anfahr- bzw.
Abfahrstrategien entlang gewtinschter Solltrajektorien zu
realisieren sind, sowie Autheiz- bzw. Abkiihlprozesse in
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der Stahlverarbeitung, wo beispielsweise Brammen ent-
lang vorgegebener Temperaturprofile zu erwidrmen bzw.
abzukiihlen sind.

Eine reine Steuerung fiir Systeme mit verteilten
Parametern (SVPn) setzt in der Regel ein stabiles Stre-
ckenverhalten voraus. Zudem ist eine Steuerung nicht in
der Lage, Modellfehler und Storungen zu kompensieren.
Aus diesem Grund ist es notwendig, die Steuerung um
eine stabilisierende Regelung zu erginzen. In diesem Bei-
trag wird die so genannte Backstepping-Methodik [4; 12]
verwendet, die es ermdglicht, einen systematischen
Entwurf exponentiell stabilisierender Zustandsriickfiih-
rungen fiir verteilt-parametrische Systeme durchzufiih-
ren. Im Rahmen dieses Entwurfsverfahrens wird eine
zustandsabhingige Integraltransformation des urspriing-
lichen und moglicherweise instabilen Originalsystems in
ein exponentiell stabiles verteilt-parametrisches Zielsys-
tem gesucht, indem eine neue PDgl. fiir den so genannten
Integralkern gelost wird. Die so ermittelte Zustandsriick-
fithrung garantiert, dass sich im nominellen Fall der
geschlossene Regelkreis wie das exponentiell stabile Ziel-
system verhilt.

Zur Losung der Trajektorienfolgeaufgabe fir SVPn
wird die Backstepping-Methodik mit den flachheitsba-
sierten Methoden [5;9;11] kombiniert. Der Begrift der
differenziellen Flachheit bezeichnet hierbei die Existenz
eines so genannten flachen Ausgangs, der eine differenzi-
elle Parametrierung simtlicher Zustands- und Eingangs-
groflen des Systems ermoglicht. Die Kombination von
differenzieller Flachheit und der Backstepping-Methodik
kann auf zwei Arten erfolgen. Einerseits konnen -
wie in [8] gezeigt — formale Potenzreihenansitze
zur Bestimmung der Zustands- und Eingangspara-
metrierung des Originalsystems in Abhingigkeit eines
flachen Ausgangs und dessen Zeitableitungen verwen-
det werden, wihrend die Backstepping-Methodik zur
Stabilisierung des verteilt-parametrischen Trajektorien-
folgefehlersystems benutzt wird. Dies fithrt prinzipiell
auf den Kklassischen Zwei-Freiheitsgrad-Entwurf, bei
dem das Fihrungsverhalten durch die flache Steuerung
realisiert wird und der Backstepping-basierte Riick-
fuhranteil zur Stabilisierung des Folgefehlers dient. Eine
zweite Moglichkeit zur Kombination von differenzi-
eller Flachheit und Backstepping besteht darin, dass
zuerst die Backstepping-Methodik angewandt wird, wo-
bei das stabile Zielsystem derart modifiziert wird, dass
ein zusitzlicher Freiheitsgrad zur Verfiigung gestellt
wird [7]. Dieser wird im Rahmen des flachheitsba-
sierten Entwurfs als Eingangsgrofle fiir die Steuerung
herangezogen, wobei im Gegensatz zur vorigen Me-
thode die Parametrierung simtlicher Zustands- und
Eingangsgrofien anhand des Zielsystems erfolgt. Diese
zweite Methode erweist sich als besonders vorteilhaft,
da in diesem Fall die einfachere Struktur des expo-
nentiell stabilen Zielsystems bei der Zustands- und
Eingangsparametrierung unmittelbar genutzt werden
kann.

Fir die Realisierung der Backstepping-basierten Zu-
standsriickfithrung ist die Kenntnis des vollstindigen
orts- und zeitvariablen Zustandsprofils erforderlich. Fiir
SVPn ist diese Forderung im Allgemeinen nicht direkt
zu erfiillen, da hierzu im Prinzip eine unendliche An-
zahl von Messgliedern vorausgesetzt werden miisste. Aus
diesem Grund werden in diesem Beitrag die Ergebnisse
zur Kombination von differenzieller Flachheit und Back-
stepping gemif$ [7] um den Beobachterentwurf erweitert.
In einer gewissen Analogie zum Regelungsentwurf wird
hierzu ebenfalls die Backstepping-Methodik angewandt
und ein verteilt-parametrischer Beobachter zur Zustands-
schitzung entworfen [4;13].

Dies wird im Weiteren exemplarisch anhand des Tra-
jektorienfolgeproblems fiir eine parabolische PDgl. der
Form

oru(x, t) = Bfu(x, 1)+ Ax, Hu(x, t), x€ (0,1), t>1 (1)
mit dem Anfangszustand

u(x, to) = uo(x), x€[0,1] (2)

sowie den konsistenten Randbedingungen
0u(0,0) =0, >t (3)
u(lL,t) =v(t), t>f (4)

illustriert, wobei v(¢) den Randeingriff darstellt. Der Para-
meter A(x, t) bezeichnet hierbei eine orts- und zeitvariable
Funktion A : (0,1) x R} — R, R} := {r € R" [ t>#y}. Das
Trajektorienfolgeproblem besteht darin, den Randeingriff
v(t) bestehend aus einer Zustandsriickfithrung Av(t) und
einer Steuerung v*(¢), d. h.

v(t) = Av(t) + V(1) (5)
so zu entwerfen, dass die Ausgangsgrofe
y() =u(0,1), =1 (6)

einer geeigneten Solltrajektorie y*(f) folgt und der
Trajektorienfolgefehler e(t) = y(t) — y*(t) exponentiell
abklingt. Dies umfasst die Realisierung eines gewiinsch-
ten Ubergangs zwischen einem stationdren Anfangsprofil
u(x, to) = up(x) und einem moglicherweise zeitvariablen
Endprofil u(x,t), t > to + T innerhalb des vorgegebenen
Zeitintervalls t € (to, T].

Der Artikel ist wie folgt gegliedert: Zur Losung des
Trajektorienfolgeproblems wird in Abschnitt 2 eine sta-
bilisierende Zustandsriickfiihrung Av(t) mittels der so
genannten Backstepping-Methodik entworfen. Im drit-
ten Abschnitt des Beitrages erfolgt im Rahmen des
flachheitsbasierten Entwurfs die Trajektorienplanung und
der Steuerungsentwurf. In Abschnitt 4 wird mittels des
Backstepping-Verfahrens ein verteilt-parametrischer Zu-
standsbeobachter entworfen. Zum Abschluss wird in
Abschnitt 5 anhand von Simulationsstudien fiir den ge-
schlossenen Regelkreis mit Zustandsbeobachter die Giite
der so entworfenen Trajektorienfolgeregelung und die
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Robustheit des Systems im Hinblick auf die Beobach-
terimplementierung untersucht.

2 Entwurf einer stabilisierenden
Zustandsriickfithrung mittels Backstepping
Gegenstand des folgenden Abschnitts ist der Ent-
wurf einer stabilisierenden Zustandsriickftihrung Awv(t)
mittels der Backstepping-Methodik. Hierzu wird eine
Integraltransformation gesucht, die es ermdoglicht, das
moglicherweise instabile Ausgangssystem (1)—(4) in ein
vorgegebenes exponentiell stabiles Zielsystem tiberzu-
fithren. Wie im Weiteren gezeigt wird, muss der Kern
der Integraltransformation einer speziellen PDgl., der
so genannten Kern-PDgl,, gentigen. Die Losung die-
ser Kern-PDgl. wird dabei mittels der Methode der
Integraloperatoren unter Einbeziehung der sukzessiven

Approximation bestimmt.

2.1 Wahl des Zielsystems

Eine der entscheidenden Fragestellungen beim Regler-
entwurf mittels der Backstepping-Methodik stellt die
geeignete Wahl des Zielsystems dar. Fiir die weitere Ana-
lyse wird exemplarisch das Zielsystem wie folgt

dwlx t) = Pwlx t) —uw(x, 1), x€(0,1), t>ty  (7)

w(x, to) = wo(x), x€][0,1] (8)

mit den Randbedingungen

ow(0,£) =0, t>t 9)

w(l, ) =0, t>1 (10)

gewihlt. Es kann nun gezeigt werden, dass das Zielsys-
tem (7)—(10) fiir i >—%/4 exponentiell stabil im Sinne
der L,-Norm [w(x, 1)[l> = (f w?(x,£)dx)"/> sowie der
sup-Norm [[w(x, t)llcc = SUPyejo,1) IW(x, 1)| ist. Fiir eine
allgemeinere Diskussion der Wahl des Zielsystems sowie
der zugehorigen Stabilititsanalyse wird auf [7] verwiesen.

2.2 Backstepping-Transformation
Die Grundidee des Reglerentwurfs basiert auf der An-
wendung der Volterraschen Integraltransformation

w(x, t) = u(x, t) —/ k(x, %, t)u(x, t)dx, (11)
0

um das Originalsystem (1)—(4) in das exponentiell sta-
bile Zielsystem (7)—(10) iiberzufiihren [4]. Man beachte,
dass aufgrund des orts- und zeitvariablen Systempara-
meters A(x,t) in (1) der zu bestimmende Integralkern
k(x,%,t) ebenfalls als orts- und zeitabhingige Funktion
gewihlt werden muss. Fiir eine Motivation der Inte-
graltransformation (11) als Grenzwert der Anwendung
des klassischen Backstepping-Verfahrens auf die finite
Differenzendiskretisierung der PDgl. sei der Leser bei-
spielsweise auf [1] verwiesen.

Um den Integralkern zu bestimmen, wird im Folgen-
den der Ansatz (11) fiir w(x,t) unter Beriicksichtigung
der Gleichungen des Originalsystems (1)—(4) in die Glei-
chungen (7)—(10) eingesetzt. Die dabei notwendigen
partiellen Ableitungen von (11) beziiglich x und ¢ er-
geben sich zu

Oew(x, t) = Ocu(x, t) — k(x, x, t)u(x, t)

X

—/Bxk(x,x, t)u(x, t)dx,

0
8§w(x, t) = 8§u(x, t) — k(x, x, t) O u(x, t)
- (ZBxk(x, x, t) + 0xk(x, x, t)) u(x, t) (12)

X

- / 02k(x, %, t)u(, t)d%,

0
Ow(x, t) = Oru(x, t) — /[8tk(x, X t)u(xX,t)
0

+ k(x, X, t)0,u(%, t)]dx.

Mit (1) und zweifacher partieller Integration fiihrt die
letzte Gleichung auf

Bw(x, 1) = 32ul(x, t) + A(x, Hu(x, t) - /[3,k(x, X, 1)
0

+ 02k(x, %, £) + A(%, 0)k(x, X, )] u(%, 1)dx

+ 0gk(x, x, t)u(x, t) + k(x, 0, 1) 0,u(0, t)

— Ogk(x, 0, )u(0, t) — k(x, x, t)Ou(x, t).  (13)
Setzt man nun (11)—(13) unter Beriicksichtigung der ho-
mogenen Randbedingung (3) in die PDgl. des Zielsystems

(7) ein, so ergibt sich unmittelbar, dass der Integralkern
k(x, %, t) die folgende Gleichung erfiillen muss

X
0= / [0k (x, %, 1) + 92k(x, %, t) — 32k(x, %, 1)
0
+ y (% 1)k(x, %, 1) |u(X, t)dx + 9zk(x, 0, £)u(0, t)
= (y(x 1) + 2dek(x, x, 1) ) u(x, t) (14)
mit diek(x, x, 1) = dck(x, x, ) + 9xk(x, x, 1) und y(x,t) =
A(x,t) + n. Die Forderung, dass der Ausdruck auf der

rechten Seite von (14) ebenfalls identisch verschwindet,
fithrt auf eine PDgl. fiir den Integralkern

Bk(x, %, t) = 02k(x, %, ) — dZk(x, %, 1)
-y (& Dk(x, % 1) (15)
mit den Randbedingungen

y(x, 1)
2

9:k(x,0,1) =0. (17)

diek(x, x,t) =—

(16)
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(a) (b)
Bild 1 Definitionsgebiete fiir die PDgl. des Integralkerns: (a) in der
(x,%)-Ebene mit x € (0,1), x € (X,1) und (b) in der (¢,n)-Ebene mit
ne(0,1),¢em2-mn).

Das ortliche Definitionsgebiet der Kern-PDgl. (15) um-
fasst dabei das in Bild la dargestellte Dreieck x € (0, 1),
x € (%,1). Die Anfangsbedingung fiir den Integralkern
ergibt sich aus (8) und (11) zu k(x,%,0) =0, falls
wo(x) = up(x) gewdhlt wird. Man beachte, dass die
Kern-PDgl. (15) aufgrund des hyperbolischen Charakters
des Differenzialoperators 32 — 92 auf der rechten Seite
und der lediglich ersten Zeitableitung von k(x, X, t) auf
der linken Seite nicht klassifizierbar ist. Dies erschwert
die Ermittlung des Integralkerns k(x,%,t), da klassische
Losungsverfahren nicht unmittelbar zur Losung dieser
ungewohnlichen PDgl. herangezogen werden konnen.
Aus diesem Grund wird im Folgenden zur Bestimmung
von k(x, %, t) die Methode der Integraloperatoren zusam-
men mit der sukzessiven Approximation, wie in [2] zur
Losung gewisser Klassen von linearen PDgln. beschrie-
ben, angewandt.

2.3 Losung der Kern-PDgl.

Um die Kern-PDgl. (15) mit Hilfe der Methode der In-
tegraloperatoren lgsen zu konnen, wird diese zunichst
in eine Normalform iiberfiihrt. Hierzu wird in einem
ersten Schritt eine Koordinatentransformation ¢ = x + X,
n =x—x eingefithrt mit k(x,%,t) = k(¢ (x, %), n(x, %), £).
In den neuen Koordinaten ergibt sich die transformierte
Kern-PDgl. (15) mit den Randbedingungen (16) und (17)
zu

- 1, - 1
afank({x U t) = Zatk(g) B t) + Zy (g—n t)k({ 77)

¢ (18)
E(;,O,t):—%/y(a,t)da (19)
0
ack(n, m,t) = d,k(n, m, 1) (20)

definiert auf dem Gebiet n € (0,1), ¢ € (n,2—n), siche
Bild 1b. Um die Losung von (18)—(20) zu bestimmen,
wird im Weiteren die Gleichung der transformierten
Kern-PDgl. (18) formal beziiglich ¢ und n tber das ortli-

che Definitionsgebiet integriert. Dies ergibt eine implizite
Losung fiir k(¢, n,t) der Form

¢ on
- 1
k(é‘;n; Z//Bk(ﬂ,a t dOld/S
n 0
. 7
+ 5//Bk(/3 a, t)dadp
0
) U]
(Bt [ B,
1 0
wobei

Bi(Brart) = k(oo t) + 7 <’82;°’,t>12(ﬂ,a, n.  (22)

Zur expliziten Bestimmung von k(¢,7,t) wird im Fol-
genden die Methode der sukzessiven Approximation
herangezogen. Hierzu wird eine Reihenlésung der Form

k(z,n,t) =Y Ka(Z,m,t) (23)

gesucht, deren Koeffizienten rekursiv gemif

¢
Kienn = [ [ Be(Branndads
n 0
n B
+%[/Bf<nf](ﬁ,a,t)dadﬂ, n>1 (24)
0 0
mit

4 n
1 s
Ro(&,m, 1) —1[ (— t)dﬁ——[ (E,t)dﬁ (25)
n 0

bestimmt werden. Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass im
allgemeinen Fall eines orts- und zeitvariablen Parame-
ters y(x,t) = A(x,t) + o keine geschlossene Losung fir
den Kern E({,n, t) ermittelt werden kann. Im Sonder-
fall fiir konstantes y(x,t) = y, d.h. A(x,t) = A, kann die
Backstepping-Methodik auf einen zeitinvarianten Kern
so reduziert werden, dass eine geschlossene Losung von
(15)—(20) sehr wohl existiert [4].

Die Anwendung der Methode der sukzessiven Appro-
ximation setzt die absolute und gleichmaf3ige Konvergenz
der Reihe (23)—(25) voraus. Offensichtlich ist die Kon-
vergenzanalyse entscheidend von der Parameterfunktion
y(x,t) abhingig. Es kann gezeigt werden [7], dass die
Reihenlgsung (23)—(25) absolut und gleichmifig kon-
vergiert, falls y(x,t) eine Gevrey-Funktion der Ordnung
o < 2 darstellt.
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Definition 1.  (Gevrey-Funktion [10]). Eine Funktion
f(t) € Gp(R2) wird als Gevrey-Funktion der Ordnung o
bezeichnet, falls f(t) € C*°(2) und eine positive Konstante
D so existiert, dass gilt

sup [37f(t)] < D" (n))” VneNy. (26)
teQ

Es sei bemerkt, dass die Klasse der Gevrey-Funktionen fiir
o <1 die Menge der ganzen Funktionen und fir o = 1 die
Menge der analytischen Funktionen umfasst. Fiir o > 1
ist die Gevrey-Funktion nicht analytisch.

Wie in [7] mittels vollstindiger Induktion nachge-
wiesen wurde, konvergiert die Reihenlosung (23) mit
den rekursiv zu bestimmenden Reihenkoeffizienten (24)
und (25) absolut und gleichmifig fir alle Funktionen
y(x,1) € C°([0,1]) X Gpo(R}) falls o < 2.

2.4 Stabilisierende Zustandsriickfiihrung

Mit Hilfe des Kerns k(x,X,t) kann nun direkt die
Zustandsriickfithrung ermittelt werden, die die Trans-
formation des Ausgangssystems (1)—(4) in das ex-
ponentiell stabile Zielsystem (7)—(10) realisiert. Mit
w(1,1) = u(1,1) - [} k(1,% 1)u(x, )d% sowie den Rand-
bedingungen (4) und (10) ergibt sich der Ruckfithranteil
Av(t) am Stelleingriff v(¢) zu

1
Av(t) = / k(1, % t)u(, t)dx. 27)
0

Im Weiteren wird die stabilisierende Zustandsriickfiih-
rung um einen Steuerungsanteil v*(#) zur Realisierung
eines gewiinschten Fithrungsverhaltens erweitert.

3 Flachheitsbasierte Trajektorienplanung
und Steuerung

Wie in Abschnitt 2 gezeigt wurde, garantiert die ent-
worfene Ruckfithrung (27), dass sich der geschlossene
Regelkreis wie das exponentiell stabile Zielsystem (7)—
(10) verhidlt. Man beachte, dass sich die Stabilitit des
Zielsystems nicht dndert, wenn die Randbedingung (10)
zu

w(l, 1) =v*(t) (28)

modifiziert wird, wobei v*(t) eine zeitabhingige Funktion
darstellt. Dieser zusitzliche Freiheitsgrad wird im Folgen-
den zum Entwurf einer Steuerung zur Realisierung einer
gewtinschten Solltrajektorie t — y*(¢) fiir die Ausgangs-
grofle y(t) gemifl (6) herangezogen.

3.1 Entwurf einer flachheitsbasierten Steuerung

Die Basis fiir den flachheitsbasierten Steuerungsentwurf
bildet die Tatsache, dass die Ausgangsgrofie (6) unter der
Backstepping-Transformation (11) erhalten bleibt, d. h.

w(0,t) = y(t). (29)

Im Rahmen des flachheitsbasierten Steuerungsentwurfs
wird der Zustand w(x,t) in Form einer Potenzreihe in
der Ortskoordinate x

W 1) = D () (30)
n=0 :

angesetzt, wobei die zeitvariablen Koeffizienten w, (), n €
Ny, t > 0 im Weiteren zu bestimmen sind. Hierzu wird
(30) in die PDgl. (7) des Zielsystems eingesetzt, was mit

§ o] § X" o0 § X!
A, £) = 0y (Z wnmm) = ;a[wnmz (31)

n=0
‘. . o 5 X" o ) X"
e ) =07 | YD | =D i (32)
n=0 : n=0 :

nach der Sortierung von Termen identischen Grades in x
unmittelbar auf die Rekursion

W2 (£) = 0 (1) + v (1), n€No, (33)

fiir W, (t), n> 2 fithrt. Es ist direkt zu erkennen, dass
zur Losung dieser Rekursion zwei Start-Bedingungen fiir
Wwo(f) und W, (t) notwendig sind. Diese werden aus (29)
und (9) entsprechend

wo(t) = y(1), (34)
Wi(H) =0, (35)

bestimmt, sodass sich unmittelbar eine geschlossene Lo-
sung der Rekursion (33)—(35) zu

Wan(t) = Z (;l),u”'jiﬂy(t), neNy
=0

Wan1(t) =0, nelNy (36)

ergibt. Offensichtlich kann somit eine Parametrierung al-
ler Koeffizienten w,(t), n € Ny, der Potenzreihe (30) und
somit des Zustandes w(x, t) durch die Ausgangsgrofle y(t)
und deren Zeitableitungen gemaf3

(e o] 2n n

x n o

y o 1

Wixt) =) aml > (J.)u ary(t) (37)
n=0 j=0

ermittelt werden. Des Weiteren folgt aus (28) direkt die

Parametrierung des Randeingriffs zu

oo

R o
= Gl > ('.’)W (8). (38)

n=0 j=0 J

Dementsprechend stellt y(f) einen flachen Ausgang
bzw. eine Basisgrofle dar. Um sicherzustellen, dass
w(x,t) = w(x, t) und ¥*(t) — v*(¢t) muss die gleichma-
fige Konvergenz der Reihe (37) gewihrleistet werden.
Gemif den Ausfithrungen in [5;6] kann leicht gezeigt
werden, dass die parametrierte Reihe (37) einen unend-
lichen Konvergenzradius fiir y(t) € GD,U(RE)) mit o <2
aufweist.

Post-print version of the article: L. Jadachowski, T. Meurer, and A. Kugi, “Trajektorienfolgeregelung fiir parabolische partielle Differen-
zialgleichungen mit variablen Parametern”, at — Automatisierungstechnik, vol. 58, no. 3, pp. 128-131, 2010. po1: 10.1524/auto.2010.0822
The content of this post-print version is identical to the published paper but without the publisher’s final layout or copy editing.


http://dx.doi.org/10.1524/auto.2010.0822

AIC|IIN

Bemerkung 1. Der flachheitsbasierte Entwurf ist prin-
zipiell auch anhand des Originalsystems (1)-(4), (6)
moglich, wobei analog y(t) = 1(0, t) einen flachen Aus-
gang reprisentiert. Dies wird jedoch durch den orts-
und zeitvariablen Parameter A(x, t) signifikant erschwert,
wodurch keine geschlossene Parametrierung ermittelt
werden kann. Der hier vorgeschlagene Weg der Parame-
trierung des Zielsystems im Rahmen des Entwurfs einer
Trajektorienfolgeregelung erweist sich als besonders vor-
teilhaft, da hier die wesentlich einfachere Struktur des
Zielsystems mit konstantem Parameter unmittelbar ge-
nutzt werden kann.

3.2 Trajektorienplanung fiir den flachen Ausgang
Offensichtlich reduziert sich die Konvergenz der Zu-
stands- und Eingangsparametrierungen (37) und (38) auf
ein Problem der Trajektorienplanung fiir den flachen
Ausgang y(t). Aufgrund der Differenzierbarkeitsanfor-
derungen wird im Folgenden die stiickweise analytische
Funktion der Form

Y () =yiy + (Vir—vio) Our(t —to) (39)

mit einer ,geglitteten Sprungfunktion

0, <0
Our() =1 . =1 (40)
w,r(T)dT
7;;} G2 (e , te(0,T)
und einer ,glockenférmigen Impulsfunktion®
0, t¢(0,T)
(41)

(0= ( = ) 0.7)
exp T~ i\ o 5 te s
[(1-7) 7]

als Solltrajektorie verwendet. Insbesondere besitzt y*(t)
die Gevrey-Ordnung o =1+ 1/w, sodass aufgrund der
Konvergenzbedingung des vorigen Abschnitts im Weite-
ren @ > 1 angenommen wird. Zudem ist leicht ersichtlich,
dass wegen y*(t) =y, mit Aly (1) =0 fiir t<ty, [eN
und y*(¢) = yip mit ny*(t) =0firt>t+T,1eN die
Solltrajektorie y*(¢) fiir t = to und t = #; + T lokal nicht
analytisch sein kann.

Aufgrund der Eigenschaften von y*(t) ermdoglicht diese
Wahl der Solltrajektorie unmittelbar die Realisierung von
Ubergingen zwischen stationiren Profilen innerhalb des
Zeitintervalls t € [to, ty + T fiir das zeitinvariante Zielsys-
tem. Die stationdren Profile wi(x) = wi(x; y}) sind dabei
infolge der Flachheitseigenschaft durch das Randwertpro-
blem

Rws(x) — pwy(x) =0, x € (0,1)
0, ws(0) =0
WS(O) :)/;k

definiert, wobei y € {y}, yir}. Der zugehorige Eingang
folgt aus (28) zu v = w,(1;y¥). Mit (38) und (39) er-
gibt sich somit unmittelbar die Steuerung v*(t), die
den Ubergang vom stationiren Anfangsprofil w;(x; y¥,)
zum stationdren Endprofil wy(x; y{ ;) realisiert. Aufgrund
der Zeitvarianz des Originalsystems ist dies jedoch nicht
notwendigerweise dquivalent zum Ubergang zwischen
stationdren Zustinden in u(x, t), was anhand der inversen
Backstepping-Transformation'

u(x, t) = wix, t) — / K™ (x, %, )w(x, r)d% (42)

0

vom Zielsystem mit dem Zustand w in das Originalsys-
tem mit dem Zustand u illustriert werden kann. Mit (42)
ergibt sich somit die Abbildung

X
ux t5y7) = wil ) — / (% O ) dE. (43)
0

Folglich wird ein stationires Profil w(x;y¥) des Zielsys-
tems im Allgemeinen auf ein zeitvariables Profil u(x, t; y)
des Originalsystems transformiert. Dies ist offensichtlich
auf die Orts- und Zeitabhidngigkeit des Systemparame-
ters A(x, t) zuriickzufiihren. Man beachte, dass fiir y; =0
das entsprechende stationire Profil des Zielsystems sich
zu wi(x;0) = 0 ergibt. Wertet man (43) mit y; =0 aus,
so folgt, dass das zugehorige Profil des Originalsystems
ebenfalls stationdr und hierbei unabhingig von dem Pa-
rameter A(x,t) wird, d.h. us(x,#;0) = 0.

Angesichts des zeitvariablen Profils u(x, t;y¥) sei
jedoch angemerkt, dass aufgrund der Invarianz
der Ausgangsgrofie (6) gegeniiber der Backstepping-
Transformation (11) die Trajektorienfolge y(f) — y*(t)
garantiert ist.

3.3 Trajektorienfolgeregelung

Mit den Ergebnissen der vorherigen Abschnitte kann im
Folgenden eine Trajektorienfolgeregelung gemaf3 (5) er-
mittelt werden. Der Steuerungsanteil v*(¢) ergibt sich
dabei aus der Eingangsparametrierung (38) zu

oo

1 < i
w-E SO,
n=>0 j=0

indem an Stelle des flachen Ausgangs y(t) und dessen
Zeitableitungen 9y(t) die Solltrajektorie y*(t) gemaf
(39)—(41) und deren Zeitableitungen ny*(t) einge-
setzt werden. Die Trajektorienfolgeregelung bestehend
aus dem Steuerungsanteil v*(t), siche (44), und dem

L Auf den Existenzbeweis der durch den Integralkern K" (x, %, 1) de-
finierten inversen Backstepping-Transformation wird an dieser Stelle
aus Platzgriinden verzichtet. Die Berechnung von k" (x,%,t) erfolgt
hierbei analog zu der Vorgehensweise in Abschnitt 2.2, indem die
inverse Backstepping-Transformation (42) von w auf u angewandt
und die zugehorige Kern-PDgl. fiir K" (x, %, t) gelost wird.
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Riickfiithranteil Av(t), siche (27), errechnet sich somit
gemif3 (5) zu

w(t) = Z
n=0
1

n

> (7) Wy (1)

j=0

1

(2n)!

+ / k(1, %, H)u(x, t)dx. (45)
0

Wie man sich leicht tiberzeugen kann, erfordert die
so ermittelte Trajektorienfolgeregelung die Kenntnis des
vollstindigen orts- und zeitvariablen Zustandsprofils
u(x, t) fiir alle x € [0,1] und ¢ > fy. Aus diesem Grund
wird im folgenden Abschnitt ein verteilt-parametrischer
Beobachter zur Zustandsschitzung entworfen.

4 Beobachterentwurf mittels Backstepping

Der Beobachterentwurf wird in einer gewissen Analogie
zum Reglerentwurf mit Hilfe der Backstepping-Methode
durchgefiihrt [13]. Hierzu wird im Folgenden ein verteilt-
parametrischer Zustandsbeobachter der Form

dli(x, 1) = d2i(x, t) + A(x, £)d(x, 1)
+p1(x%, 1) [y(t) = 0(0,1)] , x€(0,1), t>1

(46)
i(x, 1) = dip(x) , x € [0,1] (47)
mit den Randbedingungen
3,010, 1) = pro [y(t) — 21(0, )], > 1o (48)
A1, 0) =v(t), t>t (49)

entworfen, wobei als einzige Messgrofle y(t) = u(0,1)
angenommen wird. Der Beobachtungsfehler ii(x,t) =
u(x, t) — il(x, t) gentigt hierbei den Gleichungen
0rii(x, t) = Biﬁ(x, t) + A(x, t)ii(x, t)

—pi(x,0)a(0,1), xe€(0,1), t>t

ii(x, to) = flo(x), x€(0,1) (50)
0x11(0, t) = —p1ot(0, 1) , >t
a(1,1) =0, > 1.

Man beachte, dass der Beobachter (46)—(49) die um die
zusitzlichen Korrektorterme p(x,t) [y(¢) —#(0,¢)] und
pio [y(t) — 00, 1)] erweiterte Kopie des Systems (1)—(4)
darstellt und somit in seiner Form einem vollstindigen
Luenberger-Beobachter fiir eine Strecke mit endlich-
dimensionalem Charakter dhnelt.

Die beiden Verstirkungsfaktoren der Korrektorterme
pi(x,t) und p;p werden im Folgenden so entworfen, dass
der Beobachtungsfehler #(x, t) exponentiell abklingt.

4.1 Wahl des Zielsystems
Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt2 wird im
Folgenden ein exponentiell stabiles Zielsystem fiir die

Fehlerdynamik (50) des Beobachters (46)—(49) gesucht.
Eine geeignete Wahl stellt ein Zielsystem der Form

Bw(x, 1) = 2w(x, t) — Aw(x, 1), x € (0,1), t>1  (51)

w(x, o) = wo(x), x¢€[0,1] (52)

mit den Randbedingungen

0,w(0,£) =0, t>t (53)

w(l,t) =0, >t (54)

dar. Man erkennt, dass fiir diese PDgln. (vgl. dazu (7)-
(10) in Abschnitt 2.1) die exponentielle Stabilitit in der
L,-Norm sowie in der sup-Norm fiir i >—7%/4 nachge-
wiesen werden kann.

4.2 Inverse Backstepping-Transformation

Um die Verstarkungsfaktoren der Korrektorterme p; (x, t)
und pjo zu bestimmen, wird im Folgenden die inverse
Volterrasche Integraltransformation

i(x, t) = w(x, t) — /p(x, X, H)w(x, t)dx (55)
0

betrachtet? [4;12]. Setzt man den Ausdruck (55) fiir
i1(x, t) unter Berticksichtigung der Gleichungen (51)—(54)
in die Fehlerdynamik des Beobachters (50) ein, so folgt
nach der analogen Vorgehensweise wie in Abschnitt 2.2
eine neue PDgl. fiir den Integralkern p(x, X, ) der Form

3p(x, %, 1) = 32p(x, %, t) — 32p(x, %, 1)
+ 7% 0)p(x, X, 1) (56)

mit den Randbedingungen

X

plx,x,t) = % / y(a, t)do + p(0,0, 1) (57)
0

P(1>3z)t):0> (58)

wobei p(x,t) = A(x,t) + fi. Die Anfangsbedingung fur
plx, %, t) ergibt sich zu p(x, %, fp) = 0, falls Wy (x) = iip(x)
gewihlt wird. Aus (50) ergeben sich zwei weitere Bezie-
hungen

pro =p(0,0,1)
(59)
p1(x, 1) = 0zp(x, 0, 1),

die eine Vorschrift zur Bestimmung der gesuchten Ver-
stirkungsfaktoren der Korrektorterme p;(x,t) und pjo
darstellen. Hierzu muss jedoch zunichst der Integralkern
p(x, X, t) berechnet werden.

2Aufgrund des zusitzlichen Terms #(0,¢) auf der rechten Seite der
PDgl. (50) ist es wesentlich komplizierter, die Verstirkungsfaktoren der
Korrektorterme py(x,t) und pjo durch die Anwendung der Integral-
transformation von i auf w zu bestimmen. Unter der Voraussetzung,
dass die Existenz und Eindeutigkeit dieser inversen Transformation
gewihrleistet ist, konnen p; (x, ) und pjo analog zu den Ausfithrungen
in [4;12] mit Hilfe der Transformation (55) ermittelt werden.
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4.3 Losung der Kern-PDgl.

Um den Integralkern p(x,X,t) zu bestimmen, wird in
einem ersten Schritt eine Koordinatentransformation
durchgefithrt. Mit den neuen Koordinaten x=1-%,
X=1-xund p(x, % t) = p(&(%), X(x), t) lautet die trans-
formierte PDgl. (56) in p(%, X, t)

Pp(X, X, 1) = O7p(%, %, 1) — I;p(%, %, 1)

+ ]7(1 _X) t)‘ﬁ(x)i) t) (60)
mit den Randbedingungen
X &
pEE0 =5 / Pa, Hdo + (1, 1,1) (61)
0
P(%0,6)=0. (62)

Offensichtlich dhnelt die PDgl. (60) fiir den Integralkern
p(% %, t) in den transformierten Koordinaten in ihrer
Form der PDgl. (15) aus Abschnitt 2.2, sodass die Losung
von (60)—(62) in einer gewissen Analogie zur Vorgehens-
weise in Abschnitt 2.3 fiir k(x, X, ) ermittelt werden kann.
In einem zweiten Schritt wird also mit Hilfe einer weite-
ren Koordinatentransformation ¢ = X + X, 7 = X — x und
p(%x %, t) = §(Z, 7, t) sowie anschlieBender formaler Inte-
gration iiber das ortliche Definitionsgebiet die PDgl. (60)
in eine Integralgleichung

¢
- 1
g(g)ﬁ)t):Z//Bg(ﬂ,d,t)dadﬁ
70
1 ‘ B
_117(1—5,t>dﬂ (63)
n
mit

Bg(,B> o, t) = dfg(ﬁ) o, t) + J7 (1 - ﬁ%) t)g_(,B) a, t)
(64)

iiberfuihrt, wobei sich im Vergleich zu (22) das Vorzei-
chen des Terms 9,g(B, , t) gedndert hat. Der Integralkern
g(¢,7,t) wird in den (¢,#)-Koordinaten entsprechend
(23) mit Hilfe der Methode der sukzessiven Approxima-
tion in Form einer Reihe

o0
gD =7 Gu&n1, neNy (65)
n=0
bestimmt, wobei die Reihenglieder rekursiv gemif3
] ¢ o0
Gt = [ [ Bo,. (pranndads (66)
70
mit
¢
. 1 [ B
GO({) U t):—_/)/(l——» t)dﬂ (67)
4 2
7

ermittelt werden. Ahnlich wie in Abschnitt 2.3 kann beim
Beobachterentwurf im Allgemeinen keine geschlossene
Losung fiir den Kern g(Z,7,¢) im Fall einer orts- und
zeitabhingigen Funktion 7 (x, t) gefunden werden. Ledig-
lich im Sonderfall fiir y(x,t) = y, d.h. A(x, t) = A, kann
ein geschlossener Ausdruck fiir g(¢,7,t) bestimmt wer-
den [13]. Zum Konvergenznachweis von (65)—(67) kann
eine analoge Argumentation wie in Abschnitt 2.3 heran-
gezogen werden. Gilt 7(x,t) € C°([0,1]) x GD,(,(RZ)) mit
o <2, so konvergiert die Reihe (65)—(67) absolut und
gleichmafig.

Mit diesen Ergebnissen folgt die Losung der In-
tegralgleichung (63) bzw. der PDgl. (56) nach der
Riicktransformation in die (x,X)-Koordinaten durch
{=2-x-%f=x—Xzu

oo
Pl t) =) Gi2-x-%x-%1) (68)
n=0
und die gesuchten Verstirkungsfaktoren der Korrektor-
terme pjp und pi(x,t) des Beobachters ergeben sich
gemif3 (59) zu

po=y_Gu(2,0,1) (69)
n=>0
Pt == (0:Gu(2—x,2,1) + 8;Gu(2~ x,%,1)).
n=0
(70)

4.4 Separationsprinzip

Fiir lineare finit-dimensionale Systeme besagt das Sepa-
rationsprinzip, dass die Dynamiken des Reglers und des
Beobachters unabhingig voneinander vorgegeben werden
konnen. Im Folgenden wird gezeigt, dass diese Eigen-
schaft auch im Fall des verteilt-parametrischen Systems
(1)—(4) mit dem Backstepping-basierten Zustandsregler
(27) und dem verteilt-parametrischen Beobachter (46)—
(49), (68)—(70) giiltig ist.

Dazu sei angemerkt, dass die Auswertung der
Backstepping-Transformation (11) mit dem geschitz-
ten Zustand #(x, t) = u(x, t) — @i(x, t) zusammen mit der
inversen Backstepping-Transformation (55) in einer ein-
seitigen Kopplung der jeweiligen Zielsysteme (7)—(10) fiir
den Regler und (51)—(54) fiir den Beobachtungsfehler ge-
maf

ow(x, t) = BJ%W(x, ) — uw(x, t) + w(0, t)f (x, 1),

Wx, to) = Wo(x),

0:w(0,1) = p1ow (0, t),

Ww(l,t) =0, (71a)

ow(x, t) = Biw(x, t) — aw(x, t),

W(x, tg) = Wo(x),

9,w(0,t) =0,

w(l,t) =0, (71b)
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resultiert. Hierbei stellt f(x,t) = p1(x, 1) + k(x, 0, t)p1o —
fox k(x, %, t)p1(x, t)dx aufgrund der Beschrinktheit der In-
tegralkerne k(x,X,t) und p(x,x,t) fir x € [0,1], t>1
unter der Voraussetzung, dass y(x,t) € C°([0,1]) x
Gpo(RY) und p(x, 1) € Co([0,1]) x Gpo(R})), 0 <2 eine
beschrinkte Funktion dar. Insbesondere erkennt man,
dass lediglich das mit dem geschitzten Zustand #(x, t)
ermittelte Zielsystem fiir den Regler (71a) von dem Teil-
system (71b) beeinflusst wird.

Die Stabilitdt des Gesamtsystems (71) wird im Folgen-
den mit Hilfe der Lyapunov-Theorie untersucht. Hierzu
wird das Lyapunov-Funktional der Form

1 1
A 1
Vix,t) = 5 / W (x, t)dx + 5 f W (x, t)dx (72)
0 0

betrachtet, wobei A einen im Weiteren zu bestimmenden
Gewichtungsfaktor bezeichnet. Die zeitliche Ableitung
von (72) fithrt zusammen mit (71) auf

1 1
W V(x, 1) :—A/(wa(x, t))zdx—A,a/Wz(x, t)dx

0 0
1

1
- / (8 (x, 1) dx - / W2 (x, 1)dx
0

0
1
+ (0, t)/W(x, £)f (x, t)dx
0

= prow(0, )W(0, 1) . (73)

Dabei ergeben sich mit Hilfe der Ungleichungen von
Young, Cauchy-Schwarz und Poincaré unter Beriick-
sichtigung der Randbedingungen von (71) folgende
Abschitzungen

1
— proW(0, (0, 1) < i / (B(x, 1)) dx

o

+plo f(axﬁ/(x, 1) dx, (74)

0

1 1
w(0, t)/vi/(x, )f (x, t)dx < i /(Bx»{/(x, t))zdx
0 0

1
+4B / (8:w(x, 1)) dx,
0 (75)
wobei B:sup,gRr0 maXye(o,1)f (%, t). Mit (74) und (75)
sowie A = 2(4B* + p};) folgt aus (73), dass gilt
1 1
8 Viet) <— %\ / (8w(x, 1) dx— At f W2 (x, £)dx

0 0
1 1

_%/(axmx, t))zdx—,u,/wz(x, £)dx

0 0

sowie mit der Wirtinger-Ungleichung

1
2 A
V(1) <— (% +2ﬂ> > / W2 (x, £)dx

0

1
2 1
- (”T + 2u> S / WA (x, £)dx
0
7.[2
S_ (I + 211) V(x) t) >

wobei i = min{pu, fi}. Hieraus folgt, dass das Gesamt-
system (71) fiir i >—72/8 exponentiell stabil ist und
das Separationsprinzip gilt. Offensichtlich kann durch
die Entwurfsparameter p und f das Abklingverhalten
des Gesamtsystems direkt vorgegeben werden. Dabei sei
jedoch angemerkt, dass die gewonnene Abschitzung mit-
tels der Lyapunov-Theorie auf ein etwas konservativeres
Ergebnis fithrt, da fiir die einzelnen Zielsysteme (7)-(10)
und (51)—(54) die exponentielle Stabilitit fiir u >—72/4
und /i >—%/4 nachgewiesen werden kann.

5 Simulationsergebnisse

Im Folgenden werden numerischen Resultate zur Losung
des Trajektorienfolgeproblems fiir das betrachtete Sys-
tem (1)—(4) mit dem stationdren Anfangsprofil uy(x) =0
prasentiert. Der Einfachheit halber wird im Weiteren die
Anfangszeit f) = 0 gewdhlt. Die orts- und zeitvariable Pa-
rameterfunktion A(x, t) wird zu

Ax, t) =3(x+1)[cos(4t) + 1], x€[0,1],t>0 (76)
angenommen — Bild 2 zeigt deren Verlauf in der (x,t)-
Ebene. Die in den vorherigen Abschnitten ermittelte
Trajektorienfolgeregelung (45) wird fiir die Realisierung
approximiert, indem die Reihenansitze des Riickfiihr-
und des Steuerungsanteils (23) und (30) mit einer Anzahl
Ni =7 und N* = 20 von Reihenkoeffizienten berechnet
werden. Eine analoge Approximation erfolgt bei der Im-
plementierung des Zustandsbeobachters (46)—(49). Zur
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Bild2 Orts- und zeitvariable Parameterfunktion A(x, t) gemif (76).
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Bild3 Simulationsergebnisse zur Trajektorienfolgeregelung (45) fiir das System (1)—(4) mit dem Parameter A(x, t) gemif (76) und dem Zustands-
beobachter (46)—(49). Fiir die Entwurfsparameter gilt (u, 2) € {(5, 10), (10, 20)}. (a) Zustandsprofil u(x, ) in der (x, t)-Ebene fiir (u, ) = (10, 20);
(b) Profil des Beobachtungsfehlers ii(x, t) fiir (11, ;) = (10,20); (c) Vergleich von Isttrajektorie y(¢) und Solltrajektorie y*(¢) fiir (u, i) € {(5, 10), (10,20)};
(d) Zeitverlauf des Folgefehlers e(t) = y(t) — y*(¢) fiir (11, 1) € {(5,10), (10,20)}; (¢) Randregelung v(¢) mit dem Steuerungsanteil v*(¢) fiir (i, ) = (5, 10);
(f) Randregelung v(t) mit dem Steuerungsanteil v*(¢) fiir (u, ) = (10, 20).

Berechnung der Verstirkungsfaktoren der Korrektor-
terme pjp und pi(x,t) werden hierzu die Reihen (69)
und (70) mit einer Anzahl von jeweils Ns =7 der Rei-
henkoeffizienten ausgewertet. Des Weiteren wihlt man
fir die Anwendung des Beobachters im geschlossenen
Regelkreis /i > j1 >—%/8 mit der Absicht, dass einerseits
die Dynamik des Beobachtungsfehlers schneller als die
der geregelten Strecke ist und andererseits die Stabilitat
des Gesamtsystems gewihrleistet wird. Das Anfangsprofil
des Beobachters wird mit #1y(x) =—0,1 cos(x7/2) # up(x)
festgelegt, d.h. es liegt ein Anfangsfehler 7iy(x) # 0 bei
der Zustandsschitzung zum Zeitpunkt fy = 0 vor. Die
Solltrajektorie y*(t) gemafl (39)-(41) wird durch den
Anfangswert yf; =0, den Endwert yf; =1, die Uber-
gangszeit T =2 und die Gevrey-Ordnung o = 1,5 mit
= 2 definiert.

Simulationsergebnisse zur Trajektorienfolgeregelung
sind exemplarisch fiir zwei Szenarien mit den Ent-
wurfsparametern (i, 1) € {(5,10),(10,20)} in Bild 3
dargestellt. Speziell zeigt Bild 3a den Verlauf des ge-
regelten Zustandes u(x, ) fiir (u, )= (10,20) in der
(x,t)-Ebene. Das Abklingen des Beobachtungsfehlers
ii(x,t) im gesamten Profil kann Bild 3b entnommen
werden. Bild 3¢ zeigt die Ausgangsgrofle y(t) im Ver-
gleich zu der vorgegebenen Solltrajektorie y*(t) abhingig
von den Entwurfsparametern p und . Die durch den
Anfangsfehler i(x) induzierte Stérung in der Trajektori-
enfolgeregelung kann in Bild 3d anhand des Folgefehlers
e(t) = y(t) — y*(t) beobachtet werden. Hierbei erkennt

man eindeutig, dass das Abklingverhalten von e(#) unmit-
telbar mit den Entwurfsparametern & und i verbunden
ist und fir (u, ) = (10,20) bessere Ergebnisse erzielt
werden. Demgegeniiber zeigen die Resultate in Bild 3e
und Bild 3f, dass mit dem relativ schnellen Abklingver-
halten fir (u, &) = (10, 20) eine deutliche Steigerung der
Stellgrole v(t) verbunden ist. Dartiber hinaus ist es aus
Bild 3a, e und f ersichtlich, dass trotz der konstant gehal-
tenen Ausgangsgrofie y(t) =y}, t > T kein stationdres
Endprofil u(x,t), t > T erreicht wird. Dies ist auf den
zeitabhidngigen periodischen Charakter der Parameter-
funktion A(x, t) zuriickzufiihren.

6 Zusammenfassung

In diesem Beitrag wurde eine Trajektorienfolgeregelung
mit Zustandsbeobachter fiir ein verteilt-parametrisches
System beschrieben durch eine parabolische PDgl. mit
orts- und zeitvariablen Reaktionsparameter A(x,t) ent-
worfen. Hierzu wurde eine Kombination von einem
Backstepping-basierten Zustandsregler zur exponentiel-
len Stabilisierung des Systems mit flachheitsbasierten
Methoden zur Realisierung der Trajektorienplanung und
der Steuerung einer Ausgangsgrofe verwendet.

In einem ersten Schritt wurde mit Hilfe einer
Backstepping-Transformation eine stabilisierende Zu-
standsriickfithrung so ermittelt, dass das Originalsystem
in ein exponentiell stabiles Zielsystem transformiert
wurde. Hierzu war die Berechnung des Kerns einer
Volterraschen Integraltransformation erforderlich, was
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unmittelbar auf die Ermittlung der Losung einer Kern-
PDgl. mit orts- und zeitvariablen Parametern fiihrte. Zu
deren Losung wurde die Methode der Integraloperato-
ren unter Einbeziehung einer sukzessiven Approximation
eingesetzt.

Um die Backstepping-Methodik mit differenzieller
Flachheit zu kombinieren, wurde im Weiteren das
Zielsystem derart modifiziert, dass ein zusitzlicher Frei-
heitsgrad entstanden ist, der jedoch das stabile Verhalten
des Zielsystems nicht beeinflusst. Basierend auf der Er-
kenntnis, dass im vorliegenden Fall die Eigenschaft der
Flachheit sowie die Ausgangsgrofle des Systems inva-
riant gegeniiber der Backstepping-Transformation sind,
ermoglicht der zusitzliche Freiheitsgrad einen syste-
matischen flachheitsbasierten Steuerungsentwurf. Hierzu
wurden formale Potenzreihenansitze zur Zustands-
und Eingangsparametrierung des Zielsystems durch die
invariante Ausgangsgrofle und deren Zeitableitungen ver-
wendet.

Um letztendlich die entworfene Trajektorienfolgere-
gelung realisieren zu konnen, wurde der geschlossene
Regelkreis um einen verteilt-parametrischen Zustands-
beobachter erweitert. Hierbei wurde als Beobachter die
um geeignete Korrektorterme erweiterte Kopie des Ori-
ginalsystems gewihlt, sodass eine Ahnlichkeit zu einem
vollstaindigen Luenberger-Beobachter fiir konzentriert-
parametrische Systeme zu erkennen ist. Fiir den Beobach-
terentwurf wurde ebenfalls die Backstepping-Methodik
eingesetzt. Der Unterschied zum Reglerentwurf bestand
allerdings darin, dass die Ermittlung der Verstirkungs-
faktoren der Korrektorterme mit Hilfe einer inversen
Backstepping-Transformation erfolgte. Die erzielte Regel-
giite und das Folgeverhalten der Ausgangsgrofle wurde
anschliefend anhand von Simulationsergebnissen des
Gesamtsystems illustriert.
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