WIEN

i AICIIIN
UNIVERSITAT

Vorlesung und Ubung
Wintersemester 2024 /2025

Univ.-Prof. Dr. techn. Andreas Kugi

(
G
4
\§
4
\§

-
g
(
g
(
g

\
J
)
J
)
J

-\5.<'i

AUTOMATISIERUNG




Automatisierung

Vorlesung und Ubung
Wintersemester 2024 /2025

Univ.-Prof. Dr. techn. Andreas Kugi

TU Wien
Institut fir Automatisierungs- und Regelungstechnik
Gruppe fir komplexe dynamische Systeme

GuBhausstraBe 27-29

1040 Wien

Telefon: +43 1 58801 - 37615

Internet: https://www.acin.tuwien.ac.at

O Institut fir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Inhaltsverzeichnis

1 Systeme und Systemmodelle

1.1 Der Systembegriff . . . . . . . ...
1.2 Elektrisches System . . . . . . ...
1.3 Mechanisches System . . . . . . . . .. .. Lo
1.4 Elektromechanisches System . . . . . . .. . ... ... ... ..
1.5 Hydraulisches System . . . . . .. .. ... L
1.6 Biologisches System . . . . . . .. ... L
1.7 Diskretes System . . . . . . .. L
1.8 Strukturschaltbilder . . . . ... . ... ...

2 Systemeigenschaften

2.1 Linearitdt . . . . . . . . e
2.2 Zeitinvarianz . . . . . ... Lo
2.3 Existenz und Eindeutigkeit der Losung . . . . . . . . .. ... oL
2.4 Die Transitionsmatrix . . . . . . .. ... .. L
2.5 Linearisierung nichtlinearer Systeme . . . . . . . . .. ... ... ... ..
2.5.1 Begriff der Ruhelage . . . . . . ... ... o
2.5.2 Linearisierung um eine Ruhelage . . . . . .. .. ... ... .. ..
2.5.3 Linearisierung um eine Trajektorie . . . . . . .. .. .. ... ...

3 Lineare dynamische Systeme

3.1 Zustandstransformation . . . .. .. ... oo oo
3.2 Jordansche Normalform . . . .. ... ... ... .. .. ... ...
3.2.1 Diagonalform . . . . . .. . oL oo
3.2.2 Notwendigkeit von Hauptvektoren . . . . . ... ... .. .. ...
3.2.3 Reelle Jordansche Normalform . . ... ... ... .........
3.2.4 Zusammenfassung . . . . .. ...
3.3 Allgemeines Losungsverhalten . . . . . . .. ... ... .00
3.4 Eingangs-Ausgangsverhalten . . . . . . ... ... L oo
3.4.1 Ubertragungsfunktion . . .. ... .. ... .. .. ... ......
3.4.2 Zusammenschaltung von Ubertragungsfkt. . . . . . .. ... .. ..
3.4.3 Ubertragungsmatrix . . . . . . .. .. ... .. ...
3.5 Realisierungsproblem . . . . . . . .. ..o
3.6 BIBO-Stabilitat . . . . .. . .. ...
3.7 Kontinuierlicher Frequenzgang . . . . . . . .. ... . ... ... .....
3.7.1 Nyquist-Ortskurve . . . . . ... ... ... ..
3.72 Bode-Diagramm . . . .. .. ... .. o o

© J &~ = -

12
14
14
16

20
20
22
23
25
29
29
31
35

39

40

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Seite IT Inhaltsverzeichnis
3.8 Regelungstechnische Ubertragungsglieder . . . ... .. .. ... .. ... 79
3.8.1 Verzogerungsglied 1-ter Ordnung (P-T1-Glied) . . . ... ... .. 79
3.8.2  Verzogerungsglied 2-ter Ordnung (P-T2-Glied) . . . ... ... .. 80
3.8.3 Proportional-Glied (P-Glied, P-Regler) . . . . . .. ... ... ... 82
3.8.4 Integrator (I-Glied, I-Regler) . . . . ... ... ... ... . .... 82
3.8.5 Proportional-Integral-Glied (PI-Glied, PI-Regler) . . . . . . .. .. 82
3.8.6 Differenzierer (D-Glied, D-Regler, D-T1-Glied) . . . ... ... .. 83
3.8.7 Proportional-Differential-Glied (PD-Glied, PD-Regler) . . . . . . . 84
3.8.8 Lead-Glied (PD-T-Glied) . . . . . . . ... ... ... ... .... 84
3.8.9 Proportional-Differential-Integral-Glied (PID-Glied, PID-Regler) 85
3.8.10 Totzeit-Glied . . . . . . . . ..o 86

3.9 Schaltungstechnische Realisierung . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 86
3.10 Pol-Nullstellen Diagramm . . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 88
4 Der Regelkreis 91
4.1 Aufgaben der Regelung . . . . .. . ... ..o L 95
4.2 Steuerungen . . . . .. ..o e 97
4.2.1 FEinfache Steuerung . . . . . . . . ... 97
4.2.2 Steuerung mit StérgrofSenaufschaltung . . . . . .. ... L. 98

4.3 Regelungen . . . . . . . . L 99
4.3.1 Regelung mit einem Freiheitsgrad . . . . . . .. ... ... ... .. 99
4.3.2 Regelung mit zwei Freiheitsgraden . . . . . . ... ... ... ... 105
4.3.3 Kaskadenregelung . . . . .. .. ... o oL 107

4.4  Stabilitatskriterien . . . . .. ..o 107
4.4.1 Numerisches Verfahren von Routh-Hurwitz . . . . ... ... ... 108
4.4.2  Graphisches Verfahren: Kriterium von Michailov . . . . . ... .. 110
4.4.3 Graphisches Verfahren: Nyquist-Kriterium . . . . . .. .. ... .. 113

5 Das Frequenzkennlinienverfahren 118
5.1 PI-Reglerentwurf . . . . . . .. ... 123
5.2 Lead-Lag-Reglerentwurf . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 124
5.3 Kompensationsreglerentwurf . . . . . . ... ..o 0oL 127
6 Der Digitale Regelkreis 134
6.1 Allgemeines . . . . . . . . . e 134
6.2 Abtastsysteme . . . . ... L 136
6.2.1 Der nichtlineare Fall . . . . . .. .. ... . ... . ... 137
6.2.2 Der lineare, zeitinvariante Fall . . . . ... ... ... ... .... 138

6.3 Die Transitionsmatrix . . . . . . ... ... .. L L. 141
6.4 Eingangs-Ausgangsverhalten . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 142
6.4.1 Die z-Ubertragungsfunktion . . . . . . ... ... ... ... .... 142
6.4.2 Wahl der Abtastzeit . . . . . ... ... oL 148
6.4.3 Zusammenschaltung von Ubertragungsfunktionen . . . . . . .. .. 150
6.4.4 Realisierungsproblem . . . . . . . .. ..o Lo oL 150
6.4.5 BIBO-Stabilitdt . . . . ... ... ... ... 152

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Inhaltsverzeichnis

Seite 111

6.5 Diskreter Frequenzgang . . . . . . . . . . ... .o
6.6 Tustin-Transformation . . . . . . . . ... .. ...
6.7 Stabilitdtskriterien . . . . .. ..o Lo
6.7.1 Numerisches Verfahren von Jury . . .. ... ... ... ... ...
6.7.2 Graphisches Verfahren: Nyquist-Kriterium . . . . . .. .. ... ..
6.8 Das FKL Verfahren fiir Abtastsysteme . . . . . . . .. ... ... .....

6.8.1 Einige Ubertragungsglieder . . . . .. ... ... ... .......
6.8.2 PI-Reglerentwurf im q-Bereich . . . . ... ... ... .......
7 Erreichbarkeit/Beobachtbarkeit
7.1 Erreichbarkeit (zeitkont. Fall) . . . . . . ... ... ... ... ... ...,
7.2 Erreichbarkeit (zeitdiskreter Fall) . . . . . .. ... ... ... ... ...,
7.3 Steuerbarkeit . . . .. ...
7.4 Beobachtbarkeit (zeitkont. Fall) . . . . . ... ... ... ... ...
7.5 Beobachtbarkeit (zeitdiskreter Fall) . . . . . ... .. .. ... ... .. ..
7.6 Einfluss der Abtastung . . . . . . . . ... oo
7.7 Dualitdtsprinzip . . . . . . . .
7.8 Minimalrealisierung . . . . . . . .. ..o
7.8.1 Markov-Parameter und Hankelmatrizen . . . . . .. ... ... ..
7.9 Der PBH-Test . . . . . . . . .. o .
8 Zustandsregler/Zustandsbeobachter
8.1 Zustandsregler . . . . .. ..
8.1.1 Dead-Beat Regler. . . . . .. .. ... .. ... . .
8.1.2 Der Pl-Zustandsregler . . . . .. .. .. .. ... ... ...
8.2 Zustandsbeobachter . . . . . .. .. ...
8.2.1 Trivialer Beobachter (Simulator) . . . ... ... ... ... ....
8.2.2 Vollstandiger Luenberger Beobachter . . . . . . . . ... ... ...
8.3 Separationsprinzip . . . . . . .. ..o
A Die Laplace-Transformation
A.1 Eigenschaften und Korrespondenzen der Laplace-Transformation . . . . .
B Die z-Transformation
B.1 Eigenschaften und Korrespondenzen der z-Transformation . . . . .. . ..
C Beweise
Index

224
226

232
233

239

281

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien






Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13

1.14

2.1
2.2
2.3
24

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15
3.16

Zum Systembegriff. . . . .. ..o
Zu statischen und dynamischen Systemen. . . . . . . ... ... ... ...
Zum Begriff der Trajektorie. . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
Serienschwingkreis. . . . . . . . ..o Lo
Trajektorie des Serienschwingkreises. . . . . . . . .. ... ... ... ...
Elektronische Schaltung eines PI-Reglers. . . . . . . ... ... ... ...
Einfaches Feder-Masse-Dampfer System. . . . . . . . ... ... ... ...
Mathematisches Pendel. . . . . . .. .. .. . oo o
Fremderregte Gleichstrommaschine mit Seiltrommel und Last. . . . . . . .
Zum mechanischen Teilsystem. . . . . . ... ... ... ... .. .....
Zwei-Tank-System. . . . . . . . ...
Zum Rauber-Beute-Modell. . . . . . . ... ..o 0o oo
Die grafische Darstellung und deren Bedeutung einiger wesentlicher Blocke
fir Strukturschaltbilder. . . . . . . . ... o oo
Strukturschaltbild des elektromechanischen Systems vom Abschnitt 1.4.

Aquivalente Schaltungen. . . . . .. ... .. ... ... ... .. .....
Einfaches Netzwerk mit Strom- und Spannungsquelle. . . . . . . ... ..
Zur Verschiebung einer Zeitfunktion. . . . . . . .. .. ... ...,
Darstellung der Systemgrofien des nichtlinearen und des linearen Systems.

Zur reguldren Zustandstransformation. . . . . . . .. ... L.
Verlauf der Trajektorien fir Ay = —lund Ao =2. . . . . . ... ... ...
Serienschaltung zweier Ubertragungsfunktionen. . . . . . . .. . ... ...
Elektrisches Netzwerk. . . . . . . .. .. .. . o oo
Teilnetzwerk von Abbildung 3.4. . . . . . ... ... ... ..
Auftrennung der Teilnetzwerke durch einen Spannungsfolger. . . . . . . .
Parallelschaltung zweier Ubertragungsfunktionen. . . . . . . . . ... ...
Gegenkopplung zweier Ubertragungsfunktionen. . . . . . .. ... .. ...
Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden. . . . . .. .. .. ... ... ... ..
Beobachtbarkeitsnormalform oder 2-te Standardform. . . .. ... .. ..
Steuerbarkeitsnormalform oder 1-te Standardform. . . . . .. ... .. ..
Einfaches elektrisches System. . . . . . . .. .. ... oo
Zur punktweisen Aufnahme des Frequenzganges. . . . .. . ... ... ..
Nyquist-Ortskurve der Ubertragungsfunktion von Abbildung 3.12.

Nyquist-Ortskurve zum zweiten Beispiel. . . . . . . .. ... ... ... ..
Bode-Diagramm fiir einen linearen Term im Nenner. . . . . . .. ... ..

U= DN

o ~J O Ot

20
21
22
34

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Seite VI Abbildungsverzeichnis

3.17 Bode-Diagramm eines quadratischen Terms im Nenner fiir verschiedene

Dampfungsgrade. . . . . . . . .. L Lo 7
3.18 Bode-Diagramm fiir G(s) von (3.128). . . . . .. .. .. ... ... .. 78
3.19 Ubertragungsglied mit der Ubertragungsfunktion G(s).. . . . . . . . . .. 79
3.20 Sprungantwort eines P-T1-Gliedes. . . . . . . . . . ... ... 80
3.21 Sprungantwort eines P-To-Gliedes. . . . . . . . . . ... .. ... ... .. 81
3.22 Die Hiillkurven der Sprungantwort eines P-To-Gliedes. . . . . . . . . . .. 81
3.23 Differenzierer mit und ohne Realisierungsterm. . . . . . .. .. .. .. .. 84
3.24 Operationsverstiarkerschaltung in Vierpoldarstellung. . . . . . . . . .. .. 87
3.25 Pol-Nullstellen Diagramm der Ubertragungsfunktion G(s) von (3.163). . . 89
4.1 Komponenten eines Regelkreises. . . . . . . .. .. ..o L. 91
4.2 Antriebsregelstrecke. . . . .. ... 92
4.3 Pulsweitenmodulierte Ansteuerung der Schalter S1-5; des 4-Quadranten

de-de-Konverters. . . . . . . . oL Lo 92
4.4 Aquivalentes Ubertragungssystem zur Antriebsregelstrecke . . . . . . . . . 94
4.5 Regelkreis als Ubertragungssystem. . . . . . . . . .. ... .. ....... 95
4.6 Einfache Steuerung. . . . . . .. ... L L oL oo 97
4.7 Steuerung mit Storgroffenaufschaltung. . . . . . .. .00 98
4.8 Regelung mit einem Freiheitsgrad. . . . . . . ... .. ... ... ... .. 99
4.9 Zur internen Stabilitat. . . ... ..o oo oo 101
4.10 Typischer Verlauf der Bode-Diagramme des offenen Kreises, der Fithrungs-

und der Storiibertragungsfunktion. . . . .. ..o o oL 103
4.11 Sattigungskennlinie. . . . . . .. ..o Lo Lo 104
4.12 Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden. . . . . . . .. .. ..o 106
4.13 Kaskadenregelkreis. . . . . . . . . ..o 107
4.14 Einfacher Regelkreis. . . . . . . .. . ... Lo 109
4.15 Ortskurve zur Ubertragungsfunktion (4.37). . . . . . ... ... ... ... 111
4.16 Stetige Winkeldnderung von (s —s;). . . . . . . . . ... 112
4.17 Geschlossener Regelkreis. . . . . . . ... ... . oo 113
4.18 Ortskurve des offenen Kreises von (4.47) fir K = =1 und K = —-1/3.. . . 115
4.19 Zur Bestimmung der Phasenreserve aus der Ortskurve und dem Bode-

Diagramm. . . . . .. .. L 117
5.1 Regelkreis mit einem Freiheitsgrad als Basis fiir das Frequenzkennlinien-

verfahren. . . . . . . .. Lo 118
5.2 Kenngroflen der Sprungantwort des geschlossenen Kreises. . . . . . . . .. 119
5.3 Bode-Diagramme des offenen Kreises Li(s) und L(s). . . ... ... ... 124
5.4 Sprungantwort des geschlossenen Kreises. . . . . . . .. .. .. ... ... 125
5.5 Bode-Diagramme des offenen Kreises L;(s) und L(s). . ... ... . ... 128
5.6 Sprung- und Rampenantwort des geschlossenen Kreises. . . . . . . .. .. 128
5.7 Bode-Diagramme des offenen Kreises Li(s), La(s) und L(s). . . . . . . .. 130

5.8 Sprungantworten der Fithrungsiibertragungsfunktion fiir r(t) = o(¢) (links)
und StellgréBentibertragungsfunktion fur r(t) = 1000 (¢) (rechts) mit und
ohne Vorfilter. . . . . . . . . ... 131

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Abbildungsverzeichnis Seite VII

5.9

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7

6.8
6.9
6.10
6.11
6.12

6.13
6.14
6.15

6.16
6.17
6.18

6.19
6.20

7.1
7.2
7.3

8.1
8.2
8.3

Al

B.1

Bode-Diagramm eines Notchfilters zur Kompensation der Resonanzfrequenz.132

Blockschaltbild eines digitalen Regelkreises. . . . . . . .. ... ... ... 134
Zur Funktionsweise des Abtasters. . . . . . . . .. ... ... ... .... 135
Zur Funktionsweise des Haltegliedes nullter Ordnung. . . . . . . ... .. 135
Abtastsystem. . . . . . ... 136
Zur z-Ubertragungsfunktion. . . . . . ... .. ... ... . ... .. ... 143
Die konforme Abbildung z = exp(sTy). - « « « o v v v o i i 147
Zur Abbildung z = exp(sT,) fiir Linien konstanter Ddmpfung £ und Linien

konstanter Zeitkonstanten 7. . . . . . . .. ... 149
Zur Hintereinanderschaltung von Abtaster und Halteglied. . . . . . . . . . 150
Zum diskreten Frequenzgang. . . . . . . ... ..o Lo 154
Mehrdeutige Zuordnung zwischen Folgenwerten und Tragerschwingung. 154
Zum diskreten Frequenzgang. . . . . . . . .. ..o L oo 155
Zur Berechnung des eingeschwungenen Zustandes: Blockschaltbild des im

Anwendungsbeispiel betrachteten Systems. . . . . . . ... ... ... 156
Aquivalentes umgezeichnetes Blockschaltbild von Abbildung 6.12. . . . . . 156
Zur Tustin-Transformation. . . . . . . . . ... ... .. L. 158
Vergleich des kontinuierlichen Frequenzganges mit dem transformierten

Frequenzgang fiir verschiedene Abtastzeiten T,. . . . .. ... ... ... 160
Zuléssiges Gebiet der Koeffizienten ag und ay. . . . . . . . . ... ... .. 165
Digitaler Regelkreis. . . . . . . . .. .. . o o 166
Regelkreis mit einem Freiheitsgrad als Basis fiir das Frequenzkennlinien-

verfahren fiir Abtastsysteme. . . . . . . .. ... ... ... 169
Kenngrofien der Sprungantwort des geschlossenen Kreises. . . . . . . . .. 169
Ausgangsfolge (yx) und Stellfolge (uy) des geschlossenen Kreises zum Bei-

spiel PI-Reglerentwurf im ¢-Bereich. . . . . .. .. ... ... ... .... 176
Briickenabgleichschaltung. . . . . . . . . ... oo oo 178
Wagen mit inversem Pendel. . . . . . . . . ... .. L. 179
Schematische Darstellung eines Heifluftballons. . . . . . . . . .. ... .. 189
Zweimassenschwinger. . . . . . . . . . ..o Lo 207
Blockschaltbild zum PI-Zustandsregler fiir den zeitdiskreten Fall. . . . . . 214
Zustandsregler /Zustandsbeobachter Konfiguration. . . . . . ... ... .. 220
Zur Definition des Einheitsimpulses. . . . . . . ... .. ..o 225
Sprungfolge (1’“) ................................. 232

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien






1 Systeme und Systemmodelle

1.1 Der Systembegriff

Der Begriff eines Systems wird in den verschiedensten wissenschaftlichen und nichtwis-
senschaftlichen Bereichen verwendet, wobei dessen Bedeutung oft nicht klar definiert
ist. Einfach formuliert ist ein System die Verbindung unterschiedlicher Komponenten,
die miteinander in Interaktion stehen, zu einem Ganzen zum Zwecke der Durchfiihrung
bestimmter Aufgaben. Die Wechselwirkung eines Systems mit der Systemumgebung er-
folgt {iber die sogenannten FEingangs- bzw. Ausgangsgrifien, siehe Abbildung 1.1. Die

g w 1 g
L —— > =
T oug Y2 E
o 2, Y2, &
2y . System . =y
g . : &
2ty U 2
<4 <
Abbildung 1.1: Zum Systembegriff.
Eingangsgroflen w1, us,...,u, sind dabei Groflen, die von der Systemumgebung auf das

System einwirken und nicht vom Verhalten des Systems selbst beeinflusst werden. Man
unterscheidet dabei zwischen Eingangsgrofien, mit denen man das System gezielt (rege-
lungstechnisch) beeinflussen kann (Stellgroffen) und Eingangsgrofien, die nicht unserer
Kontrolle unterliegen (Storgrifien). Die Ausgangsgrofien yi, ya, . . . , Y4 sind Gréfen, die vom
System generiert werden und ihrerseits die Systemumgebung beeinflussen. Ausgangsgréfien,
die messtechnisch erfassbar sind, nennt man auch Messgréfsen.

Im Folgenden betrachte man die zwei einfachen elektrischen Systeme von Abbildung 1.2,
namlich einen Widerstand und einen idealen Kondensator, mit der Eingangsgrofe i(t)
(Strom), der Ausgangsgrofie u(t) (Spannung) und der Zeit ¢. Beim Widerstand R ist die
Ausgangsgrofle zu jedem Zeitpunkt ¢ eindeutig durch die Eingangsgréfie zum Zeitpunkt ¢
bestimmt, es gilt ndmlich

u(t) = Ri(t) . (1.1)

Systeme dieser Art, deren Ausgangsgrofien lediglich vom Augenblickswert der Eingangs-
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Seite 2 1.1 Der Systembegriff

Abbildung 1.2: Zu statischen und dynamischen Systemen.

groBen abhéngen, werden als statische Systeme bezeichnet. Im Gegensatz dazu muss
zur Berechnung der Spannung u(t) des Kondensators C' zum Zeitpunkt ¢ der Eingangs-
strom i(7) fir die gesamte Vergangenheit 7 < ¢ bekannt sein, da gilt

:é/;i(ﬂ C/tO dT+ t ir)dr (1.2)

to) )

Kennt man die Eingangsgrofie i(7) lediglich fiir das Zeitintervall ¢ty < 7 < ¢, dann
muss zusétzlich die Spannung des Kondensators zum Zeitpunkt to als Anfangsbedingung
u(tp) = up bekannt sein. Wie man aus (1.2) erkennt, beinhaltet die Anfangsbedingung die
gesamte Information tiber die Vergangenheit 7 < ¢y. Man sagt auch, u(ty) beschreibt den
internen Zustand des Systems Kondensator zum Zeitpunkt ¢g. Systeme dieser Art, deren
Ausgangsgrofien nicht nur vom Augenblickswert der Eingangsgrofien sondern auch von
deren Vergangenheit abhingen, werden als dynamische Systeme bezeichnet.

Wenn fiir ein System nach Abbildung 1.1, wie im Falle des Widerstandes und des
Kondensators, die Werte der Ausgangsgroflen y1, yo, ..., ¥y, zum Zeitpunkt ¢ ausschlieBlich
vom Verlauf der Eingangsgrofien wy(7), ua(7), ..., up(7) fir 7 <t abhéngen, dann nennt
man das System kausal. Da alle technisch realisierbaren Systeme kausal sind, werden wir
uns im Folgenden auf diesen Fall beschranken.

Die bisherigen Uberlegungen erlauben uns nun die allgemeine Definition der Zustands-
grofien eines dynamischen Systems anzugeben:

Definition 1.1 (Zustand). Existieren fiir ein dynamisches System Gréflen z1,...,x,
mit der Eigenschaft, dass die Ausgangsgrofien yi, y2,...,yq zu einem beliebigen
Zeitpunkt ¢ eindeutig durch den Verlauf der EingangsgroBen wu;(7), ua(7), ..., uy(T)
auf dem Intervall tg < 7 <t und den Werten von z1(%p),. ..,z (to) fiir ein beliebiges
to festgelegt sind, dann heiflen die Gréflen xq, . .., x, Zustandsgroffen des Systems.
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1.1 Der Systembegriff Seite 3

Aufgabe 1.1. Welche Groéfle wihlen Sie als Zustandsgréfle bei einer Induktivitét?
Begriinden Sie Thre Antwort.

| Lésung von Aufgabe 1.1. Strom durch die Induktivitét.

Dynamische Systeme, die sich durch eine endliche Anzahl n von Zustandsgréfien charak-
terisieren lassen, werden auch als Systeme mit finitem Zustand der Ordnung n bezeichnet.
Diese Systeme mit finitem Zustand, oft auch konzentriert-parametrische Systeme genannt,
werden durch mathematische Modelle in Form von gewohnlichen Differentialgleichungen
und algebraischen Gleichungen beschrieben. Im Rahmen dieser Vorlesung schrinken wir
uns auf jene Systemklasse mit finitem Zustand ein, die eine Beschreibung durch ein
explizites mathematisches Modell folgender Form erlaubt:

d
axl:fl(xlv"'yxnaula"'7/U’p7t)7 xl(tO):xl,O
q Zustandsdifferen-
= fo(z1, .o mn,ur, U, t) z2(to) = 2,0 tialgleichungen
_ (1.3a)
. mit Anfangs-
bedingungen
d
azvn:fn(xlv-'-amnaula“-)upvt), 'In(tO):xn,O
Yy = hl(a:l,...,xn,ul,...,up,t)
Yo = hg(xl,...,:Un,ul,...,up,t)
Ausgangsgleichungen (1.3b)
Yg = hg(z1,...,2n,u1,. .., up, t)

Fasst man die Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgréfien zu Spaltenvektoren

T
u= [ul ug - up} (1.4a)
T
y=lu » - w (1.4b)
T
X = [ml To - xn} (1.4c)
zusammen und schreibt zur Vereinfachung der Notation an Stelle von % einen Punkt
tiber die abzuleitende Grofle, dann lésst sich (1.3) in kompakter Vektorschreibweise in der
Form
x =f(x,u,t), x(tg) = Xo (1.5a)
y = h(x,u,t) (1.5b)

angeben. Die Groflen u, y und x werden einfach als Eingang, Ausgang und Zustand des
dynamischen Systems bezeichnet.

Wird der Zustand x als Element eines n-dimensionalen Vektorraumes betrachtet, dann
nennt man diesen Vektorraum auch Zustandsraum. Der Zustand eines Systems zum
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Seite 4 1.2 Elektrisches System

Zeitpunkt ¢ kann dann als Punkt im n-dimensionalen Zustandsraum dargestellt werden.
Die Kurve all dieser Punkte im Zustandsraum fiir veranderliche Zeit ¢ in einem Zeitintervall
wird auch als Trajektorie bezeichnet, sieche Abbildung 1.3 zur Veranschaulichung einer
Trajektorie im 3-dimensionalen Zustandsraum. In den Abschnitten 1.2-1.7 werden einige
Beispiele dynamischer Systeme mit finitem Zustand diskutiert.

Vollstandigkeitshalber sollte noch erwiahnt werden, dass Systeme mit infinit-dimensi-
onalem Zustand, auch verteilt-parametrische Systeme genannt, durch partielle Differen-
tialgleichungen beschrieben werden. Beispiele dazu wéren Balken, Platten, Membranen,
elektromagnetische Felder etc.

x(to) H T3

&V
[\

........................

T

Abbildung 1.3: Zum Begriff der Trajektorie.

1.2 Elektrisches System

Abbildung 1.4 zeigt einen Serienschwingkreis mit der Eingangsspannung u(t) und der Aus-
gangsspannung y(t). Das mathematische Modell kann unmittelbar aus den Kirchhoffschen
Gesetzen

Maschengleichung: —u(t) +uc(t) +ur(t) +y(t) =0 (1.6a)
Knotengleichung I: ic(t) —ir(t) =0 (1.6b)
Knotengleichung IT: ir(t) —ig(t)=0 (1.6¢)
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1.2 Elektrisches System Seite 5

und den Bauelementgleichungen

d
Kondensator C: C&uc(t) =ic(t), uc(0) = ucy (1.7a)
d
Induktivitat L: Lai[/(t) =ur(t), ir,(0) = 110 (1.7b)
Widerstand R: Rig(t) = y(t) (1.7¢c)

uc) d?)
— H I PR |
ic(t) ir(t) L ir(t)

Abbildung 1.4: Serienschwingkreis.

und die Spannung uc(t) am Kondensator, dann erhélt man unmittelbar die Zustandsdif-
ferentialgleichungen

dfuc®] [0 L] [uow)

dtlig(t)] |17 —%]lic@®)

und die Ausgangsgleichung

ult) (1.8)

uc(t)

in(t) (1.9)

y(t)=1[0 R| l

Die Losung der Zustandsdifferentialgleichungen fiir u(¢) = 0 unter den Anfangsbedin-
gungen uc(0) = uco bzw. i, (0) = i o lautet

(T 1 .
uc(t) =e t((wuc’o + wCZL’O> sin(wt) 4+ uco cos(wt)) (1.10a)
1
ir(t) = —eTt(<;iL,0 + wLuC’0> sin(wt) —ir0 cos(wt)) (1.10b)
mit
R 1 R\?
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Seite 6 1.2 Elektrisches System

Bei der Darstellung von (1.10) wurde bereits vorausgesetzt, dass die Ungleichung

1 R

> JR—
VCL 2L

gilt. In Abbildung 1.5 ist die Trajektorie fiir die Parameter R = L = C = 1 und die
Anfangsbedingungen uco = 2, ir,0 = 1 fiir das Zeitintervall 0 < ¢ < 10 dargestellt.

(1.12)

1.5 T T T T T T

1 s s ARTTER I (iL0,uco) a t=0 -

Abbildung 1.5: Trajektorie des Serienschwingkreises.

Aufgabe 1.2. Wie sehen die Losungen der Zustandsdifferentialgleichungen (1.8) aus,
wenn gilt 1/v/OL < R/2L bzw. 1/v/OL = R/2L? Zeichnen Sie fiir beide Fille die
Trajektorien fiir das Zeitintervall 0 < ¢ < 10, die Anfangsbedingungen uco = 2,
ir,0 = 1 und die Parameter L = C =1, R = 3 fiir den ersten Fall und L = C =1,
R = 2 fiir den zweiten Fall.

Lésung von Aufgabe 1.2.

1

. R.
o Furﬂ<ﬁ'

1
uc(t) = e—#((;u(;,o + wCiL’O) sinh(wt) + uc o cosh(wt))

T

. _r . 1 . .
ir(t) = —e t((wZLO + wLuc’O) sinh(wt) —ir cosh(wt))
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1.2 Elektrisches System Seite 7

.. 1 _ R.
(] Furﬁ—ﬂ/.

1 2
uc(t) = eR20t<<iL o+ uco)t + UC())
c RC ™ ’

. _ 2 2 4 .
ir(t) = —e RC }&§ZL04*E§Q§UCQ t—1ir0

Hinweis: Verwenden Sie zur Berechnung ein Computeralgebraprogramm (z.B. in
MAPLE den Befehl dsolve)!

Aufgabe 1.3. Berechnen Sie zum elektrischen System nach Abbildung 1.6 die Zu-
standsdifferentialgleichung(en) und die Ausgangsgleichung.

uc (t)

Ry TR
ic(t)
C
Ry
—— ] —
i1(t)
ideal S —

u) (D + J y(1)

Abbildung 1.6: Elektronische Schaltung eines PI-Reglers.

Liosung von Aufgabe 1.5.
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Seite 8 1.3 Mechanisches System

1.3 Mechanisches System

In Abbildung 1.7 ist ein einfaches Feder-Masse-Dampfer System mit einer auf die Masse
m in x-Richtung wirkenden externen Kraft F'(¢) dargestellt.

Abbildung 1.7: Einfaches Feder-Masse-Dampfer System.

Fir die Riickstellkraft der Feder gelte die Beziehung

Fi(t) = kx(t) (1.13)
und die Dampferkraft lautet
d
Fy(t) =d—xa(t) . 1.14
at) = da() (1.14)

Damit erhdlt man das mathematische Modell unmittelbar aus dem Impulserhaltungssatz
in z-Richtung zu
d? d
m@x(t) = —kx(t) — d&m(t) + F(t) . (1.15)
Wé&hlt man als Eingangsgrofie des Systems die Kraft F'(¢) und als Zustandsgrofien
die Position z(¢) und die Geschwindigkeit v(t) = dz(t)/d¢ der Masse m, so lauten die
zugehorigen Zustandsdifferentialgleichungen

djz@)] |0 | |x(t)
dt |v(t) —k ()
Vergleicht man das mathematische Modell (1.16) mit jenem des elektrischen Serien-
schwingkreises (1.8), so erkennt man, dass diese die gleiche Struktur besitzen. Die zum

mechanischen System analogen Grofien im Serienschwingkreis lassen sich der folgenden
Tabelle entnehmen:

F(t). (1.16)
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1.3 Mechanisches System Seite 9

Mechanische Grofie dquivalent zu Elektrische Grofle

Weg z(t) Ladung qc(t) = Cuc(t)
Geschwindigkeit v(t) = $x(t) Strom ic(t) = $qc(t) = CLuc(t)
Kraft F(t) Eingangsspannung: u(t)

Masse m Spule (Induktivitat) L
Federkonstante k Kondensator (1/Kapazitéit) &
Déampfungskonstante d Widerstand R

Aufgabe 1.4. Zeigen Sie mithilfe obiger Tabelle, dass man durch Ersetzen der me-
chanischen Groflen durch die dquivalenten elektrischen Groflen in (1.16) unmittelbar
(1.8) erhélt. Bestimmen Sie die Losung der Zustandsdifferentialgleichung (1.16) fiir
F(t) = 0 und die Anfangswerte x(0) = z¢ sowie v(0) = vy mithilfe von (1.10), (1.11)
sowie Aufgabe 1.2.

Man beachte, dass die Wahl der Zustandsgrifien keinesfalls eindeutig ist. Betrachten Sie
dazu folgende Aufgabe:

Aufgabe 1.5. Gegeben ist das mathematische Pendel mit dem masselosen Stab der
Lange I und der Punktmasse m von Abbildung 1.8.

Abbildung 1.8: Mathematisches Pendel.

Berechnen Sie die Zustandsdifferentialgleichungen und die Ausgangsgleichung, wenn
als Ausgangsgrofie y die Auslenkung der Punktmasse m von der unteren Ruhelage in
z-Richtung herangezogen wird. Es wird dabei angenommen, dass der Winkel ¢ des
Pendels aus Konstruktionsgriinden nur im Bereich —7/2 < ¢ < 7/2 auftreten kann.
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Seite 10 1.4 Elektromechanisches System

Wihlen Sie zuerst als ZustandsgroBen den Winkel ¢(¢) und die Winkelgeschwindigkeit
w(t) = dp(t)/dt und anschlieflend die Auslenkung der Masse m in a-Richtung z(t)
und deren zeitliche Ableitung v(t) = dx(t)/dt.

Lésung von Aufgabe 1.5.

o Zustandsvektor: xT = [gp w}:
Zustandsdifferentialgleichungen:

4w
at? -
Cw=-Ysin(y)
v = sinle
Ausgangsgleichung:
y = —I(1 - cos(¢))
o Zustandsvektor: xT = [az v}:

Zustandsdifferentialgleichungen:

L

dt”

d xv? xg

W Rz Vi

Ausgangsgleichung:
z=VI12—-z2 -]

Hinweis: Verwenden Sie zur Berechnung ein Computeralgebraprogramm (bspw.
MAPLE).

1.4 Elektromechanisches System

Abbildung 1.9 zeigt die schematische Darstellung einer fremderregten Gleichstrommaschi-
ne, die iiber eine Seiltrommel eine Last bewegt. Es soll nun ein geeignetes mathematisches
Modell zur Beschreibung dieses Systems erstellt werden. Es sei erwéhnt, dass die Darstel-
lung der fremderregten Gleichstrommaschine in Form des einfachen Ersatzschaltbildes
von Abbildung 1.9 bereits eine Reihe von Modellannahmen impliziert, ndmlich

o die raumlich verteilten Wicklungen konnen als konzentrierte Induktivitédten in den
jeweiligen Wicklungsachsen modelliert werden,

e die um 90° gegeneinander verdrehten Induktivitdten im Anker- und Erregerkreis deu-
ten bereits an, dass eine vollkommene Entkopplung zwischen Anker- und Erregerfeld
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angenommen wird,
e die Widerstdnde im Anker- und Erregerkreis seien konstant,
o es werden keine Eisenverluste beriicksichtigt,
¢ es gibt keine Séttigungserscheinungen im Ankerkreis und

o die Kommutierung werde als ideal vorausgesetzt (keine Drehmomentenwelligkeit).

R
o——__]
URA
urA J I Ly
Seiltrommel
. ULr Mel w, @
VA E—
s ‘ \ 3y
ur ) S)
URF G T
(Tragheitsmomente)
Rp
O
Fremderregte Gleichstrommaschine
i$
Last
Masse m

Abbildung 1.9: Fremderregte Gleichstrommaschine mit Seiltrommel und Last.

Weiters wird angenommen, dass das Seil masselos und nicht dehnbar ist sowie dass sich
der Seiltrommelradius r durch das Auf- bzw. Abwickeln des Seiles nicht &ndert.

Das mathematische Modell der Gleichstrommaschine ergibt sich unmittelbar aus den
Maschengleichungen im Anker- und Erregerkreis

Masche Ankerkreis: —ua + Ratq +upa + Uing =0 (1.17a)
Masche Erregerkreis: —up + Rpip +urp =0 (1.17b)
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Seite 12 1.4 Elektromechanisches System

sowie der induzierten Spannung

Uing = kYr(ip)w (1.19)
zu
d . . .
LAEZA =ug — Raig — kyp(ip)w (1.20a)
iw (i )ii = up — Rpi (1.20b)
aiF F\'F dt F — Ufp FlF - .

Dabei bezeichnen i4 und ip den Anker- bzw. Erregerstrom, us und up die Anker- bzw.
Erregerspannung, R4 und Rp die Wicklungswiderstdnde der Anker- bzw. Erregerwick-
lung, ¥r(ip) den verketteten Fluss der Erregerwicklung, L4 die Ankerinduktivitit, k
die Ankerkreiskonstante und w die Drehwinkelgeschwindigkeit des Rotors. Fiihrt man
nun gemaf Abbildung 1.10 die Seilkraft Fy ein, so erhélt man durch Anwendung des
Drehimpulserhaltungssatzes fiir die Seiltrommel die Beziehung

%go =w (1.21a)
d
(06 +Or) pw = M — Fur (1.21b)

mit dem Drehwinkel ¢, dem elektrischen Moment der Gleichstrommaschine
My = kp(ip)ia (1.22)

und den Tragheitsmomenten ©¢ und O des Rotors der Gleichstrommaschine und der
Seiltrommel. Auf analoge Art und Weise liefert der Impulserhaltungssatz fiir die Last mit
der Masse m

d

&l’ = (1238,)

4o (1.23b)
mav = Fs —mg .

mit der Erdbeschleunigung g sowie der Position x und der Geschwindigkeit v der Last.
Unter Berticksichtigung der geometrischen Zwangsbedingung

d d

PP = Gt (1.24)
Y
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1.5 Hydraulisches System Seite 13

Abbildung 1.10: Zum mechanischen Teilsystem.

kann man die Seilkraft Fy aus (1.23) berechnen und in (1.21) einsetzen. Damit ergeben
sich die Zustandsdifferentialgleichungen zu

d . 1

4= — A — ; 1.
34 I (ua — Raia — kvp(ip)w) (1.25a)
d . 1 .
&7@ = W(UF - RFZF) (1-25b>
Oip
d
o =w (1.25¢)
d 1 N
—w = (ktr(ip)ia —mgr) (1.25d)

dt O¢ + O + mr?

mit dem Zustand x' = [z A Gp @ w} sowie dem Eingang ul = [uA uF} und die

Ausgangsgleichung lautet
y=re. (1.26)

1.5 Hydraulisches System

Ein Speiserohr fordert einen Volumenstrom ¢ in einen Behélter, dessen Pegelh6he mit hy
bezeichnet wird. Aus diesem Behélter flieit durch ein Abflussrohr der Volumenstrom ¢
in einen zweiten Behélter mit der Pegelhohe ho, aus dem wieder ein Abfluss ¢o stromt
(siehe Abbildung 1.11).
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Seite 14 1.5 Hydraulisches System

q1

ha

q2

Abbildung 1.11: Zwei-Tank-System.

Die Eingangsgrofle des Systems ist der Volumenstrom ¢ und als Ausgangsgrofie wird
der Abfluss aus dem zweiten Behélter go gewédhlt. Einfachheitshalber sei angenommen,
dass samtliche Behélter die gleiche Querschnittsfliche A haben und die Querschnitte der
Abflussrohre generell den gleichen Wert a aufweisen. Die Bilanzgleichungen fiir die beiden
Behalter lauten dann

d

A—hy=q— 1.27
T 1=49—q1 ( a)
d

A—hy =q1 — g . 1.27b
ghe=a - ( )

Der Zusammenhang zwischen Pegelhohe und Abfluss sei durch eine nichtlineare Kennlinie
der Form

@ =av2ghy,  h1 =0 (1.28a)
g2 =av2ghy,  hy >0 (1.28b)

gegeben, wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet.
Damit errechnen sich die Zustandsdifferentialgleichungen zu

d

Aahl = —av/29vh1 +q, hi1 >0 (1.29&)

d
Aghs = a@(\/ﬂ - \/E) . he >0 (1.29b)
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und die Ausgangsgleichung ergibt sich in der Form
q2 = a\/2ghs . (1.30)

Aufgabe 1.6. Erweitern Sie das Zwei-Tank-System von Abbildung 1.11 um einen dritten
Tank zu einem Drei-Tank-System. Nehmen Sie dabei an, dass A3 die Flache und hg die
Pegelhohe des dritten Behéalters ist und dass das Abflussrohr aus dem dritten Behélter
eine Querschnittsflache as aufweist. Berechnen Sie die Zustandsdifferentialgleichungen
und die Ausgangsgleichung fir den Abfluss g3 aus dem dritten Behélter.

Lésung von Aufgabe 1.6.

Zustandsdifferentialgleichungen:

ASh = —ay2gVi +a. >0
d
Aahgza\/@<\/a—\/£>, ha >0

d

A3*h3=\/@(a h2—a3\/%), hs >0

dt
Ausgangsgleichung:

q3 = az\/2ghs

1.6 Biologisches System

Betrachtet man die Rduber-Beute-Beziehung zweier Populationen, so kann die dynamische
Populationsentwicklung mithilfe der Lotka-Volterra-Differentialgleichungen beschrieben
werden. Das mathematische Modell beruht dabei auf der Annahme, dass die Anzahl
der Beutetiere exponentiell mit der Wachstumsrate ¢ > 0 zunimmt, wenn keine Rauber
vorhanden sind. Umgekehrt nimmt man an, dass bei Nicht-Vorhandensein von Beutetieren
die Anzahl der Rduber exponentiell mit der Rate ¢ > 0 abnimmt. Fiir den Fall, dass
beide Populationen vorhanden sind, setzt man die Anzahl der ,feindlichen“ Begegnun-
gen proportional dem Produkt der beiden Populationen an. Dabei liegt dem Modell
der Ansatz zu Grunde, dass die Anzahl der Beutetiere mit den ,feindlichen“ Begegnun-
gen dezimiert (Proportionalitdtskonstante b > 0) und die Anzahl der Réuber erhoht
(Proportionalitdtskonstante d > 0) werden.

Bezeichnet man nun die Anzahl der Beutetiere mit 1 und die der Rduber mit xo, dann
lautet das zugehorige mathematische Modell

o =am - b1z (1.31a)
%172 = —cx9 + dx120 . (1.31Db)
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Aufgabe 1.7. Bestimmen Sie die Gleichgewichtslage(n) (214, x2,s) des Systems (1.31),
indem Sie das Gleichungssystem

ary,s — br1sr2s =0

—cxas +dxy T2, =0
losen.

Losung von Aufgabe 1.7. Man erhélt die beiden Loésungen z1s = x25 = 0 und
x1,s =c/d, x2 5 = a/b.

Abbildung 1.12 zeigt das Verhalten der Populationen fiir die spezielle Wahl a = b = ¢ =
d=1und z1(0) = z2(0) = 2 in der (z1, z2)-Ebene. Wie man erkennt, weist fiir diesen Fall
das Rauber-Beute-Modell eine geschlossene Trajektorie, auch Grenzzyklus genannt, auf.

Abbildung 1.12: Zum Réuber-Beute-Modell.

1.7 Diskretes System

Die bisher behandelten Systeme gehoren alle zur Klasse der zeitkontinuierlichen Systeme,
d. h., die Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgréfien sind Funktionen der kontinuierlichen
Zeit t € R. Im Gegensatz dazu gibt es auch sogenannte zeitdiskrete Systeme, die durch
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eine Folge von Punkten x(k) bzw. xy, die mit einem fortlaufenden Index k € Z versehen
sind, beschrieben werden. Diese Folgenwerte konnen beispielsweise zu dquidistanten Zeit-
abschnitten, wie dies bei Regelungsaufgaben mit digitalen Prozessoren in Kombination
mit A/D- und D/A-Wandlern der Fall ist, oder auch ohne genau festgelegte zeitliche
Abfolge auftreten. Der erstere Fall ist fiir die digitale Regelung von essentieller Bedeutung
und wird im Detail noch behandelt. Im Gegensatz zu zeitkontinuierlichen Systemen, wo
die zugehorigen mathematischen Modelle auf Differentialgleichungen basieren, werden im
zeitdiskreten Fall Differenzengleichungen zur Modellierung herangezogen.

Als einfaches Beispiel wird im Folgenden die Verzinsung eines Bankguthabens durch
ein zeitdiskretes mathematisches Modell beschrieben. Es sei angenommen, dass z(k) das
Bankguthaben im Monat k bezeichnet und dass die Bank das Guthaben monatlich zu
einem festen Zinssatz von p % verzinst.

Zahlt man nun monatlich einen Betrag u(k) auf das Konto ein, dann lautet das Guthaben
im néchsten Monat k + 1 wie folgt

ok +1) = <1 + 1150>m(k) (k) . (1.32)

Natiirlich kann mithilfe dieser Differenzengleichung bei gleichbleibenden Bedingungen das
Guthaben der folgenden Monate ebenfalls einfach errechnet werden.
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Fir die Spieler unter den Lesern ist folgende Aufgabe wérmstens empfohlen:

Aufgabe 1.8 (Gambler’s Ruin). Angenommen, ein Spieler A geht ins Casino B um
Roulette zu spielen. Die Wahrscheinlichkeit, dass A gewinnt sei p, 0 < p < 1 und die
Wahrscheinlichkeit, dass das Casino gewinnt, ist entsprechend ¢ = 1 — p. Am Beginn
des Spiels hétte der Spieler A die Anzahl von a und das Casino b Chips. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler A alle Chips B des Casinos gewinnt?

Um diese Aufgabe zu 16sen, nehmen wir an, der Spieler A hétte 0 < k < a + b und
das Casino entsprechend a + b — k Chips. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler A
im Besitz von k Chips gewinnt, bezeichne man mit (k). Je nachdem ob der Spieler
A verliert oder gewinnt, hat er nach diesem Spiel (k — 1) oder (k + 1) Chips.

Damit muss aber z(k) der Differenzengleichung

(k) =px(k+1)+qx(k—1)
geniigen. Weiters gelten natiirlich die Zusatzbedingungen
z(0)=0 und z(a+b)=1.

Berechnen Sie die Losung dieser Differenzengleichung? Wie grof3 ist die Wahrschein-
lichkeit, dass der Spieler A alle Chips B des Casinos gewinnt, wenn a = 100, b = 10%,
p=18/37 und ¢ = 19/37 (rot, schwarz, Null bei Roulette)?

Losung von Aufgabe 1.8.
k
1—(4¢
(k) = (pZer
0
P
Wabhrscheinlichkeit fiir den Spieler die “Bank zu brechen”: x(a) = 1.538 - 10723°

Hinweis: Verwenden Sie zur Berechnung ein Computeralgebraprogramm (z.B. in
MAPLE den Befehl rsolve)!

1.8 Strukturschaltbilder

Obwohl das dynamische Systemverhalten sehr gut durch die mathematischen Modelle
(Zustandsdifferentialgleichungen und Ausgangsgleichung) beschrieben werden, ist es oft
zweckméfig, das mathematische Modell in Form von Strukturschaltbildern zu visualisieren.
Urspriinglich wurde diese grafische Darstellung zur Simulation der Zustandsdifferenti-
algleichungen am Analogrechner entwickelt — heute bieten viele Simulationsprogramme
am Digitalrechner (z. B. MATLAB/SIMULINK) sowie industrielle Automatisierungssyste-
me die Moglichkeit einer blockorientierten Eingabe des mathematischen Modells. Aus
diesem Grund sollte an dieser Stelle kurz auf diese Darstellung eingegangen werden.
Abbildung 1.13 zeigt einige géngige Symbole und deren Bedeutung. In runder Klammer
ist auch die Bezeichnung des jeweiligen Blocks im fiir regelungstechnische Anwendungen
wohl am meisten verbreiteten Simulationsprogramm MATLAB/SIMULINK angegeben.
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Als Beispiel betrachte man die Zustandsdifferentialgleichungen (1.25) des elektromecha-
nischen Systems vom Abschnitt 1.4 und schreibe diese im ersten Schritt als Integralglei-
chungen in der Form

ia(t) = ia(0) + LlA /Ot(uA(T) ~ Ruia(r) — kpp(ip(r))w(r)) dr (1.33a)
ir(t) = ir0) + [ Sy )~ Rrie(r) (1.33b)
o(t) = p(0) + /O "w(r)dr (1.33¢)
o) =w(0) + & [ (ki (ir(r))ia(r) — mor) s (1.334)

mit den Abkiirzungen

~ 0
O = O¢ + Or + mr? und Yr(ip) = %wF(zF) (1.34)

um. Das zugehorige Strukturschaltbild ist Abbildung 1.14 zu entnehmen.

Aufgabe 1.9. Zeichnen Sie die Strukturschaltbilder des elektrischen Systems (1.8),
(1.9) vom Abschnitt 1.2, des mechanischen Systems (1.16) vom Abschnitt 1.3 und
des hydraulischen Systems (1.29) vom Abschnitt 1.5.

é Zusatzmaterial zu diesem Kapitel finden Sie in Form von Maple- und !
Matlab/Simulink-Dateien auf unserer Homepage. Lt K
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Integrierer Verstarker Summierer
(Integrator) (Gain) (Sum)
y(0) “

v

u Y Ug Y
u y—>k >
B Y ) LA
U
Y

3
(t)

y(t) =y(0) + fou(r)dr  y(t) =k u(?) wn(8) + uglt) — st
Multiplizierer Funktion Verzweigung
(Product) (Functions: z. B. fcn)
Y1
—
Uq U
u2 8 — U2 70 - ——
Y2
L
u) =) wat)  y(t) = fn (b)) e

Abbildung 1.13: Die grafische Darstellung und deren Bedeutung einiger wesentlicher Blocke
fiir Strukturschaltbilder.
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Abbildung 1.14: Strukturschaltbild des elektromechanischen Systems vom Abschnitt 1.4.
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2 Systemeigenschaften

Wie man sich anhand des Beispiels von Abbildung 2.1 einfach {iberzeugen kann, ist es
nicht moglich, die Linearitdt eines Systems in der Form zu beurteilen, indem man sagt
»Ein System ist nichtlinear, wenn es ein nichtlineares Element beinhaltet®.

ideal | R

Abbildung 2.1: Aquivalente Schaltungen.

Daher wollen wir am Beginn dieses Kapitels mathematisch korrekt klassifizieren, wann
ein System der Form (siehe auch (1.5))

x = f(x,u,t), x(to) = %o (2.1a)
y = h(x,u,t) (2.1b)
mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R? und dem Ausgang y € R? linear ist.

2.1 Linearitat

Es sei angenommen, dass ¢(xg,u(t),t) die Losung der Differentialgleichung (2.1a) zum
Zeitpunkt ¢ fiir den Anfangswert x(tp) = xo und die Eingangsgrofie u(r), tg < 7 < ¢,
bezeichnet.

Definition 2.1 (Linearitdt). Das System (2.1) nennt man linear, wenn fiir alle
(zuléssigen) Eingangsgroflen u(t) und jeden beliebigen Anfangszeitpunkt top > 0 die
Ausgangsgroflie y(xo, u,t) = h(p(xg,u(t),t),u(t),t) zu jedem Zeitpunkt ¢ > ¢y die
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Bedingungen
y(a1xg,1 + aoxp2,0,t) = a1y(x0,1,0,t) + az2y(x0,2,0,1) (2.2a)
y(Oa Blul S /82112; t) = ﬁly(oa uj, t) + /BQY(Ov us, t) (22b)
y(x0,u,t) = y(x0,0,t) + y(0,u,t) (2.2¢)

mit oy, ao, B1, B2 € R erfiillt.

Dabei bezeichnet man die Eigenschaft (2.2a) auch als das Superpositionsprinzip oder
Zerlegungseigenschaft hinsichtlich der Anfangswerte (Nulleingangslinearitit), (2.2b) als das
Superpositionsprinzip hinsichtlich der Eingangsgrofien (Nullzustandslinearitdt) und (2.2¢)
als das Superpositionsprinzip hinsichtlich der Eingangsgréfien mit den Anfangswerten
(siehe auch die Vorlesung Signale und Systeme 1).

Aufgabe 2.1. Ist das System

T=2+u
y=u

mit dem Eingang u, dem Ausgang y und dem Zustand z linear?

Lésung von Aufgabe 2.1. Nein.

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 2.1. Das System (2.1) ist genau dann linear, wenn es sich in die Form

x=AM)x+Btu, x(t) = xo (2.3a)
y = C(t)x + D(t)u (2.3b)

tberfihren ldsst.

Dabei bezeichnet die Matrix A(t) eine (n x n)-Matrix, B(t) eine (n x p)-Matrix, C(t)
eine (¢ x n)-Matrix und D(¢t) eine (¢ x p)-Matrix, deren Eintrége lediglich von der Zeit ¢
abhéngen diirfen.

Aufgabe 2.2. Sind die Systeme der Abschnitte 1.2 - 1.6 linear oder nichtlinear?

Aufgabe 2.3. Geben Sie ein System erster Ordnung an, das die Eigenschaft (2.2a)
erfiillt, aber nichtlinear ist.

Aufgabe 2.4. Wie kénnen Sie bei linearen elektrischen Netzwerken mit mehreren
Strom- und Spannungsquellen das Superpositionsprinzip nutzen? Wenden Sie dies
auf das Netzwerk von Abbildung 2.2 an und berechnen Sie den Spannungsabfall am
Widerstand Rj3 zufolge der Spannung ug der Spannungsquelle und des Stromes ig der
Stromquelle.
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Ry Ry
— —
| | | I /L
U R3 t o

I

Abbildung 2.2: Einfaches Netzwerk mit Strom- und Spannungsquelle.

Losung von Aufgabe 2.4. Spannung ug, am Widerstand Rs:

Ryt 20 + L U
""" Rs+ R

UR, =

C R3+ Ry
2.2 Zeitinvarianz
Bevor der Begriff der Zeitinvarianz erldutert wird, sei festgehalten, dass mit f(t —T),

T > 0, im Folgenden die um die Zeit 7" nach rechts verschobene Zeitfunktion f(¢) gemeint
ist, siehe dazu Abbildung 2.3.

f(t) & ft—T) a

—>

v

v

to } toto+ T f

Abbildung 2.3: Zur Verschiebung einer Zeitfunktion.

Definition 2.2 (Zeitinvarianz). Man nennt nun das System (2.1) zeitinvariant, wenn
fir alle (zuldssigen) Eingangsgrofien u(t) und jeden beliebigen Anfangszeitpunkt tg > 0
nachfolgende Bedingung fiir alle ¢ > ¢ erfiillt ist: Bezeichnet y(¢) die Ausgangsgrofie
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des Systems zum Zeitpunkt ¢ fiir den Anfangswert x(tp) = x¢ und die Eingangsgrofie
u(r),to < 7 <t,dannist y(t — T') die AusgangsgroBe des Systems fiir den Anfangswert
x(to +T) = x¢ und die Eingangsgrofie u(r —T), to+T <7 <t+T.

Aufgabe 2.5. Ist das System

r=24u
y=x

mit dem Eingang u, dem Ausgang y und dem Zustand z zeitinvariant?

Lésung von Aufgabe 2.5. Ja.
Es gilt nun nachstehender Satz:

Satz 2.2. Das System (2.1) ist genau dann linear und zeitinvariant, wenn es sich in
die Form

%X = Ax + Bu, x(0) = xo (2.4a)
y = Cx+ Du (2.4b)

tberfiihren ldsst.
Aufgabe 2.6. Sind die Systeme der Abschnitte 1.2 - 1.6 zeitvariant oder zeitinvariant?

Aufgabe 2.7. Zeigen Sie anhand der Definition der Zeitinvarianz, dass das System
T = —tx
zeitvariant ist.

Aufgabe 2.8. Betrachten Sie ein Forderband. Die am Bandanfang pro Zeiteinheit

aufgebrachte Materialmenge wird mit u(t) bezeichnet, die am Ende pro Zeiteinheit

abgeworfene mit x(t). Fiir den Transportvorgang vom Bandanfang bis zum Bandende

bendtigt das Material die Zeit ¢ (Totzeit). Das System lésst sich vereinfacht durch

die Gleichung z(t) = u(t — t7) beschreiben. Ist das System linear und zeitinvariant?
Losung: Ja

Lésst es sich durch ein mathematisches Modell der Form (2.1) beschreiben?
Losung: Nein

2.3 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschéaftigen, wann die Losung eines
Differentialgleichungssystems iiberhaupt existiert und unter welchen Voraussetzungen
diese Losung eindeutig ist. Dazu sollen im ersten Schritt noch ein paar Begriffe eingefiihrt
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werden. Sind f und h in 2.1 nicht explizit von der Zeit ¢t abhéingig, dann ist das System
zeitinvariant. Ein zeitinvariantes, nichtlineares System hat also die Form

x = f(x,u), x(0) = xo (2.5a)
y =h(x,u) (2.5b)

Wirken auf das System (2.1) keine Eingangsgroen u ein, oder ist der zeitliche Verlauf
der Eingangsgrofien festgelegt, dann heifit das System frei.
Ein freies, nichtlineares System kann man also in der Form

x = f(x,1), x(to) = Xo (2.6a)
y = h(x,t) (2.6b)

anschreiben. Ist das System (2.1) frei und zeitinvariant, dann nennt man es autonom, und
es hat die Form

x = f(x), x(0) = xp (2.7a)
y =h(x) . (2.7b

Im Folgenden betrachte man das freie, nichtlineare System (2.6a). Ohne Beweis sei
festgehalten, dass die Stetigkeit von f(x,¢) in den Argumenten x und ¢ zwar die Existenz
einer Losung garantiert, aber diese keinesfalls eindeutig sein muss.

Dazu betrachte man das System

i =z/3, 2(0)=x0=0. (2.8)

Man iiberzeugt sich leicht, dass z!/3

zwei Losungen, ndmlich

zwar stetig ist, aber die Differentialgleichung (2.8)

3/2
x(t) = (2;) und  z(t) =0, (2.9)

zulédsst. Der nachstehende Satz gibt nun eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
und Eindeutigkeit der Losung von (2.6a) an:

Satz 2.3 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Es sei £(x,t) stickweise stetig in t
und geniige der Abschdtzung (Lipschitz-Bedingung)

I, ) — £y, DIl < Llx—yll,  0<L<oo (2.10)

firallex, y € B={z € R" | ||z —xo| <} und alle t € [to,to + 7|. Dann ezistiert
ein d > 0 so, dass

x = f(x,t), x(to) = X0 (2.11)

genau eine Losung firt € [to,to + 0] besitzt. Dabei wird L auch als Lipschitz-Konstante
bezeichnet.
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Fiir das Beispiel (2.8) findet man in der Néhe von zp = 0 tatséchlich keine Lipschitz-
Konstante L, fiir die gilt ‘xl/?" < L|z|.

Wenn x(t) Losung des Differentialgleichungssystems (2.6a) ist, genau dann gentigt diese
auch der Integralgleichung

t
x(t) =xo+ [ f(x(7),7)dT . (2.12)
to
Diese Beobachtung ist der Ausgangspunkt fiir die Methode der sukzessiven Approxima-
tion nach Picard. Erfillt ndmlich f(x,¢) von (2.6a) die Bedingungen von Satz 2.3, dann
konvergiert die nachstehende Folge von Funktionen

xo(t) = %o
x1(t) = %0 + ttf(X()(T),T) dr

x2(t) = xo + \ f(x1(7), 7)dr (2.13)

xi(t) = xo + t f(xp—1(7),7)dr

to

gegen die eindeutige Losung von (2.6a), es gilt also

x(t) = lim xg(t) . (2.14)

k—o0

Beispiel 2.1. Als Beispiel berechne man die Losung des Systems
T = az, z(0) =x0, a € R (2.15)

mithilfe der Methode der sukzessiven Approximation nach Picard. Man {iberzeugt sich
leicht, dass in diesem Fall die Folge von Funktionen geméfl (2.13) wie folgt aussieht:

zo(t) = wo

t
21(t) = w0 + / azodr = zo(1 + at)
0

t t?
xo(t) :x0+/0 azo(l + at) dT:x0<1+at+a22> (2.16)

t kal
xk(t):x0+/ a:v()(l—}—cm-—l—---—l—ak_l)‘) dr .
0 !
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Damit erhélt man unmittelbar fiir £ — oo die bekannte Losung

k—o0

ook
x(t) = lim zx(t) = o (Z ak2!> = ze™ . (2.17)

Aufgabe 2.9. Berechnen Sie fiir das lineare, zeitvariante System
& = —sin(t)z, x(0) = xo

einmal die Losung exakt und bestimmen Sie anschliefend mithilfe der Methode
der sukzessiven Approximation nach Picard eine Néherungslésung. Vergleichen Sie
die Nédherungslosung mit der exakten Losung fiir verschiedene Iterationsschritte.
Verwenden Sie zur Losung das Computeralgebraprogramm MAPLE.

Lésung von Aufgabe 2.9.
Exakte Losung:

x(t) = xgexp(cos(t) — 1)
Néherungslosung fiir k£ = 3:

(1) = o + 5 cos(t) + g cos(t))”)

2.4 Die Transitionsmatrix

Im Weiteren betrachte man das lineare, autonome System

x = Ax, x(to) = X0 - (2.18)

Wegen der Zeitinvarianz darf man hier den Anfangszeitpunkt tg beliebig festlegen, weshalb
er im Folgenden einfachheitshalber auf tg = 0 gesetzt wurde. Aus

[Ax — Ay|| = [AGx = y)[ < [[All[lx =yl (2.19)

mit ||All als der induzierten Matrixnorm der Matrix A ist es unmittelbar einsichtig, dass
das System (2.18) mit der Lipschitz-Konstanten L = ||A|| die Lipschitz-Bedingung (2.10)
von Satz 2.3 erfiillt.
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Damit lésst sich nach der Methode der sukzessiven Approximation nach Picard
X0 (t) = X

t
x1(t) = x0 + / Axpdr = (E+ At)xg
0

t t2
Xo(t) = xo + /0 AE+ Ar)xodr = <E + At + A22>X0 (2.20)

t2 tk
xp(t) = <E+At+A22 - ---+A’“k!>xo

die Losung von (2.18) in der Form
00 ktk
x(t) = <,;)A kl)x(] = ®(t)xo (2.21)

anschreiben.
Die (n x n)-Matrix ®(t) wird als Transitionsmatriz bezeichnet. Wegen der groflen
Ahnlichkeit zur Exponentialreihe (2.17) schreibt man auch

B(t) = exp(At) . (2.22)

Beispiel 2.2. Als Beispiel berechne man die Transitionsmatrix des Systems

i 1
) |0 e (2.23)
i) 0 O T2

Die Exponentialreihe (2.17) liefert unmittelbar das Ergebnis

‘M):ll o] [0 1]“[0 1] [0 11 tQle t]. (2.24)
01 oo 0 0/l0 0]2 |0 1
~—_—
=0

Aufgabe 2.10. Berechnen Sie die Transitionsmatrix des Systems
i‘l . /\1 0 Tl
i?g 0 /\2 xTo .

Lésung von Aufgabe 2.10.
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Die Transitionsmatrix ®(t) erfiillt nun folgende Beziehungen:

©(0)=E (2.25a)
B(t+s) = P(t)P(s) (2.25b)
& 1(t) = ®(—1) (2.25¢)
iq:(t) = AD() (2.25d)

Aufgabe 2.11. Beweisen Sie die Eigenschaften (2.25) der Transitionsmatrix und tiber-
legen Sie sich ein geometrisches Bild, das diese Eigenschaften beschreibt.

Der néchste Satz gibt nun die allgemeine Losung eines linearen, zeitinvarianten Systems
der Form (siehe auch (2.4))

X = Ax + Bu, x(0) = %o (2.26a)
y = Cx+ Du (2.26D)

an.

Satz 2.4. Die allgemeine Losung des Systems (2.26) lautet

x(t) = ®(t)xo + /Ot ®(t — 7)Bu(r)dr
y(t) = Cx(t) + Du(t)

(2.27)

mit der Transitionsmatriz ®(t) von (2.22).

Beweis. Der Beweis des Satzes erfolgt iiber die sogenannte Methode der Variation
der Konstanten. Dazu setzt man in (2.26a) die Losung des homogenen Differential-
gleichungssystems mit der zeitabhéngigen Grofie x¢(t) der Form

x(t) = ®(t)xo(t) (2.28)
ein. Damit erhélt man
®(t)xo(t) + ®(t)%0(t) = A®(t)x0(t) + Bu(t) (2.29)
bzw. mit ®(t) = A®(t) (Eigenschaft (2.25d)) ergibt sich
®(t)%o(t) = Bu(t) (2.30)
und mit ®~1(¢) = ®&(—t) (Eigenschaft (2.25¢)) folgt

Xo(t) = ®(—t)Bu(t) . (2.31)
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Durch Integration von (2.31) errechnet sich xo(t) zu
t
xo(t) = x0(0) + [ @(~7)Bu(r)dr (2.32)
0

bzw. wegen x(0) = x0(0) = xo und ®(t)®(—7) = ®(t — 7) (Eigenschaft (2.25b))
folgt unmittelbar das Ergebnis zu

x(t) = ®(t)xo(t) = ®(t)x0 + /Ot ®(t — 7)Bu(r)dr . (2.33)
U

Vollstandigkeitshalber sei erwéhnt, dass fiir lineare, zeitvariante Systeme der Form (2.3)
vollkommen analoge Uberlegungen angestellt werden konnen. Nachfolgende Aufgabe soll
zeigen, wie man die Transitionsmatrix in diesem Fall berechnen kann.

Aufgabe 2.12. Gegeben ist das lineare, zeitvariante System
x =A(t)x, x(tg) = X -

Es sei angenommen, dass die Elemente von A(t) im betrachteten Zeitintervall [to, ¢1]
beschriankt sind. Zeigen Sie, dass das System im betrachteten Zeitintervall eine
eindeutige Losung besitzt und sich in der Form

x(t) = ®(t to)xo

mit der Transitionsmatrix ®(t,tp) errechnet, wobei die Transitionsmatrix durch die
sogenannte Peano-Baker-Reihe

t t T

®(t,to))=E+ [ A(r)dr+ | A(r) | A(m)dndr+---

to to to

dargestellt werden kann.

Aufgabe 2.13. Betrachten Sie das elektrische System von Abbildung 1.6 mit dem
zugehorigen mathematischen Modell

d 1
guc(t) = mu(t)
y(t) = —uo(t) — T2u(t).

Berechnen Sie allgemein den Verlauf der Ausgangsgrofie y(¢) nach Satz 2.4 fiir beliebige
(zuléssige) Eingangsgrofien u(t).
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Lésung von Aufgabe 2.13.

1 t Ry

RO, u(r)dr — ==u(t)

y(t) = o

2.5 Linearisierung nichtlinearer Systeme

Wie sich im Rahmen dieser Vorlesung noch zeigen wird, ist die gezielte Beeinflussung
linearer, zeitinvarianter Systeme durch Regelung bzw. Steuerung um Groéflenordnungen ein-
facher als die nichtlinearer Systeme. Falls jedoch nur kleine Auslenkungen des nichtlinearen
Systems um eine Ruhelage bzw. einen Arbeitspunkt oder von einer Solltrajektorie betrach-
tet werden, kann das nichtlineare System sehr hdufig durch ein lineares mathematisches
Modell hinreichend gut angenéhert werden.

2.5.1 Begriff der Ruhelage

In einem ersten Schritt betrachte man das autonome nichtlineare System nach (2.7a) der
Form
x =f(x) . (2.34)

Definition 2.3 (Ruhelage). Man sagt xg € R ist eine Ruhelage des Systems (2.34),
wenn die Bedingung
f(xp) =0 (2.35)

fur alle Zeiten ¢ > 0 erfullt ist.

Wie man erkennt, hat die Ruhelage xp die Eigenschaft, dass das System (2.34) fur alle
Zeiten t > 0 in dieser Ruhelage verharrt, sofern man in der Ruhelage startet. Nichtlineare
Systeme konnen eine beliebige Anzahl von Ruhelagen aufweisen.

Beispiel 2.3. Als Beispiele betrachte man das nichtlineare System erster Ordnung
t=(x—-1)(x—2)(x—3) (2.36)

mit den drei Ruhelagen zr1 =1, xr2 = 2, xr3 = 3, das nichtlineare System zweiter
Ordnung

&1 = woexp(—m1) (2.37a)
T9 = sin(x2) (2.37b)

mit unendlich vielen Ruhelagen
XR = {x € ]RZ‘$2 =0 und z; ist beliebig} , (2.38)
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oder das nichtlineare System erster Ordnung
i=(a241), (2.39)

das keine Ruhelage besitzt.

Bei linearen, zeitinvarianten autonomen Systemen der Form
x = Ax, x(0)= xq (2.40)

mit x € R™ und der (n x n)-Matrix A gibt es entweder genau eine Ruhelage, ndmlich
xgr = 0, oder unendlich viele Ruhelagen, wobei man die zwei Félle wie folgt unterscheidet:

(1) Aistreguldr det(A) #0 xpg = 0 ist die einzige Ruhelage
(2) A ist singuldr det(A) =0 es gibt unendlich viele Ruhelagen

Aufgabe 2.14. Berechnen Sie die Ruhelage(n) des mathematischen Pendels von Abbil-
dung 1.8.

Lésung von Aufgabe 2.14. Mathematisch erhélt man: wg = 0 und ¢p = +tkm,
k =0,1,2,.... Physikalisch kénnen jedoch nur zwei Ruhelagen unterschieden werden,
ndmlich wp =0, pp =0 und wr =0, pr = 7.

Aufgabe 2.15. Berechnen Sie die Ruhelage(n) des linearen Systems
:tl - 1 a I
i:g N b 1 xIo

mit den reellen Parametern a, b.

Lésung von Aufgabe 2.15.

ba # 1: xp=0

ba = 1: XR = {x S IR2‘3:17R = —axy r und xa R ist beliebig}

Im Falle von nichtlinearen Systemen (2.5a) mit einem Eingang u € RP muss man zur
Bestimmung der Ruhelagen xp fiir ein festgelegtes konstantes u = upr die Losungen des
nichtlinearen Gleichungssystems

f(XR, uR) =0 (241)

bestimmen. In diesem Fall nennt man das Paar (ug,xg) auch einen Arbeitspunkt des
Systems (2.5a). Bei linearen, zeitinvarianten Systemen der Form

x = Ax+ Bu, x(0)= xq (2.42)

gelten zur Bestimmung der Ruhelagen fiir konstantes u = ug die folgenden Bedingungen:
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det(A) #0 xp = —A~'Bug einzige Ruhelage
det(A) = 0 und rang(A) = rang([A,Bug|) es gibt unendlich viele Ruhelagen
det(A) = 0 und rang(A) # rang([A,Bug]) es gibt keine Ruhelage

Aufgabe 2.16. Wie lauten die Ruhelage(n) des linearen, zeitinvarianten Systems

.’iJl 1 2 T a
= + u
j;‘g -2 —4 T2 b
mit den reellen Parametern a, b und der Eingangsgrofie u = ug.

Lésung von Aufgabe 2.16.

b# —2a: keine Ruhelage

b= —2a: xp= {X € RQII‘LR = —2x9 p — aupr und x3 R ist beliebig}

Aufgabe 2.17. Wie grofl muss die stationére Ankerspannung u 4 r sein, damit fiir die
vorgegebene konstante Erregerspannung ur = ur g die fremderregte Gleichstromma-
schine von Abbildung 1.9 die Seiltrommel in einer konstanten Position halten kann?
Wie lautet die zugehorige Ruhelage?

Losung von Aufgabe 2.17.
Stationdre Ankerspannung: us r =

Ruhelage: ig g = irR = ﬁ—’;, wr = 0 und ppg ist beliebig.

TR R
k ]
Yr R,

2.5.2 Linearisierung um eine Ruhelage

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden im Folgenden einige Abkiirzungen vereinbart.
Fiir die partielle Ableitung einer Funktion f(x): R™ — R nach z; an der Stelle x = xp
schreibt man einfach

ey

=2 fen) (2.43)

X=XpR Ox;

Die Ableitung der skalaren Funktion f(x) an der Stelle x = xp ist der Zeilenvektor

o 0
| =gt = [ fem) 5 Fxw)

G few)|  (244)
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und die Ableitung einer vektorwertigen Funktion f(x) : R™ — R™ an einer Stelle x = xp,
also die Jacobimatriz von f(x), ist durch

r 0 0 0 T
%xlfl(xR) %mzfl(XR) %nfl(xl%)
32(;() - ;f(XR) _ (%f:z(XR) afo:Z(XR) T%fZ(XR) (2.45)
0 0 0
i aTclf?n(XR) Tmfm(XR) @fm(XR) ]
gegeben.

Fir die Linearisierung eines nichtlinearen Systems um eine Ruhelage oder Trajektorie
wird noch nachstehender Satz benotigt:

Satz 2.5 (Taylorformel zweiter Ordnung). Fs sei angenommen, dass die vektorwertige
Funktion f(x) : D — R™ mit D C R" als offene Teilmenge des R™ zweifach stetig
differenzierbar ist und die Punkte Xxg sowie xg + Ax mitsamt ihrer Verbindungsstrecke
in D liegen. Dann ist

f(xgp + Ax) = f(xpr) + ;Xf(xR)Ax +r(xpg, Ax) , (2.46)

wobei fir das Restglied r(xpr, AX) eine Konstante K so existiert, dass folgende Ab-
schatzung

r(xp, Ax
Ir(xr, Ax)|| < K| Ax|?  bzw. ||AX|HOH(”ZXH)” =0 (2.47)
gilt.
Als Néchstes betrachte man das zeitinvariante, nichtlineare System
x = f(x,u), x(to) = Xo (2.484a)
y = h(x,u) (2.48b)

mit der Ruhelage (Arbeitspunkt) (xg, ug), die definitionsgeméfl die Gleichungen

f(xp,ur) =0 (2.49a)
yr = h(xg, ug) (2.49b)

erfiillt. Betrachtet man nun nur kleine Auslenkungen aus der Ruhelage, dann lassen sich
die Groflen x, u, und y in der Form

x(t) = xp + Ax(t) (2.50a)
u(t) = ur + Au(t) (2.50b)
y(t) =yr+ Ay(t) (2.50c)

anschreiben, wobei A die jeweiligen Abweichungen von der Ruhelage symbolisieren.
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Setzt man (2.50) in (2.48) ein, erhdlt man mit der abgekiirzten Schreibweise Ax =
dAx(t)/dt

xp +Ax = f(xp + Ax,ur + Au), x(to) = xg + Ax(tp) (2.51a)
~—

=0

yr + Ay = h(xg + Ax,ugr + Au) (2.51Db)

bzw. durch Anwendung der Taylorformel zweiter Ordnung nach Satz 2.5 und Vernachlés-
sigung der Restglieder ergibt sich

Ax(tg) = A
Ax = f(xp,uR) + aﬂf(XR, up) Ax + gf(xR, up)Au, x(to) _ 0 (2.52a)
i,o_/ X u = X0 — XR
=A =B
0 0
yr + Ay = h(xp,ur) + —h(xg,ur) Ax + —h(xp,ur) Au . (2.52b)
——— ox ou
=YR -C :VD

Zusammenfassend lasst sich folgender Satz formulieren:

Satz 2.6. Es sei xg, yr eine Ruhelage des Systems (2.48) fiir u = ug. Die Anderung
der Losung Ax, Ay bei hinreichend kleinen Abweichungen Au von ug und Axg von
xpr wird durch das lineare, zeitinvariante System

Ax = AAx + BAu, Ax(tg) = Axg = X9 — XR (2.53a)
Ay = CAx + DAu (2.53b)

mit

0 15)

A= (Txf(XR, ug), B = %f(XR, ug)
5] 0

C= a*xh(XR, ug), D= %h(XRy ug)

(2.54)

beschrieben. Das System (2.53), (2.54) wird auch als Linearisierung von (2.48) um
die Ruhelage (Arbeitspunkt) (xg,ur) bezeichnet.

In Abbildung 2.4 ist ein Vergleich der Systemgréfien des nichtlinearen und des linearisier-
ten Systems dargestellt. Die Zustandsgrofien des um die Ruhelage linearisierten Systems
beschreiben nur die Abweichung um die Ruhelage. Auf die Kennzeichnung der Abweichung
zur Ruhelage mittels A wird in den weiteren Kapiteln verzichtet.

Beispiel 2.4 (Mathematisches Pendel). Als Beispiel betrachte man das mathematische
Pendel von Abbildung 1.8 mit dem mathematischen Modell in Zustandsdarstellung

p=uw
L9 (2.55)
w=-—7 sin(yp)
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\/

Ax = AAx+BAu | Ay y
Ay = CAx + DAu

Abbildung 2.4: Darstellung der Systemgrofien des nichtlinearen und des linearen Systems.

und der Position der Pendelspitze in z-Richtung als Ausgangsgrofie
x = lsin(yp) . (2.56)

Die Ruhelagen errechnen sich zu ¢p1 =0, wr1 = 0 (Pendel in der unteren Ruhelage)
und pro =7, wr2 = 0 (Pendel in der oberen Ruhelage). Gemaf (2.53) und (2.54)
erhélt man fiir die Linearisierung um eine allgemeine Ruhelage pr, wr das linearisierte
Modell in der Form

d [Ap| 0 1 | Ay a
dt[Aw} B [—?COS(@R) 0] Aw (2:578)
Az = [l cos(¢Rr) 0} lii (2.57b)

Durch Einsetzen von ¢r; =0, wr = 0 in (2.57) ergibt sich das linearisierte Modell
um die untere Ruhelage zu

d[Ap| |0 1|[Ap
in) = 1 ol [a 2550
Az=[l 0] liﬂ . (2.58b)

Analog erhélt man fiir die obere Ruhelage ¢pro =7, wgpo =0
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d [Ap 0 1||Agp
- — 2.59
@ | A [? ) 1o (2:592)
Ap
Az =1|-1 0 2.59b
== o] | (2.500)

Man beachte, dass die oft iibliche Naherung fiir kleine Winkel sin(¢) ~ ¢ und
cos(¢) ~ 1 nur fiir Betrachtungen um die Ruhelage ¢ = 0 giiltig ist!

Aufgabe 2.18. Berechnen Sie fiir das Zwei-Tank-System von Abbildung 1.11 die
Ruhelage fiir einen stationdren Zufluss qr. Linearisieren Sie das System (1.29), (1.30)
um diese Ruhelage.

2
Lésung von Aufgabe 2.18. Ruhelage h1 r = ho r = % und Linearisierung
ga
d |Ah a’g |[—1 0| |[AhR L
Rl e A Uy lalag
dt Ahs AQR 1 —1[|Ahg 0

so= o 52130

2.5.3 Linearisierung um eine Trajektorie

Neben der Linearisierung um eine Ruhelage ist auch die Linearisierung um eine Trajektorie
von Bedeutung. Dabei wird die Abweichung eines nichtlinearen Systems der Form

x = f(x,u), x(to) = X0 (2.60a)
y = h(x, u) (2.60b)

von einer vorgegebenen Losungskurve (Trajektorie) betrachtet. Sind fir (2.60) die Bedin-
gungen von Satz 2.3 erfilllt, dann weifl man, dass fiir eine vorgegebene Eingangsgrofie
u(t) = u(t) auf einem Intervall 0 < ¢ < T und einen vorgegebenen Anfangswert xg = X
die Losung x(t) von (2.60) eindeutig festliegt. Es gelten also die Beziehungen

x = f(x,a), %(to) = %o (2.61a)
h(x,a) . (2.61D)

<
Il
o

Fiir hinreichend kleine Abweichungen der Eingangsgrofe u(t) und des Anfangswertes
xo von u(t) bzw. Xg stellen sich nur kleine Abweichungen der Losung x(¢) von X(¢) im
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Intervall 0 < ¢ < T ein. Schreibt man x(¢), u(¢) und y(¢) in der Form

x(t) = x(t) + Ax(t) (2.62a)
u(t) = u(t) + Au(t) (2.62Db)
y(t) =¥y(t) + Ay(t) (2.62¢)

und setzt dies in (2.60) ein, dann erhélt man mit Ax = dAx(t)/dt¢ die Beziehung

X+ Ax =f(x+Ax, 0+ Au),  x(to) = %(to) + Ax(to) (2.63a)
v+ Ay = h(x + Ax, 0 + Au) (2.63b)

bzw. durch Anwendung der Taylorformel zweiter Ordnung nach Satz 2.5 und Vernachlés-
sigung der Restglieder ergibt sich

. %, i %, 0 Ax(tg) = A
4 Ax = £z )+ TEW oy HERD) L x(to) = Axo (2.64a)
—— ox ou = X9 — Xp
=x =A(t) =B(t)
§+ Ay = h(x @)+ 2 A, BED (2.64b)
- 0 ou
R =C(t) =D(t)

Zusammenfassend lésst sich folgender Satz angeben:

Satz 2.7. Es sei x(t) eine Trajektorie des Systems (2.60) fir eine vorgegebene Ein-
gangsgrofe u(t) = (t) und einen vorgegebenen Anfangswert xg = Xo. Die Anderung
der Losung Ax(t), Ay(t) bei hinreichend kleinen Abweichungen Au(t) von u(t) und
Axq von Xo wird durch das lineare, zeitvariante System

Ax = A(t)AX TF B(t)Au, AX(to) = AXO = X0 — )~(0 (2.65&)
Ay = C(t)Ax + D(t)Au (2.65b)
mit
Al) = (‘3f(a§c};ﬁ) Bl af(;;ﬁ)
c=258 - &Y (266)

beschrieben. Das System (2.65), (2.66) wird auch als Linearisierung von (2.60) um
die Trajektorie (X, Q) bezeichnet.

Man beachte, dass die Linearisierung eines zeitinvarianten, nichtlinearen Systems der
Form (2.48) um eine Ruhelage auf ein zeitinvariantes, lineares System fithrt, wohingegen
die Linearisierung eines zeitinvarianten, nichtlinearen Systems um eine Solltrajektorie im
Allgemeinen ein zeitvariantes, lineares System ergibt.
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Beispiel 2.5 (Rakete). Als Beispiel betrachte man eine einstufige Rakete mit der
zeitlich verénderlichen Masse m(t) = mg — m¢(t), wobei mg das Gewicht der Rakete
vor dem Start (Eigenmasse + Traglast + Treibstoffmenge) und m¢(t) die zeitlich
abnehmende Treibstoffmasse bezeichnen. Nimmt man an, dass die Treibstoffmasse
my(t) mit der AusstoBrate 1 (t) = —ry(t) mit konstanter Relativgeschwindigkeit
w > 0 von der Rakete ausgestofien wird, dann lauten die Bewegungsgleichungen der
Rakete in einem Schwerefeld mit der Gravitationskonstanten g

h(t) = v(t) (2.67a)
ot) = ml(t)(wu(t) (b)) (2.67h)
in(t) = —u(t) . (2.67¢)

Dabei beschreiben die Groflen h(t) die Hohe der Rakete gemessen von der Erd-
oberflache, v(t) die Raketengeschwindigkeit, m(t) die Raketenmasse und u(t) die
Treibstoffausstofirate. Im ersten Schritt berechnet man sich fiir eine konstante Treib-
stoffausstoBrate @(t) = k und die Anfangswerte h(0) = hg = 0, 5(0) = 9 = 0 sowie
m(0) = mo = mo die Trajektorie

m(t) = mo — kt (2.68a)
—kt
o(t) = —gt — wln(mo ) (2.68b)
mo
) 1 — kt
h(t) = _59t2 +wt — wln(momo > (t - n;0> . (2.68¢)

Linearisiert man das System (2.67) um die Trajektorie (2.68), dann erhélt man das
lineare, zeitvariante System

Ah(1) 010 ITAn@ 0
L N I T O 01+ | = | Au(t) (2.69)
AmM®)] |y o o | lAm®) -1
bzw. eingesetzt fiir die Trajektorien ergibt sich
L [an) 01 _Suk Ah(t) 0
— = A : 2.
” Aw(t) (o — kt)? Av(t) | + — u(t) (2.70)
Am(t) 00 0 Am(t -1
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Aufgabe 2.19. Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

w1(t) = aws(t)ws(t) + ui(t)

wa(t) = —aw (H)ws(t) + ua(t)

ws(t) = us(t)
mit dem konstanten Parameter ao > 0. Bestimmen Sie fiir die Eingangsgrofien a1 (t) =
U2(t) = u3(t) = 0 und die Anfangsbedingungen @;(0) = @10 = 0, @2(0) = W29 > 0
und @3(0) = @30 > 0 die Trajektorie X (t) = [(1)1 (t) @a(t) ng(t)} und linearisieren
Sie das System um diese Trajektorie.

Lésung von Aufgabe 2.19. Trajektorie:

(211 (t) = (:)270 Sin(a(:)370t)

(212 (t) = (.:)270 COS(O((,Z);),,()t)

w3 (t) = @370
Linearisierung;:
d Awl (t) 0 a(Dg Oé(z)g Aw1 (t) 1 0 0 Aul (t
a Awg (t) = —Ck(Z)g 0 —Ck(,:}l AWQ (t) + ({0 1 O AUQ (t)
AOJ3 (t) 0 0 0 AW3 (t) 0 0 1 AU3 (t

@ Zusatzmaterial zu diesem Kapitel finden Sie in Form von Maple-Dateien EfEs
auf unserer Homepage. -- :

2.6 Literatur

[2.1] S. W. Director und R. A. Rohrer, Introduction to Systems Theory. New York:
McGraw-Hill, 1972.

[2.2] O. Follinger und D. Franke, Einfihrung in die Zustandsbeschreibung dynamischer
Systeme. Miinchen Wien: Oldenbourg, 1982.

[2.3] H. K. Khalil, Nonlinear Systems. New York: Macmillan Publishing Company,
1992.

[2.4] G. Ludyk, Theoretische Regelungstechnik 1. Berlin Heidelberg: Springer, 1995.

D. G. Luenberger, Introduction to Dynamic Systems. New York: John Wiley &
Sons, 1979.

[2.6] L.Padulound M. A. Arbib, System Theory. Philadelphia: W.B. Saunders Company,
1974.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien


https://www.acin.tuwien.ac.at/file/teaching/bachelor/automatisierung/beispiele/Aut_MapleKapitel2.zip

2.6 Literatur Seite 43

[2.7] L. Perko, Differential Equations and Dynamical Systems. New York: Springer,
1991.

[2.8] W. J. Rugh, Linear System Theory. New Jersey: Prentice Hall, 1993.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien






3 Lineare dynamische Systeme

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Konzepte zur Beschreibung linearer zeitin-
varianter dynamischer Systeme behandelt. Die theoretischen Grundlagen dazu wurden
bereits ausfiihrlich in den Vorlesungen Mathematik 2 fiir ET und Signale und Systeme 1
diskutiert. Zur leichteren Lesbarkeit des Skriptums werden im Folgenden unter anderem
einige bekannte Ergebnisse dieser Vorlesungen wiederholt.

3.1 Zustandstransformation

Im Kapitel 1.1 wurde bereits erwdhnt, dass die Wahl der Zustandsgroflen keinesfalls
eindeutig ist (siche auch Aufgabe 1.5). Mithilfe einer requliren Zustandstransformation
der Form

x(t) = Va(t) (3.1)

mit einer reguldren (n x n)-Matrix V lésst sich das lineare, zeitinvariante System (siehe
auch (2.26))

%X = Ax + Bu, x(0) = xo (3.2a)
y = Cx + Du (3.2b)

mit dem Zustand x € R™ in die Form

z=V 'AVz+V 'Bu, 32(0) =2z =V !xg (3.3a)
N—_—— N——
A B
y=CVz+ D u (3.3b)
\\N,J \f-/
C D

mit dem neuen Zustand z € R™ iiberfithren.

Man sagt dann auch, die beiden mathematischen Beschreibungen (A, B, C,D) von (3.2)
und (A, B, C‘,f)) von (3.3) sind dquivalent. Man beachte, dass in diesem Fall die beiden
quadratischen Dynamikmatrizen A und A geméaf Definition dhnlich sind (siehe Kapitel 2
Skriptum Mathematik 2 fiir ET).

Aufgabe 3.1. Zeigen Sie, dass die Matrizen A und A = V-'AV mit der reguliren
(n x n)-Matrix V die gleichen Eigenwerte besitzen.
Hinweis: Es gelten die Beziehungen

det(AV) =det(A)det(V) und V'V=E. (3.4)

Zeigen Sie weiters, dass V~1v;, ein Eigenvektor von A = V1AV ist, wenn vy, ein
Eigenvektor von A ist.
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Man koénnte nun diese Transformation zu einem neuen Zustand z insofern nutzen, als
man die Losung des Systems (3.2) gemafl Satz 2.4
t
x(t) = B (£)x0 + / &(t — 7)Bu(r) dr (3.5a)
0

y(t) = Cx(t) + Du(t) , (3.5b)
insbesondere die Berechnung der Transitionsmatrix ®(¢), unter Verwendung einer geeig-
neten Transformation, auf einfache Art und Weise bestimmen kann. Dazu wéhlt man die
Zustandstransformation (3.1) so, dass die Struktur von A des transformierten Systems
(3.3) eine einfache Berechnung der Transitionsmatrix @®(t) von (3.3) zuldsst. Dies ist zum
Beispiel der Fall, wenn A Diagonalstruktur aufweist oder in Jordanscher Normalform

vorliegt.
Die Losung des transformierten Systems (3.3) lautet dann

2(t) = ®(t)zo + /0 "&(t— ) Bu(r) dr (3.64)

y(t) = Cz(t) + Du(t) . (3.6b)

Transformiert man (3.6) mit der Vorschrift (3.1) in den Zustand x unter Verwendung der
Ausdriicke fiir B, C und D von (3.3) zuriick, erhdlt man

x(t) = V&)V -'xo + /0 "Vé(t— )V Bu(r) dr (3.7)

y(t) = Cx(t) + Du(t) . (3.7b)

Durch Vergleich mit (3.5) ergibt sich der Zusammenhang zwischen ®(t) und ®(t) zu
®(t)=Vet)V1. (3.8)

Abbildung 3.1 veranschaulicht grafisch diese Vorgangsweise.

3.2 Jordansche Normalform

In Mathematik 2 fiir ET (Kapitel 5) wurde gezeigt, dass jede (n x n)-Matrix A durch
eine Ahnlichkeitstransformation A = V"1AV auf Jordansche Normalform transformiert
werden kann. Die Jordansche Normalform einer Matrix A ist bis auf die Reihenfolge
der sogenannten Jordanblocke eindeutig bestimmt. Zur Formulierung der Jordanschen
Normalform werden im Folgenden einige Begriffe aus Mathematik 2 fiir ET wiederholt.
Das charakteristische Polynom det(A — AE) der Matrix A habe m verschiedene Wurzeln

A, ..., A € C mit den entsprechenden Vielfachheiten nq, ..., n,,. Dann bezeichnet die
Zahl n; die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A\;, j = 1,...,m und die geometrische
Vielfachheit g; des Eigenwertes Aj, j = 1,...,m ist definiert als die Dimension des

FEigenraumes zum FEigenwert Aj, d.h. g; = dim(Kern(A — A\;E)). Fiir die geometrische
Vielfachheit g; eines Eigenwertes A; gilt 1 < g; < n;.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Jordansche Normalform Seite 47

Zustandstransformation

Original v Transformiertes

Problem Problem

Lé . Losung im

osung im

. . 5 . A\ transformierten

Originalbereich )
Bereich
inverse

Zustandstransformation

Abbildung 3.1: Zur reguldren Zustandstransformation.

3.2.1 Diagonalform

Eine (n x n)-Matrix A lisst sich nun genau dann durch eine Ahnlichkeitstransformation
auf Diagonalform transformieren, wenn fiir jeden Eigenwert die geometrische und die alge-
braische Vielfachheit gleich sind. In diesem Fall spannen die Eigenvektoren der Matrix A
den R™ bzw. C" auf und bilden eine Eigenbasis der Matrix A. Die Ahnlichkeitstransformati-

on auf Diagonalform erfolgt iiber die Transformationsmatrix V= |vy vy --- v, | deren

Spaltenvektoren die Eigenvektoren von A sind. Liegt die Dynamikmatrix A = V1AV
des transformierten Systems in Diagonalform

di 0 0
|0 dy - 0
A= . . (3.9)
0 0 dy

vor, so kann man die transformierte Transitionsmatrix geméfl (2.22) direkt in der Form

exp(dst) 0 e 0
s | O oPE 0 (3.10)
0 0 -+ exp(dnt)
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berechnen und die Transitionsmatrix des Originalproblems erhélt man aus (3.8). Beachten
Sie, dass die Diagonalelemente d;, ¢ = 1, ..., n gerade den Eigenwerten von A entsprechen.

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass fir den Fall einer (n x n)-Matrix A mit n paarweise
verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A, die zugehorigen Eigenvektoren vy, ..., v, linear
unabhéngig sind und damit eine Eigenbasis von A bilden.

Hinweis: Fiihren Sie den Beweis durch Widerspruch.

Beispiel 3.1. Als Beispiel betrachte man das autonome lineare zeitinvariante System

3 2 =2
x=Ax=1|0 1 0|x, x(0) =xg . (3.11)
00 1

Die Eigenwerte der Dynamikmatrix A lauten A\; = 3 mit der algebraischen Vielfachheit
1 und Ay = 1 mit der algebraischen Vielfachheit 2. Wegen rang(A — \;E) = 2 und
rang(A — Ao E) = 1 folgt unmittelbar die geometrische Vielfachheit von A; zu 1 und
von A2 zu 2. Da die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten von A\; und A
gleich sind, existiert eine Eigenbasis der Matrix A. Der Eigenvektor zu \; = 3 folgt
aus

0 2 =2
(A — )\1E)V1 =0 -2 0O|lvy = 0 (312)
0 0 -2

7 vi = [1 0 O] und die Eigenvektoren zu Ay = 1 errechnen sich aus

2 2 =2
(A—XE)vi= {0 0 0|vi=0, k=23 (3.13)
00 O

Z7u vy = [O 1 1} und vi = {—1 1 O}. Mit der Transformationsmatrix

10 -1
V:[v1 vo v;),}: 01 1 (3.14)
01 0

ergibt sich das System (3.11) im transformierten Zustand z(t) = V~1x(¢) zu

2=V 'AVz = Az =

oS O W
o = O

0
0|z, z(0) =29 =V 'xq . (3.15)
1
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Die Transitionsmatrix des transformierten Systems (3.15) lautet dann

exp(3t) 0 0
dt)=| 0 exp(t) 0 (3.16)
0 0 exp(t)

und damit errechnet sich die Transitionsmatrix des Originalsystems (3.11) zu

exp(3t) exp(3t) —exp(t) exp(t) —exp(3t)
®(t)=Ve(H)V!= 0 exp(t) 0 . (317)
0 0 exp(t)

3.2.2 Notwendigkeit von Hauptvektoren

Ist fiir einen Eigenwert \; die geometrische Vielfachheit g; echt kleiner als die algebraische
Vielfachheit n;, so muss man zusétzlich zu den Eigenvektoren die entsprechenden Haupt-
vektoren berechnen. Die Gesamtheit aller Eigen- und Hauptvektoren zu einem Eigenwert
Aj nennt man den algebraischen Eigenraum, dessen Dimension gleich der algebraischen
Vielfachheit n; des Eigenwertes A; ist.

Angenommen, A sei ein Eigenwert der (n x n)-Matrix A mit der algebraischen Vielfach-
heit n und der geometrischen Vielfachheit 1. Neben dem Eigenvektor vy, der definitions-
gemafl die Beziehung

(A—XE)v; =0 (3.18)
erfiillt, existieren in diesem Fall (n — 1) linear unabhéngige Hauptvektoren v;, j =2,...,n,
die Losungen der Gleichungen

(A= AE)v,q1 =vj, i=12....n—1 (3.19)
sind. Aus (3.18) und (3.19) folgt nun unmittelbar die Bezichung
A[vl vy - vn} = )\{Vl vy - vn} + {0 Vi Vg - vn_l} (3.20)
bzw. in Matrixschreibweise
AV =V (AE + N) (3.21)
—
mit V = [vl Vg - vn} und der (n x n)-Matrix
01 - 0 0]
0 --- 00
N=|: 1 1. (3.22)
00 --- 01
00 -+ 0 0]

Die Matrix N hat nun eine ganz spezielle Struktur, sie ist ndmlich nilpotent der Ordnung
n. Dazu folgende Definition:
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Definition 3.1 (Nilpotente Matrix). Man nennt eine (n x n)-Matrix N nilpotent der
Ordnung k, wenn gilt N*~1 = 0 und N* = 0.

Man erkennt unmittelbar aus (3.21), dass sich durch die Wahl der Transformationsmatrix
V mit dem Eigenvektor und den zugehorigen Hauptvektoren als Spalten die Dynamikmatrix
A des transformierten Systems zu

Al
0 X
A=viIiAv=s=|: : -. = : (3.23)
0 Al
L 0 0 i

ergibt.
Die Transitionsmatrix ®(¢) des transformierten Systems mit der Dynamikmatrix A = S
von (3.23) lasst sich sehr einfach in geschlossener Form

®(t) = exp((AE 4+ N)t) = exp(AEt) exp(Nt)
()

(3.24)
anltnfl
— ENIE+Nt+. ..+ —
exp(A t)< +Nt+---+ (n—l)!)
bzw.
r t2 tnfl E
1 ¢+ - ...
2! (n—1)!
tn72
~ o1 ¢ --- 1
ety =c| 2 (3.25)
t
00 - - 1]

anschreiben. Man beachte, dass die Gleichung (*) in (3.24) nur deshalb gilt, da die Matrizen
E und N kommutieren, d. h., die Beziechung EN = NE erfiillen.
Losen Sie dazu folgende Aufgabe:

Aufgabe 3.3. Zeigen Sie, dass
exp((A1 + Ag)t) = exp(A1t) exp(Aat)

gilt, wenn die beiden Matrizen A; und As die Bedingung A1 As = Ay A erfiillen.

Lésung von Aufgabe 3.3. Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich
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Aufgabe 3.4. Transformieren Sie das System

0 -2 -1
x= |1 2 1|x
0 1 1

auf die Form von (3.23). Berechnen Sie anschlieflend die Transitionsmatrix.

Lésung von Aufgabe 3.4. Die Transformationsmatrix V und die Dynamikmatrix A
des transformierten Systems lauten

-1 -2 1 110
v=|0 1 1 ud  A=1|0 1 1
1 1 -1 00 1

Kontrollieren Sie die Transitionsmatrix mit MAPLE mithilfe des Befehls MatrixExpo-
nential im LinearAlgebra-package.

3.2.3 Reelle Jordansche Normalform

Man iiberzeugt sich leicht, dass eine (n x n)-Matrix A mit reellen Koeffizienten nur
Eigenwerte besitzen kann, die entweder reell oder konjugiert komplex sind. Man kann
natiirlich die soeben besprochene Methode der Diagonalisierung bzw. die Konstruktion
der Hauptvektoren auch fiir Systeme mit konjugiert komplexen Eigenwerten anwenden. Es
sei aber an dieser Stelle angemerkt, dass in diesem Fall sowohl die Transformationsmatrix
V als auch die transformierte Dynamikmatrix A komplexwertige Matrizen sind. Dies stort
zwar nicht Weiters, doch besteht oft der Wunsch, dass die Matrizen des transformierten
Systems (A, B,C, ]5) von (3.3) ebenfalls reellwertig sind. Wie diese Transformation dann
im Detail aussieht, wird im Folgenden anhand einer Dynamikmatrix A besprochen, die
r = n/2 paarweise verschiedene konjugiert komplexe Eigenwerte der Form \; = a; +15;
mit dem konjugiert komplexen A} = a; — 165, j = 1,...,7 besitzt. Es gilt nun folgender
Satz:

Satz 3.1. Besitzt eine Matrix A einen konjugiert komplexen Eigenwert, dann sind
auch die zugehérigen Eigenvektoren konjugiert komplex.

Aufgabe 3.5. Beweisen Sie Satz 3.1.
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Wiéhlt man als Transformationsmatrix V die mit der regulédren Matrix T von rechts
multiplizierte Matrix V der konjugiert komplexen Eigenvektoren

V:[vl vi - vy v:]T
\%
1 I 1 I (3.26)
_ §(V1+VT) §(VT—V1) i(VH“V:) 5(":—"7’)
Re(v1) Im(vy) Re(vr) Im(v,)
mit
1 -1 -~ 0 0] 11 -~ 0 0]
1 1 --- 0 0 I -IT --- 0 O
=2 ool =l L e
o 0 --- 1 —-I o o0 --- 1 1
0 0 - 1 T 0 0 - I -1
dann errechnet sich die Dynamikmatrix A des transformierten Systems zu
A=VIAV=T'VIAVT =0 (3.28)
T
bzw.
o1 + 15 0 ]
0 a; — 18 - 0 0
Q=T7"| ST LT
0 0 a4+ 15, 0
0 0 e 0 oy — 15, |
A (3.29)
a1 B 0 ]
—B1 o 0
0 0 - o B
0 0 - =5 o]

Die Transitionsmatrix ®(t) des transformierten Systems mit der Dynamikmatrix A = Q
von (3.29) lasst sich sehr einfach in geschlossener Form angeben

[ ot cos(Bit)  e“tsin(Bit) - 0
—etsin(Bit) e*tcos(frt) - 0
B(t) = exp(C2) = . : - : :
0 oo e%leos(Brt) et sin(Byt)
L 0 0 cee ot sin(5,t) eort COS(ﬁTt)_

(3.30)

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Jordansche Normalform Seite 53

Aufgabe 3.6. Berechnen Sie die Transitionsmatrix ®(¢) des Systems
. 11
X = X .
—4 1

Lésung von Aufgabe 3.6. Transitionsmatrix

B(t) = [

exp(t)cos(2t)  1exp(t) sin(2t)]
—2exp(t)sin(2t) exp(t)cos(2t)

3.2.4 Zusammenfassung

Die Ergebnisse der Abschnitte 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3 lassen sich nun wie folgt fiir ein
allgemeines lineares, zeitinvariantes System (3.2) kombinieren.

Satz 3.2 (Reelle Jordansche Normalform). Es sei die reellwertige (n x n)-Matriz A
die Dynamikmatriz des linearen, zeitinvarianten Systems (3.2). Angenommen, A habe
k reelle und (n — k)/2 konjugiert komplexe Figenwerte. Dann existiert eine reguldre
Zustandstransformation der Form (3.1)

V:{vl - v Re(viyr) Im(vger) -+ Re(vy) Im(vr)} (3.31)

bestehend aus linear unabhdngigen (komplezwertigen) Eigen- und Hauptvektoren v;,
j=1....,r mitr = (n+k)/2 so, dass die Dynamikmatriz des transformierten
Systems folgende Form

J; 0 0
- 1 0O J, --- O
A=V AV= ) (3.32)
0O o J;
annimmt. Dabei bezeichnen J;, i« = 1,...,1 die sogenannten Jordanblocke, deren

Struktur fir reelle Figenwerte A; in der Form

N\ 1 0 0]
0 X - 0 0
Ji=1|: o (3.33)
0 0 i 1
0 0 0 A
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bzw. fir konjugiert komplexe Figenwerte oy £+ I15; in der Form

(W E; - 0 0
0O W ... 0 0
ds = : (3.34)
0 O W Es
0 0 0 W]
mit
1 0
wo|% Pl d By = (3.35)
_/Bi Q; 0 1
gegeben ist.
Beispiel 3.2. Als Beispiel betrachte man das System
2 -2 -6 -8 —10]
-2 4 8 12 15
x=| 6 4 1 0 0|x (3.36)
7 9
-5 —4 -3 =3 0
. 0 0 0 0 =3
mit dem reellen Eigenwert A\; = —3 der algebraischen Vielfachheit 1 und dem

vi=lo oo -3 1],
und der Eigenvektor zu Ay = 1 4 12 ergibt sich zu
vi=[-2 10 -1+1L 0of.
Den Hauptvektor vs erhalt man aus der Beziehung (3.19) mit
(A — \E)vs = vy

zu

konjugiert komplexen Eigenwert Ay = 1 £ 12 der algebraischen Vielfachheit 2 und
geometrischen Vielfachheit 1. Der Eigenvektor zu A\; = —3 lautet

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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Damit lautet die Transformationsmatrix V

|oo

o o O
O Wk O B~ Wi

V:[vl Re(v2) Im(ve) Re(vs) Im(v::,)}: (3.41)

|
“"o — ©

— o

o o= o O O

o 5l oo o o

o ®

und die transformierte Dynamikmatrix in der reellen Jordanschen Normalform er-
rechnet sich zu

-3 00 00
A 0 0 0 12 10

A=V 1AV = 0 W E, =10 -21 01 (3.42)
0 0 W 0 00 1 2
A G 0 00 —2 1

W[Re(/\g) Im()\g)] - -
—Im()\Q) RG(AQ)

Aus den Uberlegungen der Abschnitte 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3 folgt die Transitionsmatrix
des transformierten Systems zu

Eé 0 0 0 0
0  elcos(2t) elsin(2t) telcos(2t) telsin(2t)
D(t)=| 0 —e'sin(2t) efcos(2t) —tesin(2t) tel cos(2t) (3.43)
0 0 0 el cos(2t)  elsin(2t)
| 0 0 0 —esin(2t) e’ cos(2t) |

bzw. fiir das Originalsystem (3.36) nach (3.8)
®(t)=Ve(t)V! (3.44)

mit V von (3.41).

Aufgabe 3.7. Berechnen Sie die reelle Jordansche Normalform des Systems

1
2
0
0

o O O N
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Lésung von Aufgabe 3.7. Die Jordansche Normalform ergibt sich zu

A=V 1AV =

S N = O
N = O O

1
2
0
0

S O O N

Aufgabe 3.8. Berechnen Sie die reelle Jordansche Normalform des Systems

O N
N O O O

1
2
0
0

S O O N

Lésung von Aufgabe 3.8. Die Jordansche Normalform ergibt sich zu

21 0 0
y 2 1
A:V*lAV:O 0
00 20
000 2

3.3 Allgemeines Losungsverhalten

Aus dem bisher Gesagten lasst sich auf einfache Art und Weise das Losungsverhalten eines
linearen, zeitinvarianten autonomen Systems der Form

%X = Ax, x(0) = xo (3.45)

angeben.

Satz 3.3. Jede Losung x;(t), j =1,...,n des Systems (3.45) ist eine Linearkombi-
nation der Funktionen

thre k262 cos(Bt)  und  t*3e™ sin(Bt) (3.46)

fir die reellen Eigenwerte A, die konjugiert komplexen Eigenwerte o =18 und k1, ko,
ks =0,...,(r—1) mit r als der jeweiligen Dimension der Jordanblicke.

Aus Satz 3.3 kann man schlieflen, dass die Trajektorien eines linearen zeitkontinuierlichen
Systems der Form (3.45) weder in endlicher Zeit nach Null noch nach Unendlich streben
konnen. Dies gilt nicht fiir nichtlineare und zeitdiskrete Systeme.

Als direkte Konsequenz von Satz 3.3 lisst sich noch folgender Satz angeben:
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Satz 3.4 (Globale asymptotische Stabilitit). Fir alle Anfangswerte xg € R™ gilt
genau dann

lim x(t) = tli)m ®(t)xg =0, (3.47)

t—o0
wenn alle Eigenwerte der Matriz A negativen Realteil besitzen. Man sagt dann auch,
die Ruhelage xp = 0 ist global asymptotisch stabil.
Aufgabe 3.9. Beweisen Sie Satz 3.4.

Aufgabe 3.10. Ist die Ruhelage xp = 0 des Systems

1 2 0
x=1(0 5 6(x
1 0 -1

global asymptotisch stabil?
Losung von Aufgabe 3.10. Nein
Aufgabe 3.11. Ist die Ruhelage xp = 0 des Systems
. 1 -2
X = X
-2 4
global asymptotisch stabil?

Losung von Aufgabe 3.11. Nein

Zur geometrischen Interpretation des Eigenvektors wird im Folgenden der Begriff eines
invarianten Unterraums definiert.

Definition 3.2. Es sei V ein linearer Unterraum des R™ mit der Basis {rl e rk}.

Man nennt V invariant gegeniiber einer (n x n)-Matrix A, wenn fiir alle x € V auch
Ax eV gilt.

Aus der Definition des Eigenvektors Av; = \;v; zu einem Eigenwert )\; sicht man
unmittelbar, dass v; invariant gegeniiber A ist. Mit anderen Worten heifit dies, dass wenn
man mit einem Anfangswert xg auf einem Eigenvektor startet, also z. B.

X0 = YoV1, vweER, (3.48)

dann verbleibt die Trajektorie fiir alle Zeiten in dieser Richtung des Eigenvektors, d. h.
die Losung hat die Form

x(t) =y(t)vy . (3.49)
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Um dies zu zeigen, setzt man (3.49) in das System (3.45) ein und erhélt
A(t)vi = (1) Avy = y(t)A\1vy (3.50)

bzw.
(5() =v(H)A)vi=0. (3.51)

Da der Eigenvektor vq # 0 ist, muss demnach gelten

A(t) = v(t)\ (3.52)

bzw.
v(t) = yoexp(Ait) . (3.53)

Dies bedeutet, dass sich das System entlang eines Eigenvektors durch eine gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung beschreiben lisst. Die spezielle Losung (3.49) mit
(3.53)

x(t) = yoexp(Ait)vy (3.54)
wird auch als Figenschwingung des Systems (3.45) bezeichnet.
Beispiel 3.3. Als Beispiel betrachte man folgendes System zweiter Ordnung
1.4 —-1.2
x=Ax= X . (3.55)
-1.2 —-04
Die Eigenwerte der Dynamikmatrix A errechnen sich zu A\; = —1 und Ay = 2, die
Eigenvektoren lauten
—0.447
v = (3.56a)
—0.894
—0.894
vy = (3.56b)
0.447
und die zugehorige Jordansche Normalform ergibt sich zu
- -1 0
A=V IAV = [ 0 2] . (3.57)

Abbildung 3.2 zeigt den Verlauf der Trajektorien mit den zugehérigen Eigenvektoren vy
und vs.

3.4 Eingangs-Ausgangsverhalten

Neben der bisher behandelten mathematischen Formulierung linearer, zeitinvarianter Sys-
teme in Form von Zustandsdifferentialgleichungen und Ausgangsgleichungen (siehe (3.2))
ist sehr haufig eine Beschreibung des Systemverhaltens vom Eingang u € RP zum Ausgang
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Abbildung 3.2: Verlauf der Trajektorien fiir Ay = —1 und Ag = 2.

y € RY ohne Kenntnis des Zustandes x € R™ gewiinscht. Wie im Folgenden gezeigt
wird, kann dieses sogenannte Eingangs-Ausgangsverhalten in Form von Ubertragungs-
funktionen im Eingréfenfall (p = ¢ = 1) bzw. Ubertragungsmatrizen im MehrgroBenfall
beschrieben werden. Die hierfiir erforderlichen Grundlagen der Laplace-Transformation £
wurden bereits in Signale und Systeme 1 besprochen und sind der Vollstdndigkeit halber
im Anhang A nochmals zusammengefasst. Im weiteren Verlauf des Skriptums werden
Laplace-transformierte Zeitsignale immer mit einem "~ versehen, d.h. £(f(t)) = f(s).

3.4.1 Ubertragungsfunktion

Wendet man die Laplace-Transformation auf das lineare zeitinvariante Eingréfiensys-
tem

x = Ax + bu, x(0) = xo (3.58a)
y=c'x +du (3.58b)

mit dem Zustand x € R", dem skalaren Eingang v € R und dem skalaren Ausgang y € R
an, so erhilt man

sx(s) — xg = AX(s) + ba(s) (3.59a)
§(s) = cTx(s) + da(s) . (3.59b)
Berechnet man nun aus (3.59a) die Grofle x(s)
%(s) = (sE — A) "'xo + (sE — A) " 'bi(s) (3.60)
und setzt dies in (3.59b) ein, ergibt sich

j(s) = <" (sE — A)'x0 + (¢ (sE — A)'b + d)as) . (3.61)
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Daraus lisst sich unmittelbar der Begriff der Ubertragungsfunktion definieren:

Definition 3.3 (Ubertragungsfunktion). Fiir das lineare zeitinvariante Eingréfien-
system von (3.58) mit dem Zustand x € R", der Eingangsgrofle © € R und der
Ausgangsgrofie y € R gelte xg = 0. Die von der speziellen Wahl von u unabhéngige
Funktion G(s)

4(s) = G(s)a(s) (3.62)

heifit Ubertragungsfunktion von (3.58).

Im Abschnitt 2.4, Satz 2.4, haben wir festgestellt, dass sich die allgemeine Lésung von
(3.58) in der Form

X(t) = ®(t)xo + /0 "®(t — )bu(r) dr (3.63a)
y(t) = ctx(t) + du(t) (3.63b)

mit der Transitionsmatrix ®(¢) anschreiben lasst. Wendet man nun auf die erste Zeile von
(3.63) die Laplace-Transformation an, so ergibt sich unter Verwendung des Faltungssatzes X
aus Anhang A die Beziehung

X(s) = ®(s)xo + ®(s)ba(s) . (3.64)

Durch Vergleich von (3.60) mit (3.64) zeigt sich unmittelbar, dass sich die Laplace-
Transformierte der Transitionsmatrix ®(¢) in der Form

A

b(s)=(sE—A)"! (3.65)

errechnet.

Aufgabe 3.12. Berechnen Sie die Transitionsmatrix ®(¢) des Systems

mithilfe der Laplace-Transformation.

Lésung von Aufgabe 3.12. Transitionsmatrix

exp(t) cos(2t)  1exp(t) sin(Zt)l

®(1) = [_2 exp(t)sin(2t)  exp(t)cos(2t)
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Damit ist neben der im vorigen Kapitel diskutierten Transformation auf Jordansche
Normalform eine weitere Moglichkeit zur effizienten Berechnung der Transitionsmatrix
gegeben.

Satz 3.5 (Ubertragungsfunktion). Die Ubertragungsfunktion G(s) des linearen, zei-
tinvarianten Eingrofiensystems (3.58) errechnet sich zu

G(s) = Z(Z; =cTSE—A)"'b+d (3.66)
mit den Polynomen z(s) und n(s). Sind die Polynome z(s), auch Zahlerpolynom
genannt, und n(s), auch Nennerpolynom genannt, teilerfremd, dann gilt grad(z(s)) <
grad(n(s)) < n und die Nullstellen des Nennerpolynoms n(s), die sogenannten Pole
der Ubertragungsfunktion G(s), sind auch Eigenwerte der Matriz A. Die Umkehrung
gilt im Allgemeinen nicht. Der Grad des Nennerpolynoms grad(n(s)) gibt auch die
Ordnung der Ubertragungsfunktion G(s) an.

Beweis. Den Beweis fiir die Beziehung (3.66) erhdlt man unmittelbar indem man in
(3.61) x¢ = 0 setzt. Die Inverse der Matrix (sE — A) ldsst sich in der Form
_1 adj(sE—A)
E—A) =" 3.67
(s ) = JaGE—A) (3.67)
anschreiben, wobei mit adj(sE — A) die adjunkte Matriz der Matrix (sE — A) be-
zeichnet wird.
Anmerkung: Die Elemente A;; der adjunkten Matrix adj(A) = [A;;] einer Matrix
A = [a;;] entsprechen den Subdeterminanten der ((n — 1) x (n — 1))-Matrizen von
A, die durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte hervorgehen, multipliziert
mit dem Faktor (—1)"*7.
Setzt man (3.67) in die Ubertragungsfunktion (3.66) ein
z(s) cladj(sE — A)b + ddet(sE — A)

Gls) = n(s) - det(sE — A) ’ (3.68)

erkennt man unmittelbar, dass

o die Pole der Ubertragungsfunktion G(s) auch Eigenwerte der Matrix A sind,
da det(sE — A) dem charakteristischen Polynom der Matrix A entspricht,

 das Nennerpolynom n(s) von G(s) maximal die Ordnung n haben kann und

o der Grad des Zéhlerpolynoms z(s) kleiner oder gleich dem Grad des Nenner-
polynoms n(s) sein muss, da adj(sE — A) zufolge der Definition lediglich aus
Polynomen (n — 1)-ter Ordnung in s besteht.

O]
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Aufgabe 3.13. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(s) des linearisierten Zwei-
tanksystems von Aufgabe 2.18

dfam] g [-1 0][Am N %Aq
dt | Ahs Agr| 1 —1||Ahs 0

. QQJ Ahl

Agz = [0 QR} [Ahg}

mit der Eingangsgrofie Aq und der Ausgangsgrofie Ags.

Lésung von Aufgabe 3.13. Die Ubertragungsfunktion lautet
1

A 2
(1 + 82qR>
a=g

G(s) =

Aufgabe 3.14. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(s) des elektrischen Systems
von Abbildung 1.6 mit der Eingangsgrofe u(t) und der Ausgangsgrofie y(t).

Lésung von Aufgabe 3.14. Die Ubertragungsfunktion lautet

_1 + SRQC

G(S) - 3R10

3.4.2 Zusammenschaltung von Ubertragungsfunktionen

Mit Ubertragungsfunktionen kann sehr einfach das Ubertragungsverhalten zusammenge-
setzter Systeme aufgrund der Kenntnis des Ubertragungsverhaltens ihrer Komponenten
bestimmt werden. Dazu betrachte man die Ubertragungsfunktionen Gi(s) und Ga(s)
zweier Eingroflensysteme mit

o = G1(s)t (3.69a)
G2 = Ga(s)tz . (3.69b)

Als Hintereinanderschaltung oder Serienschaltung bezeichnet man das System von
Abbildung 3.3 mit der Eingangsgrofie @ = 41, der Ausgangsgrofie § = o und der Zusam-
menschaltungsbedingung e = 4.

Fiir das Gesamtsystem mit der Eingangsgrofie u(t) und der AusgangsgroBie y(t) erhalt
man die Ubertragungsfunktion

Gls) = % — Ga(s)Ga () (3.70)

Man beachte, dass die Beziehung (3.70) nur dann giltig ist, wenn die Zusammenschaltung
von Abbildung 3.3 rickwirkungsfrei ist.
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u1 vy U2 Yo
U —————> G1(s) Ga(s) —y

Abbildung 3.3: Serienschaltung zweier Ubertragungsfunktionen.

Abbildung 3.4: Elektrisches Netzwerk.
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Zur Erliuterung betrachte man das elektrische System von Abbildung 3.4. Die Ubertra-
gungsfunktion errechnet sich zu

0 1

G(s) === 3.711

)= & = T %R0 1 2 R2C? (38.71)

und dies entspricht offensichtlich nicht der Serienschaltung zweier Ubertragungsfunktionen
G1(s) nach Abbildung 3.5

1

(T skC? (3.72)

G(s) # G1(s)G1(s) =

uy (t) == |n) u——>  Gi(s) ——u

Abbildung 3.5: Teilnetzwerk von Abbildung 3.4.

Der Grund liegt darin, dass die Zusammenschaltung zweier Netzwerke nach Abbil-
dung 3.5 nicht riickwirkungsfrei ist. Man kann die Riickwirkungsfreiheit beispielsweise
dadurch erreichen, dass man die Teilnetzwerke durch einen Spannungsfolger gemifi Abbil-
dung 3.6 trennt.

Als Parallelschaltung bezeichnet man das System von Abbildung 3.7 mit der Eingangs-
grofe di; = Gy = @ und der Ausgangsgréfle 9 = 1 + 9. Fiir die Ubertragungsfunktion der
Parallelschaltung folgt unmittelbar

G(s) =

SRS

=Gy (S) + GQ(S) . (3.73)

Die sogenannte Gegenkopplung (Mitkopplung) oder Riickkopplung mit negativem Vorzei-
chen (mit positivem Vorzeichen) ist in Abbildung 3.8 dargestellt. Die Ubertragungsfunktion
des Gesamtsystems mit der Eingangsgrofie @ = 41 + §2, der Ausgangsgréfie § = ¢j; und
der Zusammenschaltungsbedingung o = 97 folgt zu

G(s) =2 = (14 Gi(s)Ga(s)) 'Gi(s) . (3.74)

SRS

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.4 Eingangs-Ausgangsverhalten Seite 65

R
ideal —  }—9—o0
R
o—{ ] +
C== |y
u(t) C ——
0

Abbildung 3.6: Auftrennung der Teilnetzwerke durch einen Spannungsfolger.

Uy Y1

A\ 4
Q
—
—~
VA
~—

U2 Y2
G2 (8)

A 4

Abbildung 3.7: Parallelschaltung zweier Ubertragungsfunktionen.
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Uy Y1
— O >
u < Gl(s) Yy
Y2 U2
GQ(S) <

Abbildung 3.8: Gegenkopplung zweier Ubertragungsfunktionen.

Aufgabe 3.15. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen G y(s), Gru(s), Gay(s),
Gau(s), Gny(s) sowie Gpy(s) des Regelkreises von Abbildung 3.9 mit der Fiihrungs-
grofe r, der Storgrofle d, dem Messrauschen n, der Stellgréfle « und der Ausgangsgrofie
y. Beachten Sie, dass mit G, ,(s) die Ubertragungsfunktion vom Eingang 7 zum
Ausgang x gemeint ist.

Lésung von Aufgabe 5.15. (fiir drei Ubertragungsfunktionen)

GV V —RGo

Gry= —0 Cr = —— G = — 22
YT 1+ GiR T 1+ GhR v = 1T GIR

3.4.3 Ubertragungsmatrix

Im Mehrgréfienfall (p Eingéinge und ¢ Ausginge) tritt an Stelle der Ubertragungsfunktion
G(s) die sogenannte Ubertragungsmatrix G(s). Die Herleitung erfolgt vollkommen analog
zur Ubertragungsfunktion und wird wegen der Ahnlichkeit zu Abschnitt 3.4.1 relativ kurz
gehalten. Die Laplace-Transformation angewandt auf das lineare, zeitinvariante System
%X = Ax + Bu, x(0) = xo (3.75a)
y = Cx+ Du (3.75b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R? und dem Ausgang y € R? ergibt

s& — xg = A% + B (3.76a)
y=Cx+Da. (3.76b)
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(;2(8)

r >

(;1(8)

<

v

Abbildung 3.9: Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden.
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Durch Elimination der Gréfle X mit
%= (sE—A)'Ba+ (sE—A) 'xg (3.77)
folgt unmittelbar
y=(CGE-A)'B+D)u+C(sE-A) 'x, (3.78)
und fiir xo = 0 erhélt man die (¢ x p)- Ubertragungsmatriz

G(s)=C(SE—A) 'B+D=C®(s)B+D . (3.79)

Aufgabe 3.16. Betrachten Sie das elektromechanische System vom Abschnitt 1.4 mit
der Zustandsdifferentialgleichung (1.25) und der Ausgangsgleichung

y:

a ‘| . l TQO
My|  |kvr(ir)ia

Linearisieren Sie das System fir (i) = Lpip mit konstantem Lp und up = up g
um den Arbeitspunkt

_ RaRpmgr . Rpmgr . URR

UAR = v MART s IRRT s wr =0, @pr = const.
F

k‘LFUF,R N k?LFuF,R ’

und berechnen Sie die Ubertragungsmatrix G(s) des linearisierten Systems vom

Eingang Aul = |Auy Aup} zum Ausgang Ay' = {Am AMel]

Lésung von Aufgabe 5.16. Die Ubertragungsmatrix G(s) lautet

rkup rRRrpLp (RA—i-sLA)mgrQR%

G(S) _ s7(s) _ sﬁ(s)(RF—l—sLF)uEB
skLpup rRRFp© S(RAJrsLA)mgrR%@
7i(s) n(s)(RF+sLr)ur,R

mit
n(s) = kQL%u%R + sR%OR, + s*R%OL,

@z(@g+@T+mr2>.

Aufgabe 3.17. Zeigen Sie, dass dquivalente mathematische Beschreibungen eines
linearen, zeitinvarianten Systems (A, B, C,D) (siehe (3.2)) und (A,E,é,ﬁ) (siehe
(3.3)) die gleiche Ubertragungsmatrix besitzen.

Man beachte, dass bei der Zusammenschaltung von Ubertragungsmatrizen wegen der
Nichtkommutativitdt der Matrizenmultiplikation die Reihenfolge der Teiliibertragungs-
matrizen entscheidend ist. Die Ergebnisse fiir die Serienschaltung (3.70) sowie fiir die
Riickkopplung (3.74) von Abschnitt 3.4.2 wurden bereits so angeschrieben, dass sie auch
im Mehrgroflenfall giiltig sind.
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Aufgabe 3.18. Berechnen Sie die Ubertragungsmatrix G(s) der Serienschaltung, der
Parallelschaltung und der Riickkopplung zweier Ubertragungsmatrizen G1(s) und
G2(s). Wie miissen die Dimensionen der Matrizen aussehen, damit die einzelnen
Zusammenschaltungen iiberhaupt moglich sind?

3.5 Realisierungsproblem

Im Satz 3.5, im Speziellen (3.66), wurde gezeigt, dass es sehr einfach ist, zu einem linearen,
zeitinvarianten Eingrofensystem (3.58) die Ubertragungsfunktion G(s) zu berechnen.
Unter dem Realisierungsproblem versteht man die umgekehrte Aufgabe, ndmlich zu einer
gegebenen Ubertragungsfunktion G(s) eine Zustandsdarstellung der Form (3.58) mit den
Groflen A, b, ¢ und d zu suchen. Jene Zustandsrealisierungen, die eine minimale Anzahl
von Zustéinden haben, werden auch als Minimalrealisierung der Ubertragungsfunktion
G(s) bezeichnet. Es sei an dieser Stelle nochmals betont, dass die Zustandsrealisierung
einer Ubertragungsfunktion G(s) natiirlich keinesfalls eindeutig ist (siche dazu auch
Aufgabe 3.17).

Satz 3.6 (Realisierbarkeit). Eine Ubertragungsfunktion

2(s)
G(s) = —= 3.80
5) =125 (3:80)
mit dem Zahler- und Nennerpolynom z(s) und n(s) ist genau dann realisierbar, wenn
grad(z(s)) < grad(n(s)) oder aquivalent dazu
lim |G(s)| < o0 (3.81)

S$—00
gilt.

In der englischsprachigen Literatur bezeichnet man eine Ubertragungsfunktion (3.80)
mit grad(z(s)) < grad(n(s)) auch als proper bzw. fiir grad(z(s)) < grad(n(s)) als strictly
proper. Durch Polynomdivision von z(s) durch n(s) ist es unmittelbar einsichtig, dass
fiir grad(z(s)) > grad(n(s)) in der zugehdrigen Zustandsdarstellung Ableitungen der
Fingangsgrofle v auftreten miissen, und man somit nicht mehr direkt die Struktur von
(3.58) erhdlt. Um fiir G(s) von (3.80) eine Minimalrealisierung zu finden, miissen die
Polynome z(s) und n(s) teilerfremd sein.

Im Folgenden werden zwei kanonische Minimalrealisierungen der Ubertragungsfunktion

g(s)  z(s)  bo+bis+---+ by_15"" 1 + b, s"

G(s) = — —
() a(s) n(s) agtars+- -+ ap_18" 1+ s

(3.82)

angegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass die Polynome z(s) und n(s) teilerfremd sind,
und das Nennerpolynom monisch ist, d.h. der hochstwertigste Koeffizient von n(s) ist 1.
Fiihrt man fiir (3.82) eine Polynomdivision in der Form

(bo — agbn) 4 (b1 — a1bp)s + -+ + (bp—1 — an_1by)s™ !

i(s)
= = bn )
¢ =2 P S T B +by (3.83)

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Seite 70 3.5 Realisierungsproblem

durch und vergleicht diesen Ausdruck mit (3.66), dann erhélt man unmittelbar

d=b, . (3.84)

Fiir den echtrationalen Anteil von (3.83) folgt durch Ausmultiplizieren

ap(g — bptt) + a15(g — bpt) + -+ - + s™(§ — bp i)

. . e (3.85)
= (bo — apbp)t + (b1 — arby)sti+ -+ + (bp—1 — ap—1by)s" 0
bzw. mit
Tn =17 — byt (3.86a)
bi=b; —ab,, i=0,1,....,n—1 (3.86b)
folgt
0% + @188, 4 A ap_18" iy + 8"y = boli 4 byst - F by 1" . (3.87)
Formt man (3.87) in der Form
1 . 1 1. ~ -1 - 1 ~ 1.
aosfn:vn + alﬁxn + .- + Q/nflgﬁl?n + Ty = bosfnu + blﬁu =+ - + bnflgu (388)
bzw.
. - 1 - 1 1 - ~ 1
Zn = (.. (((bott — ap@yn) — + b10 — a1&p)— + -+ )= + bp—1U — ap—13pn)— (3.89)
—— S S S S
n mal
n mal
um und fihrt die Grofien
L1 = ! boil — apdy (3.90a)
o s
. oo 5 .
L9 = 5 (xl + b1t — alwn) (3.90b)
R 1/, A R
Tp = ; (l’nfl + bnflu - anflxn) (390C)
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ein, so erhélt man unmittelbar das System

ol O --- --- 0 —agp ol bO
jZ 1 0 0 —a] jQ l;l
s = 1 : +| 1 |4 (3.91a)
T 0 0 —an_2| [Tn- by—2
L Zn, | 0 O 1 —ap—1 L Zp, | _bn—l_
—— - N—— N——
% A % b
- 5 -
Zo
g=10 0 --- 0 1 : + by 4. (3.91Db)
~~
cT jn—l d
Ty
X

Durch die inverse Laplace-Transformation von (3.91) ist aber unmittelbar eine Zu-
standsrealisierung der Ubertragungsfunktion G(s) von (3.82) gefunden. Man nennt diese
Realisierung auch 2-te Standardform oder Beobachtbarkeitsnormalform. Abbildung 3.10
zeigt das zugehorige Strukturschaltbild.

u eoe
v A y y
bo by b1 by,
T T Tn—1
1o S e 1[I, Y
— S — S T_ s

ap ai an—1

Abbildung 3.10: Beobachtbarkeitsnormalform oder 2-te Standardform.

Die Ubertragungsfunktion G(s) als skalare rationale Funktion in s bleibt unverindert,
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wenn man sie transponiert, d. h.
T -1 T -1 T o7 ) !
G(s)=c"(sE—~A) 'b+d=(c"(sSE- A) 'b+d) =bT(sE-AT) c+d. (3.92)
Gleichung (3.92) besagt offensichtlich, dass das Eingrofiensystem (3.58) und

x=ATx+cu, x(0)=xp (3.93a)
y=blx+du (3.93b)

die gleiche Ubertragungsfunktion G(s) haben. Das System (3.93) nennt man auch das zu
(3.58) duale System. Wendet man dies auf (3.91) an, erhélt man die Realisierung

N 0 o |[a ] [o
Lo 0 1 o 0
s+ =1 : Sl (3.94a)
Fni 0 0 0 1| 2.0 | o
L ‘%n i __a0 —a1 —ap—2 _an—l_ L -ﬁn ] L]
—— ——
X AT X c
]
)
g=[bo b - buco bua| | 0 |+ bw i (3.94D)
~—
bT Tpo1 d
Iy
L |

Das zugehorige Strukturschaltbild ist Abbildung 3.11 zu entnehmen. Die Form (3.94)
heifit auch 1-te Standardform oder Steuerbarkeitsnormalform.

Als Beispiel bestimme man fiir die Ubertragungsfunktion

342
= il (3.95)

G(s) = (s—1)(—2+3s)(s+ 1)

<D

die 1-te Standardform. Dazu zerlegt man die Ubertragungsfunktion in einen konstanten
und einen echt rationalen Anteil in der Form

2 1(2 2.2 3
a(s) 153+ 25 §S_§<§_3_§3 +8) 1 —2+4+s+382 1
S) = = - = — .
2 o _ 2.2 3 2 .22 3 2 .22 3
3—8s—358°+s 5—S—35s°+s 3 5—S—358°+s 3

(3.96)
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:? b oo 4? :?—» Y
bn bn_l bl bO
A A A
X Ty— x €T
U——APO—b 1 n » 1 ——n—bl Xy 2 » 1 !
S S S
A
A 4 A 4 A
Gp—1 aq agp

Abbildung 3.11: Steuerbarkeitsnormalform oder 1-te Standardform.

Die 1-te Standardform lésst sich nun unmittelbar aus (3.96) ablesen

X1 0
1
T i O

I3 -3

_ 2
y—{—g

[ e

0 T 0
1| | 22| + |0]u (3.97a)
% I3 1
x1
, 1
2] | +3u (3.97b)
3

Aufgabe 3.19. Bestimmen Sie die 2-te Standardform fiir die Ubertragungsfunktion

G(s) =

ISR

1—3s

T 1+3s5+282°

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Seite 74 3.6 BIBO-Stabilitit

Lésung von Aufgabe 3.19. Die 2-te Standardform lautet

d |z 0 —1l|a 1
" = ?,’ ! + _23 U
dt X9 1 —5 i) 5

y=0 1] Ej .

Aufgabe 3.20. Starten Sie das Programm MATLAB und tippen Sie help control ein.
Studieren Sie die Befehle tf, tfdata, canon, ss2tf, tf2ss, feedback etc.

3.6 BIBO-Stabilitat

Die globale asymptotische Stabilitit der Ruhelage nach Satz 3.4 bezieht sich auf ein lineares,
zeitinvariantes, autonomes System. Mithilfe der sogenannten BIBO-Stabilitit (BIBO
- Bounded Input Bounded Output) lasst sich die Stabilitiat des Eingangs-Ausgangs-
Verhaltens eines linearen, zeitinvarianten Systems der Form (3.58) beurteilen.

Definition 3.4 (BIBO-Stabilitdt). Fur ein lineares, zeitinvariantes Eingr6fensystem
(3.58) mit der Eingangsgrofie u und der Ausgangsgrofie y gelte xg = 0. Das System
heifit BIBO-stabil, wenn zu jeder beschrinkten Eingangsfunktion u(t) eine beschrankte
Ausgangsfunktion y(t) gehort, d. h. zu jedem finiten a > 0 mit |u(t)| < a existiert ein
finites b > 0 so, dass |y(t)| < b gilt.

Die BIBO-Stabilitat lésst sich nun sehr einfach anhand der so genannten Impulsantwort
t
g(t) = / g(1)o(t —7)dr = L7Y(G(s)]) = T@()b, >0 (3.98)
0
der Ubertragungsfunktion
G(s) =cT(sE—A)'b+d (3.99)
9(s)

mit §(¢) als der Dirac Delta-Funktion (siehe Anhang A) iiberpriifen — es gilt ndmlich
folgender Satz:

Satz 3.7 (BIBO-Stabilitdt anhand der Impulsantwort). Ein lineares, zeitinvariantes
FEingrofiensystem der Form (3.58) ist genau dann BIBO-stabil, wenn die Impulsantwort
g(t) nach (3.98) absolut integrabel ist, d. h. die Ungleichung

/Ooo]g(t)\ & < 63 (3.100)

erfillt ist.

Beweis: sieche Anhang C
Eine weitere Méglichkeit zur Uberpriifung der BIBO-Stabilitét erfolgt iiber die Ubertra-
gungsfunktion G(s) von (3.66).
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Satz 3.8 (BIBO-Stabilitiit anhand der Ubertragungsfunktion). Ein lineares, zeitin-
variantes Eingrofiensystem der Form (3.58) ist genau dann BIBO-stabil, wenn fir
alle Pole s; = a; + Iw; der zugehérigen Ubertragungsfunktion G(s) von (3.66) gilt

Re(si) =o; <0 . (3.101)

Beweis: sieche Anhang C

Da nach Satz 3.5 jeder Pol von G(s) ein Eigenwert der Dynamikmatrix A ist folgt aus der
globalen asymptotischen Stabilitdt der Ruhelage xp = 0 des autonomen Systems x = Ax
(siehe Satz 3.4), dass das System auch BIBO-stabil ist. Die Umkehrung gilt nur dann,
wenn die Ordnung der Ubertragungsfunktion G(s) und die des Systems iibereinstimmen.

Aufgabe 3.21. Geben Sie fiir das nicht BIBO-stabile, lineare, zeitinvariante Eingro-
Bensystem mit der Ubertragungsfunktion

1

Gl =5=1va

SIS

eine beschrénkte Eingangsgrofie u(t) so an, dass die Ausgangsgrofie y(t) unbeschrankt
ist.

Losung von Aufgabe 3.21.
u(t) = Asin(t)

Aufgabe 3.22. Uberpriifen Sie anhand der Sétze 3.7 und 3.8, ob die Ubertragungs-
funktionen

1 1—s K]
= . Gs(s)=s, Gu(s) = Trsts?

BIBO-stabil sind.

Lisung von Aufgabe 3.22. G1(s), Gs(s) sind nicht BIBO-stabil; Ga(s), G4(s) sind
BIBO-stabil.

Aufgabe 3.23. Ist das System

d T 0 1 0] |z 1
a@ To| = 0 0 1| x| + |0|u
T3 -2 -3 -1 T3 1

x1
y=10 1 0]|z + 1y
3

T3

BIBO-stabil?

Losung von Aufgabe 3.23. Ja.
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3.7 Kontinuierlicher Frequenzgang

Schaltet man auf ein lineares zeitinvariantes System mit der Ubertragungsfunktion G(s)
eine harmonische Eingangsgrofie der Form

u(t) = Ag sin(wot) (3.102)

auf und nimmt an, dass G(s) BIBO-stabil ist, dann erhélt man fir die Ausgangsgrofie y(t)
im eingeschwungenen Zustand (d.h. nach Abklingen der transienten Vorgénge) wieder eine
harmonische Funktion mit identischer Frequenz wg aber verdnderter Phase und Amplitude
(siehe auch Signale und Systeme 1)

y(t) = Ag|G(Iw)| sin (wot + arg(G(Iwo))) : (3.103)

Wertet man die Ubertragungsfunktion G(s) entlang der imaginiren Achse s = Iw aus,
so ist mit G(Iw) eine Abbildung der imagindren Achse Iw mit der reellen Grofle w in
die komplexen Zahlen gegeben. Man nennt nun die Funktion G(Iw) den Frequenzgang
der Ubertragungsfunktion G(s) und die reellwertigen Funktionen |G(Iw)| bzw. arg(G(Iw))
bezeichnet man als Betragsfrequenzgang oder Amplitudengang bzw. Winkelfrequenzgang
oder Phasengang von G(s).

Beispiel 3.4. Als Beispiel berechne man fiir das elektrische System von Abbildung 3.12
die Ausgangsspannung y(¢) im eingeschwungenen Zustand fiir die Eingangsspannung

u(t) = 3sin(2t 4+ 15°) . (3.104)

Abbildung 3.12: Einfaches elektrisches System.

Die Ubertragungsfunktion lautet

(3.105)

G(s) = 1
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und damit errechnet sich der komplexe Frequenzgang zu

_ 1 _ 1 -1 arctan( g)
mmy_LH%_ 1+@fe 2) (3.106)
2

Da G(s) BIBO-stabil ist, lautet die Ausgangsspannung y(t) im eingeschwungenen
Zustand mit wy = 2

y(t) = 3|G(12)| sin(2t + 15° + arg(G(12))) = —— sin(2t — 30°) . (3.107)

V2

Aufgabe 3.24. Bestimmen Sie fiir die Ubertragungsfunktion

_9(s) _ —V3+s
G(S)_a(s) 14542

die Ausgangsgrofe y(t) im eingeschwungenen Zustand fiir die Eingangsgrofie

u(t) = 10 cos(t — 10°) + e3¢ .

Losung von Aufgabe 3.2/. Die Ausgangsgrofie y(t) im eingeschwungenen Zustand
lautet
y(t) = 20 cos(t + 50°) .

Aufgabe 3.25. Das mechanische System von Abschnitt 1.3 (Abbildung 1.7 und Glei-
chung (1.16) wird mit einer harmonischen Kraft der Form

F(t) = Fysin(wot + ¢o)

angeregt. Berechnen Sie die Kreisfrequenz wy so, dass die mittlere Leistung im
eingeschwungenen Zustand

_27T

1 [z
m=— |  F@wt)dt, T
b= [ FO00) o

mit der Geschwindigkeit v(¢) maximal wird.

Losung von Aufgabe 3.25. Die Kreisfrequenz lautet wy = \/% und die zugehorige
2
mittlere Leistung im eingeschwungenen Zustand ergibt sich zu p,, = I;—?[.

Aus der Berechnung des eingeschwungenen Zustandes ist es bereits naheliegend, wie
man den Frequenzgang G(Iw) einer BIBO-stabilen Ubertragungsfunktion G(s) punktweise
messtechnisch ermitteln kann. Dazu schaltet man einfach auf das System eine harmonische
EingangsgréBe der Form

u(t) = Uy sin(wot) (3.108)
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auf, wartet ab, bis sdmtliche transienten Vorgénge abgeklungen sind, und misst anschlie-
Bend die Ausgangsgrofie im eingeschwungenen Zustand

y(t) = Yy sin(wot 4 o) - (3.109)

Aus dieser Messung erhéilt man den Punkt w = wy des Frequenzganges G(Iw) iiber die
Beziehungen

|G(Iwo)| = [};(; (3.110)
arg(G(Iwp)) = ¢o - (3.111)

In Abbildung 3.13 ist diese Vorgangsweise grafisch veranschaulicht.

Die Aufgabe, aus Messungen der Ein- und Ausgangsgrofien das mathematische Modell
des zugehorigen Systems zu ermitteln, wird als Identifikationsaufgabe bezeichnet. Eine
einfache Moglichkeit, den Frequenzgang eines linearen, zeitinvarianten Systems punktweise
zu bestimmen, wurde soeben gezeigt. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass es zur
Identifikation des Frequenzganges wesentlich intelligentere Methoden gibt, die im Rahmen
dieser Vorlesung nicht behandelt werden. Fiir ndhere Details dazu sei auf die Vorlesung
Regelungssysteme im Masterstudium Automatisierung und robotische Systeme verwiesen.

1 T T T T
0.5 F N e ol -+ N\ :
= YO
N Ok - NC VN NG
S %0
05— T .
_1 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t

Abbildung 3.13: Zur punktweisen Aufnahme des Frequenzganges.

3.7.1 Nyquist-Ortskurve

Wie bereits erwahnt, ist der Frequenzgang G(Iw) eine Abbildung von den reellen in
die komplexen Zahlen. Eine Moglichkeit den Frequenzgang grafisch zu veranschaulichen,

besteht darin, den Graphen (Re(G(Iw)),Im(G(Iw))) in Abhéngigkeit des Parameters
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w in der komplexen Ebene zu zeichnen. Diese Art der Darstellung nennt man Nyquist-
Ortskurve und diese ist fiir viele weitere Betrachtungen im Rahmen der Regelung linearer,
zeitinvarianter Systeme von essentieller Bedeutung.

Als Beispiel betrachte man die Ubertragungsfunktion G(s) des elektrischen Systems
von Abbildung 3.12 mit dem zugehorigen Frequenzgang

1 1 —

G(lw) = _ = H1—2 . 3.112
T e T e
N—— N——
Re(G(Iw)) Im(G(Iw))
Aus der Beziehung
1 2
(Re(G(Iw))—2> +Im(G(Iw))2:% (3.113)

iberzeugt man sich leicht, dass die Nyquist-Ortskurve von (3.112) ein Kreis mit dem
Mittelpunkt (%, O) und dem Radius 3 ist (siehe Abbildung 3.14).
Abbildung 3.15 zeigt als zweites Beispiel die Nyquist-Ortskurve der Ubertragungsfunk-

tion
10+ 155 + 1052

3+ s+ 52

G(s) (3.114)

Aufgabe 3.26. Berechnen Sie fiir die Nyquist-Ortskurve von Abbildung 3.15 die
Kreisfrequenz wy.

Lésung von Aufgabe 3.26. Die Kreisfrequenz ergibt sich zu wo = /7.

Aufgabe 3.27. Zeichnen Sie die Nyquist-Ortskurven der Ubertragungsfunktionen

10 —1+s s
Gl =1 Bl=T Gl
3 2
G4(5) = S’ G5(S) = 4452

Welche Nyquist-Ortskurven beschreiben als geometrischen Ort einen Kreis? Geben
Sie die zugehoérigen Kreisgleichungen an.

Hinweis: Versuchen Sie den prinzipiellen Verlauf der Ortskurve mit der Hand
zu skizzieren und vergleichen Sie anschlieflend das Ergebnis mit MATLAB (Befehl
nyquist).

3.7.2 Bode-Diagramm

Neben der soeben besprochenen Nyquist-Ortskurve zur Darstellung des Frequenzgan-
ges G(Iw) einer Ubertragungsfunktion G(s) sind die sogenannten Logarithmischen Fre-
quenzkennlinien oder Bode-Diagramme von essentieller Bedeutung. Zur Definition der
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Tm (G (1w))

Abbildung 3.14: Nyquist-Ortskurve der Ubertragungsfunktion von Abbildung 3.12.
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Im(G(Iw))

Abbildung 3.15: Nyquist-Ortskurve zum zweiten Beispiel.
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Bode-Diagramme wird im Nachfolgenden der Begriff einer einfach- und doppellogarith-
mischen Darstellung eines Graphen erlautert. Man nennt den Graphen einer Funktion
[+ R = R einfach logarithmisch, wenn er in der Parameterdarstellung (log(x), f(z))
mit dem Parameter x gezeichnet wird, man nennt ihn doppellogarithmisch, wenn man
die Darstellung (log(z), log(f(x))) wahlt. Bei den Bode-Diagrammen ist es im Rahmen
der doppellogarithmischen Darstellung tiblich, auf der Ordinate anstelle von log(f(x))
die GroBe 201og(f(x)) aufzutragen. Man sagt dann auch, die Grole f(x) liege in Dezibel

(f(x) in dB) vor mit (f(2))yp = 20log(f(x)).

Definition 3.5 (Bode-Diagramm). Unter dem Bode-Diagramm einer Ubertragungs-
funktion G(s) versteht man die beiden Graphen

o Amplitudengang: (log(w), |G(Iw)|4z) (doppellogarithmisch) und

e Phasengang: (log(w), arg(G(Iw))) (einfach logarithmisch). Die Phase wird hier
in ° angegeben.

Der grofie Vorteil dieser logarithmischen Darstellung liegt darin, dass bei der Serien-
schaltung von Systemen auf sehr einfache Art und Weise der Einfluss der Teilsysteme
erkennbar ist. Dazu betrachte man die beiden Ubertragungsfunktionen

Gi(s) = (3.115a)
ni(s)

Gals) = 2210 (3.115b)
na(s)

und deren Serienschaltung

G(s) = G1(s)Ga(s) = 1 (5) 12(5) (3.116)
Berechnet man nun |G(Iw)| g, so erhélt man
B 21 (Iw) zo(Iw)
G (1) |y =20 log< S RE( D .
=20 (|1 (1)) + 20 o212 ) G417
— 201log(|n1 (Iw)|) — 201og(|n2(Iw)])
und arg(G(Iw)) ergibt sich zu
— ({w) zo(Iw)
arg(G(Lw) = g(nl(lw) n2(1w>) (3.118)

— arg(21(Iw)) + arg(22(Iw)) — arg(ny (Iw)) — arg(na(Iw)) -

Man erkennt, dass sowohl bei der Logarithmusbildung als auch beim Argument Multipli-
kationen zu Additionen und Divisionen zu Subtraktionen werden.
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Zur einfacheren Konstruktion und Interpretation des Bode-Diagrammes einer Ubertra-
gungsfunktion G(s) wird die Ubertragungsfunktion in normierter Form wie folgt

g(s) Vz(s) V l_k[ (1 + sz) ﬁ (1 * 2&@(&) + (wjz)2>

Gle) = _Y Vv =1 i=:+1 (3.119)
T () B (el + (@5))

mit 2(0) = n(0) = 1, r € Z sowie w,;, wyj # 0 und |&.;|, [£n,;] < 1 angeschrieben.
Dabei bezeichnet V' den Verstdirkungsfaktor, w,; und wy, ; die Knickfrequenzen und &, ;
und &, ; die Dimpfungsgrade der Ubertragungsfunktion G(s). Zur Interpretation des
Verstarkungsfaktors betrachte man den Fall, dass » = 0 gilt und die Nullstellen von
n(s) alle in der linken offenen s-Halbebene sind. Damit ist aber nach der Definition 3.4
der BIBO-Stabilitdt garantiert, dass die Antwort y(t) des Systems (3.119) auf einen
Einheitssprung u(t) = o(t) beschrankt ist und somit der Grenzwert lim; ,~ y(t) existiert.
Wendet man den Endwertsatz der Laplace-Transformation an, so folgt

: e L 2(s)
tli>rrolo y(t) = E_}r% sy(s) = ll_I)I(l) ng(s) = ll_r)I(l) V@ =V. (3.120)
Damit wird also stationdr die Hohe des Eingangssprunges um den Faktor V auf die
Ausgangsgrofie verstérkt.

Fiir den Amplitudengang von (3.119) erhélt man

k m 2
w w w
GIw)lgg =IV]gp + D1 +1—| + > |1 ( ) +12£z,i< )
i=1 Z8gB  i=kt1 Wi Wai )| o
! n 2
w w w 121
—rlwlgg — Y _[1+ I—| - > - () +12¢,, 5 <>( a)
j=1 I ldB  j=i+1 Wn,j Wn,j B

und fiir den Phasengang folgt

k
arg(G(Iw)) =arg(V) + Z arg<1 U )

i=1 Wz,

m 2
+ Z arg (1 — (ww ) +12¢, (;)) —rarg(lw)
i=k+1 2 o (3.121b)

l n 2
— E arg(l + Iw> — E arg| 1 — (w) + 126, ; <w> .
. Wn,j 4 Wnj Wnj
j=1 »J j=l+1 »J »J

Aus (3.121) erkennt man, dass sich der Amplituden- und Phasengang der Ubertragungs-
funktion G(s) additiv aus den Amplituden- und Phasengéngen der einzelnen Terme
zusammensetzt.

Deshalb sollen im Folgenden die einzelnen Terme genauer untersucht werden, wobei fiir
alle Betrachtungen w > 0 vorausgesetzt wird:
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(1) Verstarkungsfaktor G1(Iw) = V:

|G'1|qp = 201og|V| (3.122a)
0° iV >0

Gy = 3.122b

arg(G) {i180" fiir V < 0 (3.122b)

(2) Integrierer, Differenzierer G(Iw) = (Iw)":

|G| 45 = 207 log(w) (3.123a)
arg(Gs) = 90°r (3.123b)

(3) Linearer Term Gs(Iw) = (1 + Iwﬂk):

5 0 fir | = < 1
|G3|dB:2010g( 1+ (:;) ) ={3.0103 fir |£|=1  (3.124a)
201og(]§k]) fiir | 2] > 1
0° fir | =1 <1
arg(G;:,)zarctan((::) = ¢ 45%sgn(wg) fir || = (3.124b)
90° sgn(wy) fir |=|>1

2
(4) Quadratischer Term Gy(Iw) = (1 - (wik) + I2§k<:;)), wy > 0:

|Galqp = 201log J (1 _ (:;)2>2 . (2&:;)2

0 fiir & < 1 (3-125a)
- 401ogE\/m) fiir £ =1

40 log w%) fiir £ 3> 1

arg(G4) = arctan W
- (&)

0° fiir & <1 (3.125b)
=490°sgn(&)  fir = =1

180°sgn(&k)  fir - > 1

Man erkennt aus (3.124) bzw. (3.125), dass bei einem linearen Term bzw. einem
quadratischen Term im Zahler (Nenner) der Amplitudengang fiir w > wy, mit 20 dB /Dekade
bzw. 40 dB /Dekade steigt (abféllt) und fiir w < wy der Amplitudengang konstant 0 dB
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betrdgt. Beim Zeichnen der Betragsgéinge wird nun oftmals der exakte Verlauf um wy
vernachléssigt und durch die sogenannten Asymptoten angenéhert (siehe Signale und
Systeme 1). Abbildung 3.16 zeigt dies beispielsweise fiir die Ubertragungsfunktion

G(s) = . (3.126)

|G(Iw)| in dB

arg(G(Iw)) in °

w in rad/s

Abbildung 3.16: Bode-Diagramm fiir einen linearen Term im Nenner.

Aufgabe 3.28. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm von G(s) = s" fiir verschiedene
r e Z.

Das Bode-Diagramm eines quadratischen Terms im Nenner fur verschiedene Damp-
fungsgrade ¢ wird in Abbildung 3.17 anhand der Ubertragungsfunktion

1
1) + ()

G(s) (3.127)

fiir € = 0.01, 0.1, 0.5 und 1 gezeigt.

Die Eigenschaft, dass sich der Amplituden- und Phasengang einer allgemeinen Uber-
tragungsfunktion G(s) geméf (3.121) als Summe der Amplituden- und Phasengénge der
einzelnen Teile von G(s) zusammensetzt, wird im Weiteren zur Konstruktion des Bode-
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40 T T T T T L R N T T T T T T T

wf o R

—20

|G(Iw)| in dB
o

—40

—45

-90

—135

arg(G(Iw)) in °

—180
109

w in rad/s

Abbildung 3.17: Bode-Diagramm eines quadratischen Terms im Nenner fiir verschiedene
Dampfungsgrade.
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Diagramms von G/(s) gezielt genutzt. Als Beispiel betrachte man die Ubertragungsfunktion

_ —10)
_ g2 (s 12
Gls) 0 s(s?2 +0.1s + 0.01) (3.128)
bzw. in normierter Form angeschrieben
107210 1- 2
G(s) = 001 — 10 — - (3.129)
7'/1?/5(1 +23(5%) + (59)°)

Dem bisher Gesagten folgend lasst sich der Amplituden- und Phasengang von G(s) durch
Summation der Amplituden- und Phasengénge folgender Teiliibertragungsfunktionen
s

1
G =1 e Ga=1[1—-—— = 1
1 07 G2 87 3 ( 10)7 G4 )2 (3 30)

konstruieren (siehe dazu Abbildung 3.18).

Aufgabe 3.29. Zeichnen Sie die Bode-Diagramme fiir die Ubertragungsfunktionen

10 s—1 S
G = ey )= G = e
3 2
G4(S) = g, G5(S) = m .

Aufgabe 3.30. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm der Ubertragungsfunktion
10(s* +0.01s + 1)
s((3)%+0.02(3) +1)

und vergleichen Sie Thr Ergebnis mit MATLAB (Befehl bode).

G(s) =

Am Ende dieses Teilabschnittes soll noch kurz der Begriff einer phasenminimalen
Ubertragungsfunktion erliutert werden:

Definition 3.6 (Phasenminimale Ubertragungsfunktion). Man nennt eine Ubertra-
gungsfunktion G(s) phasenminimal, wenn alle Pole und Nullstellen von G(s) in der
linken offenen s-Halbebene liegen.

Der Name kommt daher, da es fiir diese Klasse von Systemen méglich ist, den Phasengang
allein aus der Kenntnis des Amplitudenganges tiber die Beziehung

arg(G(lwy)) = . /OO wln (coth(’uD) du, u = ln(w> (3.131)

TJooo dlog(w) 2 Wy

zu ermitteln, wobei angenommen wird, dass der Verstirkungsfaktor V' der Ubertragungs-
funktion G(s) positiv ist. Man kann sich anhand der Ubertragungsfunktionen
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3.8 Regelungstechnische Ubertragungsglieder

80

28|
=
=
3
S
—120
—160
0
—45
g %
= —135
3 —180
O 225
2 270

! T o rrrr ! rorrrm T TTrrm !

L1l | L1l | L1l L1 1T

LA

Gy edy o Gio

L1l | L1l |

—360
1072 1072 107! 10° 10!
w in rad/s
Abbildung 3.18: Bode-Diagramm fir G(s) von (3.128).
1+s —(1—y5s) —(1+s)
Gils) = 2 Gals) = == Gy = ) ()
1+ 1+ 1-1

einfach iiberzeugen, dass die Beziehung (3.131) bei nicht phasenminimalen Ubertragungs-
funktionen nicht mehr giiltig ist, da in (3.132) zwar alle Ubertragungsfunktionen G (s),
G2(s) und G3(s) den gleichen Amplitudengang aber vollkommen unterschiedliche Phasen-
gange aufweisen.

Aufgabe 3.31. Zeichnen Sie die Bode-Diagramme der Ubertragungsfunktionen von

(3.132).

3.8 Regelungstechnische Ubertragungsglieder

Im Folgenden sollen einige, fiir die Regelungstechnik wichtige Ubertragungsglieder erldutert
werden. Auf die Bedeutung dieser Ubertragungsglieder im Rahmen der Regelung linearer,
zeitkontinuierlicher Systeme wird in den néchsten Abschnitten noch ndher eingegangen. Als
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~

Grundlage aller weiteren Betrachtungen liege die Ubertragungsfunktion G(s) = §(s)/a(s)
des jeweiligen Ubertragungsgliedes gemifi Abbildung 3.19 zugrunde.

Abbildung 3.19: Ubertragungsglied mit der Ubertragungsfunktion G(s).

Neben den bisher besprochenen harmonischen Testsignalen sind auch die Antwort
eines Systems zufolge eines Einheitssprungs u(t) = o(t) (siche auch A.6), die sogenannte
Sprungantwort h(t), und die Antwort des Systems auf einen Einheitsimpuls u(t) = §(¢t)
(siehe auch A.7), die sogenannte Impulsantwort g(t), von Bedeutung.

3.8.1 Verzogerungsglied 1-ter Ordnung (P-T;-Glied)

Die Ubertragungsfunktion eines Verzoégerungsgliedes 1-ter Ordnung lautet

v

Gls) = 1+sT

(3.133)

mit dem Verstérkungsfaktor (Beiwert) V' und der Zeitkonstanten 7' > 0. Die Nyquist-
Ortskurve und das Bode-Diagramm eines P-T;-Gliedes sind den Abbildungen 3.14 und 3.16

zu entnehmen. Die Sprungantwort errechnet sich allgemein zu

h(t) = E‘l{G(s)i} —v(1-eH)ol) (3.134)

und die zugehoérige Impulsantwort lautet

g(t) = £7G(s)} = %h(t) _ %e_%a(t) . (3.135)

Abbildung 3.20 zeigt den Verlauf der Sprungantwort der Ubertragungsfunktion

Gls) = 2 (3.136)

Aufgabe 3.32. Berechnen Sie fiir ein allgemeines P-T1-Glied (3.133) die in Abbil-
dung 3.20 grau hinterlegte Flache.
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Abbildung 3.20: Sprungantwort eines P-T;-Gliedes.

Lésung von Aufgabe 3.32. Die Flache berechnet sich zu A = VT

Aufgabe 3.33. Berechnen Sie mithilfe des Anfangswertsatzes der Laplace-Transforma-
tion (sieche Anhang A) die Steigung ko der Sprungantwort zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Lésung von Aufgabe 3.33. ko = %

3.8.2 Verzogerungsglied 2-ter Ordnung (P-T»-Glied)

Die Ubertragungsfunktion eines Verzdgerungsgliedes 2-ter Ordnung lautet

B 14
14 26(sT) + (sT)?

G(s) (3.137)

mit dem Verstiarkungsfaktor V, der Zeitkonstanten 7' > 0 und dem Dampfungsgrad
0 < ¢ < 1. Das Bode-Diagramm eines P-To-Gliedes fir verschiedene Dampfungsgrade &
ist Abbildung 3.17 zu entnehmen. Die Sprungantwort ergibt sich in allgemeiner Form zu

h(t)=V (1 - \/11—752 (f Sin(\/@;) + ﬁws(ﬁé))ef%) o(t)
3.138
und die Impulsantwort lautet ( )

V

g(t) = Nﬁe_g% sin(\/l - 52;)0@) . (3.139)
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Abbildung 3.21 zeigt den Verlauf der Sprungantwort der Ubertragungsfunktion

5
G(s) =
) 1+26(5) + (55)°

fiir die verschiedenen Dampfungsgrade & = 0.01, 0.1, 0.5 und 0.9.

(3.140)

—¢=0.01
£€=0.1
— =05
— =09
=

Abbildung 3.21: Sprungantwort eines P-Ts-Gliedes.

Aufgabe 3.34. Berechnen Sie allgemein fiir die Sprungantwort h(t) von (3.138) die so-

genannten Hiillkurven 0, /5(t) wie sie fiir die Sprungantwort der Ubertragungsfunktion
G(s) von (3.140) in Abbildung 3.22 dargestellt sind.

Liosung von Aufgabe 3.34. Die Hiillkurven lauten

efg%

3.8.3 Proportional-Glied (P-Glied, P-Regler)

Die Ubertragungsfunktion eines Proportional-Gliedes hat die Form

G(s) = 38 = Vp. (3.141)

Der Name kommt daher, da die Ausgangsgroe y(t) proportional zur Eingangsgrofie u(t)
ist, es gilt ndmlich

y(t) = Vpu(t) . (3.142)
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Abbildung 3.22: Die Hiillkurven der Sprungantwort eines P-Ty-Gliedes.

3.8.4 Integrator (I-Glied, I-Regler)

Die Ubertragungsfunktion des Integrators lautet

G(s) = = (3.143)

Wie der Name schon sagt, ist die Ausgangsgrofe y(t) die integrierte Eingangsgrofie u(t),
also

yu):zquétu(T)dT, y(0) =0 . (3.144)

Aufgabe 3.35. Berechnen Sie die Sprungantwort des Integrators.
Lisung von Aufgabe 3.35. h(t) = Vito(t)

Aufgabe 3.36. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Integrators.
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3.8.5 Proportional-Integral-Glied (PI-Glied, Pl-Regler)

Die Parallelschaltung eines Proportional-Gliedes und eines Integrators ergibt das Propor-
tional-Integral-Glied mit der Ubertragungsfunktion

G(s) = y{(s) = Vil + Ti) _ + Vil (3.145)
a(s) s S~~~
Vp

mit 77 > 0. Die Ausgangsgroe y(t) ergibt sich in diesem Fall zu

¢
y(t) =Vi [ ulr)dr + V() y(0) = ViTru(0) . (3.146)
0
Aufgabe 3.37. Berechnen Sie die Sprungantwort des Proportional-Integral-Gliedes.
Lisung von Aufgabe 3.37. h(t) = (Vit + ViTr)o(t)

Aufgabe 3.38. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Proportional-Integral-Gliedes.

Die Operationsverstéirkerschaltung von Abbildung 1.6 gibt eine schaltungstechnische
Realisierung eines Proportional-Integral-Gliedes an.

Aufgabe 3.39. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(s) = §(s)/a(s) der Opera-
tionsverstéarkerschaltung von Abbildung 1.6 und driicken Sie die Parameter V; und
Tr von (3.145) als Funktion der Bauteile Ry, Ry und C aus.

Lésung von Aufgabe 5.39. Aus der Ubertragungsfunktion G(s) = —% erhalt
man unmittelbar V; = —ﬁ und 17 = Ry C.

3.8.6 Differenzierer (D-Glied, D-Regler, D-T;-Glied)

Die Ubertragungsfunktion eines idealen Differenzierers lautet
G(s) = Vps . (3.147)

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass nach Satz 3.6 die Ubertragungsfunktion des idealen
Differenzierers nicht realisierbar ist.

Aufgabe 3.40. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Differenzierers.

Um eine realisierbare Version des Differenzierers zu erhalten, fiigt man im Nenner einen
sogenannten Realisierungsterm in der Form

VDS

= — T 3.148
1+8TR ’ R<< ( )

GR(s)
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mit Tr > 0 hinzu. Ein Ubertragungsglied mit der Ubertragungsfunktion Gr(s) gemifl
(3.148) wird auch als D-T-Glied bezeichnet.
Wie man aus Abbildung 3.23 fiir

G(s) = 10s (3.149a)

10s
Gr(s)

- 3.149b
1+0.1s ( )

erkennt, verhalt sich Gg(s) natiirlich nur noch in einem bestimmten Frequenzbereich,
nimlich fir w <« T—;, wie ein Differenzierer.

60 L . L B B B . B B B R~
40F L Gy —

Y T E e LT e e T

|G(Iw)| in dB

20 L R R A | L R R R R | L R R R R | L T S R

90

s Ny

arg(G(Iw)) in °

w in rad/s

Abbildung 3.23: Differenzierer mit und ohne Realisierungsterm.
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3.8.7 Proportional-Differential-Glied (PD-Glied, PD-Regler)
Die Ubertragungsfunktion des Proportional-Differential-Gliedes hat die Form
G(s)=Vp(l+sTp)=Vp+VpIps (3.150)
——
Vb
mit Tp > 0 und ist nach Satz 3.6 ebenfalls nicht realisierbar.

Aufgabe 3.41. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Proportional-Differential-Gliedes.

Fiigt man beim Proportional-Differential-Glied analog zu (3.148) einen Realisierungs-
term mit Tr < Tp hinzu, dann erhélt man ein sogenanntes Lead-Glied.

3.8.8 Lead-Glied (PD-T;-Glied)
Die Ubertragungsfunktion des Lead-Gliedes lautet

_V1—|—3T

G(s) = 1+ snyT’

0<n<l1 (3.151)

mit 7" > 0. Die Sprungantwort ergibt sich in allgemeiner Form zu

h(t) = V<1 + ne_"tT)a(t) . (3.152)

Aufgabe 3.42. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve des
Lead-Gliedes fiir T =V =1 und n = 0.1.

Wie man dem Phasengang des Lead-Gliedes von Aufgabe 3.42 sofort entnehmen kann,
bedingt das Lead-Glied in einem bestimmten Frequenzbereich eine Phasenanhebung.
Deshalb ist die Frage naheliegend, an welcher Frequenz die Phasenanhebung des Lead-
Gliedes maximal wird? Dazu berechne man

arg(G(Iw)) = arctan(w1’) — arctan(wnT’) (3.153)

und bestimme jenes w = wmax, fiir das gilt

L arg(Gw) = — I

dw 1+ WD)? 1+ (wnT)? 0 (8:154)
Als Losung von (3.154) erhélt man
e = (3.155)
NGIA
und damit errechnet sich die maximale Phasenanhebung ¢pax zu
Ymax = arg(G(Iwmax)) = arctan(\}ﬁ) — arctan(/n) . (3.156)
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Aufgabe 3.43. Wenn fiir die Ubertragungsfunktion G(s) von (3.151) gilt n > 1,
dann spricht man auch von einem Lag-Glied (PP-T1-Glied). Zeichnen Sie das Bode-
Diagramm und die Nyquist-Ortskurve eines Lag-Gliedes fiir 7=V =1 und n = 10.
Berechnen und zeichnen Sie die Sprungantwort dieses Lag-Gliedes.

Aufgabe 3.44. Bestimmen Sie mithilfe der Grenzwertsétze der Laplace-Transformation
die Werte der Sprungantwort h(t) des Lead- und Lag-Gliedes zum Zeitpunkt ¢t = 0
und ¢ — 0.

Losung von Aufgabe 3./4. Es gilt h(0) = % und limy_,o h(t) = V.

3.8.9 Proportional-Differential-Integral-Glied (PID-Glied, PID-Regler)

Kombiniert man das Proportional-Glied, den Integrator und den Differenzierer mit einem
Realisierungsterm, so erhélt man das Proportional-Differential-Integral-Glied mit der
Ubertragungsfunktion

(1 + ST[)(l + STD)
S(l + STR) ’

Tr < Tp (3.157)

mit Ty, Tp, Tr > 0.

Aufgabe 3.45. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm des Proportional-Differential-Integral-
Gliedes (3.157) fir Vp =10, T =1, Tp = 10 und T = 0.1.

3.8.10 Totzeit-Glied

Wenn durch das System G(s) von Abbildung 3.19 die Eingangsgrofe u(¢) um eine konstante
Zeit Ty nach rechts verschoben wird (vergleiche auch Abbildung 2.3), also die Ausgangsgrofie
die Form

y(t) = u(t — Ty) (3.158)

mit T3 > 0 annimmt, dann bezeichnet man das System auch als Totzeit-Glied und T}
als Totzeit. Nach dem ersten Verschiebungssatz der Laplace-Transformation lautet die
zugehorige Ubertragungsfunktion

G(s) =e Tt (3.159)

Solche Totzeit-Glieder treten typischerweise bei Systemen mit Transportvorgangen (z. B.
Forderbander) auf. Es sei aber an dieser Stelle erwdahnt, dass bei diesen Systemen die
Totzeit T} sehr haufig nicht konstant ist (beispielsweise zufolge der Abhéngigkeit von der
Forderbandgeschwindigkeit), sondern sich zeitlich d&ndert und damit die Formulierung von
(3.159) nicht mehr giiltig ist.
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Aufgabe 3.46. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm und die Nyquist-Ortskurve eines
Totzeit-Gliedes.

3.9 Schaltungstechnische Realisierung

Wie man bereits in Abbildung 1.6 gesehen hat, ldsst sich das Proportional-Integral-Glied
sehr einfach als Operationsverstirkerschaltung realisieren. Es liegt daher die Frage nahe,
ob es eine einfache Méglichkeit gibt, fiir eine vorgegebene Ubertragungsfunktion G(s) eine
schaltungstechnische Realisierung in Form von Operationsverstarkerschaltungen zu finden?
Fiir die Ubertragungsfunktionen wie sie auch im vorigen Abschnitt beschrieben wurden,
ist dies sehr einfach moglich. Man betrachte dazu die Operationsverstarkerschaltung in
Vierpoldarstellung von Abbildung 3.24.

7"1). 1 [[':2
| Netzwerk
b

ia.l

O—»—
u = ua,l# Netzwerk
a
O—_

Abbildung 3.24: Operationsverstérkerschaltung in Vierpoldarstellung.

Mit den Admittanzmatrizen der beiden Vierpol-Netzwerke a und b

AG/ Ya Aa
[Z ’1] = [ nls) Y, (8)1 l“ ’1] (3.160a)
lq,2 Yo21(8) Ya22(8)] [Gay2
. Y, N
lf’ﬂ] = [ ba(s) ] l““] (3.160b)
b2 Y,21(5)

sowie den Beziehungen

U= ﬁa,l ; ﬁa,g = ﬁb71 = O, ia’Q = —’2571 und ﬁ = ﬁb72 (3.161)
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folgt unmittelbar die Ubertragungsfunktion

(3.162)

G(S) _ @(5) _ ﬂb,Q _ ib,l Ya,21(3) _ _Ya,21(5)
a(s) a1 Ypa2(s) Qa2 Yi12(s)

Da passive RLC-Netzwerke reziprok sind, gilt allgemein, dass die Admittanzmatrix
symmetrisch ist, d. h. Y12(s) = Ya21(s). Der nachfolgenden Tabelle sind die Leitwerte einiger
Netzwerke zu entnehmen und damit lassen sich relativ einfach die Operationsverstarker-
schaltungsrealisierung verschiedener Ubertragungsfunktionen bestimmen.

Schaltung Yio Koeffizienten
—1
R
-
R

—sC
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Schaltung Yio Koeffizienten

2R1 + Ry
s PO .t

_yltsnh 2R, R;
R, 1+ sT o RiC
o—4 O n<l1 S22
2R,
R, c B "7 3R + Ry

Aufgabe 3.47. Verifizieren Sie die Admittanzen Y12(s) der vorigen Tabelle.

Aufgabe 3.48. Bestimmen Sie mithilfe der soeben gezeigten Methode die schaltungs-
technische Realisierung eines Lead-, Lag- und eines Proportional-Gliedes sowie eines
Integrators.

3.10 Pol-Nullstellen Diagramm

Neben der Méglichkeit, eine Ubertragungsfunktion G(s) als Frequenzgang in Form der
Nyquist-Ortskurve oder des Bode-Diagramms zu charakterisieren, wird auch sehr oft
das sogenannte Pol-Nullstellen Diagramm verwendet. Dabei werden die Pole mit einem
Kreuz x und die Nullstellen mit einem Kreis o in der komplexen Ebene symbolisiert.
Abbildung 3.25 zeigt dies fiir die Ubertragungsfunktion

10s(s + 1)

Cl) = 0B 145 7 6.25)

(3.163)

Das Pol-Nullstellen Diagramm von Abbildung 3.25 wurde mit dem Befehl pzmap von
MATLAB erstellt.

Die Wahl fiir das von MATLAB eingezeichnete Gitter von Halbkreisen und Strahlen in
der linken komplexen Ebene hat folgende Bedeutung. Betrachtet man ein quadratisches
Polynom in s in der Form des Nennerpolynoms der Ubertragungsfunktion des P-T-Gliedes
G(s) von (3.137)

n(s) =1+ 2£(sT) + (sT)? (3.164)
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Abbildung 3.25: Pol-Nullstellen Diagramm der Ubertragungsfunktion G(s) von (3.163).

und bezeichnet man mit A = « £ I das zugehorige konjugiert komplexe Nullstellenpaar,
dann errechnet sich {iber die Beziehung

1
n(s)=(s—a—1B)(s — a+1B) = — + 2~ + 52 (3.165)
T2 T
folgender Zusammenhang zwischen Real- und Imaginérteil der Nullstelle und der Zeitkon-
stanten T bzw. dem Dampfungsgrad &

_—a_ —sgn(a)
§= NZCEE \/1 N (g)Q (3.166)
o1 (3.167)

VaZ i 2

Aus (3.166) erkennt man, dass im Pol-Nullstellen Diagramm Punkte konstanten Damp-
fungsgrades, also £ konstant, auf einem Strahl durch den Nullpunkt mit konstanter
Steigung, also 3/« konstant, liegen. Weiters gilt, dass Punkte konstanter Zeitkonstan-
te, also T' konstant oder 1/T" konstant, im Pol-Nullstellen Diagramm einen Kreis, also
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va? + 32 konstant, beschreiben. Setzt man voraus, dass Re(\) = a < 0 ist, dann kommt
nur die linke komplexe Halbebene in Betracht. Wie man Abbildung 3.25 entnehmen kann,
liegt das konjugiert komplexe Polpaar A = —2 £ I1.5 der Ubertragungsfunktion (3.163)
auf einem Halbkreis mit dem Radius 2.5, was einer Zeitkonstanten 7' = 1/2.5 = 0.4 ent-
spricht, und auf einem Strahl mit der Steigung 8/« = £0.75 , was einem Dampfungsgrad

£ =1/v1+0.75%2 = 0.8 entspricht.

Aufgabe 3.49. Geben Sie fiir die Ubertragungsfunktion des P-To-Gliedes G(s) von
(3.137) jene Bereiche im Pol-Nullstellen Diagramm an, in denen die Pole liegen miissen,
damit folgende Bedingungen 0.5 < ¢ < 0.7 und 0.1 < T < 0.8 erfiillt sind.

@ Zusatzmaterial zu diesem Kapitel finden Sie in Form von Maple- und E# f
Matlab/Simulink-Dateien auf unserer Homepage.

3.11 Literatur

[3.1] C. Chen, Control System Design. New York: Pond Woods Press, 1987.

[3.2] DIN 19226 — Teil 1, Leittechnik, Regelungstechnik und Steuerungstechnik; Allge-
meine Grundbegriffe, 1994.

[3.3] DIN 19226 — Teil 2, Leittechnik, Regelungstechnik und Steuerungstechnik; Begriffe
zum Verhalten dynamischer Systeme, 1994.

[3.4] S. W. Director und R. A. Rohrer, Introduction to Systems Theory. New York:
McGraw-Hill, 1972.

[3.5] T. Kailath, Linear Systems. New York: Prentice Hall, 1980.
G. Ludyk, Theoretische Regelungstechnik 1. Berlin Heidelberg: Springer, 1995.

L. Padulo und M. A. Arbib, System Theory. Philadelphia: W.B. Saunders Company,
1974.

[3.8] L. Perko, Differential Equations and Dynamical Systems. New York: Springer,
1991.

[3.9] C. Rohrs, J. L. Melsa und D. G. Schultz, Linear Control Systems. New York:
McGraw-Hill, 1993.

[3.10] W. J. Rugh, Linear System Theory. New Jersey: Prentice Hall, 1993.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien


https://www.acin.tuwien.ac.at/file/teaching/bachelor/automatisierung/beispiele/Aut_MapleMatlabKapitel3.zip

4 Der Regelkreis

Abbildung 4.1 zeigt die wesentlichen Komponenten eines Regelkreises. Unter der Strecke
(plant) versteht man dabei das zu regelnde System, welches iiber den Aktor (actuator)
mittels der sogenannten Stellgrofie (plant input) u(t) gezielt beeinflusst werden kann. Sehr
héufig wird der Aktor nicht separat als Block ausgefiihrt, sondern ist bereits im Block
Strecke beinhaltet. Auf die Strecke wirken im Allgemeinen externe Storungen (disturbances)
d(t), die nicht unserer Kontrolle unterliegen und auch nicht messtechnisch erfassbar sind.
Mithilfe eines Sensors wird die Ausgangsgrifie oder Regelgrof$e (plant output) y(t) gemessen
und das Sensorausgangssignal y(t) wird dem Regler (controller) zur Verfiigung gestellt.
Der Sensor hat im Allgemeinen einerseits eine nichttriviale Dynamik und andererseits ist
dem Messsignal ein Sensorrauschen (sensor noise) n(t) iiberlagert, weshalb die beiden
Signale y(t) und y(¢) im allgemeinen Fall nicht gleich sind. Der Regler (controller) selbst
hat als Eingangssignale das sogenannte Fihrungs- oder Referenzsignal (reference input)
r(t) und je nach Reglerstruktur das Messsignal y(¢) der Ausgangsgrofe y(t) — man spricht
dann von einer Ausgangsregelung (output feedback control) — bzw. alle Zustandsgrofen x(t)
der Strecke — man spricht dann auch von einer Zustandsregelung (state feedback control).
In manchen Fillen ist es sogar moglich, die Stérung d(¢) zu messen, dann kann diese
Information im Regelkonzept natiirlich vorteilhaft mitberticksichtigt werden. Die drei von
auflen auf den Regelkreis wirkenden Signale 7(t), d(t) und n(t) werden auch als ezogene
Einginge (exogenous inputs) bezeichnet.

Um die einzelnen Begriffe besser zu veranschaulichen, betrachte man als Beispiel
die Antriebsregelstrecke von Abbildung 4.2 bestehend aus einem 4-Quadranten dc-dc-
Konverter mit Ansteuerelektronik, einer konstant fremderregten Gleichstrommaschine mit
Torsionswelle und Last sowie einem Drehimpulsgeber mit Sensorelektronik.

Aktor: Der Aktor ist im Falle der Antriebsregelstrecke von Abbildung 4.2 der 4-
Quadranten dc-dc-Konverter mit Ansteuerelektronik. Die Schalter S;-S4 werden puls-
weitenmoduliert geméafl Abbildung 4.3 angesteuert. Das sogenannte Tastverhdltnis ur,
0 < up <1, entspricht dabei dem Verhéltnis der Einschaltzeit der Schalter S und S3 zur
Modulationsperiodendauer T'.

Setzt man nun voraus, dass die Zwischenkreisspannung uzy konstant ist (grofier
Stiitzkondensator C'zyy ) und die Schalter Sp-Sy ideal sind (unendlich schnell und verlustlos),
dann errechnet sich die Ankerspannung u4 im Mittel zu

UA = UzWwUT + (—UZw)(l — uT) = UZV[/'(Q’LLT — 1) =UZWUTn (4.1)

mit dem normierten Tastverhaltnis ur, = 2ur — 1, —1 < ur, < 1. Nach Abbildung 4.1
entspricht also das normierte Tastverhéltnis ur, der Stellgréfie v und die Ankerspannung
uy der Aktorausgangsgrofle u. Der Aktor lasst sich damit in unserem Fall als reines
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Abbildung 4.1: Komponenten eines Regelkreises.
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Abbildung 4.2: Antriebsregelstrecke.
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517 53 ‘ TUT T(l — UT)
on -+ : :
off , , , >
527 S4 4 I I
on —+—
off >
A (Z + 1)T (Z + 2)T

Abbildung 4.3: Pulsweitenmodulierte Ansteuerung der Schalter S1-S4 des 4-Quadranten
dc-de-Konverters.

Proportionalglied
U= UZWU (4.2)

beschreiben.

Regelstrecke: Fiir die Gleichstrommaschine setzte man folgende Modellannahmen
voraus:

e Die raumlich verteilten Wicklungen kénnen als konzentrierte Induktivitdten in den
jeweiligen Wicklungsachsen modelliert werden,

e der Erregerstrom ir sei konstant und dementsprechend gilt fiir die induzierte Span-
nung ;g = kLpipwi = kw1 und fir das elektrische Moment My = kLpipis =
kaia mit der Konstanten k4 = kLpip,

o der Widerstand R4 ist konstant,

o es werden keine Eisenverluste und keine Sattigungserscheinungen beriicksichtigt,

o die Kommutierung werde als ideal vorausgesetzt (keine Drehmomentenwelligkeit).

Damit errechnet sich das mathematische Modell der Regelstrecke in Form der Zustands-
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differentialgleichungen zu

fia] [F2 0 F2 0 0 1[ia] [£ 0
d ©1 0 0 1 0 0 »1 0 0
_ |k - —d d uA
Qe = & ecGT = é% o5 | |wr|+ 1|0 0 lML] (4.3a)
V2 0 0 0 0 1 V2 0 0
d — —d 1
wo] L0 & 6 el e dled] L0 —ad
und fiir wy als Ausgangsgrofie erhilt man die Ausgangsgleichung
i)
¥1
y=10 0 0 0 1] wi | - (4.3b)
P2
| W2 ]

Aufgabe 4.1. Leiten Sie das mathematische Modell (4.3) her. Orientieren Sie sich an
Abschnitt 1.4.

Im Sinne des Regelkreises von Abbildung 4.1 entspricht das Lastmoment M, der Stérung
d und die Drehwinkelgeschwindigkeit wo der Regelgrofie y. Da das System (4.3) linear ist,
lasst sich die Ausgangsgrofie wo im Laplace-Bereich auch wie folgt

@2 = Gy (8)lia + Gy o (8) M (4.4a)
mit
ka(sdr + cr)
n(s)
Gty () = — $3LaO¢ + 32(LAdT+RA®G)nJ(;;(LAcT+RAdT+k3) + Racr (4.40)
n(s) =s'0cOLL 4 + s*(Ladr(O¢ + ©1) + R4O¢O1)

+ 52 (RAdT(@G +0Or)+ Lacr(Og +O1) + k,%l@L) (4.4d)

Gugws(8) = (4.4b)

+ S(RACT(@G + @L) + k‘idT) + k‘iCT

anschreiben.

Sensor: Die Ausgangsgrofle der Regelstrecke, die Drehwinkelgeschwindigkeit ws, wird
geméafl Abbildung 4.2 mithilfe eines Drehimpulsgebers mit nachgeschalteter Sensoraus-
werteelektronik erfasst. Dabei kann vorausgesetzt werden, dass die Sensordynamik so
schnell ist, dass sie gegeniiber der Streckendynamik vernachlédssigbar ist. Das Quantisie-
rungsrauschen des Sensors n(t) hidngt dabei im Wesentlichen von der Strichanzahl des
Drehimpulsgebers ab.

Mit den bisherigen Uberlegungen lisst sich die Antriebsregelstrecke von Abbildung 4.2
als Ubertragungssystem, wie in Abbildung 4.4 dargestellt, formulieren.
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— Gurw2(s)

w2

u
BN uzw DA Guawe(s)

A

Abbildung 4.4: Aquivalentes Ubertragungssystem zur Antriebsregelstrecke von Abbil-
dung 4.2.

Fir sdmtliche numerische Simulationen der Antriebsregelstrecke von Abbildung 4.2
werden folgende Parameter

N
Ra =209, Li=15-10"%H, k;A:o.ng,
Q¢ =35-10°Nms? ©Op=6.3-10°Nms? ¢ =002Nm, (4.5)
N
deo—m, uzw = 200V
S

verwendet. Fiir diese Parameter ergeben sich die Ubertragungsfunktionen von (4.4) in
normierter Form zu

222.22
2
(14 122) (1 + 135a) (112 0.138(%5) + (1%)°)

Gur, w2 (8) = (4.6a)

bzw.

1 _S
Gt () = —20.69 1+ o) ~ (4.6b)
(1 +2-0.138(1%5) + (33) )

4.1 Aufgaben der Regelung

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit wird im Weiteren vorausgesetzt, dass die Dynamik
des Sensors nach Abbildung 4.1 vernachléssigt werden kann. Sdmtliche nachfolgende
Betrachtungen bleiben aber auch bei nichttrivialer Sensordynamik giiltig, doch werden
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die einzelnen Ausdriicke komplizierter. Da nur lineare, zeitinvariante Systeme in Betracht
kommen, kann der allgemeine Regelkreis von Abbildung 4.1 als Ubertragungssystem
geméfB Abbildung 4.5 dargestellt werden (man vergleiche dazu auch Abbildung 4.4).

Regler

A

Abbildung 4.5: Regelkreis als Ubertragungssystem.

Weiters ist in Abbildung 4.5 die Abweichung AG(s) von der nominellen Ubertragungs-
funktion G(s), die beispielsweise durch Verdnderungen der Streckenparameter (Parame-
tervariationen) oder durch nichtmodellierte Dynamik verursacht werden, eingezeichnet.
Die Ausgangsgrofie y ergibt sich dann fiir AG(s) = 0 im Laplace-Bereich zu

= Try(8)F 4 Ty (8)d + Ty (s)70 (4.7)

<

mit der Fihrungsibertragungsfunktion T ,(s), der Storibertragungsfunktion Ty, (s) und
der Ubertragungsfunktion des Messfehlers (Sensorrauschens) T, ,(s). Die wesentlichen
Aufgaben der Regelung sind folgende:

(1) Stabilisierung einer instabilen Strecke,

(2) das Ausgangssignal y(t) soll dem Referenzsignal r(t) moglichst gut folgen (Fihrungs-
regelung),

(3) der Einfluss der Storung d(t) auf das Ausgangssignal y(¢) soll moglichst gut unter-
driickt werden (Storregelung),

(4) die Sensitivitat gegeniiber Parameterschwankungen der Regelstrecke AG(s) soll
moglichst klein gemacht werden,
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(5) die Auswirkung des Messrauschens n(t) auf das Regelverhalten soll moglichst gering
gehalten werden.

Die Forderungen (2) — (5) konnen im Idealfall mathematisch wie folgt

(2) Tp,(lw) =1 (4.82)

(3) Tuy(lw) =0 (4.8b)
AT,y (lw)

(4) T,0w) 0 (4.8¢)

(5) Tpy(lw) =0 (4.8d)

fiir alle Frequenzen w € R formuliert werden.
Da dies praktisch nicht erfiillbar ist, wird (4.8) in der Form modifiziert, dass die
Forderungen nur in einem gewissen Frequenzbereich gelten miissen, d. h.,

2) T, (Iw) —1] < 1 (4.92)

3) [Tay(w)| <1 (4.9b)
AT, ,(Iw)

(4) |T;élw) <1 (4.9¢)

() [Toy(lw)] <1 (4.9d)

fir wmin < W < Wmax. Im Folgenden soll auf einige unterschiedliche Strukturen von
Regelkreisen sowie deren Vor- und Nachteile eingegangen werden. Der eigentliche Entwurf
von Reglern wird dann im néchsten Kapitel behandelt.

4.2 Steuerungen

Eine Steuerung ist dadurch gekennzeichnet, dass die Ausgangsgréfie y nicht zuriickgefiihrt
wird.

4.2.1 Einfache Steuerung
Abbildung 4.6 zeigt eine einfache Steuerung. Man erkennt unmittelbar, dass gilt

Try(s) = R(s)G(s) (4.10a)
y(S) = Ga(s) (4.10D)
AT, (s) _ AG(s)

Try(s) G(s) (4.10c)

Daraus ergeben sich fiir eine einfache Steuerung folgende Eigenschaften:

(1) Die Steuerung kann nur fiir stabile Strecken (G(s), G4(s) und R(s) miissen BIBO-
stabil sein) angewandt werden,

(2) (v) die Fiuhrungsiibertragungsfunktion 7., (s) kann mithilfe von R(s) gezielt beein-
flusst werden,
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(3) die Storiibertragungsfunktion Ty, (s) kann durch R(s) nicht verdndert werden,

(4) die Parameterschwankungen der Strecke AG(s) konnen in T, ,(s) nicht unterdriickt
werden,

(5) (v') das Sensorrauschen spielt keine Rolle, da die Ausgangsgrofe nicht riickgefiihrt

wird.
—d Ga(s)
——  R(s) [ os)  ——aO—"
»  AG(s)

Abbildung 4.6: Einfache Steuerung.

Fiir die Steuerung der Antriebsregelstrecke von Abbildung 4.2 ist ein ?‘-ﬁﬂ?@
Simulationsbeispiel in Form von Maple- und Matlab/Simulink-Dateien ﬁ? b
auf unserer Homepage verfiigbar. Eh;igx:‘ﬂ

4.2.2 Steuerung mit StorgroBenaufschaltung

Unter der Annahme, dass die Stérung d messbar ist, kann das Storverhalten mithilfe einer
Storgrofenaufschaltung beeinflusst werden (siehe dazu Abbildung 4.7). Fiir die einzelnen
Ubertragungsfunktionen gilt in diesem Fall

T,,,(s) = R(s)G(s) (4.11a)

y(S) Ga(s) — G(s)Ra(s) (4.11D)
ATyy(s) _ AG(s) i
Toy(s) — G(s) (4.11c)

Daraus ergeben sich fiir die Steuerung mit Storgroflenaufschaltung folgende Eigenschaften:

(1) Die Steuerung kann nur fiir stabile Strecken (G(s), G4(s), R(s) und R;(s) miissen
BIBO-stabil sein) angewandt werden,
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v
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Abbildung 4.7: Steuerung mit Stoérgroflenaufschaltung.

(2) (v) die Fiahrungsiibertragungsfunktion 7., (s) kann mithilfe von R(s) gezielt beein-
flusst werden,

(3) (v') die Storiibertragungsfunktion Ty, (s) kann durch R,(s) gezielt verdndert werden,

(4) die Parameterschwankungen der Strecke AG(s) konnen in 7;.,(s) nicht unterdriickt
werden,

(5) (v') das Sensorrauschen spielt keine Rolle, da die Ausgangsgrofe nicht riickgefiihrt
wird.

Fiir die Steuerung mit Stérgréffenaufschaltung der Antriebsregelstrecke &
von Abbildung 4.2 ist ein Simulationsbeispiel in Form von Maple- und jtkysiEss
Matlab/Simulink-Dateien auf unserer Homepage verfiigbar.

4.3 Regelungen

Bei einer Regelung wird nun das Ausgangssignal y in den Regelkreis zuriickgefiihrt.
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4.3.1 Regelung mit einem Freiheitsgrad

Abbildung 4.8 zeigt einen Regelkreis mit einem Freiheitsgrad. Die zugehorigen Ubertra-
gungsfunktionen lauten

T,,(s) = H(Rggz) (4.12a)

Tay(s) = HJG%(;E;)G(S) (4.12b)

Thy(s) = H};())Gé?)) (4.12¢)
ATry(s) _ T RO 8GO — THAICH _ 1 AG(s) (4.124)
Try(s) % 1+ (G(s) + AG(s))R(s) G(s)

Man erkennt, dass die Regleriibertragungsfunktion R(s) in allen Ubertragungsfunktionen

Lb Gd(s)
i’@?’ R(s) Yol G(s) 4(: Y
»  AG(s)

Abbildung 4.8: Regelung mit einem Freiheitsgrad.

vorkommt und so, zumindest prinzipiell, {iberall eine gezielte Beeinflussung maoglich ist.

ad (1) — Stabilitat:

Schreibt man G(s), G4(s) und R(s) in Form der jeweils teilerfremden Zahler- und
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Nennerpolynome an

G =225 (4.13a)
Ga(s) = 2261((?) (4.13b)
R(s) = 2R) (4.13¢)

dann erhdlt man fiir T}, (s) bzw. Ty, (s) die Ausdriicke

2G(8)2R(s)
26(8)2r(8) + ng(s)ng(s)

Try(s) = (4.14a)

und

2G4(s)nR(5)nG(s)
(2c(s)2r(s) + na(s)nr(s))na,(s) -

Tyy(s) = (4.14Db)

Durch geeigneten Entwurf des Reglers R(s) kann also fiir eine instabile Strecke G(s)
(ng(s) hat zumindest eine Nullstelle s; mit Re(s;) > 0) eine stabile Fiithrungsiibertragungs-
funktion 7). ,(s) (alle Nullstellen von zg(s)zr(s) + ng(s)nr(s) liegen in der linken offenen
s -Halbebene) gefunden werden. Damit die Stériibertragungsfunktion Ty, (s) BIBO-stabil
ist, muss weiters gelten, dass alle Nullstellen von ng,(s) in der rechten geschlossenen
s-Halbebene entsprechend ihrer Vielfachheit auch Nullstellen von ng(s) sind. An dieser
Stelle ist es wesentlich anzumerken, dass der geschlossene Kreis einer stabilen Strecke auch
instabil werden kann. Als Beispiel betrachte man den Regelkreis von Abbildung 4.8 mit

s—4
Ga(s) =1 (4.15b)
R(s)=1. (4.15¢)

Man iiberzeugt sich leicht, dass in diesem Fall die Fiihrungsiibertragungsfunktion

s—4

Tal9) =753

(4.16)
mit den Polstellen bei 1 und -3 nicht BIBO-stabil ist. Als Konsequenz ist zu beachten,
dass die Riickkopplung immer mit dem Stabilitatsproblem verbunden ist.

Fiir den Regelkreis von Abbildung 4.8 reicht es nun nicht aus, zu fordern, dass die
Ubertragungsfunktionen von den Eingéingen r, d und n zum Ausgang y BIBO-stabil sind
und damit fiir alle beschrankten Signale r, d und n der Regelkreis mit einem beschrinkten
Ausgangssignal y antwortet, sondern, dass sdmtliche im Regelkreis auftretende interne
Griflen beschrankt bleiben. Dies fithrt nun zum Begriff der internen Stabilitdt.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit liege den nachfolgenden Betrachtungen der
Regelkreis von Abbildung 4.9 zugrunde.
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U2

U1

— w1 w2

Abbildung 4.9: Zur internen Stabilitét.

Definition 4.1 (Interne Stabilitdt). Man nennt einen Regelkreis intern stabil, wenn
samtliche Ubertragungsfunktionen im geschlossenen Kreis BIBO-stabil sind, d. h. fiir
den Regelkreis nach Abbildung 4.9 gilt, dass die Ubertragungsfunktionen

A

Tie) =25  44€{L,2} (4.17)
J

BIBO-stabil sein miissen.

Zur einfacheren Uberpriifung der internen Stabilitéit lidsst sich fiir den Regelkreis von
Abbildung 4.9 folgender Satz angeben:

Satz 4.1 (Interne Stabilitiat). Der Regelkreis von Abbildung 4.9 ist genau dann intern
stabil, wenn die zwei Bedingungen

(A) 1+ R(s)G(s) # 0 fiir Re(s) > 0 und

(B) im Produkt R(s)G(s) treten keine Pol/Nullstellenkiirzungen fiir Pole oder Null-
stellen s; mit Re(s;) > 0 auf

erfillt sind.
Beweis: siche Anhang C
Aufgabe 4.2. Ist der Regelkreis von Abbildung 4.8 mit

G(s) =

Gd(s):l
s—1

R(S):s—l—Q
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intern stabil? Berechnen Sie die Fithrungs- und die Storiibertragungsfunktion.

Lésung von Aufgabe 4.2. Der Regelkreis ist nicht intern stabil und die Fiihrungs-
und die Storiibertragungsfunktion lauten

1
L) = 253553
s% + 35+ 2
R =

Aufgabe 4.3. Zeigen Sie, dass der Regelkreis von Abbildung 4.8 intern stabil ist,
wenn einerseits die Bedingungen von Satz 4.1 erfiillt sind und andererseits samtliche

Polstellen von Gy(s) in der rechten geschlossenen s-Halbebene entsprechend ihrer
Vielfachheit auch Polstellen von G(s) sind.

ad (2) und (3) — Fiihrungs- und Storverhalten:

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit setze man fiir die nachfolgenden Betrachtungen
im Regelkreis von Abbildung 4.8 G4(s) = 1, d.h. die Stérung d wirke direkt am Ausgang.
Da nahezu jedes physikalische System Tiefpasscharakter aufweist, kann fiir die Strecken-
iibertragungsfunktion G(s) vorausgesetzt werden, dass der Zahlergrad echt kleiner als
der Nennergrad ist (strictly proper, Satz 3.6). Da der Regler R(s) selbst realisierbar ist
(Zéhlergrad kleiner gleich dem Nennergrad), gilt damit fiir die Ubertragungsfunktion des
sogenannten offenen Regelkreises L(s) = R(s)G(s) die Bedingung

|LIw)| <1 fir w>we . (4.18)

Wird nun der Regler R(s) so entworfen, dass neben der Einhaltung der internen Stabilitét
die Ubertragungsfunktion des offenen Regelkreises L(s) = R(s)G(s) die Bedingung

|IL(Iw)| > 1 fir w<we (4.19)

erfillt, dann erkennt man aus (4.12) mit G4(s) = 1 unmittelbar, dass fiir die Fithrungs-
und Storiibertragungsfunktion

L(s)
T, =— 4.2
=T i (4:200)
und
Ty () = ——— (4.20D)
G T T L(s) '
folgende Tabelle
Frequenzbereich Offener Kreis Fithrungsverhalten Storverhalten
1
w <K weo |L(Iw)| > 1 Try(lw) = 1 Tyy(Iw) =~ () ~ 0
w > we |L(Iw)| < 1 Ty y(lw) = L(Iw) Tyy(lw) =1
(4.21)
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gliltig ist.

Die Frequenz wco bezeichnet hier und im Folgenden jene Frequenz, bei der die Be-
tragskennlinie des offenen Regelkreises |L(Iw)|yp die 0-dB-Linie schneidet. Man nennt
wc daher auch Durchitrittsfrequenz. Man beachte, dass es in diesem Zusammenhang in
der regelungstechnischen Literatur unzahlige Definitionen und Begriffe gibt. So wird
beispielsweise als Bandbreite des Regelkreises jene kleinste Frequenz wp bezeichnet, bei
der die Betragskennlinie der Fiihrungsiibertragungsfunktion |T}.,(Iw)|,5 erstmals den
Wert von -3 dB annimmt. Da die Frequenzen wo und wp nahe beieinander liegen, gilt fiir
beide Definitionen, dass im Bereich w <« we bzw. w <« wp der Regelkreis sowohl ein gutes
Fithrungs- als auch ein gutes Stérverhalten aufweist. Abbildung 4.10 zeigt die typischen
Bode-Diagramme fiir L(s), T}, (s) und Ty, (s).

m

o]

g

[=70]

©

%

m

0 0

k=

o —90

<

=

180
—270

1072

w in rad/s

Abbildung 4.10: Typischer Verlauf der Bode-Diagramme des offenen Kreises, der Fiihrungs-
und der Storiibertragungsfunktion.

Stellgrofle:

Aus den bisherigen Uberlegungen koénnte man dazu verleitet werden, zu glauben,
dass die Bandbreite des Regelkreises durch einen geeigneten Entwurf des Reglers R(s)
beliebig grof3 gemacht werden kann. Dem wirkt aber entgegen, dass jedes technisch
realisierbare Stellglied nur eine begrenzte Stellgréfie zur Verfiigung stellen kann. Man
denke dabei nur an ein Ventil, das nur ganz offen oder ganz geschlossen sein kann, an
die Begrenzung einer jeden Spannungsquelle oder an das normierte Tastverhéltnis ur p,
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—1 < wup, <1 vom Antriebsregelkreis von Abbildung 4.2. Betrachtet man néamlich die
Stellgrifienidbertragungsfunktion

R(s)

Tru(s) = —Tau(s) = W )

(4.22)

dann erkennt man, dass wenn G(Iw) in einem Frequenzbereich in dem |L(Iw)| grof sein
soll (vergleiche Tabelle (4.21)) Tiefpassverhalten aufweist, entsprechend |R(Iw)| groB sein
muss.

Dies hat aber zur Konsequenz, dass auch |T,,(Iw)| bzw. |T;,(Iw)| und damit die
StellgroBe u sehr gro3 wird. Beim Entwurf eines Reglers muss daher immer ein Kompromiss
zwischen Bandbreite und Stellgrifie geschlossen werden. Im Rahmen von Simulationen
wird die Begrenzung des Stellgliedes sehr oft als Begrenzungs- oder Sdttigungskennlinie,
wie in Abbildung 4.11 dargestellt, modelliert. Man beachte, dass wenn die Stellgréfie in
Sattigung geht, der Regelkreis nichtlinear ist und im Allgemeinen nicht mehr mit linearen
Methoden alleinig untersucht werden kann.

uG 4

UR,max—

—UR,max URmaz UR

T —UR,max

Abbildung 4.11: Sattigungskennlinie.

ad (4) — Parameterschwankungen:

Die Abweichung AG(s) von der nominellen Ubertragungsfunktion G(s) kann in Form
von sogenannten Stormodellen erfasst werden und basierend darauf kann man die Ro-
bustheit des Regelkreises gegeniiber Parametervariationen untersuchen. Dieser Zugang soll
aber im Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung nicht mehr weiter verfolgt werden. Es sei
lediglich angemerkt, dass das Verhéltnis der relativen Abweichung der Fiihrungsiibertra-
gungsfunktion (AT, ,/T;,) zur relativen Abweichung der Streckeniibertragungsfunktion
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(AG/G) im Grenziibergang AG — 0 als Sensitivititsfunktion

po AT, G AT, G 1
aG—o T., AG dG T,, 1+RG

S = (4.23)
bezeichnet wird.

Wie man erkennt, entspricht die Sensitivitatsfunktion S der Storiibertragungsfunktion
Ty, des Regelkreises von Abbildung 4.8 mit G4(s) = 1. Weiters gilt die Beziehung

RG n 1
1+ RG 1+ RG

Tyy+ Tay = —1, (4.24)

weshalb man 7., sehr oft auch komplementdre Sensitivitdtsfunktion T =1 — S nennt.

ad (5) — Sensorrauschen bzw. Messfehler:

Berechnet man in Abbildung 4.8 die Ubertragungsfunktionen 7}, ,(s) und T}, ,,(s) vom
Messrauschen n zur Ausgangsgrofie y bzw. vom Messrauschen n zur Stellgréfle u, erhélt
man

R(s)G(s)
T —_— 4.25
,y(s) 1 —I-R( )G(S) ( a‘)
R(s)
Tnu 4.25b
) = TR (4.25D)
Man sieht unmittelbar aus der Beziehung T, ,(s) = =T} 4(s), dass gutes Fithrungsverhalten

(Try(s) = 1) auch bedingt, dass das Sensorrauschen oder der Messfehler sich direkt auf
den Ausgang auswirkt und nicht unterdriickt werden kann. Weiters gilt die Beziehung
Thu(s) = =Tru(s) = Tyu(s), was zur Konsequenz hat, dass bei groBen Verstarkungen der
Stellgrofeniibertragungsfunktion in einem Frequenzbereich, in dem das Rauschspektrum
des Sensorrauschens liegt, das Sensorrauschen entsprechend stark in der Stellgrole verstarkt
wird. Beim Entwurf eines Reglers muss daher immer das Spektrum des Sensorrauschens
bei der Wahl der Bandbreite des Regelkreises mitberiicksichtigt werden.

Zusammenfassend ergeben sich fiir die Regelung mit einem Freiheitsgrad nach Abbil-
dung 4.8 nachfolgende Eigenschaften, wobei entsprechend den bisherigen Uberlegungen
natiirlich nicht alle Forderungen uneingeschrénkt erfiillbar sind, sondern immer geeignete
den Gegebenheiten angepasste Kompromisse eingegangen werden miissen:

(1) (v') Mithilfe der Regelung kénnen instabile Strecken stabilisiert werden,

(2) (v') die Fithrungsiibertragungsfunktion 7. ,(s) kann mithilfe von R(s) prinzipiell
gezielt beeinflusst werden,

(3) (V) die Stériibertragungsfunktion Ty, (s) kann durch R(s) prinzipiell gezielt veran-
dert werden,

(4) (v') die Parameterschwankungen der Strecke AG(s) kénnen in 7). ,(s) prinzipiell
unterdriickt werden,
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(5) das Sensorrauschen wirkt sich im Bereich guten Fiihrungsverhaltens direkt auf die

Ausgangsgrofle aus.

Fir die Regelung der Antriebsregelstrecke von Abbildung 4.2 ist ein E;F-E*E‘
@ Simulationsbeispiel in Form von Maple- und Matlab/Simulink-Dateien o ;

auf unserer Homepage verfiigbar.

4.3.2 Regelung mit zwei Freiheitsgraden

Abbildung 4.12 zeigt einen Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden. Die zugehorigen Ubertra-

Abbildung 4.12: Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden.

gungsfunktionen lauten

Tr‘,y(s)
Tay(s) =

Thny(s) =
AT,y (s)

)

1+R(s

V(s)G(s)

1+ R(s)G(s)

Gq(s)

)G(s)
R(s)G(s)

1+ R(s)G(s)

1 AG(s)

Yy
Tr,y(s)

14 (G(s) + AG(s))R(s) G(s)

(4.26a)
(4.26b)
(4.26¢)

(4.264)
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Aufgabe 4.4. Zeigen Sie, dass als notwendige Bedingung fiir die interne Stabilitéit des
Regelkreises von Abbildung 4.12 die Polstellen von V(s) in der rechten geschlossenen
s-Halbebene entsprechend ihrer Vielfachheit auch Polstellen von R(s) sein miissen.

Man erkennt direkt durch Vergleich von (4.26) mit (4.12), dass man abgesehen von
T,,(s) die gleichen Ubertragungsfunktionen wie beim Regelkreis mit einem Freiheitsgrad
von Abbildung 4.8 erhélt. Damit gelten fiir die Eigenschaften des Regelkreises mit zwei
Freiheitsgraden die gleichen Aussagen wie im vorigen Abschnitt, lediglich das Fiihrungsver-
halten kann zusitzlich mit der Ubertragungsfunktion V(s) beeinflusst werden. Generell sei
an dieser Stelle angemerkt, dass die Bandbreite des Regelkreises und damit der Aufwand an
Stellgrofse u(t) im Allgemeinen durch das gewiinschte Storverhalten festgelegt wird, da die
Storung d(t) per Definition eine nicht beeinflussbare GrofSe darstellt. Im Gegensatz dazu
kann das Fihrungssignal r(t) gezielt vorgegeben werden. So soll das Fiihrungssignal r(t)
nie sprungformig, d.h. r(t) = ysouo(t), auf den Regelkreis aufgeschaltet werden, obwohl
dies oft zum Zwecke der Uberpriifung der Dynamik des geschlossenen Kreises so gemacht
wird, sondern es soll darauf geachtet werden, dass das Fiihrungssignal hinreichend oft
stetig differenzierbar ist.

Dies kann beispielsweise durch Vorschalten eines sogenannten Vorfilters F'(s) = 7/9sou
oder durch Konstruktion eines geeigneten Fithrungssignals erreicht werden. In der An-
triebstechnik werden beispielsweise héaufig sogenannte Hochlauffithrungsvorgaben der
Form

r(t) = ysou (1 — exp(—kt?)), k>0 (4.27)

verwendet.

4.3.3 Kaskadenregelung

Bei sehr vielen praktischen Regelkreisen, insbesondere in der Antriebstechnik, wird das
Konzept der sogenannten Kaskadenregelung, wie in Abbildung 4.13 gezeigt, verwendet.

Dies setzt natiirlich voraus, dass abgesehen von der eigentlichen Ausgangsgrofie yo
(im Falle der Antriebsregelstrecke von Abbildung 4.2 die Drehwinkelgeschwindigkeit ws)
auch noch weitere Grofle(n) y; (im Falle der Antriebsregelstrecke von Abbildung 4.2
beispielsweise der Ankerstrom i4) messbar sind. Dabei wird in einem ersten Schritt der
innerste Regelkreis (in Abbildung 4.13 R;(s)) so entworfen, dass er eine wesentlich grofiere
Bandbreite (ca. 1 Dekade) als der dulere Regelkreis besitzt. Fiir den dufleren Regelkreis (in
Abbildung 4.13 Ro(s)) verhilt sich dann die Fiihrungsiibertragungsfunktion des inneren
Regelkreises

_ R1(s)G1(s)
Ty (8) = 1+ Ri(s)G1(s)

(4.28)

im interessierenden Frequenzbereich wegen der wesentlich groleren Bandbreite wie eine
Durchschaltung Ty, 4, (s) ~ 1. Damit kann nun in einem weiteren Schritt sehr einfach der
Regler Ry(s) direkt fiir die Strecke Ga(s) entworfen werden.
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di da
Innerer Regelkreis
Y2,s0ll , F(S) T - RQ(S) U2 = Y1,soll, - Rl(S) ﬂ’ Gl(S) N Y1 GQ(S) Y2
niy ng
+—— -«

Abbildung 4.13: Kaskadenregelkreis.

4.4 Stabilitatskriterien

Im Abschnitt 3.6, im Speziellen Satz 3.8, wurde gezeigt, dass eine Ubertragungsfunktion
G(s) genau dann BIBO-stabil ist, wenn alle Pole in der linken offenen s-Halbebene liegen.
Um dies zu iberpriifen, miisste man immer die Nullstellen des Nennerpolynoms von
G(s) berechnen, was bei Polynomen hoherer Ordnung nicht immer numerisch zuverlissig
sein muss. Weiters ist zu beachten, dass man eigentlich nicht an der genauen Lage der
Polstellen interessiert ist, sondern lediglich wissen will, ob sie alle in der linken offenen
s-Halbebene liegen oder nicht.

Definition 4.2 (Hurwitzpolynom). Man nennt ein Polynom
L .
n(s) = Zajsj (4.29)
j=0

Hurwitzpolynom, wenn alle Nullstellen von n(s) in der linken offenen s-Halbebene
liegen bzw. fiir alle Wurzeln s;, i = 1,...,n, gilt Re(s;) < 0.

Mithilfe von sogenannten Stabilititskriterien kann man nun feststellen, ob ein Polynom
ein Hurwitzpolynom ist, ohne dabei die Wurzeln des Polynoms explizit zu berechnen.

4.4.1 Numerisches Verfahren von Routh-Hurwitz

Allen weiteren Betrachtungen liege ein Polynom der Form (4.29) mit reellen Koeffizienten
aj, j = 0,...,n, zugrunde. Da das Polynom ausschliellich reelle Koeffizienten besitzt,
sind die Nullstellen s;, ¢ =1, ..., n, entweder reell oder konjugiert komplex. Damit kann
unmittelbar anhand der Koeffizienten eines Polynoms eine notwendige Bedingung fiir ein
Hurwitzpolynom angegeben werden.
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Satz 4.2 (Notwendige Bedingung fiir ein Hurwitzpolynom). Die Koeffizienten a;,
j=0,...,n, eines Hurwitzpolynoms n(s) sind alle von Null verschieden und haben

gleiches Vorzeichen. Fir ein Polynom zweiter Ordnung ist diese Bedingung auch
hinreichend.

Aufgabe 4.5. Beweisen Sie Satz 4.2.
Hinweis: Das Polynom n(s) von (4.29) lasst sich auch als Produkt

n

n(s) = an H(s — 8i)

=1

mit den Nullstellen s;, ¢ = 1,...,n, anschreiben.

Dass Satz 4.2 fir Polynome mit einem Grad grofler als 2 nur notwendig ist, zeigt
nachfolgendes Beispiel

n(s) =s>+s>+11s+51 = (s+3)(s — 1 +4I)(s — 1 —4I) . (4.30)

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein Hurwitzpolynom n(s) ist durch
das sogenannte Routh-Hurwitz Verfahren gegeben.

Satz 4.3 (Routh-Hurwitz Verfahren). Ein Polynom n(s) der Form (4.29) mit den
reellen Koeffizienten aj, j = 0,...,n, ist genau dann ein Hurwitzpolynom, wenn alle
Elemente der Pivotspalte des nachfolgenden Routh-Schemas

s" apr = ap  Qp2 = Ap—2 Q03 = Qp—4
-1
s" a11 = ap—1 Q12 = Qp-3 Q13 = Ap_5
s"2 a1 a2 a23
= as asz ass
(4.31)
51 an—-1,1 0 0
0 (145
Pivotspalte
mit
Wi 110i—2 41 — G—21Ai—1 41 .. . .
aij = — Vi ! L e i=2,3,...,n und j=1,2,... (4.32)

@i—1,1
von Null verschieden sind und gleiches Vorzeichen besitzen.

Auf einen Beweis dieses Satzes wird hier verzichtet, er ist aber in der angefiihrten
Literatur nachzulesen.
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Beispiel 4.1. Als Beispiel betrachte man den Regelkreis von Abbildung 4.14 mit

R(s) = % (4.33a)
Gls) = 32—1—334—9 . (4.33b)

Man bestimme den Wertebereich fiir K so, dass der geschlossene Regelkreis BIBO-
stabil ist.

Abbildung 4.14: Einfacher Regelkreis.

Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises lautet

T, (s) RG IK
S = = .
Y 1+ RG  s343s24+9s+ 9K

(4.34)

Nach Satz 4.2 muss notwendigerweise fiir den Parameter K gelten K > 0. Eine
notwendige und hinreichende Bedingung erhéilt man geméafl Satz 4.3 {iber das Routh-
Schema:

s3 1 9 0
52 3 9K 0
3-9-9K -1
st f =9-3K 0 (4.35)
0 (9—3K-9K—3-0_9K
§ 93K -
Pivotspalte

Da alle Elemente der Pivotspalte von Null verschieden sein und gleiches Vorzeichen
haben miissen, folgen die Bedingungen

9—-3K >0 (4.36a)
9K >0 (4.36b)
0<K<3. (4.36¢)
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Aufgabe 4.6. Sind nachfolgende Polynome

ni(s) =5+ 75" +4s° —s° + 75* + 25> + 5+ 3
na(s) = s* +95% 4+ 135% 4 54s + 40
n3(s) = s* + 65% + 1352 + 30s + 40

Hurwitzpolynome?
Losung von Aufgabe 4.6. Nur das Polynom ng(s) ist ein Hurwitzpolynom.

Aufgabe 4.7. Gegeben ist der Regelkreis von Abbildung 4.14 mit

R(s) =K

(s—I—T)2
53 '

G(s) =

Bestimmen Sie den Wertebereich der Parameter K und T so, dass der geschlossene
Kreis BIBO-stabil ist. Zeichnen Sie den Wertebereich in der (K, T')-Ebene.

Losung von Aufgabe 4.7. K >0und 2K —T)T >0

4.4.2 Graphisches Verfahren: Kriterium von Michailov

Unter der stetigen Winkelinderung A arg(G(Iw)) einer rationalen Funktion G(s) versteht
man die Anderung von arg(G(Iw)), wenn w den Wertebereich —oco < w < +o0o stetig und
monoton wachsend durchlauft. Dabei wird die Winkeldnderung gegen den Uhrzeigersinn
positiv gezahlt und Spriinge von arg(G (Iw)) werden nicht mitberticksichtigt. Abbildung 4.15
zeigt die Ortskurve der Ubertragungsfunktion

—1+2s

O = irsr s

(4.37)

Wenn w stetig von —oo bis —0 wichst, so ist die stetige Winkeldnderung —37/2. Der
Sprung im arg(G(Iw)) beim Ubergang von —0 zu +0 wird vereinbarungsgemé#f nicht
mitgezdhlt. Von +0 bis +00 betrigt die Winkelanderung ebenfalls —37 /2. Es ergibt sich
also insgesamt fiir G(s) von (4.37) eine stetige Winkeldnderung A arg(G(Iw)) = —3.

Aufgabe 4.8. Zeigen Sie, dass die stetige Winkeldnderung einer rationalen Funktion
G(s) fiir —oo < w < 0 immer gleich der stetigen Winkelédnderung fiir +0 < w < 400
ist.

Hinweis: Es gilt arg(G(Iw)) = —arg G(—1w).
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Im(G(Iw))

Abbildung 4.15: Ortskurve zur Ubertragungsfunktion (4.37).
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Das Argument einer rationalen Funktion

I (s — )
G(s) = K= (4.38)
I1(s = 5:)
=1
errechnet sich nun in der Form
arg(G(Iw)) = arg(K) + Z arg(Iw — ;) — Z arg(Iw — ;) (4.39)
i=1 i=1
und damit ergibt sich die stetige Winkeldnderung von G(s) zu
m n
Aarg(G(Iw)) = Z Aarg(lw — ;) — Z Aarg(lw — ;) . (4.40)

=1 i=1

Man erkennt also, dass sich die stetige Winkelanderung der rationalen Funktion G(s)
aus den stetigen Winkeldnderungen der Faktoren (s — s;) zusammensetzt.
Wie man Abbildung 4.16 sofort entnehmen kann, ergibt sich die stetige Winkeldnderung
von (s — s;) zu
m  fir Re(s;) <0
Aarg(lw —s;) =40  fiir Re(s;) =0 . (4.41)
—m fiir Re(s;) >0

Damit ldsst sich unmittelbar folgender Satz angeben:

Satz 4.4 (Kriterium von Michailov). Ein Polynom p(s) vom Grad n ist genau dann
ein Hurwitzpolynom, wenn

Aarg(p(lw)) = nm (4.42)

gilt.

Aufgabe 4.9. Beweisen Sie Satz 4.4.
Hinweis: Verwenden Sie die Beziehung (4.41).

Aufgabe 4.10. Wenden Sie das Kriterium von Michailov auf die Polynome ny(s), na(s)
und nz(s) von Aufgabe 4.6 an.

4.4.3 Graphisches Verfahren: Nyquist-Kriterium

Das Nyquist-Kriterium ist nun auf Regelkreise der Form nach Abbildung 4.17 zugeschnitten.
Dabei wird fiir alle Betrachtungen vorausgesetzt, dass der Regelkreis nicht degeneriert ist,
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Im(G(Iw)) Im(G(Iw)) Im(G(Iw))
G(Iw) TG(Iw) G(Iw)
Re(GlIw)) Re(GlIw)) Re(G(Iw))
Re(s;) <0 Re(s;) =0 Re(s;) >0

Abbildung 4.16: Stetige Winkeldnderung von (s — s;).

Abbildung 4.17: Geschlossener Regelkreis.
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d.h. es gilt lims_,o, L(s) # —1. Beim Nyquist-Kriterium wird anhand der Ortskurve des
offenen Kreises

L(s) = (4.43)

mit den teilerfremden Polynomen z(s) und ny(s) die BIBO-Stabilitat des geschlossenen
Kreises

L) al)
1+ L(s) zp(s)+np(s)

Ty (s) (4.44)

untersucht.

Bezeichnet man mit No(p(s)), N+ (p(s)) und N_(p(s)) die Anzahl der Nullstellen eines
Polynoms p(s) auf der imagindren Achse, in der rechten offenen s-Halbebene und in der
linken offenen s-Halbebene, dann kann man das Nyquist-Kriterium wie folgt formulieren:

Satz 4.5 (Nyquist-Kriterium). Der geschlossene Regelkreis T, ,(s) nach Abbildung 4.17
mit der Ubertragungsfunktion L(s) des offenen Kreises nach (4.43) ist genau dann
BIBO-stabil, wenn die stetige Winkeldnderung von 1+ L(s) folgender Bedingung

Aarg(l+ L(Iw)) = (max(grad(zr), grad(nz)) — N—(nz) + Ny(np))m  (4.45)
genigt.
Beweis. T, ,(s) ist BIBO-stabil = Bedingung (4.45): Wenn T;. ,(s) BIBO-stabil ist,

dann ist z(s)+mng(s) ein Hurwitzpolynom. Daher gilt fiir die stetige Winkeldnderung
von 1+ L(s)

21, (Iw)
nr,(lw)

Aarg (1 + ) = Aarg(np(Iw) + z1.(Iw)) — Aarg(ng (Iw)) (4.46)

und mit Satz 4.4 und (4.41) erhédlt man damit unmittelbar die Bedingung (4.45). O

Aufgabe 4.11. Beweisen Sie, dass wenn die Bedingung (4.45) erfiillt ist = T}, (s) ist
BIBO-stabil.
Hinweis: Fiihren Sie den Beweis durch Widerspruch.

Als Beispiel betrachte man den Regelkreis von Abbildung 4.17 mit der Ubertragungs-
funktion des offenen Kreises

—142s

L(s):Km.

(4.47)

Fiir K = 1 entspricht die Ortskurve von L(s) der von Abbildung 4.15. Es soll mithilfe
des Nyquist-Kriteriums der Bereich des Parameters K so bestimmt werden, dass der
geschlossene Regelkreis BIBO-stabil ist.
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e Im ersten Schritt wird untersucht, ob der geschlossene Regelkreis fiir K = 1 BIBO-
stabil ist. Aus Abbildung 4.15 erkennt man, dass gilt

Aarg(l+ L(lw)) = —7 (4.48)
und die Auswertung der Beziehung (4.45) fithrt zum Wert

(max(grad(zy), grad(ng)) — N_(nr) + Ny (ng))7m = (max(1,3) =2+ 0)r =7 .
(4.49)

Da die Ergebnisse von (4.48) und (4.49) unterschiedlich sind, kann man folgern,
dass fiir K = 1 der geschlossene Regelkreis nicht BIBO-stabil ist.

o Aus der Ortskurve von L(s) ist ersichtlich, dass ein Vergroflern von K > 1 zu keiner
Anderung der stetigen Winkeldnderung fithrt und damit dieser Bereich sicherlich
auch nicht zu einem BIBO-stabilen geschlossenen Kreis fiihrt.

e Fir K = —1 und alle anderen Werte von K, bei denen die Ortskurve des offenen
Kreises den Punkt —1 umschlingt (siehe Abbildung 4.18), ergibt sich eine stetige
Winkelanderung von

Aarg(l+ L(Iw)) = =37 . (4.50)

Aufgrund von (4.49) folgt auch fiir diesen Bereich, dass der geschlossene Kreis nicht
BIBO-stabil ist. In diesem Zusammenhang beachte man, dass zum Beschriften der
Ortskurve folgende Beziehung

K(2w+1) 3 — 2w? 1 — 3w?
L(lw) = = K K 4.51
() wl—w?+Tw) 1—-w?2+w! (1—w?+whw (451)

sehr hilfreich ist, denn daraus erkennt man, dass gilt

lim Im(L(Iw)) =sign(K)oo bzw. lim Im(L(Iw)) = —sign(K)oo . (4.52)

w—+0 w——0

o Fiir —1/3 < K < 0 wird der Punkt —1 von der Ortskurve des offenen Kreises nicht
mehr umschlungen (siehe Abbildung 4.18) und die zugehérige stetige Winkelédnderung
lautet

Aarg(l+ L(lw)) =7, (4.53)

womit flir diesen Bereich die BIBO-Stabilitit des geschlossenen Kreises gezeigt ist.

Aufgabe 4.12. Gegeben ist der Regelkreis von Abbildung 4.17 mit der Ubertragungs-

funktion des offenen Kreises K

T s(1+49)?

Uberpriifen Sie mithilfe des Nyquist-Kriteriums, ob der geschlossene Kreis fiir die
Parameter K = 0.5, 5 und 50 BIBO-stabil ist.

L(s)
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Im(L(Iw))

Abbildung 4.18: Ortskurve des offenen Kreises von (4.47) fiir X' = —1 und K = —1/3.
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Losung von Aufgabe 4.12. Der geschlossene Kreis ist fiir K = 0.5 BIBO-stabil und
fiir K =5 und K = 50 nicht BIBO-stabil.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass das Nyquist-Kriterium in einer generalisierten
Form auch auf lineare zeitinvariante verteilt-parametrische Systeme, also Systeme mit
transzendenten Ubertragungsfunktionen, angewandt werden kann. Zu dieser Systemklasse
gehoren unter anderem auch Systeme mit Totzeiten.

Fiir das im folgenden Kapitel diskutierte Frequenzkennlinienverfahren zum Reglerentwurf
im Frequenzbereich wendet man héufig eine modifizierte Version des Nyquist-Kriteriums
zum Stabilitdtsnachweis des geschlossenen Regelkreises an.

Satz 4.6 (Nyquist-Kriterium in Frequenzkennliniendarstellung). Es sei angenommen,
dass sich die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L(s) in folgender Form

L(s) = L2 sy, 20(0) = nu(0) = 1 (4.54)
sPnp(s)

mit den teilerfremden Polynomen zr(s) und sPnr(s) darstellen lisst, wobei nachfol-
gende Bedingungen erfillt sind:

(A) Der Verstarkungsfaktor V ist positiv und die Totzeit T; nichtnegativ,
(B) grad(nr(s)) + p > grad(zL(s)),
(C) das Polynom nr,(s) ist ein Hurwitzpolynom und fur p gilt p € {0, 1,2},

(D) die Betragskennlinie von L(Iw) weist genau einen Schnittpunkt mit der 0-dB-
Linie (eine Durchtrittsfrequenz we ) auf bzw. die Ortskurve von L(Iw) schneidet
den Einheitskreis im Bereich 0 < w < oo genau einmal und

(E) im Bereich |L(1w)| ;5 > 0 gelte —540° < arg(L(Iw)) < 180° (d. h. die Ortskurve
des offenen Kreises L(s) kann vor ihrem Eintauchen in den Einheitskreis den
Nullpunkt hochstens einmal vollstandig umkreisen,).

Unter diesen Voraussetzungen ist der Regelkreis nach Abbildung 4.17 mit der Ubertra-
gungsfunktion des offenen Kreises L(s) genau dann BIBO-stabil, wenn der Abstand der
Phase an der Durchtrittsfrequenz arg(L(Iwc)) zu —m, die sogenannte Phasenreserve @,

® = arg(L(lwe)) + 7 (4.55)

positiv ist.

Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf die am Ende angegebene Literatur verwiesen.
Abbildung 4.19 zeigt fiir eine Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L(s), die die
Voraussetzungen von Satz 4.6 erfiillt, wie man die Phasenreserve ® aus der Ortskurve
und dem Bodediagramm bestimmen kann.
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Abbildung 4.19: Zur Bestimmung der Phasenreserve aus der Ortskurve und dem Bode-
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5 Das Frequenzkennlinienverfahren

Beim sogenannten Frequenzkennlinienverfahren handelt es sich um ein Reglerentwurfsver-
fahren im Frequenzbereich. Der Reglerentwurf erfolgt dabei auf Basis von Anforderungen
an das Einschwingverhalten der Antworten des geschlossenen Regelkreises auf gewisse
ausgewahlte Testfunktionen, die dann in Anforderungen an das Bode-Diagramm des
offenen Kreises iibertragen werden. Dem Frequenzkennlinienverfahren liegt der Regelkreis
mit einem Freiheitsgrad von Abbildung 5.1 mit der FithrungsgroBe r(t), der Stellgrofie
u(t), dem Regelfehler e(¢) und der Ausgangsgrofe y(¢) zu Grunde.

Offener Regelkreis
L(s) = R(s)G(s)

v

"s(-C»  R(s) > G(s) Y

Regler Strecke

Abbildung 5.1: Regelkreis mit einem Freiheitsgrad als Basis flir das Frequenzkennlinien-
verfahren.

Ausgangspunkt fiir das Frequenzkennlinienverfahren ist die Vorgabe von Kenngro-
Ben zur Charakterisierung des Einschwingverhaltens des geschlossenen Kreises mit der
Ubertragungsfunktion

R(s)G(s) L(s)

1T R(E)G) 1+ L(s) (5:1)

<<

Try(s) =

als Antwort auf gewisse Testsignale. Dazu betrachte man den in Abbildung 5.2 dargestellten
typischen Verlauf der Sprungantwort h(t) des geschlossenen Kreises fiir (t) = o ().
Das Einschwingverhalten des geschlossenen Kreises wird nun anhand der drei nachfol-

genden Kenngroflen beurteilt:

(1) Die Anstiegszeit t, als Maf fiir die Schnelligkeit (Dynamik),
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Abbildung 5.2: Kenngrofien der Sprungantwort des geschlossenen Kreises.

(2) die Uberschwingweite M oder das prozentuelle Uberschwingen it = (M — 1)100 als
Ma$ fir den Dédmpfungsgrad (Dynamik) sowie

(3) die bleibende Regelabweichung e als Maf fiir die stationdre Genauigkeit.

Diese Kenngrifien des zeitlichen Verhaltens der Sprungantwort des geschlossenen Kreises
kénnen nun iber empirische Niherungsbeziechungen mit dem Frequenzgang des offenen
Kreises L(Iw) in Zusammenhang gebracht werden. Dazu wird vorausgesetzt, dass die
Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L(s) in der Form (4.54) angegeben werden kann
und die Bedingungen von Satz 4.6 erfillt.

(1) Die Anstiegszeit t, hangt mit der Durchtrittsfrequenz we iiber die Ndherungsbezie-
hung

wetr =~ 1.5 (5.2)

zusammen. Da vorausgesetzt wurde, dass der Amplitudengang von L(s) nur einen
Schnittpunkt mit der 0-dB-Linie aufweist, trennt die Durchtrittsfrequenz w¢ jene
Frequenzen, die vom offenen Regelkreis verstéarkt werden, von jenen, die vom offenen
Regelkreis abgeschwéicht werden (zur Erlduterung siehe auch Abbildung 4.10). Damit
ist, wie bereits im vorigen Kapitel besprochen, die Durchtrittsfrequenz we ein Mafl
fiir die Bandbreite des offenen Kreises und bei steigendem we wird dementsprechend
auch die Dynamik des geschlossenen Kreises schneller.

(2) Das prozentuelle Uberschwingen i kann iiber die empirische Niherungsbeziehung

O] + i[%)] ~ 70 (5.3)
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mit der Phasenreserve ® von (4.55) in Verbindung gebracht werden (siehe auch
Abbildung 4.19). Nach Satz 4.6 ist die Phasenreserve ® ein Maf fiir den Abstand
zur Stabilitdtsgrenze. Dies hat zur Konsequenz, dass eine Verminderung der Pha-
senreserve ® eine Zunahme der Schwingneigung bzw. des Uberschwingens mit sich
bringt.

Um diese Argumentation zu unterstreichen, berechne man den Betrag der Fiihrungs-
tibertragungsfunktion 7). ,(s) von 5.1 an der Stelle s = Iwe

|L(Twe)| |— cos(®) — I'sin(P)| 1
Ty (lwe)| = = : = : (5.4)
v 1+ L(lwe)| |1 — cos(®) — Isin(®P)] 2‘8111(%)‘
Man erkennt, dass wegen
%iinm\Tr’y(IwC)] =00 (5.5)

der geschlossene Kreis T, (s) fiir & = 0 ein konjugiert komplexes Polpaar bei +lwc
aufweist und damit die Sprungantwort ungedampft schwingt.

Aufgabe 5.1. Zeigen Sie, dass die Beziehung
L(Iwc) = — cos(®) — Isin(P)

mit der Durchtrittsfrequenz we und der Phasenreserve & gilt.

Die bleibende Regelabweichung

Coo = tlgglo e(t) = tlgglo(r(t) —y(t)) (5.6)
steht nun direkt mit dem Verstirkungsfaktor V der Ubertragungsfunktion des
offenen Kreises L(s) in Verbindung. Unter der Voraussetzung, dass der geschlossene
Regelkreis stabil ist, kann fir (5.6) unmittelbar der Endwertsatz der Laplace-
Transformation angewandt werden, und man erhélt fiir e, die Beziehung

1

€0 = tlgglo e(t) = 213% sé(s) = llg(l] STL(S)T(S) . (5.7)

Setzt man fir L(s) in (5.7) die Beziehung (4.54)

L(s) = L 210)

exp(—sT}), 2.(0)=np(0)=1, T;>0 und pe{0,1,2}
(5.8)

sP nr(s)

ein, dann folgt e zu

= lim s s’n(s) s
Coo = l—)O sPnp(s) + Vzr(s) exp(—sT}) (s) - (5.9)
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Die bleibende Regelabweichung e, fiir die beiden Testsignale r(t) = o(t) und
r(t) =t jeweils fir p € {0,1} sind nachfolgender Tabelle

1
r(t) =o(t) bzw. f(s)zlz {p:() :>eOO:1+V

=1 =ex=0
g = (5.10)

1 p=0 =ex=00
r(t) =t bzw. 7(s)=—: 1
p:l :>€OOZV

zu entnehmen.

Aufgabe 5.2. Berechnen Sie die bleibende Regelabweichung e, fiir die beiden
Testsignale r(t) = o(t) und r(t) =t fir p = 2.

Lisung von Aufgabe 5.2.

pZQ:{r(t)za(t) = €5 =0
r(t)=t = e =0

Man erkennt also aus (5.9) und (5.10), dass die Ubertragungsfunktion des offenen
Kreises L(s) mindestens eine einfache Polstelle bei s = 0 (p > 1) haben muss, damit
die bleibende Regelabweichung zufolge eines Eingangssprunges r(t) = o(¢) Null ist.
Analog dazu muss L(s) mindestens eine doppelte Polstelle bei s =0 (p > 2) haben,
damit die bleibende Regelabweichung bei einer rampenférmigen Eingangsgrofe
r(t) = t Null wird.

Man beachte, dass die empirischen Naiherungsbeziehungen (5.2) und (5.3) fiir eine
Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises vom Typ

1
Try(s) = ,
() 1+ 2¢(sT) + (sT)?
mit der zugehorigen Ubertragungsfunktion des offenen Kreises
1
L(s) = ——
) = TEe 1)

auch exakt hergeleitet werden kénnen. Losen Sie dazu nachfolgende Aufgaben:

T>0 und 0<¢é<1 (5.11)

(5.12)

Aufgabe 5.3. Berechnen Sie die Steigung Aty der Sprungantwort des geschlossenen
Kreises (5.11) am Wendepunkt (siche Abbildung 5.2).

Ergebnis:
1 — arctan <1£_§2) 13
Aty = — exp

T V1i-¢€

Zeigen Sie, dass in diesem Fall fiir die Anstiegszeit ¢, gilt ¢, = 1/Aty . Berechnen Sie
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weiters allgemein die Durchtrittsfrequenz we fiir L(s) von (5.12).
Ergebnis:

we = ;\/\/4§4+1—2§2

Zeichnen Sie das Produkt wet, als Funktion des Dampfungsgrades £ im Bereich
0.5<¢<0.8.

Aufgabe 5.4. Berechnen Sie das Maximum M der Sprungantwort des geschlossenen
Kreises (5.11) (siehe Abbildung 5.2).
Ergebnis:

M=1 —i—exp(—\/%)

Bestimmen Sie weiters allgemein die Phasenreserve ® fiir L(s) von (5.12).
Ergebnis:

28
® = arctan
<W4£4+ I —252)

Zeichnen Sie den Ausdruck
(M —1)100 4+9[°]
i[%]

als Funktion des Dampfungsgrades ¢ im Bereich 0.5 < ¢ < 0.8.

Es hat sich nun gezeigt, dass die empirischen Niherungsbeziehungen (5.2) und (5.3) auch
fiir Systeme héherer Ordnung sinnvoll sind, insbesondere dann, wenn die Sprungantwort
des geschlossenen Kreises in erster Ndherung durch ein konjugiert komplexes Polpaar
bestimmt ist.

Damit lasst sich die Vorgangsweise beim Reglerentwurf nach dem Frequenzkennlinien-
verfahren wie folgt angeben:

(A) Zu einer gegebenen Streckeniibertragungsfunktion G(s) miissen die Kenngrofien des
Einschwingverhaltens des geschlossenen Kreises (¢, M oder i und ey,) spezifiziert
werden.

(B) Die Kenngroflen t,, M oder i und e, werden mithilfe der Beziehungen (5.2), (5.3)
und (5.9) in Vorgaben an den Frequenzgang des offenen Kreises L(Iw) tibersetzt.

(C) Ein Regler R(s) muss so gewahlt werden, dass der geschlossene Kreis BIBO-stabil
ist und die Forderungen von (B) erfiillt werden. Erfiillt die Ubertragungsfunktion
des offenen Kreises L(s) = R(s)G(s) die Bedingungen von Satz 4.6, dann kann die
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Stabilitdat des geschlossenen Kreises anhand der Phasenreserve @ beurteilt werden,
anderenfalls muss man das Nyquistkriterium von Satz 4.5 anwenden.

(D) Um ein kriechendes Einlaufen der Sprungantwort in den stationdren Endwert zu
vermeiden, soll in (C) der Regler R(s) so entworfen werden, dass ca. 1 Dekade
um die Durchtrittsfrequenz we die Betragskennlinie von L(s) mit mindestens 20

dB/Dekade abfillt.

(E) Die Qualitét des Entwurfes ist immer durch Simulation zu iiberpriifen, insbesondere
auch deshalb, weil das Verfahren sich auf empirische Formeln stiitzt. Sind die
Ergebnisse nicht zufriedenstellend, dann muss man sich die Frage stellen, ob die
Anforderungen von (A) iiberhaupt prinzipiell erfiillbar sind, oder ob ein anderer
Regler R(s) von (C) die Situation verbessern wiirde.

(F) Die Begrenzung der Stellgrofie u(t), die bei jedem technisch relevanten Prozess vor-
handen ist, kann im Rahmen dieses einfachen Entwurfsverfahrens nicht systematisch
beriicksichtigt werden. Sollte sich bei der Simulation herausstellen, dass man zu viel
StellgroBie benotigt, dann muss man die Anforderungen in (A) entsprechend den
Uberlegungen von Abschnitt 4.3.1 verdndern, also die Anstiegszeit t, vergréfiern. Im
Rahmen einer Fithrungsregelung sollte auf keinen Fall ein Sprung sondern immer
ein hinreichend glattes Signal als Fithrungsgrofie verwendet werden (man wiederhole
dazu auch die Uberlegungen von Abschnitt 4.3.2).

Fiir die im Punkt (C) angesprochene geeignete Wahl des Reglers R(s) soll in den drei fol-
genden Abschnitten exemplarisch gezeigt werden, wie und unter welchen Voraussetzungen
man systematisch einen PI-Regler, einen Lead-Lag-Regler und einen Kompensationsregler
entwerfen kann.

5.1 PI-Reglerentwurf

(A) Streckentibertragungsfunktion:

5
© 142-0.707s + 52

Entwurfsvorgaben: t,. = 3s, i = 10 % und 600|r(t):a(t) =0

G(s) (5.13)

(B) Vorgaben an den Frequenzgang des offenen Kreises L(Iw): we = 0.5rad/s, ® = 60°
und der offene Kreis muss mindestens eine einfache Polstelle bei s = 0 haben.

(C) Als Regler wird ein PI-Regler der Form

Vi(1+ sT
R( 3) = M (5.14)
S
gewdhlt. Im ersten Schritt wird das Bode-Diagramm aller bekannten Terme des
offenen Kreises L(s) = R(s)G(s), also
5

T s(1+2-0.707s + s2)

Li(s) (5.15)
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Abbildung 5.3: Bode-Diagramme des offenen Kreises L1 (s) und L(s).
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(D)

gezeichnet, sieche Abbildung 5.3. An der Durchtrittsfrequenz we = 0.5 errechnet sich
das Argument von L (Iwe) zu arg(L; (Iwe)) = —133.3°. Damit muss wegen ® = 60°
mithilfe des Linearterms im Zéahler des PI-Reglers (1 + s77) die Phase um 13.3°
angehoben werden. Aus dieser Bedingung

arg(l 4+ IwcTy) = arctan(wcTr) = 13.3% (5.16)

folgt T7 zu T7 = 0.47.
In einem zweiten Schritt wird V so berechnet, dass der Amplitudengang bei we die

0-dB-Linie schneidet, also die Bedingung

5(1+ 0.47Iwe) .
Iwe (1 —wi +12-0.707Twe) |

Vi (5.17)

erfiillt ist. Aus (5.17) erhélt man sofort V; = 0.1. Der PI-Regler lautet daher

R(s) 0.1(1 4;0.473) ' (5.18)

Aus dem Bode-Diagramm des offenen Kreises L(s) von Abbildung 5.3 erkennt man,
dass einerseits die Bedingungen von (B) erfiillt sind und andererseits die Betrags-
kennlinie von L(s) um die Durchtrittsfrequenz we mit mindestens 20 dB/Dekade
abfallt.

Die zugehorige Sprungantwort des geschlossenen Kreises von Abbildung 5.4 zeigt,
dass die Entwurfsanforderungen recht gut erfiillt werden.

1.2 T T T T T T T T T

| AU /4 O RO N O
06 1=/
0|/
021 /s

Abbildung 5.4: Sprungantwort des geschlossenen Kreises.
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(F)

In diesem Beispiel wurden an die Stellgréfle keine Anforderungen gestellt.

Es sei noch anzumerken, dass die Vorgangsweise, zuerst die Phase an der Durchtritts-
frequenz we mit dem Linearterm des PI-Reglers (1 + s77) einzustellen und anschlieSend
mit V7 den Betrag zu korrigieren, insofern Sinn macht, als der Verstiarkungsfaktor V7 des
PI-Reglers zwar den Betrag aber nicht die Phase dndert.

5.2

(A)

Lead-Lag-Reglerentwurf

Streckeniibertragungsfunktion:

O(s) = L8(1+ 1)

= 3(14_2.0.8788 + (%)2) (5.19)

Entwurfsvorgaben: t, = 0.1s, i = 20 % und 600’r(t):t =0.01

(B) Vorgaben an den Frequenzgang des offenen Kreises L(Iw): we = 15rad/s, & = 50°

und der Verstéarkungsfaktor V7, des offenen Kreises muss nach (5.10) den Wert

1
V= — =100 (5.20)

€oo

annehmen. Damit errechnet sich unmittelbar der Verstiarkungsfaktor des Reglers zu

Vr =V5/1.8 =55.56 . (5.21)

Berechnet man nun Betrag und Phase von L;(Iw) = VRG(Iw) an der Stelle w = w¢,
dann erhalt man

|L1(Iwe)| = 1.93 (5.22a)
arg(Ly (Iwc)) = —169.65° . (5.22b)

Man erkennt also, dass der Betrag gesenkt und die Phase angehoben werden muss. Da
der Verstirkungsfaktor Vi, durch die Forderung an die bleibende Regelabweichung
fixiert ist, kann nicht die gleiche Vorgangsweise wie im vorigen Abschnitt beim
PI-Reglerentwurf gewahlt werden, sondern man muss in diesem Fall einen Lead-Lag-
Regler entwerfen. Dazu wird in einem ersten Schritt ein Lead-Regler so bestimmt,
dass die Phase an der Durchtrittsfrequenz um Ap = 39.65° 4+ 10° angehoben wird.
Die Phase wird deshalb um zusétzliche 10° angehoben, da bei der nachfolgenden
Betragsabsenkung durch ein Lag-Glied auch die Phase wieder abgesenkt wird.

Das Lead-Glied mit der Ubertragungsfunktion (siehe auch (3.151))

1+ T
= 1 2
RLead(S) 1+ snT , 0<n< (5 3)
hat nach (3.155) und (3.156) an der Stelle
1
Wmax = ——== 5.24
Vit 21
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die maximale Phasenanhebung ¢,.x von

1
Ymax = ag(RLead(Iwmax)) = arctan(\/ﬁ) — arctan(/n) = g — 2arctan(y/7) .
(5.25)

Legt man nun die Durchtrittsfrequenz genau an die Stelle der maximalen Phasenan-
hebung, also wmax = we, dann folgt aus (5.25)

n= <tan(7r - A(’D>>2 =1+ 2tan(Ayp) <tan(Aap) —\/tan(Ap)® + 1) =0.135

4 2
(5.26)
bzw. mit (5.24) gilt
T= =0.1814 . 5.27
NG (5.27)
Das Lead-Glied hat demnach die Ubertragungsfunktion
1+ 0.1814s
Rread(s) = 1770 59155 - (5.28)

Eine erneute Berechnung des offenen Kreises fithrt zu der Ubertragungsfunktion

1.8(55 +1) 1+ 0.1814s

LQ(S) = VRG(S)RLead(S) = 55.56 . (5.29)
5(1 +2-0.85% + (2%)2) 14 0.0245s
Der Betrag und die Phase von Ly(Iw) an der Stelle w = w¢ ergibt sich zu
|L2(Iwe)| = 5.252 (5.30a)
arg(Lo(Iwe)) = —120° . (5.30b)

Im néchsten Schritt muss nun an der Durchtrittsfrequenz we der Betrag um Aa =
1/5.252 = 0.19 und die Phase um Ap = —10° gesenkt werden. Dazu wéhle man ein
Lag-Glied mit der Ubertragungsfunktion

14T

Rreg®) = 1057

n>1. (5.31)

Aus den Bedingungen

arg(Rpqq(Iwe)) = arctan(weT) — arctan(wenT’) =

weT — nwcT (5.32)
=arctan| —————— | = Ay
1+ nweT
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(D)

(E)

(F)

und

W1+ (JJ%«T2
|Riag(Iwe)| = ————= = Aa (5.33)
\/ 1+ n2wiT?

folgen fiir 7" und 7 die allgemeinen Beziehungen

Aay/1+ tan(Ap)? — 1
A (8%) (5.34a)

we tan(Agp)
weT — tan(Ayp)

= .34b
weT (1 + weT tan(Agp)) (5-34)
bzw. fiir obiges Beispiel T"= 0.305 und 7 = 5.37.
Damit lautet die Ubertragungsfunktion des Lag-Reglers
1+ 0.305s
RLag(s) = m . (535)

Fasst man (5.21), (5.28) und (5.35) zusammen, dann ergibt sich die Regleriibertra-
gungsfunktion zu

(5.36)

1+ 0.1814s\ /1 + 0.305
R(s):VRRLead(s)RLag(S)=55-56< . S)< 8 5)‘

1+40.0245s/ \ 1 + 1.638s

Aus dem Bode-Diagramm des offenen Kreises L(s) von Abbildung 5.5 erkennt man,
dass einerseits die Bedingungen von (B) erfiillt sind und andererseits die Betrags-
kennlinie von L(s) um die Durchtrittsfrequenz we mit mindestens 20 dB/Dekade
abfallt.

Die Sprung- sowie die Rampenantwort des geschlossenen Kreises sind Abbildung 5.6
zu entnehmen.

In diesem Beispiel wurden an die Stellgrée keine Anforderungen gestellt.

Aufgabe 5.5. Berechnen Sie die Beziehungen fiir 7" und 7 von (5.34).

5.3
(A)

Kompensationsreglerentwurf

Als Streckeniibertragungsfunktion betrachte man die Antriebsregelstrecke von Ab-
bildung 4.2 mit der Ubertragungsfunktion (siehe auch (4.6a))

222.22
(14 12%7) (1 + i) (1 + 2+ 0.138(1) + (£3)°)

Entwurfsvorgaben: ¢, = 0.5s, i = 5%, €col, ()=o) = 0 und |ur,| < 1 fir r(t) =
1000 ()

GUT,nuW2 (8) = (5.37)
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60
40
20

T

—20
—40 |
—60 |-

Betrag in dB

TR

_80 I R R R I R R R I R R R I

-90

—135

Phase in °

—180

TR

w in rad/s

Abbildung 5.5: Bode-Diagramme des offenen Kreises Li(s) und L(s).
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1.4 T T T T T T T T T

: : Sprungantwort :

L2F o AT N R R IRRERES .
= 08P S ““““ oo ]
E/ ° B

o6F [ r)y =t S R EEEEE TR -

04 T T Rampeﬁantworf ““““““““““ .

0.2 i T R

0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

Abbildung 5.6: Sprung- und Rampenantwort des geschlossenen Kreises.
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(B) Vorgaben an den Frequenzgang des offenen Kreises L(Iw): we = 3rad/s, & = 65°

und der offene Kreis muss mindestens eine einfache Polstelle bei s = 0 haben

(C) Als Regler wird in diesem Fall ein sogenannter Kompensationsregler der Form

(D)

s s )2
B VR(I +2-0.138(1%3) + (133) )

R(s) s(1+ 5Th)?

(5.38)

gewdhlt. Im ersten Schritt wird das Bode-Diagramm aller bekannten Terme des
offenen Kreises L(s) = R(8)Gur,, w,(5), also

B 222,22
s(1+ 7°7) (1 + 133166)

gezeichnet, siehe Abbildung 5.7. An der Durchtrittsfrequenz we = 3 errechnet sich
das Argument von L;(Iwe) zu arg(L (Iwe)) = —104.5°. Daher muss wegen ® = 65°

Li(s) (5.39)

mithilfe der verbleibenden Terme im Nenner des Reglers (1 + sTx)? die Phase um
10.5° abgesenkt werden. Aus dieser Bedingung errechnet sich Ty zu

105 =
tan (72 180

Tr = 7) = 0.0306 . (5.40)
we

Die Betragskorrektur an der Durchtrittsfrequenz wec = 3 erfolgt mithilfe des Ver-
starkungsfaktors Vg
1 222.22

— 00141,  La(s) =
| La(lwe )| s(1+ 17°r7) (1 + 1tgs) (1 + 0.03065)
(5.41)

Vr

und somit lautet die gesamte Regleriibertragungsfunktion

00141 (142 0.138() + (1))

R(s
(5) s(1 +0.03065)*

(5.42)

Aus dem Bode-Diagramm des offenen Kreises L(s) von Abbildung 5.7 erkennt man,
dass einerseits die Bedingungen von (B) erfiillt sind und andererseits die Betrags-
kennlinie von L(s) um die Durchtrittsfrequenz we mit mindestens 20 dB/Dekade
abfallt.

Die Sprungantwort des geschlossenen Kreises ist dem linken Bild von Abbildung 5.8
zu entnehmen.

Zur Uberpriifung der Betragsbeschréinkung der StellgroBe |ur,| < 1 fiir r(t) =
1000 (t) wird die Ubertragungsfunktion

B R(s)
o 1+ R(S)GuT,n,wz (5)

Grour,, (8) (5.43)
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Betrag in dB

Phase in °

100 T T T T T T

—100

—200

il L1l 11l il L1l T

—90 T LR A T T T

_omgl .G iiid

_450 il L1l 11l il L1l

1072 1071 10° 10! 102 10°

w in rad/s

Abbildung 5.7: Bode-Diagramme des offenen Kreises L (s), La(s) und L(s).
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berechnet und die Sprungantwort fiir 7(t) = 1000 (t) aufgezeichnet. Im rechten Bild
von Abbildung 5.8 erkennt man, dass diese Forderung nicht eingehalten wird. Den
Ausfithrungen von Abschnitt 4.3.2 folgend wird deshalb dem Regelkreis ein Vorfilter
der Form

Fls) = —— = ! _ (5.44)
Wasoll  14+2-0.92(3) + (%)

vorgeschaltet.

Wie man sich anhand von Abbildung 5.8 selbst tiberzeugen kann, bedingt diese
Mafinahme eine drastische Verringerung der Stellgrofle ohne dabei wesentlich die
Dynamik der Fiihrungsregelung zu verringern.

Y ohﬁe Vo}ﬁltef

Nad Nad
< <

Abbildung 5.8: Sprungantworten der Fihrungsiibertragungsfunktion fiir r(¢) = o(¢) (links)
und Stellgréfientibertragungsfunktion fiir 7(¢) = 1000 (t) (rechts) mit und
ohne Vorfilter.

Es sei an dieser Stelle erwéhnt, dass schwach geddampfte quadratische Terme der Form
(1+265T + (s7)?) mit T >0, 0 < & < 0.7 wie der Term (1+2-0.138(3) + (t3)°)
von (5.37) typischer Weise bei der Regelung mechanischer Systeme auftreten. Man beachte,
dass obige Vorgangsweise eines Kompensationsreglerentwurfes dann bei praktischen Imple-
mentationen nicht zum Ziel fithrt, wenn die tatsédchlichen Streckenparameter vom Modell
zu weit abweichen. In diesem Fall empfiehlt es sich, den quadratischen Term nicht exakt zu
kompensieren, sondern ein sogenanntes Notchfilter zu entwerfen. Abbildung 5.9 zeigt das
Bode-Diagramm eines moglichen Notchfilters fiir den Term (1 +2-0.138(1%5) + (13@)2)
der Form

s 5 )2
Rar(s) = 1+2-0.138/a(15) + (152) (5.45)
1+42-0.138a(%) + (55)°
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fiir verschiedene Werte von a > 0.

Man erkennt, dass groflere Werte von a ein breitbandigeres Kompensieren der stérenden
Resonanzfrequenz bedingen und somit der Regelkreis robuster gegeniiber Schwankun-
gen des Wertes der Resonanzfrequenz wird, sich gleichzeitig aber die Phase vor der
Resonanzfrequenz entsprechend verschlechtert.

Betrag in dB

Phase in °

w in rad/s

Abbildung 5.9: Bode-Diagramm eines Notchfilters zur Kompensation der Resonanzfre-
quenz.

Aufgabe 5.6. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

J 50
G(S):TZ s S
4 (14 357) (1 + 5350)

einen PI-Regler so, dass die Sprungantwort des geschlossenen Kreises folgende Spezifi-
kationen ¢, = 0.01s, @ = 10%, €cc|, (5=, () = 0 und |u[ < 15 fiir 7(t) = 5000 (t) erfiillt.
Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.

Lésung von Aufgabe 5.6. Ein moglicher PI-Regler, der diese Anforderung erfiillt,
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lautet

s
1+ 567.3
S

R(s) = 3.9

Aufgabe 5.7. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

0.5
CO=Sivy

einen Regler so, dass die Sprungantwort des geschlossenen Kreises folgenden Spezifi-
kationen ¢, = 1s, i = 10 % und eoo’r(t):o‘(t) = 0 geniigt.
Hinweis: Benutzen Sie einen Regler der Form

142
=Vp—2-
R(s) R sTh

und iiberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.

Aufgabe 5.8. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

0.759
G(S) - s s 5 \2
(1+ 5i95) (1 +2-0.152(555) + (551) )

einen Regler so, dass die Sprungantwort des geschlossenen Kreises folgenden Spezifi-
kationen ¢, = 2s, i = 0% und eOO’r(t):o(t) = 0 geniigt.

Hinweis: Entwerfen Sie in einem ersten Schritt einen PI-Regler. Falls bei der
Uberpriifung des Entwurfsergebnisses durch Simulation in MATLAB/SIMULINK kein
zufriedenstellendes Resultat erzielt wird, erweitern Sie den PI-Regler um ein geeignetes
Notchfilter.

Aufgabe 5.9. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

1

G(S):2+2s+32

einen Regler so, dass die Sprungantwort des geschlossenen Kreises folgenden Spezifi-
kationen ¢, = 1s, i = 20 % und em’r(t):a(t) = 0 gentigt.

Hinweis: Benutzen Sie einen PI-Regler und {iberpriifen Sie das Entwurfsergebnis
durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.

Aufgabe 5.10. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion
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einen Regler so, dass die Sprungantwort des geschlossenen Kreises folgenden Spezifi-
kationen ¢, = 0.25s, i = 20 % und eoo’r(t):a’(t) = 0 gentigt.

Hinweis: Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/
SIMULINK.

Aufgabe 5.11. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

_ 1
C22(3) + (3)°

G(s)

einen Regler so, dass die Anstiegszeit der Sprungantwort des geschlossenen Kreises
folgender Spezifikation ¢, = 0.75s geniigt.

Hinweis: Da aufler an die Anstiegszeit t,. keine weiteren Anforderungen gestellt
sind, versuchen Sie den Entwurf mithilfe eines einfachen P-Reglers R(s) = Vg
durchzufiihren.

Aufgabe 5.12. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion
1+ 7%
2
s(14+2-06(c%) + (%)°)

einen Regler so, dass die Sprungantwort des geschlossenen Kreises folgenden Spezifi-
kationen ¢, = 0.625s, i = 10 % und eoo‘r(t):t = 0.25 geniigt.

G(s) =2

Hinweis: Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/
SIMULINK.

Q Zusatzmaterial zu diesem Kapitel finden Sie in Form von Maple- und Hi#EE
MATLAB/SIMULINK-Dateien auf unserer Homepage. :
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6 Der Digitale Regelkreis

Bisher wurden ausschliellich zeitkontinuierliche Systeme behandelt. Die aus der Regler-
synthese erhaltenen linearen Regler liegen in Form von s-Ubertragungsfunktionen oder
als Systeme von Differentialgleichungen vor. Will man diese Regler realisieren, so muss
man sie beispielsweise als Operationsverstarkerschaltungen aufbauen, siehe Abschnitt 3.9.
Heutzutage werden zumeist Digitalrechner zur Regelung eingesetzt, weshalb in weiterer
Folge die Theorie sogenannter zeitdiskreter Systeme genauer behandelt werden soll.

6.1 Aligemeines

Abbildung 6.1 zeigt den prinzipiellen Aufbau eines digitalen Regelkreises. Im Unterschied

ld(t)

r D/A- i a(t y(t)
(rk) (ur) / u(t) | Stellglied u(t) Jd Strecke R
Wandler (Aktor)
Digitaler
Regler :
(yk)|  A/D- y(t)
Sensor
Wandler
zeitdiskret <+> zeitkontinuierlich In(t)

Abbildung 6.1: Blockschaltbild eines digitalen Regelkreises.

zu kontinuierlichen Regelkreisen muss die vom Sensor erfasste zeitkontinuierliche Messgrofie
y(t) mithilfe eines A/D(Analog/Digital)- Wandlers zeitdiskretisiert werden, damit sie im
Digitalrechner weiterverarbeitet werden kann. Im Folgenden wird meist von einem idealen
Sensor, d.h. n(t) = 0, ausgegangen womit gilt y(¢) = y(t). Ein idealer A/D-Wandler,
auch Abtaster (sampler) genannt, erzeugt dann aus einem zeitkontinuierlichen Signal
y(t) eine Folge von Abtastwerten (yr) = (yo,y1,Y2,-..) = (y(to),y(t1),y(t2),...) zu den
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15
W0, ),
y(t) Abtaster (yr)
0 T, 2T, 3T, t 0 T, 21, 31, t

Abbildung 6.2: Zur Funktionsweise des Abtasters.

Zeitpunkten tg, t1,to, ... (siche Abbildung 6.2). Fiir das Weitere wird vorausgesetzt, dass
die Abtastung dquidistant erfolgt, d. h. die Abtastzeitpunkte ¢ sind ganzzahlige Vielfache
der sogenannten Abtastzeit (sampling time) T, bzw. t, = kT,, k = 0,1,2,.... Fiir stetige
und rechtsseitig stetige Funktionen y(t) geniigt damit der Abtaster der Beziehung

yr = y(kT,) fir keZ (6.1)
und fiir linksseitig stetige Funktionen y(t) gilt

= i t) fu keZ. 6.2
e =, lim y(t) fir k¢ (6.2)

Aufgabe 6.1. Zeigen Sie, dass der Abtaster linear aber zeitvariant ist.

Im Digitalrechner wird dann aus den Folgenwerten (yj) des abgetasteten Sensorsignals
y(t) und aus den Folgenwerten (r;) des Fithrungs- bzw. Referenzsignals zu diskreten
Zeitpunkten ¢ = kT, die StellgroBenfolge (ug) berechnet. Damit man nun aus einer
Folge von Abtastwerten (ux) wiederum ein zeitkontinuierliches Signal u(t) erzeugen kann,
benotigt man einen D/A-(Digital/Analog)- Wandler. Bei digitalen Regelkreisen wird der
D/A-Wandler meist so aufgebaut, dass er am Ausgang den Abtastwert bis zur néchsten
Abtastperiode analog konstant hélt (siehe Abbildung 6.3). Man spricht dann bei idealem
Verhalten auch von einem Halteglied nullter Ordnung oder in der englischsprachigen
Literatur von einem zero-order-hold. Die Ausgangsgrofie u(t) des Haltegliedes héngt somit
mit der Eingangsgrofie (uy) wie folgt zusammen,

u(t) =uy fir kT, <t < (k+1)T, (6.3)

bzw.

u(t) = fj m (U(t — kT,) — ot — (k + 1)Ta)> . (6.4)
k=0
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1
(w),| | w0
(uk) Halteglied u(t)4
T T T T > t t + >
0 1T, 2T, 3T, t 0 71, 2T, 3T, t

Abbildung 6.3: Zur Funktionsweise des Haltegliedes nullter Ordnung.

Transformiert man (6.4) in den Laplace-Bereich, so erhélt man

1 oo
7(1 —e” “S> Z upe FTas (6.5)
k=0

[o@)
(s) = 3w (eHTer — hr s = 1
k=0

o(s)

woraus sich unmittelbar die Ubertragungsfunktion des Haltegliedes zu

Gls) = 28 - 2(1 — o) (6.6)
mit der Eingangsgrofie
(ug) = v(t) = > u(kT,)d(t — kT,) (6.7)
k=0

ergibt.

Aufgabe 6.2. Zeigen Sie, dass die Hintereinanderschaltung von einem exakt syn-
chronisierten Halteglied und Abtaster mit der Abtastzeit T, einer Durchschaltung
entspricht.

6.2 Abtastsysteme

Fiir die weiteren Betrachtungen liege das zeitdiskrete System nach Abbildung 6.4 mit
ideal synchronisiertem Abtast-Halte-Glied mit der Abtastzeit T, sowie der Eingangsfolge
(ug) und der Ausgangsfolge (yi) zu Grunde.
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T, l v T,

(ug) I u(t) Aktor + Strecke y(t) A (y)
+ Sensor
Halteglied Regelstrecke Abtaster

Abbildung 6.4: Abtastsystem.

6.2.1 Der nichtlineare Fall

Angenommen, die Regelstrecke in Abbildung 6.4 lasse sich in der Form

x =f(x,u,t), x(to) = X0 (6.8a)
y = h(x,u,t) (6.8b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R? und dem Ausgang y € R? schreiben. Der
Zusammenhang zwischen xj; und x4 des zugehorigen Abtastsystems ergibt sich dann
als Losung der Differentialgleichung

x = f(x,u,t) (6.9)

fiir den Anfangswert x; = x(kT,) und die Eingangsgrofie u(t) = ux = u(k7,) fir
kT, <t < (k+ 1)T, zum Zeitpunkt ¢t = (k + 1)7T,. Damit liegt das mathematische Modell
des Abtastsystems als Differenzengleichungssystem

Xpt1 = Fr(xXp,ur), %o = x(to) (6.10a)
Yk = hy(xx, ug) (6.10b)

Vor.
Als Beispiel betrachte man die nichtlineare Regelstrecke erster Ordnung

2(t) = —sin(t)x(t) + z(¢)u(t) (6.11a)
y(t) = te(t)* + u(t) . (6.11b)

Die Losung der Differentialgleichung fiir den Anfangswert z(tp) = z¢ und den konstanten
Eingang u(t) = uc lautet

xoexp(uct + cos(t))

12
cosh(cos(to) + ucto) + sinh(cos(tg) + ucto) ’ (6.12)

z(t) =
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woraus sich unmittelbar das zugehorige Abtastsystem fir tg = kTg, xo = zx, t = (k + 1)1y,
x(t) = g1 und ue = uy zu

w exp(ug(k + 1)Ty + cos((k + 1)T4))

_ 6.13
s cosh(cos(kTy,) + urkTy) + sinh(cos(kTy,) + urkTy) (6.13)

ergibt. Der Ausgang y(t) zum Zeitpunkt ¢t = kT, folgt dann in der Form
Yp = kToxh + uy, . (6.14)

Man erkennt also, dass es im Allgemeinen unmdglich ist, fiir nichtlineare zeitkontinuierli-
che Systeme das zugehorige Abtastsystem exakt zu berechnen, da die Kenntnis der Losung
des nichtlinearen Differentialgleichungssystems vonnoten ist. Naherungsweise kann das
System (6.8) mittels verschiedener numerischer Integrationsverfahren in ein Differenzenglei-
chungssystem tibergefiihrt werden. Beispielsweise lautet das Differenzengleichungssystem
zu (6.8) nach dem expliziten Eulerverfahren

Xi+1 = Xk + Taf(Xk, Ug, kTa) . (615)

Zur Stabilitdt des Integrationsverfahrens und die zu wéahlende Abtastzeit T, (Schrittweite)
sei an dieser Stelle auf die Numerikliteratur verwiesen.

6.2.2 Der lineare, zeitinvariante Fall

Fiir lineare, zeitinvariante Regelstrecken der Form

x = Ax + Bu (6.16a)
y =Cx+Du (6.16b)

lautet die allgemeine Losung nach Satz 2.4

x(t) = ®(t — tg)xo + t<I>(t —7)Bu(r)dr, x(to) = xo (6.17a)

to

y(t) = Cx(t) + Du(t) . (6.17b)

Setzt man tog = kTg, t = (k+ 1)1, und u(r) = vy, fur k7, < 7 < (k+1)T; in (6.17)
ein, so erhélt man das zu (6.16) zugehorige Abtastsystem

(k+1)Ts
Xpr1 = P(Ty)xk + - ®((k+ 1)1, — 7)drBuy, (6.18a)
yr = Cx; + Duy, (6.18b)
bzw.
xpr1 = Pxg + Tuy (6.19a)
vi = Cxj, + Duy (6.19b)
mit
® = exp(AT,) (6.19¢)
F:AanAﬂ&B. (6.19d)
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Aufgabe 6.3. Zeigen Sie mithilfe der Variablentransformation 7 = (k + 1)T, — 7, dass
nachfolgende Gleichung

(k—‘rl)Ta Ta
/ ((k+ )T, —7)dr = [ ®(7)dr (6.20)
kT, 0
gultig ist.
Als Beispiel berechne man fir das Zustandsmodell eines Doppelintegrators
d 0 1 0
—x =Ax+bu= X + U 6.21a
y=clx = [1 O]X (6.21b)

das zugehorige Abtastsystem fiir die Abtastzeit T,. Die Transitionsmatrix errechnet sich
dabei in der Form

2 1t
®(t) = exp(At) = E + At + A2§ = [O 11 (6.22)
und damit ergeben sich die Dynamikmatrix ® und der Eingangsvektor I' des Abtastsystems
gemaf (6.19) zu
1 7,

&=8(L)= | 1] (6.23)

(ORI e

Als Ergebnis erhélt man das Abtastsystem

und

2

1 T, iy
X = x.+ | 2 |u 6.25a
k+1 [0 1 k Ta k ( )
e =[1 0[xc . (6.25b)

Analog zu den Sétzen 2.1 und 2.2 ist ein zeitdiskretes System genau dann linear bzw.
linear und zeitinvariant, wenn es sich in der Form

Xpr1 = Prpxp + Truy (6.26a)
vi = Crpxi + Druy (6.26b)
bzw.
Xpr1 = Pxy + Tuy (6.26¢)
yr = Cx; + Dug (6.26d)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € RP, dem Ausgang y € RY sowie den Matrizen
P c R T € R"P, C € RT”*"™ und D € R?*P schreiben ldsst. Zur Wiederholung sei an
dieser Stelle angemerkt, dass mit dem tiefgestellten Index k einer Grofle & der Wert von
¢ zum Zeitpunkt kT,, also & = &(kT,), gemeint ist.
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Aufgabe 6.4. Zeigen Sie, dass sich die Matrizen ® und I' des Abtastsystems (6.19) in

der Form
® T A B
= exp T,
0 E 0 O

mit E als Einheitsmatrix berechnen lassen.
Hinweis: Es gelten die Beziehungen

d

= AD(T,
a7, (Ta)
dI‘—<I>(T)B
ar,” @

Aufgabe 6.5. Berechnen Sie fiir das System

w1 el
y=0 1]x

das zugehorige Abtastsystem fiir die Abtastzeit T,,. Uberpriifen Sie das Ergebnis in
MATLAB mithilfe des Befehls c2d fir die Abtastzeit T, = 0.1s.

Losung von Aufgabe 6.5. Das Abtastsystem lautet

Xpp1 = [ eXp(_Ta) O‘| Xj + [ 1— GXp(—Ta) ]uk

1—exp(—T,) 1 To — 1+ exp(—T1,)
Yk = [0 1}xk .

Aufgabe 6.6. Angenommen, die StellgroBe u(t) wird um die bekannte Zeit AT <

Ty, verzogert auf den Prozess aufgeschaltet, d. h. das mathematische Modell (6.16)
modifiziert sich in der Form

Sx(t) = Ax(1) + Bu(t - AT) (6.27a)

y(t) = Cx(t) .

(6.27b)

Wie lautet das zugehorige Abtastsystem fiir die Abtastzeit T, 7

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Seite 162 6.3 Die Transitionsmatrix

Lésung von Aufgabe 6.6. Das Abtastsystem lautet
Xpy1 = Bxp + Toug + Tiug_
yi = Cxg
mit
P = exp(AT,)
Tu—AT
Iy :/ ®(7)dTB
0
AT

T = (T, —7)drB .
0

Hinweis: Berechnen Sie die Losung der Differentialgleichung (6.27) fiir den An-
fangswert x; = x(kT,) und die Eingangsgrofie

ut) = u,—1 =u((k—1)7,) fir kT, <t<kT,+ AT
Tl w = u(kTy) fir kT, + AT <t < (k+1)T,

zum Zeitpunkt ¢ = (k + 1)Ty.

6.3 Die Transitionsmatrix

Im Weiteren betrachte man das lineare, zeitinvariante autonome Abtastsystem
X1 = PXg, x(0) =% . (6.28)

Wie man sich einfach iiberzeugen kann, lautet die Losung der Differenzengleichung (6.28)
zum Zeitpunkt k7T, fiir einen vorgegebenen Anfangswert xg

xp, = ®Fxo = U(k)xg . (6.29)

Damit ist durch die (n x n)-Matrix ¥ (k) die Transitionsmatrix des zeitdiskreten Systems
(6.28) gegeben. Analog zur Transitionsmatrix im Zeitkontinuierlichen (siehe Abschnitt
2.4) erfilllt ¥ (k) folgende Bezichungen

V() =FE (6.30a)
U(k+1)=®k)®() (6.30b)
k) =W (-Fk) (6.30c)
U(k+1)=®T(k), (6.30d)

wobei fiir die Beziehung (6.30c) vorausgesetzt wird, dass die Dynamikmatrix ® des zeit-
diskreten Systems regulér ist. Beachten Sie, dass die Transitionsmatrix zeitkontinuierlicher
Systeme fiir alle Zeiten ¢t unabhéngig von der Dynamikmatrix A reguldr ist, wohinge-
gen die Transitionsmatrix W zeitdiskreter Systeme genau dann regulédr ist, wenn die
Dynamikmatrix ® des zugehorigen zeitdiskreten Systems regulér ist.
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Aufgabe 6.7. Beweisen Sie die Eigenschaften (6.30) der Transitionsmatrix ¥.

Die allgemeine Losung eines linearen, zeitinvarianten Abtastsystems der Form

X1 = Pxg + Tug, x(0) = xg (6.31a)
yr = Cxi + Duy (6.31b)
erhalt man einfach durch sukzessives Anwenden der Iterationsvorschrift

x1 = ®xg + T'yg
X9 = ® (®x¢ + T'ug) +Tuy = ®2xy + ®Tug + Ty
N————

(6.32)
X1
in der Form
k—1 A
x, = ®Fxg + Y @I ITu; (6.33a)
§=0
yr = Cx; + Duy, . (6.33Db)

Man erkennt aus (6.33), dass das Faltungsintegral der allgemeinen Losung zeitkontinuier-
licher Systeme von Satz 2.4 im Zeitdiskreten durch die Faltungssumme ersetzt wird.

Analog zu Satz 3.4 ldsst sich folgender Satz fiir die Stabilitédt eines linearen, zeitinvari-
anten autonomen Abtastsystems der Form

X1 = Pxy (6.34)

angeben:

Satz 6.1 (Globale asymptotische Stabilitét fir Abtastsysteme). Fir alle Anfangswerte
xg € R" des Systems (6.34) gilt genau dann
lim x; = lim ®*x =0, (6.35)
k—o0 k—o00
wenn alle Eigenwerte der Dynamikmatriz ® betraglich kleiner als 1 sind. Man sagt

dann auch, die Ruhelage xp = 0, die der Beziehung xp = ®xgr geniigt, ist global
asymptotisch stabil.

6.4 Eingangs-Ausgangsverhalten

Bisher wurde gezeigt, dass die Beschreibung eines zeitdiskreten Systems als Differenzen-
gleichungssystem die zum Differentialgleichungssystem im Zeitkontinuierlichen analoge
Zustandsdarstellung im Zeitdiskreten ist. Die Laplace-Transformation diente bei linearen,
zeitinvarianten, zeitkontinuierlichen Systemen dazu, eine Eingangs-Ausgangsbeschreibung
in Form von s-Ubertragungsfunktionen (s-Ubertragungsmatrizen im MehrgroSenfall) zu
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bestimmen. Bei Abtastsystemen kann auf gleiche Art und Weise eine rationale Funktion
(Matrix bestehend aus rationalen Funktionen im Mehrgroenfall) in einer komplexwertigen
Variablen z iiber die sogenannte z-Transformation angegeben werden, die das Fingangs-
Ausgangsverhalten von Abtastsystemen beschreibt. Teile der hierfiir erforderlichen Grund-
lagen der z-Transformation wurden bereits in Signale und Systeme 2 besprochen und
sind vollstdndigkeitshalber im Anhang B nochmals zusammengefasst. Im weiteren Verlauf
des Skriptums werden z-transformierte abgetastete Zeitsignale (fx) = (fo, fi,-- -, fn,---)
immer in der Form Z{(fx)} = f.(2) mit dem tiefgestellten Index z geschrieben.

6.4.1 Die z-Ubertragungsfunktion

Analog zur s-Ubertragungsfunktion bei zeitkontinuierlichen Systemen kann fiir lineare,
zeitinvariante Abtastsysteme nach Abbildung 6.5 das Eingangs-Ausgangsverhalten in
Form der z-Ubertragungsfunktion beschrieben werden.
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T Ty [ :
v Lineares, v
(ug) = u(t)' zeitinvariantes y(t) A (yx)
System
Halteglied Regelstrecke Abtaster
G(2)

Abbildung 6.5: Zur z-Ubertragungsfunktion.

Berechnung aus dem Differenzengleichungssystem

Es sei angenommen, dass das Abtastsystem von Abbildung 6.5 in Form eines Differenzen-
gleichungssystems wie in (6.19)

X1 = Bxg + Tuy, x(0) = %o (6.36a)

yvr = Cxi + Duy (636b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R?, dem Ausgang y € R? sowie den Matrizen
® c R, T e R™P, C € R”" und D € R?7*P vorliege. Wendet man auf (6.36) die
z-Transformation an, so erhélt man

2x,(2) — 2x9 = Px,(2) + Tu,(2) (6.37a)
v.(2) = Cx,(z) + Du,(z) (6.37D)

bzw. fir die Ausgangsgrofle ergibt sich
y:(2) = C:E - ®) 'x0z + (C(:E — ®)7'T + D)u.(2) . (6.38)

Damit erkennt man unmittelbar, dass sich fiir xg = 0 die (¢ x p) dimensionale z-Ubertra-
gungsmatriz G(z) eines linearen, zeitinvarianten Abtastsystems wie folgt

2) = Z{(Yk)} _ Yz(z) . AF — 1
G = Z{(u}y " w(z)  CPE-®) THD (6.39)

errechnet. Im EingroSenfall p = ¢ = 1 lautet demnach die z-Ubertragungsfunktion

_ 2t w:(2) —TGLE - ) !
G(z) = 2w un(z) zE—®) T'+d (6.40)

mit ® € R, T € R™!, ¢T € RV und d € R.
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Berechnung aus einer s-Ubertragungsfunktion

Wenn die zeitkontinuierliche Regelstrecke von Abbildung 6.5 als s-Ubertragungsfunktion
G(s) vorliegt, kann man aus den bisherigen Uberlegungen die z-Ubertragungsfunktion
G(z) des zugehorigen Abtastsystems wie folgt berechnen: Man bestimmt in einem ersten
Schritt zu G(s) eine Zustandsrealisierung (siehe Abschnitt 3.5), berechnet dann fiir diese
Zustandsrealisierung nach (6.19) das Abtastsystem und erhélt iiber die Beziehung (6.40)
die z-Ubertragungsfunktion. Dieser Weg scheint doch etwas umsténdlich zu sein, weshalb
der naheliegende Wunsch besteht, die z-Ubertragungsfunktion G(z) des zugehérigen
Abtastsystems direkt iiber G(s) zu berechnen.

Dazu wird in Abbildung 6.5 die Eingangsimpulsfolge (uj) = (dx) = (1,0,0,...) auf das
System aufgeschaltet. Das Halteglied erzeugt daraus die Eingangsgrofie

u(t) =o(t) —o(t —Ty) (6.41a)
bzw.
a(s) = %(1 — e Te) (6.41D)

und als Ausgangsgrofie im Laplace-Bereich erhilt man

9(s) = 9(s) = ~ (1= =) G(s) (6.42)

S

Die z-Transformierte von §(s) errechnet sich nach (B.19) in der Form
1 1
g.(2) =2 [,—1< 1 —e*la Gs) :z( 1—ea Gs). 6.43
(2) ( - )()tz% - )G(s) (6.43)

Aufgabe 6.8. Zeigen Sie, dass fiir kausale Zeitfunktionen f(¢) und n € Ny allgemein
gilt

Z(f(s)e ™) = =z f(s)) -

Zufolge der Linearitit der Laplace- und der z-Transformation (also auch der Transfor-
mation Z) und Aufgabe 6.8 ldsst sich (6.43) in der Form

9z(2) = Z<G(S)> - z(G(S)esTa) = HZ(G(S)> (6.44)

S S z S

anschreiben. Da fiir die z-Transformierte der Impulsfolge Z{(dx)} = 1 gilt, ist mit
(6.44) unmittelbar die Vorschrift gegeben, wie man aus einer s-Ubertragungsfunktion die
zugehorige z-Ubertragungsfunktion berechnet

G(z) = ZE%}}: = gziz) =2 - 1Z<Gi‘s)> . (6.45)
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Aufgabe 6.9. Berechnen Sie fiir die Ubertragungsfunktion

1
(s+1)(s2+s+1)

G(s) =

die z-Ubertragungsfunktion G(z) des zugehorigen Abtastsystems fiir die Abtastzeit
T, = 200 ms.
Lésung von Aufgabe 6.9. Die z-Ubertragungsfunktion lautet

0.001222 + 0.0044z + 0.0010
23 —2.60122 +2.2782 — 0.6703 °

G(z) =

Aufgabe 6.10. Gegeben ist das lineare, zeitinvariante, zeitkontinuierliche System

d —0.0197 0 0.0263
—X = X + u
dt 0.0178 —0.0129 0

Y= [O 1} .

Berechnen Sie die z-Ubertragungsfunktion G(z) des zugehorigen Abtastsystems fiir
die Abtastzeit T, = 1 s auf zwei verschiedenen Wegen.
Hinweis:

o Weg 1: Berechnung des Abtastsystems nach (6.19) und anschliefend Ermittlung
von G(z) iiber (6.40).

o Weg 2: Zuerst die s-Ubertragungsfunktion G(s) berechnen und anschlieend
G(z) iber (6.45) bestimmen.

Polstellen der z-Ubertragungsfunktion

Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist ein lineares, zeitinvariantes,
zeitkontinuierliches System der Form

d
xX= Ax +bu (6.46a)

y=clx+du (6.46b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang v € R und dem Ausgang y € R. Das zugehorige
Abtastsystem lautet nach (6.19)

X1 = Pxg + Tug (6.47&)
Y = CTXk + duy (6.47b)
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mit
® = exp(AT,) (6.48a)

Ta
r :/ exp(AT)drb . (6.48b)
0

Die Berechnungsvorschrift (6.48) fiir die Dynamikmatrix ® des Abtastsystems (6.47) gibt
an, wie sich Eigenwerte A\; und Eigenvektoren v; der Dynamikmatrix A im Zeitdiskreten
transformieren. Es gilt ndmlich nachfolgender Satz:

Satz 6.2. Sind \; und v; der Eigenwert und der zugehérige Eigenvektor einer (n x n)-
Matriz A, dann sind exp()\j) und v; der Eigenwert und der zugehérige Eigenvektor
der (n x n)-Matriz exp(A).

Beweis. Nach der Definition von Eigenwert \; und Eigenvektor v; einer Matrix A
gilt

(ME-A)v; =0 (6.49a)
bzw.
Ajv; = Av; . (6.49b)
Um nun zu zeigen, dass gilt
exp(A\j)v; = exp(A)v; , (6.50)
setzt man in (6.50) fir
o Ak

exp(A) = Z o (6.51)

ein, also

Ak:
exp(A;)v; = Z T Vi (6.52)

k=0
und wendet sukzessive die Beziehung (6.49) an

Z V] =exp(A\j)v; . (6.53)

Damit ist aber Satz 6.2 gezeigt. O

Nach Satz 6.2 transformieren sich Eigenwerte A; der Dynamikmatrix A des zeitkontinu-
ierlichen Systems (6.46) zu Eigenwerten exp(\;75) der Dynamikmatrix ® des zeitdiskreten
Systems (6.47). Abbildung 6.6 zeigt grafisch die Abbildung z = exp(sTy) von der komple-
xen s-Ebene in die komplexe z-Ebene (vergleiche dazu auch (B.7)).
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Im(s) Abbildung
z = exp(sTy,) Im(2),

7 _—

Abbildung 6.6: Die konforme Abbildung z = exp(sT,).

Man kann sich nun einfach davon iiberzeugen, dass die Abbildung z = exp(sT,) folgende
Eigenschaften hat:

(1) Die imaginédre Achse der s-Ebene wird auf den Einheitskreis (Mittelpunkt 0 und
Radius 1) der z-Ebene abgebildet.

(2) Die linke s-Halbebene wird auf das Innere des Einheitskreises in der z-Ebene
abgebildet.

(3) Die Abbildung ist nicht bijektiv, denn Punkte s;, s; der s-Ebene, fiir die gilt
s; = 8 + Ik?p—: mit £k = 0,£1,42,... werden auf denselben Punkt der z-Ebene
abgebildet.

Aufgabe 6.11. Zeigen Sie die Eigenschaften (1) — (3) der Abbildung z = exp(sTy).
Hinweis: Fiir s = a + Iw lautet die Abbildung

z = eTa cos(wTy,) + Te“Te sin(wTy,) .
Damit kann unmittelbar nachfolgender Satz angegeben werden.
Satz 6.3. Ist s; ein Pol einer s-Ubertragungsfunktion G(s), dann ist e%iTa der Pol

der zugehérigen z-Ubertragungsfunktion fiir die Abtastzeit T,.

Aufgabe 6.12. Beweisen Sie Satz 6.3.
Hinweis: Kombinieren Sie das bisher Gesagte mit dem Beweis von Satz 3.5.

Damit folgt aber auch, dass durch Abtastung ein stabiles zeitkontinuierliches System
nicht destabilisiert werden kann. Im Abschnitt 3.10 wurde gezeigt, dass der Zusammenhang
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zwischen Real- und Imaginéarteil der Nullstellen s; 2 = a + I3 eines Nennerpolynoms
zweiter Ordnung

1
T2

und der Zeitkonstanten T" bzw. dem Dampfungsgrad £ sich in der Form

n(s)=(s—a—-IpB)(s—a+1p) = +2§ + 52 (6.54)

1
= —senle) - (6.55b)
()

errechnet. Aus (6.55) ist ersichtlich, dass in der komplexen s-Ebene Punkte konstanter
Démpfung ¢ auf einem Strahl durch den Nullpunkt mit der Steigung 3/« und Punkte kon-
stanter Zeitkonstanten T auf einem Kreis um den Ursprung mit dem Radius 1//a? + (32
liegen. Die Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt, ist daher, wie sich Halbkreise
und Strahlen der linken s-Halbebene iiber die Abbildung z = exp(sTg) in die z-Ebene
transformieren. Als Beispiel betrachte man die Ubertragungsfunktion von (3.163)

10s(s + 1)

G(s) = 6.56
() = 5= 05)(s2 + 4s 1 6.25) (6.56)
mit der zugehorigen z-Transformierten fir T, = 0.5
2.7252% — 4.296z + 1.571
G(z) = z s (6.57)

23 —1.82222 4 0.8266z — 0.1738

Abbildung 6.7 zeigt im linken Bild die Polstellen des Pol-Nullstellen Diagramm von G(s)
und im rechten jene von G(z). Das Gitter wurde durch MATLAB mit dem Befehl zgrid
in der z-Ebene so gelegt, dass damit die Halbkreise und Strahlen der s-Ebene durch die
Abbildung z = exp(sTy) in Linien der z-Ebene abgebildet wurden.

6.4.2 Wahl der Abtastzeit

Die Wahl der Abtastzeit T, ist bei digitalen Regelungen eine zentrale Frage, denn sie sollte
einerseits nicht zu grof$ gewéhlt werden, damit die dynamischen Vorgénge hinreichend gut
erfasst werden konnen, sie sollte aber auch nicht unnétig klein sein, damit sich die Kosten
und der Aufwand der Echtzeit-Hardware und -Software in einem verniinftigen Rahmen
bewegen. Fiir die praktische Implementierung hat sich folgende Vorgangsweise als sinnvoll
erwiesen: In einem ersten Schritt berechne man die Eigenwerte der Dynamikmatrix A bzw.
die Pole der Ubertragungsfunktion G(s) des zeitkontinuierlichen Systems. Da nur reelle
Koeffizienten vorkommen, sind die FEigenwerte bzw. Pole entweder reell oder konjugiert
komplex. Setzt man nun voraus, dass die auftretenden Pole einfach sind und in der linken
offenen s-Halbebene liegen, dann lisst sich die Ubertragungsfunktion G(s) fiir n; reelle
und ng konjugiert komplexe Pole durch Partialbruchzerlegung in der Form

i TR Vo +Vas

L 0<g<1 6.58
OO S (s +onp) 0T
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Abbildung
z = e’Te
—_—>
11l
0.5
S
PORR= Of. X
—0.5

Abbildung 6.7: Zur Abbildung z = exp(sT,) fiir Linien konstanter Ddmpfung £ und Linien
konstanter Zeitkonstanten 7.
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anschreiben. Die Sprungantwort h(t) = L71(G(s)/s) setzt sich also aus den Sprungant-
worten von P-T;- und P-T9-Gliedern zusammen (siehe Abschnitte 3.8.1 und 3.8.2). Die
Dynamik des Systems kann relativ gut iiber die Anstiegszeiten der einzelnen P-T;- und
P-T5-Glieder charakterisiert werden. Die Anstiegszeit ¢, eines P-T-Gliedes der Form

%1
G(s) = 15 o7, (6.59)
lautet ¢, = T} (siehe Abschnitt 3.8.1) und die Anstiegszeit t, eines P-To-Gliedes
%
G(s) = 2 S, 0<é<1 (6.60)
1+ 2¢(sTs) + (sT3)
errechnet sich zu
arccos(&) )
t, =T —_— | . 6.61
20%P (tan(arccos(f)) (6.:61)

Aufgabe 6.13. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung (6.61).
Hinweis: Berechnen Sie die Steigung der Tangente im Wendepunkt der Sprungant-
wort von (6.60).

Als Faustformel fiir die Wahl der Abtastzeit T, wird nun verlangt, dass die Anzahl von
Abtastpunkten pro Anstiegszeit ¢, im Bereich von 4 bis 10 liegt, also

min(t,) )

———~ ~4bis 10 . (6.62)

a

6.4.3 Zusammenschaltung von Ubertragungsfunktionen

Die Zusammenschaltung von z-Ubertragungsfunktionen erfolgt vollkommen analog zu den
s-Ubertragungsfunktionen (siche Abschnitt 3.4.2). Man beachte, dass zwar die Hintereinan-
derschaltung von Halteglied mit anschlieBendem Abtaster nach Abbildung 6.8 (oberes Bild)
eine Durchschaltung ist, aber dies fiir die umgekehrte Reihenfolge im Allgemeinen nicht
mehr gilt. Daraus folgt unmittelbar die nachfolgende Beziehung (siehe auch Abbildung 6.8
unteres Bild)

z—1Z{Gl(s)G2(s)}7é z—lz{Gl(S)}z—lz{G2(5)} , (6.63)

z S z S z S

Gl(z) GQ(Z)

6.4.4 Realisierungsproblem

Aus (6.40) ist ersichtlich, dass es sehr einfach ist, zu einem linearen, zeitinvarianten
Abtastsystem die Ubertragungsfunktion G(z) zu berechnen. Wie bereits bei zeitkontinu-
ierlichen Systemen (siche Abschnitt 3.5) versteht man auch im Zeitdiskreten unter dem
Realisierungsproblem die Aufgabe, zu einer gegebenen Ubertragungsfunktion G(z) eine
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1~ 77 T(l ="
. .
— H A H— = _
mTmmoooA Ty r------+ it i I il [
- - + v y -
S H o Gi(s)pGa(s) = A b # o H{Gi(s) > A H = Ga(s) = A b

Abbildung 6.8: Zur Hintereinanderschaltung von Abtaster und Halteglied.

Zustandsdarstellung in Form eines Differenzengleichungssystems mit ® € R, T € R™*1,
c’ € R™™ und d zu bestimmen. Jene Zustandsrealisierungen, die eine minimale Anzahl
von Zustéinden haben, werden auch als Minimalrealisierung der Ubertragungsfunkti-
on G(z) bezeichnet. Es sei an dieser Stelle betont, dass die Zustandsrealisierung einer
Ubertragungsfunktion G(z) natiirlich keinesfalls eindeutig ist.

Satz 6.4 (Realisierbarkeit). Eine Ubertragungsfunktion

G(z) = 22

~a(z)

mit dem Zihler- und Nennerpolynom b(z) und a(z) ist genau dann realisierbar, wenn
grad(b(z)) < grad(a(z)) oder dquivalent dazu

(6.64)

lim |G(2)] < o0 (6.65)

Z—00
gilt.
Anhand des Beispiels

G(z) = = =z (6.66)

erkennt man im Folgenbereich

Yk = Uk+1 , (6.67)

dass bei einer nichtrealisierbaren z-Ubertragungsfunktion G(z) zur Berechnung der mo-
mentanen Ausgangsgrofie yy zukiinftige Werte der Eingangsgrofie uy bekannt sein miissen
— das System ist also nicht kausal.

Im Folgenden sollen analog zum Abschnitt 3.5 zwei kanonische Minimalrealisierungen
fiir die z-Ubertragungsfunktion

G(z) = Z{(yx)} . b(z) . bo + b1z + "‘+bn712n_1 4 b2
= Z{(uk)} N a(z) N ap+ a1z + -+ ap_12" L+ 27
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angegeben werden. Die 2-te Standardform oder Beobachtbarkeitsnormalform zu (6.68)
lautet

_9617k+1_ 0 - 0 —ag _$17k_ [ by ]
T2 k1 L0 —ai Tok by
: = 1 + | 0| uk (6.69a)
Tn—1,k+1 0 0 0 —ap_—o| [Tn-1k Bn72
L Tn,k+1 i 0 O o 1 —Qp—1| L T,k ] _bn—l_
———— - N—— N —
Xp41 P Xk r
_ - i
T2k
=00 0 1| i |+ Db w (6.69b)
~~
cT Tn—1,k d
L .rn’k -
—_——
X
mit
bi =b; —aib,, i=0,1,...,n—1 (6.70)

und das zu (6.69) duale System, die sogenannte I-te Standardform oder Steuerbarkeits-
normalform, ist durch

1'17]“_1 0 1 0 s 0 xl,k 0
T2 k+1 0 0 1 ce 0 T2k 0
: =1 : DT T : : + | Uk (6.71a)
Tn—1,k+1 0 0o .- 0 1 Tn—1k 0
L Tn k41 i __CLO —ap - —ap-2 _an—l_ L T,k i L]
— =
Xk+1 T Xk C
L1,k
T2k
Y = Bo 61 Bn,Q anl} + bn Uk (671b)
~~
T Tn—1,k d
L xn7k: -
——
Xk

gegeben.

6.4.5 BIBO-Stabilitat

Auch die Definition und die Sétze der BIBO-Stabilitdt (BIBO - Bounded Input Bounded
Output) von Abschnitt 3.6 lassen sich direkt auf den zeitdiskreten Fall iibertragen.
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Definition 6.1 (BIBO-Stabilitdt). Fir ein lineares, zeitinvariantes Abtastsystem

Xpr1 = Pxg + Tug (672&)
yr = ¢ xy + duy, (6.72b)

mit der Eingangsgrofie (ug) und der AusgangsgroBe (yi) gelte xg = 0. Das System
heifft BIBO-stabil, wenn zu jeder beschrinkten Eingangsfolge (uy) eine beschrankte
Ausgangsfolge (yi) gehort. D.h. zu jedem finiten @ > 0 mit |ux| < a existiert ein
finites b > 0 so, dass |yx| < b gilt fur alle & > 0.

Die BIBO-Stabilitét ldsst sich nun sehr einfach anhand der so genannten Gewichtsfolge
oder Impulsantwort (gx) (Antwort (yx) des Systems (6.72) auf die Eingangsfolge (ux) =
(0x) = (1,0,0,...)) mit

d fir k=0 (6.73)
=TSR IT fir k> 0 '

iiberprifen — es gilt ndmlich folgender Satz:

Satz 6.5 (BIBO-Stabilitdt anhand der Impulsantwort). Fin lineares, zeitinvariantes
Abtastsystem der Form (6.72) ist genau dann BIBO-stabil, wenn die Impulsantwort
(gx) mach (6.73) absolut summierbar ist, d. h. die Ungleichung

> lgk| < o0 (6.74)
k=0

erfillt ist.

Eine weitere Méglichkeit zur Uberpriifung der BIBO-Stabilitit erfolgt iiber die Ubertra-
gungsfunktion G(z) von (6.72).

Satz 6.6 (BIBO-Stabilitit anhand der Ubertragungsfunktion). FEin lineares, zeit-
invariantes Abtastsystem der Form (6.72) ist genau dann BIBO-stabil, wenn fir alle
Pole z; = a; + Iw; der zugehérigen Ubertragungsfunktion G(z) = c* (2B — <I>)71I‘ +d

gilt
|zi] = \Ja? +w? < 1. (6.75)

6.5 Diskreter Frequenzgang

Analog zum zeitkontinuierlichen Fall kann auch fiir Abtastsysteme ein so genannter
diskreter Frequenzgang definiert werden. Zur Erinnerung an Abschnitt 3.7 sei erwdhnt,
dass ein BIBO-stabiles System beschrieben durch die Ubertragungsfunktion G(s) auf
eine harmonische Eingangsgrofie u(t) = Agsin(wot + ¢p) im eingeschwungenen Zustand
mit der Ausgangsgrofie y(t) = Ao|G(Iwo)|sin(wot + o + arg(G(lwp))) antwortet. Die
komplexwertige Funktion G(Iw) in der reellen Variablen w wird dann als kontinuierlicher
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Uk YA
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Abbildung 6.9: Zum diskreten Frequenzgang.

(komplezer) Frequenzgang bezeichnet. Auf analoge Art und Weise ldsst sich fiir ein lineares,
zeitinvariantes Abtastsystem gemif Abbildung 6.5 mit der BIBO-stabilen z-Ubertragungs-
funktion G(z) der sogenannte diskrete Frequenzgang definieren. Dazu betrachte man eine
Eingangsfolge (uy) der Form

(uk) = (Apsin(woT,k + ¢0)) , (6.76)

deren Triagerschwingung die harmonische Funktion Agsin(wot + o) ist. Unter der Annah-
me, dass die z-Ubertragungsfunktion G(z) keine Null- und Polstellen bei e!“°7e besitazt,
ergibt sich die Ausgangsfolge im eingeschwungenen Zustand (d.h. nach Abklingen der
transienten Vorginge) zu

(yr) = (Ao ’G(eIWOTa> sin (onakz + o + arg (G (eI“’OTa»)) . (6.77)

Die Beziehung (6.77) lasst sich nun in der Form interpretieren, dass die Ausgangsfolge
(yx) im eingeschwungenen Zustand wieder eine Folge ist, deren Tragerschwingung die
gleiche Frequenz wy wie die Triagerschwingung der Eingangsfolge (ux) hat, lediglich die

Amplitude und die Phase dndern sich mit ‘G (elona) bzw. arg (G (elona)) Abbildung 6.9
veranschaulicht diesen Sachverhalt fiir Yy = ‘G(el“’oTa> Ap und Yy = arg (G (eIWOT‘J)).

Wertet man die Ubertragungsfunktion G(z) fiir 2z = eST’l‘ 1., Aus, s0 ist mit G(el“’Ta)
eine komplexwertige Funktion der reellen Grofie w gegebenf_diz man auch diskreten Fre-
quenzgang der Ubertragungsfunktion G(z) bezeichnet. Wie man Abbildung 6.10 entnehmen
kann, ist die Zuordnung einer Tragerschwingung zu einer Folge von Abtastwerten keines-
falls eindeutig. Man kann nun einfach zeigen, dass eine eindeutige Zuordnung zwischen
einer harmonischen Trigerschwingung und einer Folge nur dann moglich ist, wenn die

Frequenz wy und die Abtastzeit T, folgender Ungleichung

T w 2
0§w0<ﬁ:§, Wa = — (6.78)
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geniigen. Dies ist auch der Grund, warum in MATLAB der diskrete Frequenzgang lediglich
fiir das Frequenzintervall 0 < w < 7/T;, mit der Abtastzeit T, gezeichnet wird. Wiirde

man ndmlich den diskreten Frequenzgang G(el"JT‘Z) fiir Frequenzen w > 7 /T, zeichnen,
dann wiirde sich der Frequenzgang unendlich oft periodisch fortsetzen. Man iiberzeugt sich
leicht, dass fiir das Frequenzintervall /T, < w < 27w /T, der Ausdruck G(eI“’Tﬂ) lediglich

die konjugiert komplexen Werte von G(eI“’Ta) fir 0 < w < /T, liefert, denn es gilt

e“Ta = cos(wT,) + I'sin(wTy,),

@) — cos(wT,) — I sin(wTy) (6.79)

und somit
G(elCmT) = G (lTe) (6.80)
wobei G* das konjugiert Komplexe von G bezeichnet. Abbildung 6.11 veranschaulicht diesen
Sachverhalt anhand des Frequenzganges der z-Ubertragungsfunktion G(z) = 29'3%%179 als

Abtastsystem fiir das zeitkontinuierliche System mit der Ubertragungsfunktion G(s) =
1/(s+ 1) und der Abtastzeit T, = 1s.

Als ein Anwendungsbeispiel soll fiir das Blockschaltbild von Abbildung 6.12 die Aus-
gangsfolge (yj) im eingeschwungenen Zustand fur

Gi(s) = —, Ga(s) = , d(t) = 3cos(2t)
berechnet werden.
In einem ersten Schritt wird das Blockschaltbild von Abbildung 6.12 in der Form von

Abbildung 6.13 umgezeichnet. )
Im eingeschwungenen Zustand gilt fiir d(¢) die Beziehung

d(t) = |G2(21)|3 cos(2t + arg(G2(21))) (6.82)
bzw. fir das abgetastete Signal (Jk) = (J(kT@) erhédlt man
(d) = 1G(21)[3 cos (k2T, + arg(Ga(21))) - (6.83)

Diese Storfolge (Jk) wirkt nun auf den Regelkreis mit der z-Ubertragungsfunktion

_yr) 1 _z—1_[Gi(s)Ga(s)
Tg,(2) = i) 11GE) Glz2) = = Z{ ; } (6.84)

Damit folgt fiir die Ausgangsfolge (yx) im eingeschwungenen Zustand

)= ([, (#7)

Go(21)|3 cos (k:2Ta + arg(Go(20)) + arg(TJ’y (eIQTa))>> . (6.85)
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\— sin(27/31)
—sin(47/3t — )
—sinCr/st)

Abbildung 6.10: Mehrdeutige Zuordnung zwischen Folgenwerten und Trigerschwingung.
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Abbildung 6.11: Zum diskreten Frequenzgang.
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H » Gl (8) GQ(S) > A —p»

Abbildung 6.12: Zur Berechnung des eingeschwungenen Zustandes: Blockschaltbild des
im Anwendungsbeispiel betrachteten Systems.

Aufgabe 6.14. Berechnen Sie das Ergebnis von (yi) in (6.85) fur T, = 1s.

Losung von Aufgabe 6.14. Die Ausgangsfolge (yx) im eingeschwungenen Zustand
lautet

(yx) = (1.0546 cos(2k — 3.06°)) .

Der diskrete Frequenzgang G(z)|,_.wr, ist im Gegensatz zum kontinuierlichen Fre-
quenzgang G(s)|,_y,, eine transzendente Funktion in w. Dies hat den grofien Nachteil, dass
die Vorteile der logarithmischen Darstellung im Bode-Diagramm, ndmlich auf einfache
Art und Weise den Einfluss der Teilsysteme von Serienschaltungen zu erkennen, verloren
geht. Aus diesem Grund soll im Weiteren der sogenannte transformierte Frequenzgang
iiber die Bilineartransformation nach Tustin eingefiihrt werden.

6.6 Tustin-Transformation

Im Sinne der vorigen Uberlegungen ist es also das Ziel, die Frequenz w so zu transformieren,
dass in einer transformierten Frequenz 2 der Frequenzgang des Abtastsystems eine rationale
Funktion ist. Dies ist offensichtlich dann méglich, wenn man eine Transformation so findet,
dass die obere Hilfte des Einheitskreises e!“7e im Intervall 0 < w < 7/T,, der komplexen
z-Ebene auf die imagindre Achse in der komplexen w-Ebene abgebildet wird. Genau dies
kann aber mithilfe einer bilinearen Transformation der Form

z—1
= 6.86
W= (6.86)
erreicht werden. Setzt man némlich in (6.86) fiir z = /7« ein, so erhilt man
1T, 197 _y¢Ta

[ 2 — 2 T, T,
. :tanh<1w “) :Itan<w “) . (6.87)

elet 1 oI5 4 oI5 2 2
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Bezeichnet man mit v den Imaginérteil der komplexen Variablen w, so ist durch (6.87)
die Beziehung

v = tan (wga) (6.88)

gegeben. Es hat sich nun als sinnvoll erwiesen, den Normierungsfaktor T, /2 auch bei der
Variablen v = QT, /2 zu verwenden, wodurch sich die sogenannte transformierte Frequenz
Q in der Form
2 T,

0= T tan <w2a) (6.89)
errechnet. Man erkennt unmittelbar, dass durch die Frequenztransformation (6.89) das
Intervall der Frequenz 0 < w < 7/T, auf das Intervall der transformierten Frequenz
0 < Q < oo abgebildet wird. Die Abbildung (6.86) ldsst sich nun mit ¢ = 2w /T, auf die
gesamte komplexe Ebene erweitern

2 z—1
g=—

T T, z+1 (6.90)

und sie ist, abgesehen vom Punkt ¢ = 2/T,, umkehrbar eindeutig mit der inversen
Transformation
1+%
p=r 29 (6.91)
1—3=2q
2

Die Transformation (6.91) wird auch als Bilineartransformation nach Tustin bezeichnet.
Durch die Vorschrift (6.90) wird nun der Einheitskreis der komplexen z-Ebene auf die
imaginire Achse der komplexen g-Ebene sowie das Innere (AuBere) des Einheitskreises der
z-Ebene auf die linke (rechte) offene ¢-Ebene abgebildet. Abbildung 6.14 veranschaulicht
diesen Sachverhalt.

Definition 6.2 (Transformierter Frequenzgang eines Abtastsystems). Unter der
q- Ubertragungsfunktion G* (q) zu einer z-Ubertragungsfunktion G(z) eines Abtastsys-
tems versteht man die Beziechung

G*(q) = G(2)| (6.92)

Tq -
1+q
= )

T
1-=tq

Die Einschrinkung von G7#(g) auf die imaginire Achse der komplexen g-Ebene
G#(If) bezeichnet man als den transformierten Frequenzgang. Der transformierte
Frequenzgang G7 (I€) ist eine algebraische Funktion in € und die transformierte
Frequenz  héngt iiber die Beziehung (6.89) mit der realen Frequenz w zusammen.

Um nun zu einem kontinuierlichen System mit der Ubertragungsfunktion G(s) die
¢-Ubertragungsfunktion G#(q) des zugehérigen Abtastsystems (sieche Abbildung 6.5) mit
der Abtastzeit T, zu berechnen, miisste man folgende Rechenoperationen

G*(q) = TZ{GS)H:HEQ (6.93)
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durchfiithren. Es hat sich aber in vielen Féllen ein anderer Weg als sinnvoll erwiesen,
nimlich die Ubertragungsfunktion G(s) in Partialbriiche zu zerlegen und die ¢-Ubertra-
gungsfunktion direkt iiber nachfolgende Korrespondenztabelle zu bestimmen.

G(s) G#(q)
1 1
1 1—qle
s q
1 1—Leg 2 T,
it A= — tanh( =2
1+2 1+ o zgan(2a>
1 1-— %q
52 q?
Ty q
1 1-Zq)(1+4) 2 A
3 ( )q 3 mltA:Ttanh(;a),B:TQa
(1"’5) (1+Z) a 1+CZAT”—Z

Tabelle 6.1: Korrespondenzen zur ¢-Ubertragungsfunktion.

Aufgabe 6.15. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Korrespondenzen von Tabelle 6.1 indem
Sie die Beziehung (6.93) fiir die Ubertragungsfunktionen G(s) auswerten.

Als Beispiel berechne man die ¢-Ubertragungsfunktion des Abtastsystems mit der
kontinuierlichen Ubertragungsfunktion

10

G(s)= —— . 6.94
S P T (6.94)
Die Partialbruchzerlegung von G(s) lautet
5 1 1 1
G(s) = —< - = 6.95
) ="3775 313 (6.95)
und somit ergibt sich die ¢-Ubertragungsfunktion G*(q) nach Tabelle 6.1 zu
2 Ty
4 51—%6] 11_%q Alzﬂtanh(12>
A1 Az Ay = Ttanh(—52a)

Der kontinuierliche Frequenzgang G(Iw) von (6.94) und der transformierte Frequenzgang
G#(1Q) von (6.96) fiir die Abtastzeiten T, = 1, 0.1 und 0.01 sind Abbildung 6.15 zu
entnehmen. Man erkennt aus Abbildung 6.15, dass fiir kleine Frequenzen w der kontinu-
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ierliche und der transformierte Frequenzgang gleich sind. Im Grenzfall T, — 0 geht die
¢-Ubertragungsfunktion G#(q) eines Abtastsystems nach Abbildung 6.5 in die zugehérige
kontinuierliche Ubertragungsfunktion G/(s) iiber. Weiters ist aus (6.89) ersichtlich, dass
fir wT, < 1 gilt tan(wT,/2) ~ wT,/2 und damit auch Q ~ w.

Im Nachfolgenden sollen noch einige Eigenschaften der g-Ubertragungsfunktion G7(q)
angegeben werden: Dazu betrachte man ein Abtastsystem nach Abbildung 6.5 mit der
Ubertragungsfunktion G(s) in normierter Form

G(s) = ZJZEZ; A0)=n(0)=1, p=0,1,2,... (6.97)
mit grad(z(s)) < grad(n(s)) + p. Aus der Korrespondenztabelle 6.1 ist ersichtlich, dass
ein Pol s; = —a von G(s) in einen Pol

2 T,
g=—-A= T tanh(Qa) (6.98)

von G7(q) iibergeht. Setzt man in (6.98) fiir @ = o 4 Iw ein, so erhilt man

_ 2 sinh(Tha) + Isin(Tyw)
T, cosh(T,a) + cos(T,w)

(6.99)

Damit lassen sich folgende Eigenschaften zusammenfassen:

(1) Stabilitdat: Ein Abtastsystem nach Abbildung 6.5 ist genau dann BIBO-stabil,
wenn alle Pole der ¢ -Ubertragungsfunktion G# (q) in der linken offenen g-Halbebene
liegen.

(2) Verstirkungsfaktor: Der Verstirkungsfaktor V von G(s) und zugehérigem G#(q)
sind gleich.

(3) Pole: Aus (6.99) folgt unmittelbar, dass ein komplexwertiger (reeller) Pol von G(s)
in einen komplexwertigen (reellen) Pol von G#(q) sowie ein stabiler Pol von G(s) in
einen stabilen Pol von G* (q) iibergeht und, dass Pole von G(s) auf der Jw-Achse
auf Pole von G#(q) auf der IQ2-Achse transformiert werden.

(4) Sprungfiahigkeit: Zur Erinnerung sei erwéhnt, dass G(s) sprungfihig ist, wenn gilt
lim G(s) #0 (6.100)

S5—00

bzw. in Worten ausgedriickt, der Zahler- und Nennergrad von G(s) sind gleich. Mit
der Beziehung z = e*Ta (siehe (B.7)) folgt damit fiir die z-Ubertragungsfunktion
G(z), dass G(z) sprungfahig ist, wenn gilt

lim G(z) # 0 (6.101)

Z—00

bzw. mit ¢ = T%Zi (siehe (6.90)) erhilt man fiir die ¢-Ubertragungsfunktion G (q)

die Bedingung

lim G#(q) #0, Qp =

2 (6.102)
q%Qo Ta ) ’
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Als Konsequenz muss jede ¢-Ubertragungsfunktion, die zu einer s-Ubertragungs-
funktion G(s) mit Zéhlergrad echt kleiner als Nennergrad berechnet wurde, eine
Nullstelle bei Qg aufweisen.

(5) Realisierbarkeit: Eine ¢-Ubertragungsfunktion G#(q) ist genau dann realisierbar,
wenn gilt

lim
q—0

G*(g)| < oo, (6.103)
d.h., G#(q) darf keine Polstelle bei Qy aufweisen.

Aufgabe 6.16. Beweisen Sie die Eigenschaften (1), (2), (3) und (5).

Die Eigenschaften (2), (3) und (4) bedingen, dass die ¢-Ubertragungsfunktion G#(q)
zur Ubertragungsfunktion G(s) von (6.97) nachfolgende Struktur hat

20)(1- o)
¢ N

| <

G*(q) = Z(0)=N(0)=1, p=0,1,2,... . (6.104)

Aufgabe 6.17. Berechnen Sie die ¢-Ubertragungsfunktionen zu den zeitkontinuierlichen
Systemen mit der Ubertragungsfunktion

s—2
Gl(S)—lOm
S
G2(S):s—2
52 —4s+1
Gals) =437

fiir die Abtastzeit T, = 0.1s.

Hinweis: Uberpriifen Sie die Ergebnisse mit MATLAB. Dazu seien folgende Befehle
angegeben:

G(s) = G(z) MATLAB-Befehl: c2d(G(s), Ty, 'zoh")
G(z) = G"(q) MATLAB-Befehl: d2c(G(z), 'tustin')
G%(q) = G(z) MATLAB-Befehl: c2d(G(q), Ty, 'tustin')

Aufgabe 6.18. Gegeben ist das Abtastsystem von Abbildung 6.5 mit dem linearen,
zeitinvarianten, zeitkontinuierlichen System

. 0 1 1
X = X + U
l—Z —0.2 2
Yy = [1 —1}){ + 1u
2
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und der Abtastzeit T, = 0.5s. Berechnen Sie die Ausgangsfolge (yx) im eingeschwun-
genen Zustand fiir die Eingangsfolge

(up) = (;k> + (sin2<§k)> .

Hinweis: Berechnen Sie das Ergebnis auf zwei verschiedene Weisen:

(1) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(z) und ermitteln Sie die einge-
schwungene Losung iiber den diskreten Frequenzgang G (eI“’TE).

(2) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G#(g) und ermitteln Sie die einge-
schwungene Losung iiber den transformierten Frequenzgang G* (IQ2), indem Sie
die anregende Frequenz wy iiber die Beziehung (6.89) in ein {2y umrechnen.

Losung von Aufgabe 6.18. Die Ausgangsfolge (yi) im eingeschwungenen Zustand
lautet

1 2
(ye) = 1.3 — 50736 cos,(;k + 26.880) _

Zusammenfassend lisst sich sagen, dass man Abtastsysteme mithilfe der g-Ubertragungs-
funktion G#(g) im Wesentlichen gleich wie zeitkontinuierliche Systeme mit der s-Ubertra-
gungsfunktion G(s) behandeln kann. Da der transformierte Frequenzgang G7# (IQ2) eine
rationale Funktion in der transformierten Frequenz 2 ist, lassen sich Bode-Diagramme
und Nyquist-Ortskurven auf gleiche Art und Weise wie im zeitkontinuierlichen Fall fiir
G(Iw) konstruieren.

6.7 Stabilitatskriterien

Ein Abtastsystem mit der z-Ubertragungsfunktion G(z) ist nach Satz 6.6 genau dann
BIBO-stabil, wenn alle Pole im offenen Inneren des Einheitskreises liegen oder zufolge von
(6.90), (6.91) bzw. Abbildung 6.14 simtliche Pole der zugehorigen ¢-Ubertragungsfunktion
G (q) sich in der linken offenen ¢g-Halbebene befinden. Mithilfe des numerischen Verfahrens
von Routh-Hurwitz (siehe Abschnitt 4.4.1) kann von einem Polynom n(q) ohne explizite
Berechnung der Wurzeln festgestellt werden, ob sdmtliche Wurzeln von n(q) in der linken
offenen ¢g-Halbebene liegen oder nicht, womit fiir die g-Ubertragungsfunktion G#(q) die
obige Aufgabe geldst ist. Bei der z-Ubertragungsfunktion G(z) will man nun wissen, ob
sdmtliche Polstellen im offenen Inneren vom Einheitskreis liegen oder nicht. Analog zur
Definition 4.2 eines Hurwitzpolynoms lédsst sich auch ein sogenanntes Einheitskreispolynom
definieren:
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Definition 6.3 (Einheitskreispolynom). Man nennt ein Polynom

n
n(z) =Y a;z = an2" +an_12" M+t ag (6.105)
Jj=0

Einheitskreispolynom, wenn alle Nullstellen von n(z) im offenen Inneren des Ein-
heitskreises der komplexen z-Ebene liegen bzw. fiir alle Wurzeln z;, i = 1,...,n, gilt
‘Zi| < 1.

6.7.1 Numerisches Verfahren von Jury

Allen weiteren Betrachtungen liege ein Polynom der Form (6.105) mit reellen Koeffizienten
aj, 3 =0,...,n, zugrunde. Da das Polynom ausschliellich reelle Koeffizienten besitzt, sind
die Nullstellen z;, ¢ = 1,...,n, entweder reell oder konjugiert komplex und das Polynom

(6.105) lasst sich in der Form

n(z) =an(z —2p)(z — 2n-1) ... (2 — 22)(z — 21) (6.106)
darstellen. Aus (6.106) erkennt man, dass der Koeffizient ag von (6.105) folgende Darstel-
lung

(—1)"ao = an [ ] 2 (6.107)
=1

besitzt (Wurzelsatz von Vieta). Damit kann unmittelbar anhand der Koeffizienten des
Polynoms eine notwendige Bedingung fiir ein Einheitskreispolynom angegeben werden:

Satz 6.7 (Notwendige Bedingung fiir ein Einheitskreispolynom). Fiir die Koeffizienten
aj, j =0,...,n, eines Einheitskreispolynoms n(z) muss die Bedingung

Nl <1 (6.108)

Qan

erfillt sein.

Aufgabe 6.19. Beweisen Sie Satz 6.7.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein Einheitskreispolynom n(z) ist
durch das sogenannte Jury Verfahren gegeben.

Satz 6.8 (Jury Verfahren). Ein Polynom n(z) der Form (6.105) mit den reellen
Koeffizienten aj, j = 0,...,n und a, > 0 ist genau dann ein Einheitskreispolynom,
wenn alle Elemente ajn, j =0,...,n der ersten Spalte der nachfolgenden Tabelle
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e Onn = Gp Gnn—1= Gn_1 See o Qp1=ag (n,0 = ag
o o o . A an,O
Gn,0 = G ap,1 = a1 oo App—1 = ap—1 Qnp,p = An n —
An,n
-1
7 Qp,n — Anan,o Upn—1 — )\nan,l 009 Up,1 — )\nan,n—l 0
—_———
An—1,n An—1,n—1 An—1,1
Gn—1,1
(n—1,1 (n—1,2 voo  @p—ilgp 0 Np—1 = ——=
Up—1,n
ap,n 0
positiv sind. Wenn keines der aj,, j = 0,...,n, identisch Null ist, dann ist die

Anzahl der negativen aj,, gleich der Anzahl der Nullstellen von n(z) aufSerhalb des
Einheitskreises.

Auf einen Beweis dieses Satzes wird hier verzichtet, er ist aber in der angefiihrten
Literatur nachzulesen.
Als Beispiel bestimme man fiir das Polynom

n(z) = —2% + a1z — ag (6.109)

jene Bedingungen fiir die Koeffizienten ag und a1, dass n(z) ein Einheitskreispolynom ist.
Die Anwendung des Verfahrens von Jury setzt voraus, dass der hochstwertigste Koeflizient
az > 0 ist. Um dies zu erfiillen, muss n(z) mit (—1) multipliziert werden, also

f(z) = —n(z) = 22 —ayz + ap . (6.110)
Die Tabelle fiir das Verfahren von Jury lautet:

22 1 —aq ag
ao —aq 1 Xo=ag
21— ag —a1+ajag O
—a1 + ajagp
—a1 + ajag 1-— a% 0 M=——>5—
1 - CLO

0 1 9 (—a1 +a1a0)2

P S St Bt e VY|
z ao 1—a%
2
—a1—|—a1ao)
| _ 2o Cataa)
0 1—a%

Das Polynom 7(z) und damit n(z) ist genau dann ein Einheitskreispolynom, wenn die
Bedingungen

>0 >0 >0
1 1) ( +1)
1-a2>0 und (1=do)(@tart1)(a = >0
—_—— (ao + 1)

—1<ap<1

a1<ap+1Aai>—(ap+1)
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erfiillt sind. Abbildung 6.16 zeigt das zugehorige Gebiet in der (ag, a1)-Ebene.
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Aufgabe 6.20. Sind nachfolgende Polynome

ni(z) = 2% — 1.52 + 0.9
na(z) = 23 + 522 — 0.252 — 1.25
n3(z) =22 — 1722 +1.72 — 0.7

Einheitskreispolynome?
Losung von Aufgabe 6.20. Nur das Polynom ni(z) ist ein Einheitskreispolynom.

Aufgabe 6.21. Gegeben ist der digitale Regelkreis von Abbildung 6.17 mit

G(s)zg
R(z) = ZZ:? .

Bestimmen Sie den Wertebereich des Parameters A und der Abtastzeit T, > 0 so,
dass der geschlossene Kreis BIBO-stabil ist.

Losung von Aufgabe 6.21. Der Wertebereich des Parameters A in Abhéngigkeit von
der Abtastzeit T, lautet 0 < A < min(l7 ﬁ, -1+ %)

6.7.2 Graphisches Verfahren: Nyquist-Kriterium

Wie im zeitkontinuierlichen Fall (siehe Abschnitt 4.4.3) ist auch bei Abtastsystemen das
Nyquist-Kriterium auf Regelkreise der Form nach Abbildung 6.17 mit der ¢-Ubertragungs-
funktion des offenen Kreises

zL\q

1#(g) = 24D _ g (g6#(g) (6.111)
nr(q)

zugeschnitten. Auch hier wird wieder vorausgesetzt, dass der Regelkreis von Abbildung 6.17

nicht degeneriert ist, d. h. die Fiithrungsiibertragungsfunktion Tfy(q) ist realisierbar (77, (2)
ist kausal) bzw. es gilt die Bedingung

T#,(q)| < oo oder lim L¥(g)# -1, (6.112)

lim
q—>Q0 q—)QO

Damit kann nachfolgender Satz angegeben werden:

Satz 6.9 (BIBO-Stabilitdt des geschlossenen Kreises). Der Abtastregelkreis von
Abbildung 6.17 mit der q-Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L7 (q) von (6.111)
und den teilerfremden Polynomen zr,(q) und nr(q) ist genau dann BIBO-stabil, wenn
qgilt

(1) limgy—oo L7 (q) # —1 und
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(2) z1(q) +nr(q) ist ein Hurwitzpolynom.

Aufgabe 6.22. Zeigen Sie Satz 6.9.

Das Nyquist-Kriterium fiir Abtastsysteme ist vollkommen identisch zum zeitkonti-
nuierlichen Fall und soll hier der Vollstandigkeit halber kurz wiederholt werden (siehe
Satz 4.5):

Satz 6.10 (Nyquist-Kriterium). Der geschlossene Regelkreis Tfy(q) nach Abbil-
dung 6.17 mit der Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L#(q) ist genau dann
BIBO-stabil, wenn die stetige Winkelinderung von 14 L#(q) folgender Bedingung

Aarg(l + L#(IQ)) = (max(grad(zr), grad(nr)) — N_(nr) + Ny(nz))m (6.113)

gentigt, wobei mit N_(nr) und Ny (ng) die Anzahl der Nullstellen des Polynoms nr(q)
in der linken offenen und in der rechten offenen g-Halbebene gemeint sind.

Aufgabe 6.23. Uberpriifen Sie das Ergebnis von Aufgabe 6.21 mithilfe des Nyquist-
Kriteriums von Satz 6.10 fir die Abtastzeit T, = 0.4 s.

Auch die modifizierte Version des Nyquist-Kriteriums geméf Satz 4.6 ldsst sich auf den
zeitdiskreten Fall tibertragen.

Dazu betrachte man in einem ersten Schritt die s-Ubertragungsfunktion G(s) =
exp(—sT}) des Totzeit-Systems y(t) = u(t — T3). Nimmt man nun an, dass die Totzeit T}
ein ganzzahliges Vielfaches der Abtastzeit T, ist, also T, = nT, mit n € ]Nar gilt, dann
lauten die zugehérige z- und ¢- Ubertragungsfunktionen

G(z) = () "= 27" (6.114a)

und

# - %a\"
G = 2 ) 6.114b
(9) <1+ T2aq> ( )

Man erkennt, dass in diesem Fall die z- und ¢-Ubertragungsfunktionen des Totzeitgliedes
algebraische Funktionen in z bzw. ¢ sind. Der nachfolgende Satz gilt demnach auch fiir
Systeme mit Totzeiten, die die obige Bedingung erfiillen.

Satz 6.11 (Nyquist-Kriterium in Frequenzkennliniendarstellung). Es sei angenommen,
dass sich die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L7 (q) in folgender Form

V(g

#
L7(q) = 7 n1a)

, z2(0) =np(0) =1 (6.115)

mit den teilerfremden Polynomen z1(q) und ¢Pnr(q) darstellen lisst, wobei nachfol-
gende Bedingungen erfullt sind:
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(A) Der Verstarkungsfaktor V ist positiv,

(B) grad(nr(q)) + p > grad(z1(q)),
(C) das Polynom nr(q) ist ein Hurwitzpolynom und fir p gilt p € {0, 1,2},

(D) die Betragskennlinie von L¥(IQ) weist genau einen Schnittpunkt mit der 0-dB-
Linie (eine Durchitrittsfrequenz Q¢ ) auf und verlauft fir Q — oo unter dieser
bzw. die Ortskurve von L#(IQ) schneidet den Einheitskreis genau einmal und
verlduft fiir Q — oo innerhalb dieses und

(E) im Bereich ‘L#(m)]w > 0 gelte —540° < arg(L#(IQ)) < 180° (d. h. die
Ortskurve des offenen Kreises L (1) kann vor ihrem Eintauchen in den Bin-
heitskreis den Nullpunkt hiochstens einmal vollstandig umkreisen).

Unter diesen Voraussetzungen ist der Regelkreis nach Abbildung 6.17 mit der Ubertra-
gungsfunktion des offenen Kreises L*(q) genau dann BIBO-stabil, wenn der Abstand
der Phase an der Durchirittsfrequenz arg (L# (IQC)) zu —m, die sogenannte Phasenre-
serve @,

o= arg(L#(IQc)) + 7 (6.116)

positiv ist.

6.8 Das Frequenzkennlinienverfahren fiir Abtastsysteme

Dem Frequenzkennlinienverfahren fiir Abtastsysteme liegt der Regelkreis von Abbil-
dung 6.18 mit der Fiithrungsfolge (), der Stellfolge (uy), der Regelfehlerfolge (ej) und
der Ausgangsfolge (yx) zu Grunde. Ausgangspunkt ist wie im Zeitkontinuierlichen (siehe
Kapitel 5) die Vorgabe von Kenngrofen zur Charakterisierung des Einschwingverhaltens
des geschlossenen Kreises mit der Ubertragungsfunktion

_y(2) _ L(x) _  RF(9)G*(a)

Tole) = ) ST L)~ 1+ RF @G 9= 75

(6.117)

als Antwort auf gewisse Testsignale. Dazu betrachte man den in Abbildung 6.19 darge-
stellten typischen Verlauf der Sprungantwortfolge (yx) = (hy) des geschlossenen Kreises
fir (rg) = (1]‘3)

Fiir eine Folge von Abtastwerten (hy) ist es schwierig, geeignete Kenngroflen zur
Beschreibung des Einschwingverhaltens des geschlossenen Kreises anzugeben. Daher
beschreitet man einen indirekten Weg in der Form, dass man zu den Folgenwerten
(hy) eine ,moglichst glatte® interpolierende Zeitfunktion h(t) mit h(kT,) = hy sucht
und die Kenngroen zur Charakterisierung der Sprungantwortfolge (hy) an Hand der
interpolierenden Zeitfunktion A(t) definiert, namlich

(1) die Anstiegszeit t, als Maf fiir die Schnelligkeit (Dynamik),
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(2)

(3)

die Uberschwingweite M oder das prozentuelle Uberschwingen i = (M — 1)100 als
Ma$B fiir den Dampfungsgrad (Dynamik) sowie

die bleibende Regelabweichung e, als Maf fiir die stationdre Genauigkeit.

Diese Kenngrdfien des zeitlichen Verhaltens der Sprungantwort des geschlossenen Krei-
ses von Abbildung 6.18 kénnen nun iiber empirische Néiherungsbeziehungen mit dem
transformierten Frequenzgang des offenen Kreises L#(IQ) in Zusammenhang gebracht
werden.

(1)

Die Anstiegszeit t, hangt mit der Durchirittsfrequenz Q¢ tiber die Ndherungsbezie-
hung

Qcotr =~ 1.2 falls Q¢ <0.20Q2¢p mit Qp = Tz (6.118)
a

zusammen. Dabei wird wiederum vorausgesetzt, dass die Ubertragungsfunktion des
offenen Kreises L#(g) in der Form (6.115) angegeben werden kann und die Bedingun-
gen von Satz 6.11 erfiillt sind. Da der Betragsgang von L¥ (q) nur einen Schnittpunkt
mit der 0-dB-Linie hat, trennt die Durchtrittsfrequenz )¢ jene Frequenzen, die
vom offenen Regelkreis verstirkt werden, von jenen, die vom offenen Regelkreis
abgeschwicht werden. Damit ist die Durchtrittsfrequenz Q¢ wiederum ein Maf fiir
die Bandbreite des offenen Kreises und bei steigendem Q¢ wird dementsprechend
auch die Dynamik des geschlossenen Kreises schneller.

Das prozentuelle Uberschwingen i kann iiber die empirische Niherungsbeziehung
O[°] + u[%] = 70 (6.119)

mit der Phasenreserve ® von (6.116) in Verbindung gebracht werden. Nach Satz 6.11
ist die Phasenreserve ® ein Maf} fiir den Abstand zur Stabilitdtsgrenze. Dies hat
zur Konsequenz, dass eine Verminderung der Phasenreserve ® eine Zunahme der
Schwingneigung bzw. des Uberschwingens mit sich bringt.

Die bleibende Regelabweichung

€oo = lim e, = lim (1, — yi) (6.120)
k—o0 k—o0
steht nun direkt mit dem Verstirkungsfaktor V der Ubertragungsfunktion des
offenen Kreises L#(q) in Verbindung. Unter der Voraussetzung, dass der geschlossene
Regelkreis BIBO-stabil ist, kann fiir (6.120) unmittelbar der Endwertsatz der z-
Transformation angewandt werden, und man erhélt fiir e, die Beziehung

. . s 1
Coo = klirgo ep = ll_)nri(z —1ex(2) = 21—%(2 - l)mrz(z) . (6.121)
Fir (ry) = (lk) also 7,(z) = %5 ergibt sich (6.121) zu
1 1
oo = lim ——— =i (6.122)

BT+ L(z) 4901+ L#(q)
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bzw. mit L7 (q) als Ubertragungsfunktion geméf (6.115) folgt e zu

oo = lim ¢’nL(9)
=0 qPnp(q) + Var(q)

Bitte beachten Sie, dass z im Zéahler von (6.122) bereits durch 1 ersetzt wurde.

, nr(0) =2.(0)=1, pe{0,1,2} . (6.123)

Damit lautet die bleibende Regelabweichung e, fiir die Eingangsfolge (ry) = (1k>

1
oo = 1oV v fiir p=0
€oo =0 fiir p=1 (6.124)
€co =0 fiir p=2.

Es zeigt sich also auch hier, dass die Verhaltnisse vollkommen analog zu zeitkontinu-
ierlichen Systemen sind.

Aufgabe 6.24. Zeigen Sie, dass fiir die Eingangsfolge (ry) = (k1) gilt

€oo = OO flir p=0

1
€0 = 3 fir p=1 (6.125)
0 fiir p=2.

€oo

Es hat sich nun gezeigt, dass die empirischen Niherungsbeziehungen (6.118) und (6.119)
fiir jene Abtastsysteme zweckméfig sind, zu deren Sprungantwortfolge (hy) eine interpo-
lierende Zeitfunktion fz(t) gemafl Abbildung 6.19 existiert, die sich in erster Ndherung
durch die Sprungantwort eines P-Ts-Gliedes beschreiben lésst.

Damit ergibt sich die Vorgangsweise fiir den Reglerentwurf von Abtastsystemen nach
dem Frequenzkennlinienverfahren wie folgt:

(A) Fir einen Abtastregelkreis nach Abbildung 6.18 mit gegebener Streckentibertra-
gungsfunktion G(s) miissen in einem ersten Schritt die gewiinschten Kenngréfien des
Einschwingverhaltens des geschlossenen Kreises (¢, M oder i und ey,) spezifiziert
werden.

(B) Zu der Streckeniibertragungsfunktion G(s) muss eine geeignete Abtastzeit T, ge-
wéahlt werden, die sich einerseits nach Abschnitt 6.4.2 (siehe Beziehung (6.62)) und
andererseits nach der Anforderung an die Anstiegszeit ¢, der Sprungantwort des
geschlossenen Kreises (siche Beziehung (6.118)) orientiert. Anschliefend wird fiir
die gewihlte Abtastzeit T, zu G(s) die ¢-Ubertragungsfunktion G#(g) berechnet.

(C) Die Kenngroflen ¢, M oder @ und eo, werden mithilfe der Beziehungen (6.118),
(6.119) und (6.124) bzw. (6.125) in Vorgaben an den transformierten Frequenzgang
des offenen Kreises L7 (IQ2) iibersetzt.

(D) Ein Regler R*(q) muss nun so gewihlt werden, dass der geschlossene Kreis BIBO-
stabil ist und die Forderungen von (C) erfiillt werden. Erfiillt die Ubertragungsfunk-
tion des offenen Kreises L# (q) = R¥(q)G*(q) die Bedingungen von Satz 6.11, dann
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kann die Stabilitdt des geschlossenen Kreises anhand der Phasenreserve ® beurteilt
werden, anderenfalls muss man das Nyquist-Kriteriums von Satz 6.10 anwenden.

(E) Um ein kriechendes Einlaufen der Sprungantwort in den stationdren Endwert zu
vermeiden, soll in (D) der Regler R (q) so entworfen werden, dass ca. 1 Dekade

um die Durchtrittsfrequenz Q¢ die Betragskennlinie von L#(q) mit mindestens 20
dB/Dekade abfallt.

(F) Der Regler R¥(q) wird mithilfe der Beziehung (6.90) in den z-Bereich transformiert
und zur Implementation des Reglers R(z) am Digitalrechner muss fiir R(z) eine
Zustandsdarstellung in Form eines Differenzengleichungssystems (siehe 1-te oder
2-te Standardform (6.69) - (6.71)) ermittelt werden.

(G) Die Qualitit des Entwurfes ist immer durch Simulation zu {iberpriifen, insbesondere
auch deshalb, weil das Verfahren sich auf empirische Formeln stiitzt. Sind die
Ergebnisse nicht zufriedenstellend, dann muss man sich die Frage stellen, ob die
Anforderungen von (A) iiberhaupt prinzipiell erfiillbar sind, oder ob ein anderer
Regler R (q) von (D) die Situation verbessern wiirde.

(H) Die Begrenzung der Stellfolge uy, die bei jedem technisch relevanten Prozess vorhan-
den ist, kann im Rahmen dieses einfachen Entwurfsverfahrens nicht systematisch
beriicksichtigt werden. Sollte sich bei der Simulation herausstellen, dass man zuviel
Stellgrofie benotigt, dann muss man die Anforderungen in (A) entsprechend verén-
dern, also die Anstiegszeit t, vergroffern. Im Rahmen einer Fiihrungsregelung sollte
auf keinen Fall eine Sprungfolge sondern immer die Abtastfolge eines hinreichend
glatten Interpolationssignals als Fiihrungsfolge verwendet werden (man wiederhole
dazu die Uberlegungen von Abschnitt 4.3).

6.8.1 Einige Ubertragungsglieder

Die Ubertragungsglieder von Abschnitt 3.8 lassen sich im Wesentlichen direkt vom s- in
den ¢-Bereich iibertragen. Im Folgenden sollen nur einige wenige erlautert werden:

Integrator (I-Glied, I-Regler)
Die ¢-Ubertragungsfunktion eines I-Regler lautet

vi(1—- L
R¥(q) = I(q%) (6.126)

mit der zugehorigen z-Ubertragungsfunktion

_ yz(z) _ TaVI

R 6.127

() =25 = (6.127)
und der Differenzengleichung

Tht1 = Tk + T Viug (6.128&)

Yk = Tp . (6.128b)
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Proportional-Integral-Glied (PI-Glied, Pl-Regler)
Die ¢-Ubertragungsfunktion eines PI-Reglers hat die Form

Vi(1+qT7)

#N
R7(q) = .

mit der zugehorigen z-Ubertragungsfunktion

R =23 —vi(1i+ )+ 2

und der Differenzengleichung
Trt1 = Tk + Lo Viug

T,
Yk =ﬂfk+V1<TI+;>uk .

Differenzierer (D-Glied, D-Regler)

Im Gegensatz zum zeitkontinuierlichen Fall ist der D-Regler

R*(q) = Vpq

(6.129)

(6.130)

(6.131a)

(6.131D)

(6.132)

im ¢-Bereich sehr wohl realisierbar (vergleiche dazu (6.103)). Trotzdem wird er im Rahmen

des Reglerentwurfes nicht verwendet, denn

(1) die zugehérige z-Ubertragungsfunktion

2 z—-1
R(Z)_VDEZ—{—]_

zeigt, dass der D-Regler (6.132) instabil ist und

(6.133)

(2) da im Allgemeinen der Zihler- und Nennergrad der g-Ubertragungsfunktion ei-
nes Abtastsystems gleich sind, bedingt ein D-Regler der Form (6.132), dass der
Zahlergrad des offenen Kreises um Eins grofler als der Nennergrad ist und somit
gilt lim,, L#(g) = oo. Damit erfiillt L#(q) sicher nicht die Bedingung (D) von
Satz 6.11 und das vorher besprochene Frequenzkennlinienverfahren fiir Abtastsyste-

me ist nicht anwendbar.

Um eine Version des D-Reglers zu erhalten, der diese negativen Eigenschaften nicht

besitzt, fligt man im Nenner einen Term in der Form (D-T;-Glied)

Vbq
R#(q) = ———
(9) 1+q/ar’ qr >

mit gg > 0 hinzu (vergleiche auch Abbildung 3.23).

(6.134)
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Aufgabe 6.25. Geben Sie die ¢- und die z-Ubertragungsfunktionen sowie die Zustands-
realisierung als Differenzengleichungssystem eines Proportional-Gliedes (P-Glied,
P-Regler), eines Proportional-Differential-Glied (PD-Glied, PD-Regler), eines Lead-
Gliedes (PD-T-Glied), eines Lag-Gliedes (PP-T1-Glied) sowie eines Proportional-
Differential-Integral-Gliedes (PID-Glied, PID-Regler) an.

Hinweis: Die g-Ubertragungsfunktionen sind identisch zu den gleichnamigen s-Uber-

Seite 195

tragungsfunktionen von Abschnitt 3.8.

6.8.2 PI-Reglerentwurf im g-Bereich

(A)

Streckeniibertragungsfunktion:

B 1.8(1+2)
142-0.85% + (5%)°

G(s) (6.135)

Entwurfsvorgaben: t, = 0.5s, i = 5% und eoo](rk):(lk) =0

Wahl der Abtastzeit: Im Abschnitt 6.4.2 wurde gezeigt, dass fiir die Wahl der
Abtastzeit T, die Anstiegszeiten der Strecke ein maflgebendes Kriterium sind. Die
Anstiegszeit t, ¢, bedingt durch den quadratischen Term im Nenner von (6.135),
errechnet sich nach (6.61) mit 7"=1/2.8 und £ = 0.8 zu

arccos(§)

tr,cg =T exp (*m(arccos@))

) — 0.842s . (6.136)

Weiters muss fiir die Anwendung des Frequenzkennlinienverfahrens die Bedingung
(6.118)

1.2 1.2 2
= —=—<0.2 — . w <0. .
Qo i 05 = 0.2 T bzw. T, < 0.166s (6.137)
~—
Qo

erfiillt sein. Damit lautet die fiir die Wahl der Abtastzeit T, mafigebende Bedingung

t t
T, = min( 15; bis ’”f, < 0.166) = min(0.0842bis 0.2105, < 0.166) .  (6.138)

Fiir den weiteren Reglerentwurf wird nun die Abtastzeit T, = 0.15 s gewéhlt und
die zugehorige g-Ubertragungsfunktion errechnet sich damit zu

1.8(1 — 3%3) (1 + 17)
G*(q) = TR (0439
1+ 2-0.808 5% + (5%s5)

Vorgaben an den transformierten Frequenzgang des offenen Kreises L (IQ): Q¢ =
24571, ® = 65° und der offene Kreis L#(¢q) muss nach (6.124) einen Integrator
besitzen.
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(D) Als Regler wird ein PI-Regler der Form

R%(q) = Vl(lj;qTI) (6.140)

gewdhlt. Der PI-Reglerentwurf erfolgt vollkommen analog zu Abschnitt 5.1. Als
Ergebnis erhélt man die Regleriibertragungsfunktion

1.305(1 + 0.
R#(q) = 130 :033(1) . (6.141)

(E) Der Punkt (E) soll die nidchste Aufgabe sein:

Aufgabe 6.26. Uberpriifen Sie die Einhaltung der Entwurfsforderungen anhand
des Bode-Diagramms von L#(q) = R*(q)G7(q).

(F) Die z-Ubertragungsfunktion des Reglers (6.141) lautet

uy(z)  0.5292z — 0.3334
e.(z) z—1

R(z) = (6.142)

und die im Digitalrechner zu implementierende Differenzengleichung nach der 1-ten
Standardform ergibt sich zu

Tpt1 = Tk + (T — Yk) (6.143a)
—_———
ek
wp = 0.195825, + 0.5292 (1 — yg) - (6.143D)
—_——
ek

(G) Die Sprungantwort §(t), die Sprungantwortfolge (yx) des geschlossenen Kreises sowie
die zugehorige Stellfolge (uy) und die StellgréBie @(t) nach Abbildung 6.18 sind
Abbildung 6.20 zu entnehmen.

(H) In diesem Beispiel wurden keine Anforderungen an die Stellfolge gestellt.

Aufgabe 6.27. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

0.5

G) = S 207075 1 59

einen Abtastregler fir die Abtastzeit T, = 0.5 s so, dass die Sprungantwort des
geschlossenen Kreises folgende Spezifikationen ¢, = 2, i = 20 %, 600|(7’k) (KTo) = 0.4

erfiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.
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Losung von Aufgabe 6.27. Transformieren Sie G(s) in den g-Bereich, kompensieren
Sie mit dem Regler R¥(q) simtliche Pol- und Nullstellen von G* (¢q) mit negativem
Realteil und erweitern Sie den Regler durch ein Lag-Glied. Ein méglicher Regler, der
diese Anforderung erfiillt, lautet

(14+2-0.722¢ + ¢) (1 + 7%5)

#(q) =
B =5 s )1+ o)

Aufgabe 6.28. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion
1+ %5
s(1+2:085%5 + (%)°)

G(s) =

einen Abtastregler fiir die Abtastzeit T, = 0.02s so, dass die Sprungantwort des ge-
schlossenen Kreises folgende Spezifikationen ¢, = 0.1s, i = 20 %, eoo](rk):(kTa) =0.01
erfiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.

Losung von Aufgabe 6.28. Transformieren Sie G(s) in den g-Bereich und entwerfen
Sie einen Lead-Lag-Regler. Ein méglicher Regler, der diese Anforderung erfiillt, lautet

14 0.2547¢ ) (1 + 0.4208 q)
1+40.02727 g 14+3971q )

R*(q) = 100(

Aufgabe 6.29. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

- 5
G(s) = s(1+2-055 + ()

einen Abtastregler fiir die Abtastzeit T, = 0.05s so, dass die Sprungantwort des
geschlossenen Kreises folgende Spezifikationen t,. = 0.2, i ~ 0%, €°0|(rk):(1k) =0

erfiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.

Lésung von Aufgabe 6.29. Ein moglicher Regler, der diese Anforderung erfiillt, lautet

1455
R*(q) =0.9—2% .
1+ 555
Aufgabe 6.30. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion
0.7594
2
(1+ 0.18963) (1 +2- 015175555 + (5.545) )

G(s) =
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einen Abtastregler fiir die Abtastzeit T, = 0.1s so, dass die Sprungantwort des
geschlossenen Kreises folgende Spezifikationen ¢, = 2s, i ~ 0%, eoo\(rk):(lk) =0

erfiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.
Hinweis: Fithren Sie den Entwurf zuerst mit einem PI-Regler durch und vergleichen
Sie das Ergebnis mit einem Kompensationsregler der Form
(1+9)(1+26Tq + (Tg)?)
P

R*(q) = Vg

Aufgabe 6.31. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

G(s) 0.22
S) =
1+ 3.3599-103s 4 2.8145 - 10652

einen Abtastregler fiir die Abtastzeit T, = 0.03 s so, dass die Sprungantwort des ge-
schlossenen Kreises folgende Spezifikationen ¢, < 0.06s, @ < 10 %, 600‘(rk)=(1k) < 0.01

erfiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.
Hinweis: Fiihren Sie den Entwurf im ¢-Bereich mit einem Lead-Lag-Regler durch.

Q Zusatzmaterial zu diesem Kapitel finden Sie in Form von Maple- und E."lﬂl :"-j#
Matlab/Simulink-Dateien auf unserer Homepage. R K
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T,
w ) o L) @
T, T,
(Yk)
— H > Gl(s) > GQ(S) > A >
G(2)

Abbildung 6.13: Aquivalentes umgezeichnetes Blockschaltbild von Abbildung 6.12.

Abbildung

2 z—1
Im(z) A q=

T T,z+1 7

Re(2) Re(q)

Abbildung 6.14: Zur Tustin-Transformation.
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0 N N N LoD N N N Lol N N B e
1071 10° & in rad/s 10! 102
Q in rad/s

Abbildung 6.15: Vergleich des kontinuierlichen Frequenzganges mit dem transformierten
Frequenzgang fiir verschiedene Abtastzeiten Tj,.
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A Q1
2 4
ag
—% 1 "
921

Abbildung 6.16: Zuldssiges Gebiet der Koeffizienten ag und a;.

=
O
A 4
=

,
Q
©
s
A

Abbildung 6.17: Digitaler Regelkreis.
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Abbildung 6.18: Regelkreis mit einem Freiheitsgrad als Basis fiir das Frequenzkennlinien-
verfahren fiir Abtastsysteme.

interpolierende Funktion h(t)

v

tk

Abbildung 6.19: Kenngréfien der Sprungantwort des geschlossenen Kreises.
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Abbildung 6.20: Ausgangsfolge (yx) und Stellfolge (ux) des geschlossenen Kreises zum
Beispiel PI-Reglerentwurf im g-Bereich.
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7 Erreichbarkeit/Beobachtbarkeit

In Satz 3.5 wurde gezeigt, dass die Pole einer Ubertragungsfunktion

G(s) =cT(sE—A) 'b+d

(7.1)

auch Eigenwerte der Dynamikmatrix A sind, die Umkehrung hingegen im Allgemeinen
nicht gilt. Als elektrisches Beispiel betrachte man dazu die Briickenabgleichschaltung von
Abbildung 7.1 mit der Versorgungsspannung u, als Eingangs- und der Briickendiagonal-

spannung ug als Ausgangsgrofe.

Uq,

L Ry

=
Uu
R ld ¢
—
uc

Abbildung 7.1: Briickenabgleichschaltung.

Das zugehorige mathematische Modell lautet

dluc| _|-me O
dt | ig, o -4

ug=[-1 Ry [UC]

L

u
I+

iy

und die Ubertragungsfunktion errechnet sich in der Form

G(s) = 24 — o(RC )
e (1 sRO)(1+sE)

(7.2a)

(7.2b)

(7.3)
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Setzt man nun die sogenannte Briickenbedingung

IwL
15 = RiRe bow. L= RiRyC (7.4)
in (7.3) ein, so ergibt sich (7.3) zu
G(s)=0. (7.5)

Man erkennt also, dass fiir die Wahl der Bauelemente nach der Briickenbedingung von (7.4)
keiner der beiden Eigenwerte der Matrix A von (7.2) als Pol der Ubertragungsfunktion
auftritt. Die nachfolgende Aufgabe zeigt ein mechanisches System, wo dieser Effekt
ebenfalls auftritt.

Aufgabe 7.1. Berechnen Sie das mathematische Modell des Systems Wagen mit
inversem Pendel von Abbildung 7.2.

Abbildung 7.2: Wagen mit inversem Pendel.

Verwenden Sie dazu die ZustandsgréBen xT = [, ¢, 2, 2], die Eingangsgrofie u = F.
und die Ausgangsgréfie y = . Linearisieren das mathematische Modell um die obere
Ruhelage x% = [O 0 zgr O} mit zp konstant aber beliebig und berechnen Sie die
Ubertragungsfunktion G(s) = Ag/Ad.

Lésung von Aufgabe 7.1. Das linearisierte System um die obere Ruhelage errechnet
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sich zu
[ 0 1 0 0 [0 ]
-1
1 (mw +mplg o .
—Ax = Imw Ax + | W AF,
dt 0 0 0 0
_mry 00 0 b
L mw J L mw J
Ay=1[1 0 0 0]ax
mit der zugehorigen Ubertragungsfunktion
Ay -1

G(s) = = .
(5) Al 2mwl — (mw +mp)g
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Als letztes Beispiel berechne man zum linearen, zeitinvarianten, zeitkontinuierlichen

System
-2 10 -1
x=|-1 -2 o|x+]| 2|u (7.6a)
1 1 1 1
A b
y=1 0 1]x (7.6b)
—

C

sowie zum zugehorigen Abtastsystem mit der Abtastzeit T, = 7

—e 27 0 0 0
X1 = 0 —e 2 0| xx+ e 2™ 41 U, (7.7a)
%(8—271' + e7r) %(e—ZW + eT() e™ %eﬂ —9_ %6—271'
® r
ve=[1 0 1]x (7.7h)
——

cT
die Ubertragungsfunktionen

6s + 10

y
G(s)= 2 = 7.8
S B Py Py (78)
sowie
G(z) = y:(2) _ 2 -4+ 5e" + e3™ + 4637y — 5ze?™ — 2 (7.9)

uy(2) 5 (ze2™ +1)(z — e™)
Man erkennt, dass im zeitkontinuierlichen Fall die Dimension der Matrix A von (7.6)
mit der Ordnung der Ubertragungsfunktion G(s) von (7.8) iibereinstimmt (und somit die
Eigenwerte von A gleich den Polstellen von G(s) sind), aber beim zugehérigen Abtastsys-
tem die Ordnung der Ubertragungsfunktion G(z) um eins kleiner als die Dimension der
Dynamikmatrix & ist.

Eine systematische Erklarung fiir diesen Rangverlust in den Ubertragungsfunktionen
der soeben behandelten Beispiele kann mithilfe der Konzepte von Erreichbarkeit und
Beobachtbarkeit gegeben werden.

7.1 Erreichbarkeit (zeitkontinuierlicher Fall)

Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein lineares, zeitinvariantes, zeitkontinuierliches
System der Form

X = Ax + Bu, x(0) = xo (7.10)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € RP sowie den Matrizen A € R™*"™ und
B € R™"*P zu Grunde.
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Definition 7.1 (Erreichbarkeit im Zeitkontinuierlichen). Man nennt das System (7.10)
vollstandig erreichbar, wenn ausgehend vom Anfangszustand xo = 0 jeder beliebige
Zustand x(T) innerhalb einer endlichen Zeit T' mit einer im Intervall 0 < ¢ < T
stiickweise stetigen Eingangsgrofle u(t) erreicht werden kann.

Nachfolgender Satz gibt nun ein auf Basis der Systemmatrizen (A, B) iiberpriifbares
Kriterium fiir die Erreichbarkeit des Systems (7.10) an:

Satz 7.1 (Erreichbarkeit iiber die Erreichbarkeitsmatrix). Das System (7.10) ist
genau dann vollstdndig erreichbar, wenn die sogenannte Erreichbarkeitsmatrix

R(A,B)=|B AB A’B ... A" B] (7.11)

den Rang n hat.

Bevor dieser Satz bewiesen wird, soll noch eine spezielle Eigenschaft von Matrizen, die
die Struktur von R(A,B) aufweisen, im nachfolgenden Hilfssatz angegeben werden.

Lemma 7.1. Wenn fir die Matriz
H, — [B,AB,AzB,...,A’“*lB} (7.12)

gilt rang(Hy) = rang(Hg41), dann folgt rang(Hy) = rang(Hyy;) mit 1 = 2,3,.... Im
Weiteren gilt, falls rang(H,,) = p mit p < n, dann folgt rang(H,) = p.

Beweis: sieche Anhang C

Beweis Satz 7.1.
Teil 1: vollstidndig erreichbar = rang(R(A,B)) = n:

In einem ersten Schritt betrachte man die allgemeine Losung von (7.10) zum Zeitpunkt
t

X(t) = ®(t)x0 + /O "®(t— ) Bu(r) dr (7.13)

mit der Transitionsmatrix ®(t) = exp(At) (vergleiche dazu Satz 2.4). Setzt man nun
gemdf Definition 7.1 xg = 0 und ¢ = T" in (7.13) ein, so erhélt man

(T — T)k

i Bu(7)dr

T T
x(T):/O @(T—T)Bu(T)dT:/O ];)A"‘

0 Y (7.14)
= ZA’fB/OT(T x ) u(r)dr .
k=0 .

Tk

Die Vektoren ry sind fiir festes T' konstante p-dimensionale Vektoren. Aus (7.14)
erkennt man also, dass sich x(T") als Linearkombination der Spaltenvektoren von
B,AB, A?B, ... darstellen liisst. Da wegen der Erreichbarkeit von (7.10) x(T) ein
beliebiger Punkt des R”™ ist, miissen die Spaltenvektoren von B, AB, A?B, ... den
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R"™ aufspannen. Damit folgt aber unmittelbar aus dem zweiten Teil des Hilfssatzes

7.1 fiir alle N > n die Beziehung n = rang(Hy) = rang(H,,) = rang(R(A, B)).
Teil 2: rang(R(A,B)) = n = vollstidndig erreichbar:

Um dies zu zeigen, wird eine Eingangsgrofie u(t) so konstruiert, dass das System

(7.10) vom Anfangszustand x¢ = 0 in der Zeit 7" in den gewiinschten Zustand x(7")

iibergefiihrt wird. Dazu wird in einem ersten Schritt bewiesen, dass die sogenannte

Gramsche Matriz (controllability gramian)

T T
G= / eATBBT(eAT) dr (7.15)
0

fiir alle Zeiten T' > 0 regulédr ist. Der Beweis wird durch Widerspruch gefithrt — d. h.,
man nimmt an, G sei singuldr. Dann existiert ein Vektor a # 0 so, dass gilt

T T
Ga=0 bzw. a'Ga = / aleA"BBT (aTeAT) dr=0. (7.16)
0 N——
wl(r) S
w(r)
Da in (7.16) fiir alle Zeiten 0 < 7 < T der Integrand w'(7)w(r) > 0 ist, muss fiir
alle Zeiten 0 < 7 < T' die Funktion w(7) = 0 sein, damit das Integral verschwindet.
Bildet man nun die zeitlichen Ableitungen von w(7) an der Stelle 7 =0

wh(0)=aTB=0

(;TWT> (0)=aTAB =0

( & T) (0)=aTA’B=0

A (7.17)

dn—l
(dT”‘lWT> (0)=a’A"'B=0,

dann erkennt man, dass dieses Gleichungssystem fiir rang(R(A,B)) = n nur erfiillt
werden kann, wenn a = 0 ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, womit
gezeigt ist, dass die Gramsche Matrix G von (7.15) fiir alle Zeiten T' > 0 regular ist.

Damit kann man fiir eine gewiinschte Zeit T durch Einsetzen der Eingangsfunktion

u(t) = BT (AT0) G x(T) (7.18)
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in (7.14)

T T
x(T) = /0 &(T — r)Bu(r)dr = /O &(r)Bu(T — 7)dr

- /T eATBBT(eAT)T dr G 1x(T) = x(T) (7.19)
0

G

zeigen, dass das System (7.10) in den gewiinschten Zustand x(7') iibergefithrt wird.
0

Man kann dem Stellgesetz (7.18) entnehmen, dass die Zeit T fir das Erreichen des
gewtinschten Zustandes x(7") beliebig klein gewéhlt werden kann. Es sei jedoch zu beachten,
dass je kleiner die Endzeit T' > 0 gewéahlt wird, desto kleiner sind die Eintrdge in der
Gramschen Matrix G bzw. desto gréfer sind die Elemente von G~!, d.h. desto gréfer
werden die Amplituden der Zeitfunktionen von u(t).

Die Uberpriifung der Erreichbarkeit anhand der Erreichbarkeitsmatrix von (7.11) (siehe
auch den MATLAB-Befehl ctrb) kann insbesondere bei groferen Systemen numerisch
problematisch werden. Aus diesem Grund wird die Erreichbarkeit bei diesen Systemen
sehr oft direkt iber die Gramsche Matrix von (7.15) untersucht. Dazu nachfolgender Satz:

Satz 7.2 (Erreichbarkeit iiber die Gramsche Matrix). Das System (7.10) ist genau
dann vollstandig erreichbar, wenn die Gramsche Matrix (controllability gramian)

T T
G= / ATBBT (A7) dr (7.20)
0
requldr ist.

Aufgabe 7.2. Beweisen Sie Satz 7.2.
Hinweis: Orientieren Sie sich an den zweiten Teil des Beweises von Satz 7.1.

Wenn die Dynamikmatrix A von (7.10) lauter Eigenwerte mit negativem Realteil
besitzt (man nennt A dann auch Hurwitz-Matriz), dann kann die Gramsche Matrix
(7.20) numerisch sehr stabil anhand einer Lyapunov-Gleichung berechnet werden. Da nun
angenommen wurde, dass die Dynamikmatrix A eine Hurwitz-Matrix ist, ist die Existenz
des Integrals G, = limp_,, G garantiert und G ist Losung der Lyapunov-Gleichung

AG, + G AT +BBT =0 (7.21)

(man vergleiche dazu den MATLAB-Befehl gram). Um (7.21) zu zeigen, setze man G, von
(7.20) in (7.21) ein

: T A T(.A\T | A T A AT\T T
lim / AeA™BBT (A7) + eA"BB"(AA7) dr + BBT = 0 (7.22)
0

T—o00

% (eAT BBT (eAT )T)
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und erhélt schlussendlich das Ergebnis

T
lim eA”BB” (e*”) -BBT +BBT = 0. (7.23)

T—o0

=0

7.2 Erreichbarkeit (zeitdiskreter Fall)

Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein lineares, zeitinvariantes, zeitdiskretes System
der Form

Xptr1 = Pxi + Tuy, X(O) = Xg (7.24)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R? sowie den Matrizen ® € R™*" und
T € R"*P zu Grunde.

Definition 7.2 (Erreichbarkeit im Zeitdiskreten). Man nennt das System (7.24)
vollstandig erreichbar, wenn ausgehend vom Anfangszustand xo = 0 jeder beliebige
Zustand x mit einer endlichen Steuerfolge (uy) = (ug,uy,...,un_1,0,...) erreicht
werden kann.

In vollkommener Analogie zum zeitkontinuierlichen Fall gelten auch hier folgende Satze:

Satz 7.3 (Erreichbarkeit tiber die Erreichbarkeitsmatrix). Das System (7.24) ist
genau dann vollstdndig erreichbar, wenn die sogenannte Erreichbarkeitsmatrix

R(®,T) = [r, T, T, . .., Q"—lr} (7.25)

den Rang n hat.

Aufgabe 7.3. Beweisen Sie Satz 7.3.

Hinweis: Der Beweis erfolgt vollkommen analog zu Satz 7.1. Ausgangspunkt des
ersten Teiles des Beweises ist wiederum die allgemeine Losung des Differenzenglei-
chungssystems von (7.24) (siehe auch (6.33))

k—1
x, = ®Fxo+ Y " Ty, (7.26)
j=0

Fiir den zweiten Teil des Beweises wird nun die Gramsche Matriz (controllability
gramian) des zeitdiskreten Systems (7.24) benétigt

N-1 T
Ga= > @trrt(eF) . (7.27)
k=0

Satz 7.4 (Erreichbarkeit tiber die Gramsche Matrix). Das zeitdiskrete System (7.24)
ist genau dann vollstandig erreichbar, wenn die Gramsche Matrix (controllability
gramian) (7.27) reguldr ist. Wenn die Dynamikmatriz ® lauter Eigenwerte im Inneren
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des Einheitskreises besitzt, dann ldsst sich Ggo = limy_00 Gg aus der diskreten
Lyapunov-Gleichung
DGy o®’ —Gyoo +ITT =0 (7.28)

errechnen.

Aufgabe 7.4. Beweisen Sie Satz 7.4.
Hinweis: Konstruieren Sie im Zuge dieses Beweises jene Eingangsfolge (uy) der
Form

(uy,) = (rT (@N—l—k)TG;1XN> , (7.29)

die das System (7.24) in N Schritten in den gewiinschten Zustand x iiberfiihrt.

7.3 Steuerbarkeit

Der Vollstindigkeit halber sei erwéhnt, dass in diesem Zusammenhang neben dem Begriff
der Erreichbarkeit hdufig auch der Begriff der Steuerbarkeit verwendet wird. Dazu folgende
Definition:

Definition 7.3 (Steuerbarkeit). Man nennt das zeitkontinuierliche System (7.10)
vollstandig steuerbar, wenn ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand xg eine
stiickweise stetige Eingangsgrofie u(t), 0 < ¢ < T, mit der endlichen Zeit T" so existiert,
dass gilt x(T") = 0.

Analog dazu bezeichnet man das zeitdiskrete System (7.24) vollstindig steuerbar,
wenn ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand xg eine endliche Steuerfolge
(ug) = (wp,uy,...,un_1,0,...) so existiert, dass gilt xy = 0.

Im Zeitkontinuierlichen sind vollstdndige Erreichbarkeit und vollstindige Steuerbarkeit
dquivalent. Dies erkennt man unmittelbar aus den Definitionen - denn, wenn das Sys-
tem vollsténdig steuerbar ist, dann existiert fiir jedes beliebige xg € R"™ eine geeignete
Eingangsgrofie u(t), 0 <t < T, so, dass nachfolgende Gleichung

0= ®(T)xo + /0 "o (T - r)Bu(r) dr (7.30)

gelost wird, und fiir ein vollstdndig erreichbares System existiert fiir jedes beliebige
x(T') € R™ eine geeignete Eingangsgrofie u(t), 0 <t < T, so, dass die Gleichung

x(T) = /O L o1 — r)Bu(r) dr (7.31)

erfullt ist. Setzt man nun in (7.31) x(7') = —®(T)xo, dann sieht man, dass wegen der
Regularitédt der Transitionsmatrix ®(7") die Losbarkeit von (7.30) die von (7.31) impliziert
und vice versa. Dass diese Aquivalenz im Zeitdiskreten nicht uneingeschrinkt gilt, soll
nachfolgende Aufgabe zeigen.
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Aufgabe 7.5. Zeigen Sie fiir zeitdiskrete Systeme (7.24), dass jedes vollstéandig erreich-
bare System vollsténdig steuerbar ist, die Umkehrung jedoch nur dann gilt, wenn die
Dynamikmatrix ® von (7.24) regular ist.

Aufgabe 7.6. Zeigen Sie, dass die Erreichbarkeitsmatrix R des mathematischen Modells
(7.2) der Briickenabgleichschaltung von Abbildung 7.1 fiir die Briickenbedingung (7.4)
den Rang 1 hat und somit das System in diesem Fall nicht vollstdndig erreichbar ist.

Aufgabe 7.7. Zeigen Sie, dass das linearisierte mathematische Modell des Wagens mit
inversem Pendel von Abbildung 7.2 vollstédndig erreichbar ist.

Aufgabe 7.8. Berechnen Sie den Rang der Erreichbarkeitsmatrix R(®,T') des zeit-
diskreten Systems (7.7). Fiihren Sie die Berechnung sowohl in MAPLE als auch in
MATLAB mit dem Befehl ctrb durch.

Lisung von Aufgabe 7.8. rang(R(®,T')) =2

7.4 Beobachtbarkeit (zeitkontinuierlicher Fall)

Uber die Erreichbarkeit eines mathematischen Modells erhilt man Aussagen iiber die
Wirkung des Einganges auf den Systemzustand. Mithilfe der Beobachtbarkeit wird un-
tersucht, welche Kenntnis iber den Systemzustand man prinzipiell erhalten kann, wenn
ausschlieflich die Ausgangsgroffien eines dynamischen Systems gemessen werden kénnen.

Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein lineares, zeitinvariantes, zeitkontinuierliches
System der Form

%X = Ax + Bu, x(0) = xo (7.32a)
y = Cx+ Du (7.32b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R?, dem Ausgang y € R? sowie den Matrizen
A e R B e R"P, C € R?*" und D € R?*P zu Grunde.

Definition 7.4 (Beobachtbarkeit im Zeitkontinuierlichen). Man nennt das System
(7.32) wollstandig beobachtbar, wenn aus der Kenntnis der Eingangs- und Ausgangs-
groflen u(t) und y(¢) auf dem Intervall 0 < ¢ < T sowie der Systemmatrizen A, B, C
und D der Anfangszustand xg errechnet werden kann.

Nachfolgender Satz gibt nun ein auf Basis der Systemmatrizen (C, A) iiberpriifbares
Kriterium fiir die Beobachtbarkeit des Systems (7.32) an:
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Satz 7.5 (Beobachtbarkeit tiber die Beobachtbarkeitsmatrix). Das System (7.32) ist
genau dann vollstandig beobachtbar, wenn die sogenannte Beobachtbarkeitsmatrix

C
CA

CA’? (7.33)

O(C, A)

_CA”_l_
den Rang n hat.

Beweis: siehe Anhang C.

Die Uberpriifung der Beobachtbarkeit anhand der Beobachtbarkeitsmatrix von (7.33)
(siehe auch den MATLAB-Befehl obsv) kann insbesondere bei grofieren Systemen numerisch
problematisch werden. Aus diesem Grund wird die Beobachtbarkeit bei diesen Systemen
oft direkt tiber die Gramsche Matrix von (C.19) untersucht (man vergleiche dazu wiederum
den MATLAB-Befehl gram). Dazu nachfolgender Satz:

Satz 7.6 (Beobachtbarkeit tiber die Gramsche Matrix). Das System (7.32) ist genau
dann vollstandig beobachtbar, wenn die Gramsche Matrix (observability gramian )

_ T T
G= / (A7) CTCeA" dr (7.34)
0

regular ist. Wenn die Dynamikmatric A eine Hurwitz-Matrixz ist, dann ldsst sich
G = limp_.oo G aus der Lyapunov-Gleichung

ATG,+G, A+ CTC=0 (7.35)

errechnen.

Aufgabe 7.9. Beweisen Sie Satz 7.6.
Hinweis: Orientieren Sie sich an den Herleitungen und Ergebnissen von Abschnitt
7.1.

7.5 Beobachtbarkeit (zeitdiskreter Fall)

Aus den bisherigen Uberlegungen ist es nun naheliegend, wie das Konzept der Beobacht-
barkeit auf lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete Systeme der Form

Xp+1 = Pxy + Tuy, x(0) = xo (7.36a)
vi = Cxy, + Dy (7.36D)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R?, dem Ausgang y € R? sowie den Matrizen
P c R, T € R"P, C e R und D € R?*P iibertragen werden kann.
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Definition 7.5 (Beobachtbarkeit im Zeitdiskreten). Man nennt das zeitdiskrete
System (7.36) wvollstdndig beobachtbar, wenn aus der Kenntnis der Eingangs- und
Ausgangsfolgen (uy) = (ug,uy,...,uny—1,0,...) und (yx) = (yo,¥1,---,¥~N-1,0,...)
mit finitem N sowie der Systemmatrizen ®, I', C und D der Anfangszustand xg
errechnet werden kann.

Es gelten nun analog zum zeitkontinuierlichen Fall folgende Sétze:

Satz 7.7 (Beobachtbarkeit tiber die Beobachtbarkeitsmatrix). Das zeitdiskrete System
(7.36) ist genau dann vollsténdig beobachtbar, wenn die sogenannte Beobachtbar-
keitsmatrix

C
Cc®
O(C,®) = | C®* (7.37)

C(I,nfl

den Rang n hat.

Aufgabe 7.10. Beweisen Sie Satz 7.7.
Hinweis: Die allgemeine Losung des Differenzengleichungssystems (7.36) (siehe
auch (6.33)) lautet

k—1
yr=C®"xg+C> &" 7 'T'u; + Duy .
j=0

Satz 7.8 (Beobachtbarkeit iiber die Gramsche Matrix). Das zeitdiskrete System (7.36)
ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn die Gramsche Matrix (observability

gramian )
N-1

_ T
Gs= ) (o%) cTcat (7.38)
k=0
reguldr ist. Wenn die Dynamikmatric ® lauter Eigenwerte im Inneren des Einheits-
kreises besitzt, dann ldsst sich Gg oo = limy_so0 Gg aus der Lyapunov-Gleichung

2'Gyo® - Gy +CTC=0 (7.39)

errechnen.

Aufgabe 7.11. Beweisen Sie Satz 7.8.
Hinweis: Zeigen Sie, dass Sie aus Kenntnis der Eingangs- und Ausgangsfolgen
(ug) = (wp,uy,...,uy-1,0,...) und (yx) = (yo,¥1,---,¥~n-1,0,...) sowie der Sy-
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stemmatrizen ®, I', C und D den Anfangszustand x¢ mit der Berechnungsvorschrift

N-1 B T k—1 )
X0 = Z Ggl({)k> CTS’k, Ve =¥Vir — Z C<I>’“’3’1I‘uj — Duy,
k=0 =0

explizit ermitteln kénnen.

Aufgabe 7.12. Zeigen Sie, dass die Beobachtbarkeitsmatrix O des mathematischen
Modells (7.2) der Briickenabgleichschaltung von Abbildung 7.1 fiir die Briickenbe-
dingung (7.4) den Rang 1 hat und somit das System nicht vollstdndig beobachtbar
ist.

Aufgabe 7.13. Zeigen Sie, dass die Beobachtbarkeitsmatrix O des linearisierten ma-
thematischen Modells Wagen mit inversem Pendel von Abbildung 7.2 den Rang 2
hat und somit das linearisierte System nicht vollstindig beobachtbar ist.

Aufgabe 7.14. Die Bewegung eines Heiflluftballons nach Abbildung 7.3 wird ndhe-
rungsweise durch ein mathematisches Modell der Form

. 1
AT = ——AT +u (7.40a)
1
1
0=——(@w—w)+ AT (7.40b)
T2
h=uv (7.40c)

mit der Temperaturdifferenz zur Gleichgewichtstemperatur AT, der Hohe des Ballons
h, der Vertikalgeschwindigkeit des Ballons v, der vertikalen Windgeschwindigkeit w
(StorgroBe) sowie der zur zugefithrten Wéarme proportionalen StellgroBe w.
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Brennerflamme

Il

Wind

it

Referenzhohe

Abbildung 7.3: Schematische Darstellung eines Heiflluftballons.

(1) Ist es moglich, die Temperaturdnderung AT und eine konstante Windgeschwin-
digkeit w alleinig aufgrund der Messung der Hohe h zu beobachten?

Hinweis: Erweitern Sie fiir die konstante Windgeschwindigkeit w das mathema-
tische Modell um die Differenzialgleichung w = 0.

Ergebnis: Die Beobachtbarkeitsmatrix O lautet

0 0O 1 0
0 O _
O: 1 1 9 det(o :70-
o - 0 % TITY
1 1
nm oz 0

und damit ist das erweiterte System fiir ¢ # 0 mit der Messgroflie y = h
vollstandig beobachtbar.

(2) Ist das System (7.40a) mit der Eingangsgrofie u vollstdndig erreichbar? Ergeb-
nis: ja fiir 0 # 0

(3) Ist das System (7.40a) mit der Eingangsgrofie w vollstandig erreichbar? Ergeb-
nis: nein

Aufgabe 7.15. Berechnen Sie den Rang der Beobachtbarkeitsmatrix O(C, ®) des
zeitdiskreten Systems (7.7). Fiihren Sie die Berechnung sowohl in MAPLE als auch in
MATLAB mit dem Befehl obsv durch.
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Liosung von Aufgabe 7.15. rang(O(C,®)) = 2

7.6 Einfluss der Abtastung

Wie man dem Beispiel (7.6) und (7.7) entnehmen kann (siehe Aufgaben 7.8 und 7.15),
kénnen die Eigenschaften der vollstandigen Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit durch
Abtastung verloren gehen. Ohne Beweis sei dazu folgender Satz angegeben:

Satz 7.9. Es sei das lineare, zeitinvariante, zeitkontinuierliche System (7.32) mit den
Systemmatrizen A, B, C und D vollstindig erreichbar und vollstindig beobachtbar und
mit \j = aj £ Iwj, j =1,...,n, bezeichne man die unterschiedlichen Eigenwerte der
Matriz A. Wenn die Abtastzeit T, so gewdhlt wird, dass fir die konjugiert komplexen
Figenwertpaare gilt

I

- = +1,42,... 41
Ta’ l ) 9 ) (7 )

w]'#

dann ist das zugehorige Abtastsystem nach (6.19) vollstandig erreichbar und vollstindig
beobachtbar.

Zur Veranschaulichung betrachte man als Beispiel das zeitkontinuierliche System

. A —w b1
X = X+ u (7.42a)
w -\ b2
S — ~——
A B
y= [Cl 02} X (7.42D)
C

mit dem zugehdrigen Abtastsystem

e Macos(Tyw) —e Masin(T,w) by
X = Xp+ [~ | u 7.43a
i le_)‘Ta sin(T,w) e e cos(T,w) * 2 ; ( )
~——
3 r
Yk = [61 62} X - (7.43Db)
———
C
Die Erreichbarkeitsmatrix des zeitkontinuierlichen Systems (7.42)
by —Aby —wb
R(A,B) = | * Lo (7.44)
by wby — A\bo

ist genau dann reguldr, wenn w(b% + b%) = 0 ist. Durch Einsetzen einer Abtastzeit der
Form T, = lr/w, | = £1,42, ... (vergleiche dazu (7.41)) in die Erreichbarkeitsmatrix des
Abtastsystems (7.43)

(7.45)

R(¢7 F) _ [Bl Ble_)‘Ta COS(Ta(,U) — BQe_ATa Sln(TGW)]

by bie M sin(Tow) + boe e cos(Tyw)
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erhalt man o
by bre e cos(In)

R(®,T)=|." . ,
( ) by bye e cos(Im)

(7.46)

und man erkennt unmittelbar, dass in diesem Fall R(®,T') singulér ist.

Aufgabe 7.16. Unter welchen Bedingungen an die Parameter A\, w, ¢; und ¢s ist das
zeitkontinuierliche System (7.42) vollstdndig beobachtbar?

Zeigen Sie, dass fiir die Abtastzeit T, = Ir/w, | = £1,42,..., das Abtastsystem
(7.43) nicht vollstdndig beobachtbar ist.

Lésung von Aufgabe 7.16. Es muss gelten w(c% + C%) #0.

Aus der Bedingung (7.41) folgt also, dass fiir die Wahl der Abtastzeit

m
T, <

(7.47)

W3, max

mit wjmax als den betraglich grofiten Imaginérteil aller auftretenden konjugiert komplexen
Eigenwerte der Dynamikmatrix A die Eigenschaften der vollstdndigen Erreichbarkeit und
vollstadndigen Beobachtbarkeit bei der Abtastung erhalten bleiben.

7.7 Dualitatsprinzip

Es wurde bereits im Abschnitt 3.5 gezeigt, dass eine skalare Ubertragungsfunktion G(s)
bzw. G(z) unverdndert bleibt, wenn man sie transponiert, es gilt also

G(s)=c"(SE—A)'b+d=b" (sE - AT)_lc +d (7.48)

bzw.
-1
G(z)=c"(:E- @) 'T+d=T"(:E—-@") c+d. (7.49)

Aus (7.48) bzw. (7.49) erkennt man, dass jeweils die beiden Systeme, auch primales und
duales System genannt,

X, = Ax, + bu %xg=ATxy+ cu
T und T (7.50)
Yp = C Xp +du Yqa = b xq+ du
primales System duales System
bzw. .
Xpkt+1 = Pxp g + Tug Xdk+1 = P Xgk + cug
T und T (7.51)
Ypk = C Xpp + duy Yd g =T Xap + duy
primales System duales System

die gleiche Ubertragungsfunktion besitzen.
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Aufgabe 7.17. Zeigen Sie, dass die Erreichbarkeit (Beobachtbarkeit) des primalen
Systems dquivalent zur Beobachtbarkeit (Erreichbarkeit) des dualen Systems ist.

7.8 Minimalrealisierung

Die Aufgabe, zu einer Ubertragungsfunktion G(s) eine Zustandsdarstellung in Form eines
Systems von Differenzialgleichungen 1-ter Ordnung

x = Ax + bu, x(0) = xo (7.52a)
y=c'x+du (7.52b)

bzw. zu einer Ubertragungsfunktion G(z) eine Zustandsdarstellung in Form eines Systems
von Differenzengleichungen 1-ter Ordnung

X1 = Pxg + Tuy, x(0) = xg (7.53a)
Yk = ¢ x + duy, (7.53b)

zu finden, wird als Realisierungsproblem bezeichnet (vergleiche dazu Abschnitt 3.5 und
Abschnitt 6.4.4). Man nennt nun eine Zustandsrealisierung minimal, wenn es die geringst
mogliche Anzahl von Zustidnden unter allen moglichen Realisierungen aufweist. Es gilt
nun folgender Satz:

Satz 7.10 (Minimale Zustandsrealisierung). Eine Zustandsrealisierung {A, b, c,d}zu
einer Ubertragungsfunktion G(s) bzw. {®,T, c,d} zu einer Ubertragungsfunktion G(z)
ist genau dann minimal, wenn das Paar {A,b} bzw. {®,T'} vollstindig erreichbar
und das Paar {A,c} bzw. {®,c} vollstandig beobachtbar ist.

Aufgabe 7.18. Beweisen Sie Satz 7.10.

Zur Wiederholung seien an dieser Stelle nochmals die zwei bereits bekannten kanonischen
Minimalrealisierungen fiir die z-Ubertragungsfunktion

_bo bz 4 by12" T 4 by2”

G(2) G0+ @z ap 2l 2T (7.54)
:%+%T;???;Li;ﬁiﬂ (7.55)

mit
bi=bi—aby, =01, ,n—1 (7.56)

angegeben, namlich die I-te Standardform oder Steuerbarkeitsnormalform {®g, T'r, cg,
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dr}

L1,k+1 0 1 0 s 0 L1,k
T2 k41 0 0 1 0 Tok
Tp—1k+1 0 o - 0 1 Tn_1k
L Tnk+1 | |—@ —ai -+ —Qpn-2 —0n-1| | Tnk |

N——
K41 $r X
€1,k
T2k
Ye=1bo b1 -+ bpo bn—1:| : + by ug
~—~
cl Tn—1,k dr
L xn’k -
N——
Xk

Uk

(7.57a)

(7.57b)
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und die 2-te Standardform oder Beobachtbarkeitsnormalform {®p, I'p, cp, dp}

T ki1 0 - - 0 —ao Tk bo
T2 k41 I 0 0 —ai T2k b1
= 1 +| 0 | (7.58a)
Tn—1,k+1 0 0 —ap_o Tn—1,k Bn—Q
L Tnk+1 | 0 0 -+ 1 —ap_1| [ Tnk | _bnfl_
————— - ———— N —
Xk+1 &g Xk I'p
T,k
L2,k
=100 0 1| i |+ b w. (7.58b)
d
crg xTL*l,k B
L l'n7k -
——_——
Xk

Man iiberzeugt sich leicht, dass die 1-te und 2-te Standardform zueinander jeweils das
primale und duale System gemé&8 (7.51) sind. Jetzt sind wir auch in der Lage, die Namen
Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsnormalform zu interpretieren, denn eine einfache
Rechnung zeigt, dass die Erreichbarkeitsmatrix R(® g, 'r) der Steuerbarkeitsnormalform
{(I>R, FR, CR, dR} von (7.57)

00 1]
0 0 0 *
R(®r,Tr)=1|: ¢ - (7.59)
0 1 * ok
|1 —an—1 * k]

immer regulér ist.

Aufgabe 7.19. Zeigen Sie, dass die Beobachtbarkeitsmatrix O(cg, L B) der Beobacht-
barkeitsnormalform {®p,T'p,cp,dp} von (7.58) immer regular ist.

Die beiden kanonischen Normalformen (7.57) und (7.58) weisen noch eine weitere sehr
schone Eigenschaft auf — ndmlich, die Koeffizienten a;, i = 1,...,n, des charakteristischen
Polynoms p(z) = det(zE — ®r) = det(zE — ®p) von ®p bzw. &5 konnen direkt der
letzten Zeile bzw. Spalte entnommen werden. Um dies fiir ®p allgemein zu zeigen,
nehme man an, dass A eine Losung des charakteristischen Polynoms sei, also p(A) = 0,
dann existiert ein nichttrivialer Vektor v # 0 so, dass gilt (AE — ®z)v = 0 bzw. in
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Komponentenschreibweise

-1 0 0 V1 0
0 X -1 0 V2 0
P e : o= (7.60)
0O 0 - A -1 Un—1 0
a0 a1 - ap—2 Atap—1] | vn | 0]
Aus (7.60) erhélt man
v = /\Uj—l bzw. v = )\j_l'l}l flir j = 2, Loy (7.61)
und
agv1 + a1V + -+ Ap_9Un_1 + Ap_1Vp + Av, =0 . (7.62)
Setzt man nun (7.61) in (7.62) ein, dann folgt aus
(ao +ai A+ + an_g)\"_Z + an_l)\”_l + )\n) v1 =0 (7.63)

unmittelbar, dass wegen v # 0 und damit v; # 0 der Klammerausdruck in (7.63) Null
sein muss und damit die Tatsache, dass

p(2) =ao+arz+- - +an 22" * +a, 12" 42" (7.64)

das charakteristische Polynom von ®p ist.

Aufgabe 7.20. Zeigen Sie, dass die charakteristischen Polynome einer quadratischen
Matrix @ € R™*" und der zugehérigen transponierten Matrix @ gleich sind.

7.8.1 Markov-Parameter und Hankelmatrizen

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit setze man fiir die nachfolgenden Betrachtungen
voraus, dass die Systeme (7.52) und (7.53) nicht sprungfihig sind, also gilt d = 0. Man
bezeichnet nun die Grofien

mp =cTA¥ b bzw. my =TI, k=1,2,3,... (7.65)
als die Markov-Parameter der Systeme (7.52) und (7.53).

Aufgabe 7.21. Beweisen Sie, dass die Markov-Parameter invariant gegeniiber reguldren
Zustandstransformationen sind.

Die Markov-Parameter sind nun eindeutig durch die Ubertragungsfunktionen G(s) =
cT(sE — A)™'b bzw. G(2) = ¢ (2E — ®)'T bestimmt. Um dies fiir zeitkontinuierliche
Systeme zu zeigen, schreibe man einfach G(s) in der Form

1 1 e8]
G(s) = ECT(E - A/S)_lb = ;CT (E + A/S+A2/82 SEEEE )b = Z mes " (7.66)
k=1
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mit den Markov-Parametern my, von ( um. Die Markov-Parameter hangen nun mit

7.65
der Impulsantwort g(¢) von (7.52) fiir d =

)
0
2
gt)=cT®t)b=cT|E+ At + AQE +--- |b (7.67)
und deren zeitlichen Ableitungen an der Stelle ¢t = 0 wie folgt

dkfl
<dtk1g(t)> =cTA*b=m,; fir k=1,2,3,... (7.68)
t=0

zusammen. Bei zeitdiskreten Systemen (7.53) geben die Markov-Parameter my von (7.65)

direkt die Gewichtsfolge (Impulsantwortfolge) (gx) fiir d = 0 an, denn es gilt
1 1 00
G(z) = —c"(E=®/2) 'T =" (BE+®/2 + 8/ + - )T =Y mpz™"  (7.69)
& z k=1

und damit folgt unmittelbar die Beziehung
gp=mp=c ® T fir k=1,2,3,.... (7.70)

FEine wichtige Matrix, die mit den Markov-Parametern eng verbunden ist, ist die
sogenannte Hankelmatriz

myg mMiy1 o0 Mgy

L Mi+1 M4 00 Mi4j41
Hli,jl=| . S Co (7.71)

Mty Mitj41 0 Mi42

Die vollstandige Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit der Systeme (7.52) bzw. (7.53) kann
nun sehr effizient anhand der Hankelmatrix gepriift werden.

Satz 7.11 (Minimalrealisierung und Hankelmatrix). Das System (7.52) bzw. (7.53) ist
genau dann vollstandig erreichbar und vollstandig beobachtbar, wenn die Hankelmatrix

cTb cTAb ... cTAn1lp
cTAb cTA%bL ... cTA"b
H[l,n—1] = . . , . (7.72)
cTA" 1p cTA"b ... cTA2r2p
bzw.
cIr cer ... cTerIr
cfer  ct'd?r .. clterr
Hiln—1]=| o . (7.73)
cfe1r Terr ... cTdp2n2p

requldr ist.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Seite 226 7.9 Der PBH-Test

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass sich die Hankelmatrizen
Hil,n — 1] und Hy4[1,n — 1] in der Form

CT

cTA
H=| c'A? [b,Ab,AQb,...,Anflb]:o(cT,A)R(A,b) (7.74)

bzw.
SR
o
Hy;= | c'®2 r,@r,@%,...,@”*lr] :O(J,@)R(@,r) (7.75)
CT(I)nfl
schreiben lassen. O

7.9 Der PBH-Test

Um die vollstdndige Erreichbarkeit bzw. Beobachtbarkeit zu testen, muss man den bisheri-
gen Uberlegungen folgend eine Rangpriifung gewisser Matrizen durchfiihren, was teilweise
numerisch sehr problematisch sein kann. Aus diesem Grund soll hier noch ein Verfahren,
welches auf der Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren beruht, der sogenannte
PBH/(Popov-Belevitch-Hautus )- Eigenvektortest, vorgestellt werden. Die nachfolgenden
Sétze werden nur fiir zeitkontinuierliche Systeme (7.52) formuliert, gelten aber eins zu
eins auch fiir zeitdiskrete Systeme (7.53).

Satz 7.12 (PBH-Eigenvektortest). Das System (7.52) ist genau dann nicht vollstindig
erreichbar, wenn zu einem Figenwert \; der Matriz A firi=1,...,m, m < dim (A),
ein Linkseigenvektor w' # 0T so existiert, dass gilt

wlA = \w! und wib=0. (7.76)

Das System (7.52) ist genau dann nicht vollstdndig beobachtbar, wenn zu einem
Eigenwert \; der Matriz A firi=1,...,m, m < dim (A), ein Rechtseigenvektor
v #£ 0 so existiert, dass gilt

Av=\v und c'v=0. (7.77)

Beweis: sieche Anhang C
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Aufgabe 7.22. Zeigen Sie, dass zu einem Eigenwert \; einer Matrix A jeder Linksei-
genvektor W;F von A einem transponierten Rechtseigenvektor v; der transponierten
Matrix AT entspricht.

Aufgabe 7.23. Uberpriifen Sie mithilfe des PBH-Eigenvektortests, ob nachfolgendes
System

2 1 0 0
X = (-1 0 O[x+| 1|u
-3 -3 -2 -1

y=1 1 1x+u

vollsténdig erreichbar bzw. vollstindig beobachtbar ist. Berechnen Sie die Ubertra-
gungsfunktion G(s) = g/4.

Lisung von Aufgabe 7.23. Das System ist nicht vollstdndig erreichbar und nicht
vollstdndig beobachtbar mit folgenden Eigenwerten und fiir den PBH-Eigenvektortest
relevanten Links- und Rechtseigenvektoren:

Eigenwert Linkseigenvektor Rechtseigenvektor
A= -2 wi=11 1] vi=]o o 1]
Ay = 1 (zweifach) wi = [1 1 0} vy = {—1 1 O}

Die Ubertragungsfunktion lautet G(s) = 1.

Aufgabe 7.24. Beweisen Sie, dass ein EingroBensystem der Form (7.52) mit der
Dynamikmatrix

>

I
o o >
o > o
> = o

unabhéngig von b immer nicht erreichbar ist.
Hinweis: Zeigen Sie dies auf zwei verschiedene Art und Weisen, ndmlich

(1) durch Aufstellen der Erreichbarkeitsmatrix R(A,b) fiir ein allgemeines b und

(2) mithilfe des PBH-Eigenvektortests. Beachten Sie, dass in diesem Fall zum
gleichen Eigenwert A zwei linear unabhéingige Linkseigenvektoren wi und wa
existieren und damit geméaf Satz 7.12 fiir die Nichterreichbarkeit des Systems
lediglich eine Linearkombination wl = oqwlT + agwg mit a1, s € R existieren
muss, die die Bedingung (7.76) erfiillt.
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Aufgabe 7.25. Zeigen Sie, dass wenn fir die Dynamikmatrix A eines Eingrofiensystems
(7.52) zu einem Mehrfacheigenwert A\ mehr als ein linear unabhéngiger Eigenvektor
existiert, dann ist das System nicht vollstdndig beobachtbar.

Hinweis: Aufgabe 7.24 in Kombination mit dem Dualitdtsprinzip

Aufgabe 7.26. Gegeben ist das System

N 0 - 0
0 N -+ 0
Xe+1 = | . . .| Xk
0 0 - A
Ye= |1 C2 -+ Cn|Xk
Welche Bedingungen miissen die Parameter A;, ¢;, j = 1,...,n erfiillen, damit das

System vollsténdig beobachtbar ist?

Léosung von Aufgabe 7.26. Es muss gelten ¢; # 0 und \; # \; fiir ¢ # j und
jyi=1,...,n.

Neben dem PBH-Eigenvektortest gibt es auch noch den sogenannten PBH-Rangtest,
der in diesem Zusammenhang hiufig in der Literatur zu finden ist.

Satz 7.13 (PBH-Rangtest). Das System (7.52) ist genau dann vollstindig erreichbar,
wenn gilt
rang[sE — A,b] =n (7.78)

fiir alle s der komplexen Ebene.
Das System (7.52) ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn gilt

T
rang ¢ =n (7.79)
sE— A

fiir alle s der komplezen Ebene.

Beweis: siche Anhang C

@ Zusatzmaterial zu diesem Kapitel finden Sie in Form von Maple- und E# #
Matlab/Simulink-Dateien auf unserer Homepage. H
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8 Zustandsregler/Zustandsbeobachter

Das bisher diskutierte Frequenzkennlinienverfahren im Abschnitt 5 beruht auf einer
Regelkreisstruktur, bei der eine Grofle, die so genannte Ausgangsgrofle, gemessen wird,
und auf deren Kenntnis gemeinsam mit der vorgegebenen Fiithrungsgrofie der Regler als
dynamisches System die Stellgrofe errechnet. Daher werden Regelkreise dieser Art auch
als Ausgangsregelungen bezeichnet. Setzt man nun voraus, dass der gesamte Zustand eines
Systems messtechnisch erfassbar ist, dann ist es moglich, einen sogenannten Zustandsregler
zu entwerfen. Unter einem Zustandsregelgesetz versteht man eine dynamiklose, funktionale
Abhdngigkeit der Stellgrofie u von den Zustandsgrofien x und eventuell weiteren externen
Eingangsgrofien (z. B. Fithrungsgrofien) r im allgemeinen Fall in der Art

u(t) = fu(x(t),r(t),t)  baw.  wp = fyk(xp, i) (8.1)
bzw. fiir lineare, zeitinvariante Systeme

u(t) = Kx(t) + Gr(t) bzw. u, = Kxi, + Gry, . (8.2)

8.1 Zustandsregler

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit lege man den nachfolgenden Betrachtungen das
lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete Eingrofiensystem

X1 = Pxg + Tuy, x(0) = %o (8.3a)
Yk = cIxy, + duy, (8.3b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R, dem Ausgang y € R sowie den Matrizen
P cR"™™ I',c € R" und d € R zu Grunde. Setzt man nun ein Zustandsregelgesetz der
Form

ur = kxy, + gry, (8.4)
in (8.3) ein, so ergibt sich der geschlossene Regelkreis zu
Xyl = (<I> + I‘kT) xi + Lgry, x(0) = xg (8.5a)
—_—————
Qg
Yp = (CT + dkT)xk + dgry, (8.5b)

mit der Dynamikmatrix des geschlossenen Kreises ®, und der Eingangsgrofie r. Of-
fensichtlich miissen nun die Gréflen k € R™ und ¢ € R im Rahmen des Zustands-
reglerentwurfes so bestimmt werden, dass die Ausgangsfolge (yx) als Antwort des ge-
schlossenen Kreises (8.5) auf spezielle Eingangsfolgen, wie beispielsweise der Sprungfolge

(r) = r0(1k> = (ro,70,70, - -.), gewissen Bedingungen geniigt.
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Im ersten Schritt soll die Eingangsfolge (1) aufier Acht bleiben, also (ry) = (Ok), und
die Grofle k soll so entworfen werden, dass die Eigenwerte der Dynamikmatrix ®, des
geschlossenen Kreises an beliebig vorgegebenen gewiinschten Stellen zu liegen kommen.
Man nennt diesen Entwurf deshalb auch Polvorgabe im Zustandsraum. Zuvor wird jedoch
noch ein fiir das Weitere wesentlicher Satz, ndmlich der Satz von Cayley-Hamilton,
formuliert und bewiesen:

Satz 8.1 (Satz von Cayley-Hamilton). Bezeichnet
p(z) =ag+ar1z+ - Fap_12" L+ 2" (8.6)
das charakteristische Polynom der Matriz ® € R™ ™, dann geniigt ® der Beziehung

p(®)=aE+a®+-+a, 19"+ 2" =0. (8.7)

Beweis. Fiir die Inverse der Matrix (zE — ®) € R™*" gilt

_1  adj(zE - ®)
(:E—- &) ! = QB D) (8.8)

wobei die adjunkte Matrix adj(zE — ®) lediglich Polynome (n — 1)-Ordnung besitzt
und demnach in der Form

adj?E—-®)=Ro+Riz+ -+ Ryp22" 2+ Ry 2"} (8.9)
angeschrieben werden kann. Aus (8.8) und (8.9) erhalt man schlussendlich
det(zE — ®)E = (2E — ®) (Ro +Riz+ -+ Ry02" 2+ Rn_lz”&) (8.10)
bzw.

(ao +arz+ - Fap_12"t+ z")E

(8.11)
= —®Ro+- -+ (R 2—®R, 1)2" ' + R, 12" .

Durch Koeffizientenvergleich der Potenzen von z in (8.11) ergibt sich folgendes

Gleichungssystem
CLoE = — (I>R0

aE =Ry — PR,

: (8.12)
an—2E=Ry_3— PRy 2
an1E=Rp 2 — PR,
E=R, ;.
Multipliziert man nun jeweils die j-te Zeile von (8.12) mit ®/, j=0,...,n, und
addiert diese, dann folgt (8.7), womit Satz 8.1 bewiesen ist. O
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Liegt das System (8.3) in I-ter Standardform (Steuerbarkeitsnormalform) {®g, I'g,
cr, dr} gemiB (7.57) vor, dann erhilt man unmittelbar eine Vorschrift, wie k' im
Zustandsregelgesetz (8.4) festzulegen ist, damit die Eigenwerte der Dynamikmatrix ®, =
(q) r+T RkT) von (8.5) an beliebig vorgegebenen gewiinschten Stellen zu liegen kommen.
Es gilt nédmlich fiir ®, in diesem Fall

0 0
0 0
Dy=| N N A L R Y (8.13)
0 0 0 1 0 o
|—@0 —a1 -+ —Gp—2 —Qp_1]| 1]
P Th
bzw.
[0 1 0 0 |
0 0 1 0
Q= : : (8.14)
0 0o ... 0 1
_k‘o —ag ki—a1 - kpno—apn—o kp_1— n—1]

mit dem zugehdrigen charakteristischen Polynom von ®, (man wiederhole dazu die
Uberlegungen von Abschnitt 7.8)

Pg(2) = (ap — ko) + (a1 — k1)z+ -+ + (an—1 — kn_l)z"_l + 2" (8.15)

Die Vorgangsweise bei der Polvorgabe im Zustandsraum fiir ein System in Steuerbar-
keitsnormalform {®pr,T'r, cr,dr} ist demnach die folgende: Man gibt die n gewiinschten
Eigenwerte A\;, j = 1,...,n, des geschlossenen Kreises vor und bestimmt sich daraus ein
gewlunschtes charakteristisches Polynom fiir den geschlossenen Kreis

n
pgsou(z) = [[(z = Aj) =po +p12+ p2z® + -+ + pp_12" 42" (8.16)
j=1

Durch Koeffizientenvergleich von (8.15) und (8.16) erhdlt man dann direkt die Zustands-
reglerkoeffizienten

kj:aj—pj, j:O,...,n—l. (8.17)

Wenn nun das System (8.3) nicht in Steuerbarkeitsnormalform vorliegt, dann kann die
Polvorgabe im Zustandsraum mithilfe der Formel von Ackermann durchgefiihrt werden.

Satz 8.2 (Formel von Ackermann). Die Eigenwerte der Dynamikmatrizc ®, des
geschlossenen Kreises (8.5) kénnen genau dann durch eine Zustandsrickfihrung der
Form (8.4) beliebig platziert werden, wenn das System (8.3) vollstandig erreichbar
ist. Der Riickfiihrungsvektor k™ berechnet sich nach der Beziehung
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00 - 1]=vi[r &r &T .. & '] (8.18a)
T=TT R($.T)
k' = —povi —p1vi® — =P vi @ = vI®" = —viTp, con(P)
(8.18b)

mit pg soil(2) = Do+ P12 +paz? 4 A pr_12" 42" als gewiinschtes charakteristisches
Polynom des geschlossenen Systems.

Beweis. Am Beginn des Beweises ist festzuhalten, dass die Eigenschaft der vollstandi-
gen Erreichbarkeit des Systems (8.3) durch eine regulére Zustandstransformation der
Form xj = Vzi mit einer reguldren (n x n)-Matrix V weder verloren noch hinzuge-
wonnen werden kann. Dies ist unmittelbar einsichtig, denn die Erreichbarkeitsmatrix
des zu (8.3) zugehdrigen dquivalenten transformierten Systems

231 =V 1®Vz, + VITuy,, 2(0)=Vixg (8.19a)
& r
= ¢ xp + dug (8.19b)
lautet
R(«i@,f) = [f oI T ... &»n—lf} =
[V*lr v-levv-ir v-ilevv-ler ... V*1<I>"*1I‘} =V IR(®,T).
(8.20)

Aus (8.20) erkennt man, dass wegen der Regularitdt von V die Regularitat der
Erreichbarkeitsmatrix R(i’, f‘) des transformierten Systems (8.19) unmittelbar aus

der Regularitat der Erreichbarkeitsmatrix R(®,T") des urspriinglichen Systems (8.3)
folgt und vice versa. Weiters wurde in (7.59) gezeigt, dass ein System, welches in
Steuerbarkeitsnormalform vorliegt, immer vollstdndig erreichbar ist. Kombiniert man
diese beiden Erkenntnisse, dann folgt, dass ein vollstdndig erreichbares System immer
auf Steuerbarkeitsnormalform transformiert werden kann.

Die Idee zur Bestimmung der Beziehung (8.18) besteht nun darin, das System
(8.3) in einem ersten Schritt auf Steuerbarkeitsnormalform zu transformieren und
anschlieend die Polvorgabe im Zustandsraum, wie in (8.17) gezeigt, durchzufiihren.
Gesucht ist also eine reguldre Zustandstransformation der Form

vi
Vs
z=Vx=| |x (8.21)
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so, dass das System (8.3) im neuen Zustand z in Steuerbarkeitsnormalform

zj1 = VOV iz, + VI (8.22)
®p I'r=en

vorliegt. Aus der Gleichung

orp=VeVv! (8.23a)
bzw.
0o 1 0 ]
vi| vl
0 0 1 0 T T
Vo AP
: : : . : =] (8.23b)
0o 0 ... 0 1 ' '
Vol Lva
__a0 —ap - —Gp-2 _an—l_
erhdlt man
Vi =v]®, j=1,...,n—1 (8.24a)
—agVE —a1Va — = Ve = VId (8.24b)
Durch Einsetzen der Beziehungen fiir V;»F, j=2,...,n, in die letzte Gleichung von
(8.24)
vi (ao a1 ® 4.t a, 1@+ @") =: (8.25)

und Anwenden des Satzes 8.1 erkennt man, dass (8.25) trivialer Weise erfiillt ist. Die
noch fehlende Gleichung zur Bestimmung von v} erhilt man aus

T'gp=e,=VL (8.26a)
bzw.
o [¥
VT
. 2
=1 . (T (8.26b)
. :
NG
und mit (8.24) folgt
el =T [r T 7T ... @nflr} . (8.27)
R(®T)
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Unter der Voraussetzung, dass das System (8.3) vollstdndig erreichbar ist, lautet dann
die Zustandstransformation

vi
vid
V= _ (8.28)
v1T<I>”’1
mit
vi =elR(®,T)" . (8.29)

Fiir das System in Steuerbarkeitsnormalform (8.22) kann durch

up = Kpzj, = [ao —Po G1—P1 ... Gp-1— Pn—1|Zk (8.30)
direkt das gewlinschte charakteristische Polynom
Pgsolt(2) = po+ P12+ paz’ + -+ pp12" T+ 2" (8.31)

und damit die Eigenwerte des geschlossenen Kreises vorgegeben werden (man verglei-
che dazu auch (8.13) - (8.17)).

Da man diese zwei Schritte (Transformation auf Steuerbarkeitsnormalform mit
anschlieflender Polvorgabe) nicht immer getrennt durchfiihren mochte, transformiert
man den geschlossenen Kreis (8.22) und (8.30) in den urspriinglichen Zustand x
zuriick, also

Xpi1 = VI®pVx, + VTR KLV X, . (8.32)
@ r T
k

Damit lautet aber der Riickfithrungsvektor k™ im urspriinglichen System wie folgt
vi
T

vi®

k' = k%V = [ao —Po a1 —PpP1 ... Qn-1 *pnfl}

v?@”’l

=vi (ao Tar @+t anfli’n_l) —vi (Po +p1 @+ +pn,1¢'"_1>

=—®" nach Satz 8.1
= T (o +p1® -+ P @ 8" = —vIpg ()
(8.33)
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mit dem gewiinschten charakteristischen Polynom pg son von (8.31). Es ist damit
bewiesen, dass wenn das System (8.3) vollstandig erreichbar ist, dann kénnen die Pole
des geschlossenen Kreises mit dem Zustandsregler uy = kTx; und kT nach (8.18)
beliebig platziert werden.

Aufgabe 8.1. Zeigen Sie die Umkehrung, dass aus der Tatsache der nicht voll-
standigen Erreichbarkeit von (8.3) folgt, dass die Pole des geschlossenen Kreises
nicht alle beliebig vorgegeben werden kénnen.

Hinweis: Nutzen Sie die Tatsache, dass jedes nicht vollstdndig erreichbare
System auf die Form

|i<1,k+J| [‘1’11 @12] [XLk Iy
X2 k41 0 P X2k 0
x
Yk = {C;F CQT} [ Lk —l—duk .
X9k
transformiert werden kann.
Mit der Losung von Aufgabe 8.1 ist aber Satz 8.2 gezeigt. O

Wie man gesehen hat, spielt die Eingangsfolge (r1) von (8.5) fiir die Polvorgabe keine
Rolle. Nun beinhaltet das Zustandsregelgesetz

up = kKT xy + gry, (8.34)

von (8.4) noch den Parameter g, mit dessen Hilfe man beispielsweise erreichen kann, dass
fiir den geschlossenen Kreis

X1 = (<I> + I‘kT) xp + gy, x(0) = xg (8.35a)
|
Qg
Yp = (cT + dkT)X;C + dgry, (8.35D)
gilt
lim yi = 7o (8.36)
k—o0

mit der Sprungfolge (r;) = ro(lk) = (ro,70,70, - -.) als Eingangsgrofle. Berechnet man

nun die z-Transformierte von (yg), so erhilt man

z

-1
_ (T T & _ T1T
y.(z) = (c + dk )(zE ® —Tk ) Iy b +2zx0 | +dg o (8.37)

—— ——
r2(z) rz(2)

bzw. durch Anwendung des Endwertsatzes folgt

—1
lim y, = lin%(z —1Dy.(2) = (cT + dkT> (E . I‘kT> Lgro+dgro =ro, (8.38)
z—

k—4o00
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da alle Nullstellen von det (zE — & —Tk") im Inneren des Einheitskreises der komplexen

z-Ebene liegen. Damit errechnet sich g aus (8.38) zu

1

. 8.39
(cT 4+ dkT)(E—® —TkT) 'T'+d (8.39)

g:

22

dq do

]
]

Fezt
c1 Fy——» m2 )

21

Abbildung 8.1: Zweimassenschwinger.

Beispiel 8.1 (Simulationsbeispiel). Als Beispiel betrachte man den Zweimassenschwin-
ger von Abbildung 8.1 bestehend aus den zwei Massen mq und meo, den zwei linearen
Federn mit den Federkonstanten c¢; und co sowie den zwei geschwindigkeitsproportio-
nalen Dadmpfern mit den Dédmpfungskonstanten d; und ds.

Auf die erste Masse m; wirkt die externe Kraft F.,;, die zugleich die Stellgréfie
u = F.z+ des Systems darstellt, und die auf die zweite Masse mo wirkende Kraft
F, = v ist als unbekannte Storung aufzufassen. Das mathematische Modell errechnet
sich direkt durch Anwendung des Impulserhaltungssatzes auf die beiden Massen mq
und mg in der Form

ml,'z’l = —C1 (21 — 22) — dl(é’l — 2’2) — Fe:vt (8.40&)
maofZy = c1(z1 — 22) + d1(21 — 22) — cozp — dao — Fy (8.40b)
wobei z; und zs die Auslenkungen der Massen my und msy um die entspannte Lage

der Federn beschreiben. Mit den Zustandsgrofen xT = [zl V] =21 29 Uy = 2'2},
der Stellgrofle u = Fiyy, der Stérung v = F,, und der Ausgangsgrofie y = zo ergibt
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sich die Zustandsdarstellung von (8.40) zu

d
= Ax + bu+ by, x(0) = %o (8.41a)
y=c'x (8.41D)
mit
0 1 0 0 ]
La _d o a 4
A= | "™ T mi mi : (8.42a)
0 0 0 1
1 ﬂ _01+CQ _Cll—l-dz
L mo meo ma ma
0
b
b= | mi|, (8.42b)
0
L 0 -
F o ]
0
b,=| ¢ | (8.42¢)
1
L N2
¢"=lo 01 0. (8.42d)
Wahlt man fiir die Parameter die Werte mq; = 1, mo = 10, ¢4 = ¢co = 1 und

d1 = do = 1, dann lautet das mathematische Modell

1 0 1 0 0 Z1 0
d -1 -1 1 1 —1 0
S = Rt u+ v (8.43a)
dt | 29 0 0 0 1] |22 0 0
Vg 0.1 0.1 —-0.2 —-0.2]|v 0 —0.1
21
(%
y=[0 0 1 0|’ (8.43b)
2
V2

Fir den Reglerentwurf berechnet man in einem ersten Schritt das zugehorige Abtast-
system mit der Eingangsgrofie u und der Ausgangsgréfle y fir die Abtastzeit T, = 2
(MATLAB-Befehl c2d). Im Anschluss daran soll fiir das Abtastsystem ein Zustandsreg-
ler mittels Polvorgabe so entworfen werden, dass die Pole des geschlossenen Kreises

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Seite 240 8.1 Zustandsregler

bei exp(A;Tg), j =1,...,4, mit \; 2 = —0.5£0.5/, A3 = —1 und Ay = —2 zu liegen
kommen (MATLAB-Befehl place bzw. acker). Man beachte, dass in MATLAB der
Zustandsregler im Gegensatz zum Skriptum, siehe (8.34), mit negativem Vorzeichen
in der Form u, = —kTx; angesetzt ist! Im Weiteren ist der Vorfaktor g in (8.34)
so zu bestimmen, dass fiir eine Sprungfolge (1) = 7"()(1’“) als Fiithrungsgrofle gilt
limg s o0 Yk = T0-

Mit diesen Vorgaben errechnet sich fiir das vorliegende Beispiel der Zustandsregler
(8.34) zu

up = 0.0189  0.4627 0.5245 3.8538]xk — 1.5624ry, . (8.44)

Fiir den Zustandsregler des Zweimassenschwingers von Abbildung 8.1 E;l: ]
ist ein Simulationsbeispiel in Form von Matlab/Simulink-Dateien auf :gsss:
unserer Homepage verfiigbar. *El%tﬂﬁﬁii

Aufgabe 8.2. Zeigen Sie, dass fiir den Fall, dass das System (8.3) in 1-ter Standardform
{®Rr,T'r,cr,dr} gemaf (7.57) vorliegt, sich der Ausdruck fiir g von (8.39) wie folgt

1
(T +dkM)1 +dY 7 op;’ .
1

vereinfacht.
Hinweis: Es gilt folgender Zusammenhang

adj(E — ® — Trk})
det(E —Pp — FRk%)

(E _d, erkE)_l —

mit
det (E —®r — I‘Rkﬁ) Py, soll Zp] ) pn=1
und
1 -1 0 0|
0o 1 -1 .- 0
(B ®p—Tpkf) = :
0 0 1 -1
[P0 P1 o Pn—2 14+ pn1]
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Aufgabe 8.3. Entwerfen Sie fiir das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete System

O - 3
Xjt1 = X u
k+1 0 1 1|
einen Zustandsregler so, dass die Eigenwerte des geschlossenen Kreises bei A1 und A9
liegen.

Hinweis: Fur festes A\; und Ay verwenden Sie den MATLAB-Befehl place bzw.
acker.

Lésung von Aufgabe 8.3. Der Zustandsregler lautet u, = kT x;, mit dem Riickfiih-
rungsvektor

KT =—[(1= M=o+ 20) (330 -5 taun)].

Aufgabe 8.4. Gegeben ist das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete System
ajl 0 bl

Xk+1:[ ]szﬂL[ ‘|Uk

az a2 b2

mit den Parametern a;; # 0.

(1) Berechnen Sie die Erreichbarkeitsmatrix und geben Sie Bedingungen fiir b; und
bs an, damit diese regulér ist.

(2) Entwerfen Sie einen Zustandsregler so, dass das charakteristische Polynom des
geschlossenen Kreises die Form

pg,sall(z) = Z2 + p1z + p2

hat.

Lésung von Aufgabe 8.4. ad (1) Die Bedingungen fiir die vollstindige Erreichbarkeit
lauten

by £ 0
b
by # A fir a1 # a
a1l — a2
bQ beliebig fur ajlp = ag2, a1 7& 0.

ad (2) Der Zustandsregler errechnet sich zu ug = kTx;, mit

kT — {_ baa?, +bopiaii+bapa—azibiaii —asibiazz—a21bip1 a3,+piaza+pa }
b1(—a21b1—az2b2+a11b2) —az1bi—az2b2+a11b2
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8.1.1 Dead-Beat Regler

Will man nun ein Zustandsregelgesetz der Form (8.34) mit g = 0 so entwerfen, dass
jede Anfangsauslenkung x( des Systems (8.3) moglichst schnell zu 0 gemacht wird, dann
gelangt man zum sogenannten Dead-Beat Regler. Es gilt nun folgender Satz:

Satz 8.3 (Dead-Beat Regler). Legt man fir ein vollstindig erreichbares System (8.3)
gemdf Satz 8.2 samtliche Figenwerte der Dynamikmatriz des geschlossenen Kreises
nach Null, das gewiinschte charakteristische Polynom lautet also pgy son(2) = 2", dann
wird jede Anfangsauslenkung xo in hdchstens n Schritten in O dbergefiihrt.

Beweis. Die Dynamikmatrix ®, des geschlossenen Kreises lautet fiir pg so(2) = 2"

01 0 ]
00 1 0

®,=®+Tk" = |: : -~ - (8.45)
0 1
0 0 0

und diese ist nach Definition 3.1 nilpotent der Ordnung n, d.h., es gilt N¥ = 0
fir £ > n. Damit lasst sich aber fiir eine beliebige Anfangsauslenkung xg fiir den
geschlossenen Kreis x;1 = ®,x;, zeigen, dass wegen

X = ‘IZ‘];XO (846)

gilt x;, = 0 fiir k > n. O

Aufgabe 8.5. Entwerfen Sie fiir das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete System

11
01

0

X, +
"

Uf;

Xk+1 = [

einen Dead-Beat Regler und bestimmen Sie jenes Gebiet D in der (z1,9, z2,0)-Ebene,
wo die Anfangsauslenkungen xg liegen diirfen, damit der Betrag der Stellgrofie immer
kleiner gleich 1 ist, also |ux| <1 fir £ =0,1,2,....

Lésung von Aufgabe 8.5. Der Dead-Beat Regler lautet u;, = kT x;, mit

KT=[-1 -2
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und das Gebiet der zuldssigen Anfangsauslenkungen fiir |u;| < 1 errechnet sich zu
L1+ 210) < w20 < (1~ 210)
—= x x —(1—x
D:{X0€R2‘ 2 1,0 20 <5 1,0 } ‘
—(1 + xlyo) < Z2,0 < (1 — .TL())

8.1.2 Der PIl-Zustandsregler

In (8.39) wurde der Vorfaktor g des Zustandsreglers (8.4) so berechnet, dass die bleibende
Regelabweichung

lim e = lim (7% — yx) (8.47)
k—oo k—o0

zufolge der Eingangssprungfolge () = Tg(lk) = (ro,70,70,-..) Null wird. Dies ist

natiirlich dann nicht mehr erfiillt, wenn die Streckenparameter vom nominellen Wert

abweichen bzw. Stérungen auf die Strecke einwirken. Man betrachte dazu das System

X1 = Pxg + Tug + Lyog, x(0) = %o (8.48a)
yr = c'xy, (8.48b)

mit dem Zustand x € R”, dem Eingang u, dem Ausgang y, der Stérung v sowie den
Matrizen ® € R™"™ und I', T, ¢ € R". Setzt man fir ux den Zustandsregler (8.4) mit

(re) = (Ok> ein, dann erhélt man

Xjoi1 = (q> T rkT) x; +Tove,  x(0) = xo (8.49a)
—_———
‘ﬁg
Yk = ¢ Xy, (8.49b)

bzw. fiir eine konstante Stoérfolge vy, = vg (lk) errechnet sich die bleibende Regelabweichung
zZu
lim (g — i) = — lim(z = 1)y=(2) = —c" (B - @ - rkT)_lr w#0.  (850)
k——+oo z—1 # v
Aus diesem Grund muss man wie bereits beim Frequenzkennlinienverfahren im Regler einen

Integralanteil einbauen, um zumindest konstante Stoérungen und Parameterschwankungen
stationdr unterdriicken zu konnen. Dazu wird ein sogenannter PI-Zustandsregler der Form

Trk+1 =Trg+ | "6 — Yk (8.51&)
~—
CTXk
Xk
U = [k;[‘ ]ﬁ[} [ +kp| Ty — yg (8.51]2))
Tk ~~~
CTXk
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angesetzt. Der Entwurf der Reglerparameter k', k; und kp erfolgt nun in zwei Schritten:
Schritt 1: Im ersten Schritt wird fiir das um einen Integrator erweiterte System (8.48)

® 0 r 0 T,
X1 | _ - Xk + up + T+ Vg (8.52a)
XTI k+1 —C 1 LIk 0 1 0
—_—— — - ——
®; Iy L Ly,1
yr = ¢ xp, (8.52b)
ein Zustandsregler
up = [k ko] [X’“] (8.53)
LIk
nach Satz 8.2 entworfen. Ein Vergleich von (8.51b) mit (8.53) zeigt, dass gilt
k! — kpcT = ki (8.54a)
und
kr =k . (8.54b)

Man beachte, dass dies unter bestimmten Voraussetzungen immer moglich ist, denn es
gilt folgender Satz:

Satz 8.4. Wenn die Dynamikmatriz ® des Systems (8.52) keinen Eigenwert bei 1 und
die Ubertragungsfunktion von uy, zu yi, keine Nullstelle bei 1 hat, dann folgt aus der
vollstandigen Erreichbarkeit von (®,T") die vollstindige Erreichbarkeit von (®1,Tr).

Beweis: sieche Anhang C

Schritt 2: Im zweiten Schritt miissen noch gemif (8.54) die Parameter k) und kp
festgelegt werden. Da dieses Problem unterbestimmt ist, legt man im Allgemeinen kp fest
und berechnet sich anschlieBend aus (8.54) k.. Geht man davon aus, dass zum Zeitpunkt
t =0 gilt xg = 0 und x7 = 0, dann folgt aus (8.51b)

ug = ]CPT'O . (8.55)

Wenn nun die Dynamikmatrix @® stabil ist, also lauter Eigenwerte im Inneren des Ein-
heitskreises besitzt, dann errechnet sich die Ausgangsgrofie im eingeschwungenen Zustand
zu

lim g = Yoo = L (B — &) 'Tug, . (8.56)
k—o0
In diesem Fall ist es nun zweckméfBig, den Proportionalanteil kp so festzulegen, dass zum

Zeitpunkt Null die Stellgréfie ug den gleichen Wert, der auch fiir £ — oo zur Einhaltung
der Bedingung y., = r¢ bendtigt wird, annimmt, also gilt

To
T E—e) T (857
bzw.
hp— (8.58)
P rE—e) T '

Abbildung 8.2 zeigt das Blockschaltbild eines zeitdiskreten, zeitinvarianten, linearen
Systems mit PI-Zustandsregler.
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Beispiel 8.2 (Simulationsbeispiel). Fiir den Zweimasseschwinger von Abbildung 8.1
mit dem zugehorigen mathematischen Modell in Zustandsdarstellung (8.43) soll ein
zeitdiskreter PI-Zustandsregler geméaf (8.51) fiir eine Abtastzeit T, = 2 so entworfen
werden, dass die Pole des geschlossenen Kreises bei exp(A;75), j = 1,...,5, mit
M2 =—05+0.51, A\3 = -1, Ay = —2 und A5 = —3 zu liegen kommen (MATLAB-
Befehl place bzw. acker).

Mit diesen Vorgaben errechnet sich fiir das vorliegende Beispiel der PI-Zustands-
regler (8.51) zu

Trg+1 =21k + (Te — Yk) (8.59a)

Xk

+ (=1 (% — yx) -

(8.59D)

uk:[0.2163 0.7201 2.4323 6.7892 —1.5585}[

Tk

Dateien auf unserer Homepage verfiigbar.

v
2
|

1 i(w)

Xk4+1 = (I’Xk + Fuk + I‘v’l)k Xk) CT yk)

(7x)

X .
( I,k' kr

=
IQ
N

A 4

z—1
Tl’l,o

Abbildung 8.2: Blockschaltbild zum PI-Zustandsregler fiir den zeitdiskreten Fall.

8.2 Zustandsbeobachter

Der Nachteil des Zustandsreglers liegt offensichtlich darin, dass fiir dessen Realisierung
der gesamte Zustand x gemessen werden muss. In vielen Féllen ist dies natiirlich nicht
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moglich, weshalb man sich die Frage stellt, ob man den Zustand x allein durch Kenntnis der
Ausgangsgrofie y und der Stellgrofle u rekonstruieren kann. Um diese Frage zu beantworten,
betrachte man das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete Eingréflensystem

X1 = Pxg + Tuy, x(0) = xo (8.60a)
yr = ¢ x + duy, (8.60b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u, dem Ausgang y sowie den Matrizen ® €
R™™ T',c € R™ und d € R. Eine Einrichtung, die aus Kenntnis der Eingangsgrofien
(ug,u1,...,ux) und der Ausgangsgrofen (yo, y1,-- -, yx) den Zustand x zum Zeitpunkt k
schatzt, nennt man auch Beobachter. Es wird sich in weiterer Folge noch zeigen, dass
so ein Beobachter fiir (8.60) genau dann konstruiert werden kann, wenn das System
(8.60) vollstéindig beobachtbar ist. Sémtliche Uberlegungen lassen sich ohne zusitzlichen
Aufwand direkt auf den zeitkontinuierlichen Fall ibertragen.

8.2.1 Trivialer Beobachter (Simulator)

Die einfachste Moglichkeit, den Zustand x zu schétzen, besteht darin, das mathematische
Modell der Strecke geméaf (8.60)

K1 = Pxg + Tuy, )A((O) = Xy (861&)
i = ¢ %p + dug (8.61b)

mit dem geschdtzten Zustand X im Rechner zu simulieren. Die Abweichung des geschétzten
Zustandes X vom tatséchlichen Zustand x, der sogenannte Beobachtungsfehler e = X — x,
geniigt dann folgender Differenzengleichung

€Lt+1 = <I>ek, e(O) =€y = }A(() — X0 . (862)

Ein Beobachter der Form (8.61), der einfach eine Kopie des Streckenmodells im Rechner
darstellt, wird auch als trivialer Beobachter oder Simulator bezeichnet und er hat folgende
Nachteile:

(1) Die Fehlerdynamik (8.62) ist offenbar nur dann stabil, wenn die Strecke stabil ist,
also samtliche Eigenwerte von ® im Inneren des Einheitskreises liegen und

(2) das Abklingen von Beobachtungsfehlern e bei stabilen Strecken kann nicht beein-
flusst werden, sondern ist durch die Streckendynamik festgelegt.

Der triviale Beobachter (8.61) macht noch nicht von der Tatsache Gebrauch, dass dem Sys-
tem (8.60) eine Messung, nimlich die von y, zur Verfiigung steht. Diese Uberlegung fiihrt
schlussendlich zum sogenannten vollstindigen Luenberger Beobachter, der im Folgenden
behandelt wird.

Beispiel 8.3 (Simulationsbeispiel). Fir den Zweimasseschwinger von Abbildung 8.1
mit dem zugehorigen mathematischen Modell in Zustandsdarstellung (8.43) lautet
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der zeitdiskrete triviale Beobachter geméaf (8.61) fiir eine Abtastzeit T, = 2

21 k+1 0.2036 0.5061 0.6941 1.3366| | 21 —0.8987
U1.k+1 —0.3724 —0.1688  0.2387 0.9328] | U1 & —0.5061
o = U+ u (8.63a)
29 k+1 0.0694 0.1337  0.7589 1.5754| | Zox —0.1023
09 k1 0.0239 0.0933 —0.1814 0.5774| | Do —0.1337
21k
0
ge=1[0 0 1 o). (8.63b)
Zak
Dok

Fiir den trivialen Beobachter des Zweimassenschwingers von Abbil- FEEEEE
e . o AR -~ o

dung 8.1 ist ein Simulationsbeispiel in Form von Matlab/Simulink- St

Dateien auf unserer Homepage verfiighar. St

8.2.2 Volistandiger Luenberger Beobachter

Fiigt man dem trivialen Beobachter von (8.61) einen zusétzlichen Term l;(g)k — Yk), k € R,
hinzu, dann erhélt man den sogenannten wvollstindigen Luenberger Beobachter

Rpy1 = PR + Tup + k(G — ), %(0) = %o (8.64a)
U = CT)A(]C + duy, . (8.64b)

Die zugehorige Fehlerdynamik fiir e = X — x mit x von (8.60) und %X von (8.64) errechnet
sich in der Form

epr1 = ({) + ];CT) e, e(O) =€y =Xp— Xq . (865)

—_———
P

Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Voraussetzungen k so entworfen werden
kann, dass die Eigenwerte der Fehlerdynamikmatrix ®, von (8.65) an vorgegebenen
gewiinschten Stellen zu liegen kommen? Diese Aufgabenstellung erinnert sehr stark an den
Zustandsreglerentwurf von Abschnitt 8.1 — und tatséchlich kann hier ein Satz vollkommen
analog zu Satz 8.2 angegeben werden:

Satz 8.5 (Formel von Ackermann fiir den Zustandsbeobachterentwurf). Die Eigen-
werte der Fehlerdynamikmatriz ®. von (8.65) des vollstindigen Beobachters (8.64)
zum System (8.60) konnen genau dann durch k beliebig platziert werden, wenn das
System (8.60) vollstdndig beobachtbar ist. Der Vektor k berechnet sich nach der
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Beziehung
0 cT
e
_ ' 1 (8.66a)
1 CTq)n—l
—~ ———
en O(cT,®)
k= —pov1 —p1®V — - — P @I — By = —Pg,s01 () V1 (8.66b)

mit Py sou(2) = Po+ P12+ P2z +- -+ Pp—12"" L +2" als gewiinschtes charakteristisches
Polynom der Fehlerdynamikmatriz ®..

Beweis. Aufgrund der Tatsache, dass das charakteristische Polynom einer Matrix
gleich dem charakteristischen Polynom der Transponierten dieser Matrix ist, es gilt
also

det(2E — ®,) = det (2B — ® — ke") = det (2E — &7 — ck") = det(2E - 7 ,
(8.67)

kann der Entwurf von k zur Platzierung der Eigenwerte von ®, = ® + kcT auf Basis
von 1 = T +ckT durchgefiihrt werden. Vergleicht man nun ®} mit &, = &+ Tk’
von (8.5), so erkennt man, dass der Beobachterentwurf geméafl dem Dualitatsprinzip
von Abschnitt 7.7 dual zum Zustandsreglerentwurf ist, indem man einfach

&7 durch ®
¢ durch T (8.68)
k durch k

ersetzt. Mithilfe dieses Dualitatsprinzips kann Satz 8.5 unmittelbar aus Satz 8.2
hergeleitet werden. O

Beispiel 8.4 (Simulationsbeispiel). Fir den Zweimasseschwinger von Abbildung 8.1
mit dem zugehorigen mathematischen Modell in Zustandsdarstellung (8.43) soll ein
zeitdiskreter vollstdndiger Luenberger Beobachter geméaf (8.64) fiir eine Abtastzeit
T, = 2 so entworfen werden, dass die Pole der Fehlerdynamikmatrix bei exp(\;1,),
j=1,...,4, mit \y o = —3+£3] und A\3 4 = —1=£17 zu liegen kommen (MATLAB-Befehl
place bzw. acker).

Mit diesen Vorgaben errechnet sich fiir das vorliegende Beispiel der zeitdiskrete
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vollstdndige Luenberger Beobachter (8.64) zu

%ps1 = (@ + ke®) % + Tuy — ky, (8.69a)
—_———
P,
@kz[o 0 1 O]fck (8.69b)
mit
[ 0.2036  0.5061 —0.6543 1.3366
—0.3724 —0.1688  0.1383 0.9328
B, = (8.70a)
0.0694  0.1337 —0.7201 1.5754
0.0239  0.0933 —0.2390 0.5774
[—0.8987]
—0.5061
r= (8.70Db)
~0.1023
—0.1337
[ 1.3483]
~ | —0.1004
k= (8.70c)
—1.4790
—0.0576

Fiir den vollstdndigen Luenberger Beobachter des Zweimassenschwin- E‘E‘:ﬁh:ﬁ

L

gers von Abbildung 8.1 ist ein Simulationsbeispiel in Form von #i
Matlab/Simulink-Dateien auf unserer Homepage verfiigbar.

Aufgabe 8.6. Welche vereinfachte Berechnungsvorschrift lisst sich fiir k von (8.64)
angeben, wenn das System (8.60) in 2-ter Standardform (Beobachtbarkeitsnormalform,)
{®p5,T'p,cpdp} gemiaf (7.58) mit dem charakteristischen Polynom p(z) = ap+ a1z +
coo 4 ap_12" "t + 2" vorliegt und das gewdiinschte charakteristische Polynom der
Fehlerdynamikmatrix ®. = ® + kcT durch Dg.soll(2) = Do + D1z + Paz® + -+ +
Pn_12""1 + 2" gegeben ist.

Lésung von Aufgabe 8.6. Die Komponenten des Vektors k lauten in diesem Fall

l%j:aj—pj, jZO,...,’I’L—l.

Aufgabe 8.7. Zeigen Sie, dass das System (8.60) genau dann auf Beobachtbarkeitsnor-
malform transformiert werden kann, wenn es vollstdndig beobachtbar ist. Geben Sie
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an, wie diese Tranformation zu konstruieren ist.
Hinweis: Orientieren Sie sich am Beweis von Satz 8.2.

Aufgabe 8.8. Zeigen Sie, dass wenn man sdmtliche Eigenwerte der Fehlerdynamik-
matrix ®, = ® + ke’ von (8.64) auf Null legt - das gewiinschte charakteristische
Polynom lautet also pg son(2) = 2™ - dann wird jeder Anfangsfehler eg = %o — x¢ in
héchstens n Schritten zu 0 gemacht. Man nennt so einen Beobachter in Analogie zum
gleichnamigen Regler Dead-Beat Beobachter.

Aufgabe 8.9. Entwerfen Sie fiir das System
2 1 0
T1,k+1 _ L1,k i g
T2 k+1 0 10 T2k 1
T,k
S
T2k

einen Dead-Beat Beobachter. Bestimmen Sie weiters das Gebiet D der zuldssigen
Anfangsfehler ey in der (eq 1, eg.2)-Ebene so, dass gilt

le;ll2<1,  5=0,1,....

Hinweis: Verwenden Sie den MATLAB-Befehl place bzw. acker.

Lésung von Aufgabe 8.9. Der Dead-Beat Beobachter lautet
1 kt1 2 1|21k 0 12|, .
T = R Ok — k)
$27k+1 0 10 $27k 1 100
. Tk
et ]
Zok

und das Gebiet der zuldssigen Anfangsfehler errechnet sich zu

6%71 + 6372 <1 }

D=<ey€ Rz‘ 9
101(eg.2 — 10e91)% < 1

8.3 Separationsprinzip

Wenn man nun nicht den gesamten Zustand x messen kann und doch einen Zustandsregler
einsetzen will, ist es doch naheliegend, den Zustandsregler mit einem Zustandsbeobachter
zu kombinieren. Dazu wird fiir das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete Eingrofiensystem
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der Form

X1 = Pxg + Tuy, x(0) = %o (8.71a)
yr = ¢ X (8.71b)

ein Zustandsbeobachter geméf (8.64)

RKpy1 = PR + Tup + k(G — ), %(0) = %o (8.72a)
Ok = Tk (8.72b)

entworfen und im Zustandsregelgesetz (8.4) wird anstelle des tatséchlichen Zustandes x
der beobachtete Zustand %X in der Form

up = k' + gry, (8.73)

eingesetzt. Abbildung 8.3 veranschaulicht diese sogenannte Zustandsregler/Zustandsbe-
obachter Konfiguration.

lXO

E— g X1 = Pxg + Tuy > c >

kT

Kpp1 = B%p, + Dug + k(9 — yi) (Xk)

~ Ta
Y = C Xk

A 4

Abbildung 8.3: Zustandsregler /Zustandsbeobachter Konfiguration.

Wenn man nun den Zustandsregler und den Zustandsbeobachter nach den Sétzen 8.2
und 8.5 getrennt entwirft, also die Eigenwerte getrennt vorgibt, stellt sich die Frage, wo
die Eigenwerte des geschlossenen Kreises nach Abbildung 8.3 zu liegen kommen? Die
Antwort auf diese Frage gibt das sogenannte Separationsprinzip:
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Satz 8.6 (Separationsprinzip). Wenn das System (8.71) vollstindig erreichbar und
vollstdndig beobachtbar ist, dann ergibt sich das charakteristische Polynom des ge-
schlossenen Kreises von Abbildung 8.3 nach den Gleichungen (8.71)~(8.73) zu

Pges(2) = det (zEan — (@ + I‘kT>) det (zEan — ((I' -+ ECT>>

= Pg,soll (Z)ﬁg,soll (Z)

(8.74)

mit den gewinschten charakteristischen Polynomen pg sou(z) fir den Zustandsregler-
entwurf nach Satz 8.2 und Py sou(z) fiir den Zustandsbeobachterentwurf nach Satz 8.5.

Beweis. Um diesen zentralen Satz zu beweisen, schreibe man den geschlossenen Kreis

(8.71)-(8.73) als Differenzengleichungssystem im Zustand XgTeS = {XT eT} mit dem

Beobachtungsfehler e = X — x in der Form

® +TkT TKT r
Xit1| _ |2 F A I el I R (8.75a)
€i+1 0 P + kc ex 0
N—— N N~
Xges,k+1 (I:‘ges Xges,k Fges
X
y = [T 07 l ’“] (8.75b)
—_———— €
C;fes N——
Xges,k

an. Man erkennt unmittelbar, dass sich wegen der Blockdiagonalstruktur der Dy-
namikmatrix des geschlossenen Kreises @4, das charakteristische Polynom in der
Form

det(2Bonxon — Byes) = det (2Bpp — (@ + TkT) ) det(2Enxn — (@ +ke))
(8.76)

berechnet.

Aufgabe 8.10. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung (8.76).
[l

Beispiel 8.5 (Simulationsbeispiel). Fir den Zweimasseschwinger von Abbildung 8.1
mit dem zugehorigen mathematischen Modell in Zustandsdarstellung (8.43) sollen
der PI-Zustandsregler (8.59) und der vollstdndige Luenberger Beobachter (8.69) und
(8.70) kombiniert werden.

verfigbar.
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Aufgabe 8.11. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion R(z) = y.(2)/r.(2) des dyna-
mischen Reglers, der sich durch Zusammenschaltung des vollstdndigen Beobachters
mit dem Zustandsregler ergibt. Welchen Schluss kénnen Sie aus der Ordnung der
Ubertragungsfunktion R(z) ziehen?

Lésung von Aufgabe 8.11. Die Ubertragungsfunktion lautet

R(z) = e (2) =ct (zE — (<I> + I"kT))ilI‘g .

Die Ordnung der Ubertragungsfunktion ist lediglich n, da der Beobachtungsfehler in
(8.75) durch den Eingang (7) nicht beeinflusst werden kann und somit das System
(8.75) ein nichterreichbares Teilsystem n-ter Ordnung besitzt.

Aufgabe 8.12. In wieviel Abtastschritten kann eine Anfangsauslenkung x des Systems
(8.71) bei der Zustandsregler/Zustandsbeobachter Konfiguration schnellst moglich zu
0 geregelt werden. Beweisen Sie Thre Antwort.

Losung von Aufgabe 8.12. Bei der Kombination eines vollstdndigen Dead-Beat
Beobachters mit einem Dead-Beat Zustandsregler in hochstens 2n Schritten. Man
beachte, dass durch Anwendung eines im Rahmen dieses Skriptums nicht diskutierten
sogenannten reduzierten Dead-Beat Beobachters bei einer Messgrofie die Schrittanzahl
um 1 weiter reduziert werden kann, also in hochstens (2n — 1) Schritten.

Aufgabe 8.13. Entwerfen Sie fiir das System

-1 0 —4 1 2
1] 4 -2 4 0 )

Xk+1 = ¢ 5 0 -9 1 kTt 1 ug
) 0 4 3 4

yk=[1 1 —2 0]xs

einen Zustandsregler nach Satz 8.2 so, dass sdmtliche Eigenwerte des geschlossenen
Kreises bei A = 1/5 liegen. Berechnen Sie weiters einen vollstdndigen Beobach-
ter nach Satz 8.5 fiir die gewiinschten Eigenwerte der Fehlerdynamikmatrix bei
Aj =1/20, j =1,...,4. Kombinieren Sie den Zustandsregler und den vollstandigen
Zustandsbeobachter nach Abbildung 8.3 und simulieren Sie den geschlossenen Kreis
in MATLAB/SIMULINK. Vergleichen Sie das Ergebnis, wenn Sie den vollstdndigen
Beobachter durch den trivialen Beobachter von (8.61) ersetzen.

Lésung von Aufgabe 8.13. Der dynamische Regler bestehend aus Zustandsregler und
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vollstdndigem Zustandsbeobachter lautet

- 102197
37500
-1 0 4 1 2 ST
. 1| 4 -2 4 of |5 o5 |-
= - - ~
Xk+1 8| 5 0 —2 _1 k 1 Uk _411 (Uk — Yk)
5 0 4 3 4 o
L 7500 A

gk:[1 1 —2 o]fck
und

Uk =

{ 481567 2187 488491 23 |,
k -

1200000 80000 1200000 4000
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A Die Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ist eine im Wesentlichen eineindeutige Zuordnung von Funk-
tionen der Zeit ¢ zu Funktionen einer komplexen Variablen s. Im Rahmen der (einseitigen)
Laplace-Transformation werden nur sogenannte kausale Zeitfunktionen f(t) betrachtet,
fiir die gilt f(¢) =0 fiir t < 0.

Definition A.1 (Laplace-Transformation). Es sei angenommen, dass die Zeitfunktion
f(t) kausal und auf jedem finiten Zeitintervall ¢ > 0 stiickweise stetig ist sowie der
Ungleichung

£(t)] < Me (A1)

fiir geeignete positive Konstanten v und M geniigt. Dann ist das Integral
(e.e]

fo) =L@ = [ e i@dt,  s—a+ls (4.2)
0

fiir alle Re(s) = o > ~ absolut konvergent. Man nennt die Funktion f(s) auch die
Laplace-Transformierte der kausalen Zeitfunktion f(¢) und das Gebiet C, = {s € C|
Re(s) > v} den Euzistenzbereich von f(s).

Als Beispiel berechne man die Laplace-Transformierte f (s) der kausalen Zeitfunktion
F(t) = e (A.3)

und bestimme den zugehorigen Existenzbereich. Auswertung des Laplace-Integrals (A.2)
ergibt

f(s) = / T emsteat gt = / temargy o T elemte MR 1
0 0

—(s—a)|, —(s—a) |, s—a
(A4)
fiir Re(s) = a > a. Die Laplace-Transformierte von f(t) = e lautet f(s) = und

der Existenzbereich errechnet sich zu C, = {s € C|Re(s) > a}.
Die urspriingliche Zeitfunktion f(t) von (A.2) kann nun iiber die inverse Laplace-
Transformation aus der zugehorigen Laplace-Transformierten f(s) in der Form

1 r+1Ioco

A

&y =2£71(f(9) F(s)etds |, t>0 (A.5)

B ﬁ r—Ioco

bestimmt werden, wobei r eine beliebige reelle Zahl bezeichnet, die im Existenzbereich
von f(s) liegt. Man beachte, dass an Unstetigkeitspunkten der Zeitfunktion f(¢) das
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Seite 256 A.1 Eigenschaften und Korrespondenzen der Laplace-Transformation

Integral von (A.5) den Mittelwert von links- und rechtsseitigem Grenzwert, also f(t) =
L(f(+t) + f(—1)), liefert.

Bevor die wesentlichen Eigenschaften der Laplace-Transformation zusammengefasst
werden, sollen noch zwei fiir die weiteren Betrachtungen benétigte Zeitfunktionen in
Erinnerung gerufen werden.

Der sogenannte Einheitssprung (Heaviside-Funktion) o(t) ist als

0 fir t<0
o(t) = { undefiniert fir ¢=0 (A.6)
1 fir ¢t>0

definiert und die zugehorige Laplace-Transformierte errechnet sich nach (A.2) zu

o |00
est

Lio(t) = /Oooe_Stdt: :é fiir  Re(s) > 0. (A7)

Der Einheitsimpuls (Dirac Delta-Funktion) 6(t) ist keine Funktion im herkémmlichen
Sinne sondern vielmehr ein Funktional, dass iiber die Beziehungen

| sttt at = g(0)
dn

| (5mo0)ade = (-1 (559)0)

einer stetigen bzw. n-fach stetig differenzierbaren Funktion g(t) eine reelle Zahl ¢(0)

(A.8)

d’l’b
bzw. (dt”g> (0) zuordnet. Der Einheitsimpuls 6(¢) kann nun als Grenziibergang von

herkdmmlichen Funktionen definiert werden, z. B. in der Form (siche Abbildung A.1)

5(8) = Tim po (£) = lim 2D =0T

T7—0 T—0 T

(A.9)

Zur Berechnung der Laplace-Transformierten von 6(¢) bestimme man zuerst die Laplace-
Transformierte von p,(t)

1 _ e*ST

Lipa(t)) = % /0 Temstgp = 17T (A.10)

TS

und fiithre anschlieBend den Grenziibergang 7 — 0 unter Zuhilfenahme der Regel von
I’Hospital

£(5(1)) = lim £(p-(1)) = lim - = lim *
T—

T—0 TS T—0 S

=1 (A.11)
durch.

A.1 Eigenschaften und Korrespondenzen der
Laplace-Transformation
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Abbildung A.1: Zur Definition des Einheitsimpulses.

I. Linearitat:
Zeitbereich: a1 fi(t) +cafa(t), c1,c2€C

Bildbereich:  ¢1f1(s) + cafa(s)

II. Ahnlichkeitssatz:
Zeitbereich: flat), a>0

1,
Bildbereich:  ~f (8)
a a

IT1. Erster Verschiebungssatz:
Zeitbereich: ft—a)o(t—a), a>0
Bildbereich: 7% f(s)

IV. Zweiter Verschiebungssatz:

Zeitbereich: ft+a), a>0

Bildbereich:  e** <f(s) - /Oa f(t)e st dt)

V. Dampfungssatz:
Zeitbereich: e “f(t), ceC
Bildbereich:  f(s + ¢)
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VI. Differentiation:

Zeitbereich: %f(t) = f(¢)
Bildbereich:  sf(s) — f(+0)

bzw.
Zeitbereich: %f(t) = @)
Bildbereich: s f(s) — f(+0)s" ™t — fM(40)s" 2 — ... — f(=D(40)

VII. Integration:

t
Zeitbereich: / f(r)dr
0
(s

Bildbereich: f(s)

[V

VIII. Umkehrung zu VI:
Zeitbereich: (—)" f(t)

. . d” »
Bildbereich: T f(s)

IX. Umkehrung zu VII:

1
Zeitbereich: . f(t)
Bildbereich: / flo)do

X. Faltungssatz:

t t
Zeitbereich: (fix f2)(t) = /0 fi(r) fo(t —T)dr = /0 fi(t —7)fa(T) dT
Bildbereich:  fi(s) fa(s)

XI. Periodische Funktionen:
Zeitbereich: f@&)=ft+1T)

R 1 T
Bildbereich: f(S) = W/O e_Stf(t)

XTII. Grenzwertsitze: (nur anwendbar, wenn die Grenzwerte auch existieren)

Anfangswertsatz: tgrfo ft) = slggo sf(s)

Endwertsatz: tl}inoo ft) = ll_r))% sf(s)

Aufgabe A.1. Beweisen Sie die Eigenschaften I-V sowie X und XI.

Man beachte, dass sowohl bei der Differentiationsregel VI als auch beim Anfangswertsatz
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XII der rechtsseitige Grenzwert lim;_, 1o f(t) = f(40) der Funktion f(¢) (bzw. ihrer
zeitlichen Ableitungen) an der Stelle t = 0 verwendet wurde. Es ist natiirlich unmittelbar
einsichtig, dass im Falle einer an der Stelle ¢t = 0 stetigen (bzw. n-fach differenzierbaren
Funktion) f(t) gilt £(0) = f(40) (bzw. f@(0) = fO(+0),i=0,...,(n —1)).

Die Berechnung der Laplace-Transformation und insbesondere auch der inversen Laplace-
Transformation erfolgt im Allgemeinen nicht iiber die Beziehungen (A.2) bzw. (A.5),
sondern mithilfe geeigneter Korrespondenztabellen unter Verwendung der Eigenschaften
der Laplace-Transformation. Nachfolgende Tabelle A.1 fasst einige wesentliche Korrespon-
denzen zusammen:

Nummer Zeitbereich Bildbereich | Nummer Zeitbereich  Bildbereich
f(®) £(s) f(®) f(s)
. b
s
II1. t — VIII. e sin(bt) —
81 (s —a)” + b2
IV. et IX. e cos(bt) #
s—a (s —a)”+ b2
n!
V. et L
(S . a)n+1

Tabelle A.1: Laplace-Korrespondenztabelle einiger wichtiger Funktionen.

Aufgabe A.2. Berechnen Sie zu den Zeitfunktionen f(¢) von Tabelle A.1 die jeweiligen
Laplace-Transformierten f (s) und weisen Sie somit die Giiltigkeit dieser Korrespon-
denzen nach.

Hinweis: Verwenden Sie unter anderem die Euler-Formeln

ert _ e—Ibt ert 4 e—Ibt

sin(bt) = —7 — und cos(bt) = 5

in Kombination mit der Linearitdtseigenschaft I der Laplace-Transformation.

Bei der inversen Laplace-Transformation hat man im Allgemeinen die Aufgabe, rationale
Funktionen f (s) in der Laplace-Variablen s in den Zeitbereich zu transformieren. Es hat
sich nun gezeigt, dass eine Zerlegung der rationalen Funktionen f (s) in eine Summe
einfacherer Ausdriicke mithilfe der sogenannten Partialbruchzerlequng sehr zweckméfig
ist.

Satz A.1 (Partialbruchzerlegung). Es sei

fls) = (A.12)
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eine rationale Funktion in s mit den teilerfremden reellwertigen Polynomen p(s)
(Zahlerpolynom) und ¢(s) (Nennerpolynom) mit der Eigenschaft grad(p) < grad(§) =
n. Weiters sei angenommen, dass sich das Nennerpolynom ¢(s) in der Form

h m )
=TI~ 2% TT (G5~ a5 + )" (A.13)

Jj=1 Jj=

[y

grad(q) =n =

M-

m
ki +23 1 (A.14)
1 j=1

3

darstellen ldsst.
Dann hat f(s) eine eindeutige Darstellung in der Form

L
Al - y
— o+ zz R ) . s (A.15)
j=11i= 1 j=11i= 1((S—O[j)2+ﬁ]2-)
mat .
co = lim @ (A.16)
5—00 q(s)
und den reellen Koeffizienten c;;, dj; und ej;. Man nennt die rechte Seite von (A.15)
auch Partialbruchzerlegung von f (s).

Die Partialbruchkoeffizienten c;;, d;; und e;; lassen sich im Allgemeinen sehr einfach
durch Losen eines linearen Gleichungssystems bestimmen. Die Riicktransformation der
einzelnen Summanden von (A.15) erfolgt direkt iber die Korrespondenztabelle A.1.

« Einfache reelle Wurzel \; (k; = 1): Siehe IV in Tabelle A.1

— Bildbereich: —%—
(s = X)
— Zeitbereich: c; et

o Mehrfache reelle Wurzel \; (k; = k): Siehe V in Tabelle A.1

. . Cji Ci1 Ci9 Cik
— Bildbereich: Y% P = I + Js 44 Js
=1 (8 — )\j)z (S — /\j) (8 — )\j)2 (s — )\j)k
t tht
— Zeitbereich: etit (c] 1+c¢jo— 1' -+ cj’k(k—l)!>

« Einfache konjugiert komplexe Wurzel \; = «; £15; (I; = 1): Siehe VIII und
IX in Tabelle A.1

— Bildbereich:
dj71 + €518 — ;1 (8 — Ozj) " dj,l + €510 ﬁj
((s—a)* +83) ((s —a)* + 83) B ((s—a))? + )
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— Zeitbereich: e’ (eﬂ cos(f;t) + J’lzm Sin(ﬁjﬂ)
J

Aufgabe A.3. Berechnen Sie die Zeitbereichsfunktion fiir eine zweifach konjugiert
komplexe Wurzel, also fiir A\; = o; =155 (I; = 2).

Losung von Aufgabe A.3.

d: v
( cos(6) + DALY sin(ﬂm)
J

+ et (eﬂt sin(g;t) + 2289 T 92

25]3 (sin(B;t) — Bt cos(@-t)))

235

Beispiel A.1. Als Anwendungsbeispiel fiir die Laplace-Transformation soll das An-
fangswertproblem

d2 d . d
@y(t) — 3£y(t) +2y(t) =4t mit y(0) =1 und ay(O) =1 (A.17)

gelost werden. Die Laplace-Transformierte von (A.17) lautet

s79(s) — (1)s — (=1) = 3(s9(s) — 1) +24(s) = % (A.18)
b 53 — 45?4+ 4
g(s) = 73552 (A.19)
Die Partialbruchzerlegung von §(s) errechnet sich zu
@(8)=3+§—i— ! (A.20)

und die Riicktransformation in den Zeitbereich iiber die Korrespondenztabelle A.1
liefert unmittelbar das Ergebnis

yt) =2t +3—e—e*,  t>0. (A.21)

Aufgabe A.4. Losen Sie folgendes Anfangswertproblem

d? d ) _ d
@y(t) - 2&y(t) +5y(t) =8sin(t) mit y(0) =1 und &y(O) =3

mithilfe der Laplace-Transformation. Verwenden Sie dazu das Maple-Package inttrans.
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Lésung von Aufgabe A.4.

y(t) = et(; cos(2t) + gsin(2t)) + %cos(t) + ?sin(t)
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Aufgabe A.5. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion

f() 55 — 53 — 352 —65—3

S) =
(s2+s+1)s?

Losung von Aufgabe A.5.

2 3 3 2+ 3s

= 5 —————
/) s 82 s24s+1

A.2 Literatur

[A.1] G. Doetsch, Introduction to the Theory and Application of the Laplace Transfor-
mation. Berlin Heidelberg: Springer, 1974.

[A.2] E. Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, 6. Aufl. Berlin Heidelberg: John
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[A.3] A. Papoulis, The Fourier Integral and its Applications. New York: McGraw-Hill,
1987.
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B Die z-Transformation

Die z-Transformation ist eine im Wesentlichen eineindeutige Zuordnung von Folgen
von Funktionswerten (fx) zu Funktionen einer komplexen Variablen z. Im Rahmen der
(einseitigen) z-Transformation werden nur Folgen von kausalen Zeitfunktionen betrachtet,
fiir die gilt fr = 0 fiir £ < 0.

Definition B.1 (z-Transformation). Es sei angenommen, dass die Folgenwerte f,

k=0,1,... der Ungleichung
|fil < MA* (B.1)

fiir geeignete positive Konstanten v und M geniigen. Dann ist die Summe
oo
f2(2) = Z2{(f)} = D fue™" (B.2)
k=0

fir alle z mit |z| > v absolut konvergent. Man nennt die Funktion f,(z) auch die
z-Transformierte von (f) und das Gebiet C, = {z € C| |z| > v} den Ewxistenzbereich

von f,(2).

Als Beispiel berechne man die z-Transformierte f,(z) der Einheitssprungfolge gemé&f
Abbildung B.1

(F) = (1) = (1,1,1,..) (B.3)

und bestimme den zugehorigen Existenzbereich. Uber die Auswertung von (B.2) mittels

v

Abbildung B.1: Sprungfolge (1’“)
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der geometrischen Reihe erhélt man unmittelbar das Ergebnis
(N =S ko) e 2 B.4
O o ¥

fiir 71| < 1 oder |z| > 1 und damit den Existenzbereich C, = {z € C| |z| > 1}.

In der etwas alteren Literatur wird die z-Transformation auch als diskrete Laplace-
Transformation bezeichnet. Um den Zusammenhang zwischen der z- und der Laplace-
Transformation zu erldutern, betrachte man die Folge von Abtastwerten (fx) in Form
einer Impulsfolge

(o) =3 FRT)S(t - KT,) (B.5)
k=0

und transformiere diese in den Laplace-Bereich
o0 o0 _k
L{f)} =D fre ™o =" fu (eST“) : (B.6)
k=0 k=0

Fithrt man nun eine neue komplexe Variable z
z =eTa (B.7)

ein, so gelangt man iber (B.6) unmittelbar zur Definition der z-Transformation (B.2).

Die Riicktransformation einer z-Transformierten f,(z) in den Folgenbereich (f}) erfolgt
iiber die Theorie der Laurent-Reihen. Dazu sei angemerkt, dass jede komplexwertige
Funktion f.(z), die in einem Gebiet C, = {z € C| |z| > v} holomorph ist, eindeutig in
eine in diesem Gebiet absolut konvergente Laurent-Reithe um den Punkt z =0

f2(2) = kz:%sz_k mit  fr = ﬁlj %CW f(2)2F 1 dz (B.8)

entwickelbar ist, wobei durch das Wegintegral das Gebiet C, im mathematisch positiven
Sinne (Gegenuhrzeigersinn) umlaufen wird.

B.1 Eigenschaften und Korrespondenzen der z-Transformation

I. Linearitat:
Zeitbereich: ci(fir) +ea(for), c,c€C
Bildbereich: c1f1,2(2) + caf2..(2)

II. Erster Verschiebungssatz (Rechtsverschiebung):
Zeitbereich: (fk—n), mneNy (fk—n), mneNy

Bildbereich: 27" (fz(z) + Z f_jzj> bzw. z7"f.(2), fiur f; =0, j <0
j=1
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ITI. Zweiter Verschiebungssatz (Linksverschiebung):

Zeitbereich: (fi4n), me Ny

n—1
Bildbereich: 2" (fz(z) — Z szJ)
j=0

IV. Dampfungssatz:
Zeitbereich: (ckfk) , ¢ce€C und c#0

Bildbereich:  f, <Z)
C

V. Differenzenbildung (Vorwirtsdifferenz):

Zeitbereich: (fk+l — fk)
Bildbereich: (2 —1)f.(2) — zfo

VI. Differenzenbildung (Riickwéirtsdifferenz):
Zeitbereich: (f — fr—1)

-

Bildbereich:
z

VII. Summenbildung:

k
Zeitbereich: (Z fj>
j=0

z

Bildbereich:

f2(2)

z—1

VIII. Umkehrung zu V bzw. VI:
Zeitbereich: (KTo fr)

d
Bildbereich: —zTaEfz(z)

IX. Umkehrung zu VII:

. . . i
Zeitb h: Ofirk=0 d
eltberelic ur un (kT

a

) fir k>0
Bildbereich: i / M do
Ty J. o

X. Faltungssatz:

k k
Zeitbereich: (fie) * (for) = Z Jik—jf25 = Z frifam—j

j=0 j=0
Bildbereich: f1,2(2) f2,2(2)
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XI. Grenzwertsitze: (nur anwendbar, wenn die Grenzwerte auch existieren)

Anfangswertsatz: fo= Jim. f2(2)
Endwertsatz: kgl—il-loo fe= lgn%(z — 1) f.(2)

Die Berechnung der z-Transformation und insbesondere auch der inversen z-Transforma-
tion erfolgt im Allgemeinen nicht iiber die Beziehungen (B.2) bzw. (B.8), sondern mithilfe
geeigneter Korrespondenztabellen unter Verwendung der Eigenschaften der z-Transforma-
tion. In Tabelle B.1 sind einige wesentliche Korrespondenzen zusammengefasst:

Nr. s-Bildbereich Zeitbereich Abtastfolgen z-Bildbereich
f(s) f(t) (fr) f2(2)
1 fuirk=0
I 1 5(t) P = . 1
0 fuark>0
1 z
11 - 1*
s o(t) ( ) z—1
1 T,
11 = t (KT) _e®
s (z—1)
1 at akTy, z
v sSs—a © (e ) z — eaTa
n! o" z
Vv {neat kT, n,akT, - -
(5— a1 © (( )'e ) dam z — eTa
b ) ) zsin(bTy)
I T sin (bt bkT,
v s2 + b2 sin(bt) (sin ) 22 — 2z cos(bTy) + 1

. z(z — cos(bTy,))
VII cos(bt) (cos(bkTa)) 22 — 2z cos(bT,) + 1

s2 4+ b?
ze®Ta gin(bT,)

b
VII — et gin(bt akTa gin (BT,
(s — a)2 + b2 e sin(bt) (e sin( )> 22 — 2ze%Ta cos(bT,) + e207e
aT,
s—a z(z — e%la COS(bTa)>
IX at akT, Ta
7(5 — a)2 T e cos(bt) (e cos(bk )) 22— 220Ta cos(bTy) + e2aTe

Tabelle B.1: Korrespondenztabelle einiger wichtiger Funktionen.

Aufgabe B.1. Berechnen Sie zu den Folgen ( fi) der Zeitfunktionen f(¢) von Tabelle B.1
die jeweiligen z-Transformierten f,(z) und weisen Sie somit die Giiltigkeit dieser

Korrespondenzen nach.
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Hinweis: Verwenden Sie unter anderem die Euler-Formeln

IbkT, e*Ikaa

sin(bkTy) = ¢ 51
1kTy | o—IbkT,
cos(bkTy) = ¢ +2€

in Kombination mit der Linearitdtseigenschaft I der z-Transformation.

Aufgabe B.2. Zeigen Sie, dass im Sinne des Anfangswertsatzes sdmtliche Folgenwerte
iiber die Vorschrift

fr=lim z(f(2) = fo)
fo = lim 2 (fz(z) — fo— flz_l)

Z—00

rekursiv ermittelbar sind, sofern diese existieren.

Analog zur inversen Laplace-Transformation hat es sich auch bei der inversen z-Trans-
formation als sinnvoll erwiesen, die rationalen Funktionen f,(z) mithilfe der Partialbruch-
zerlegung (siehe Satz A.1) in eine Summe einfacherer Ausdriicke zu zerlegen und diese
dann mithilfe der Korrespondenztabelle B.1 in den Folgenbereich zuriickzutransformieren.
Als Beispiel betrachte man die z-Transformierte

z—2

= : B.9
@) = e omer =505 (B-9)
Die zugehorige Partialbruchzerlegung berechnet man iiber den Ansatz
A B+ Cz
= B.10
e = s T e e v0s (B.10)
in der Form 6 56
— —2+ 06z
= . B.11
e = s T e e v0s (B.11)

Um direkt die Korrespondenzen von Tabelle B.1 nutzen zu kénnen, empfiehlt es sich, in
(B.11) jeweils Zéhler und Nenner um z zu erweitern, d. h.

1 -6z 1 2(=2+62)

z2z—05 222—2z40.5"

—_— ————
f1,2(2) f2,2(2)

fo(2) = (B.12)

Die Riicktransformation des ersten Terms f; .(z) lautet demnach mit der Eigenschaft IT
der z-Transformation und der Korrespondenz IV von Tabelle B.1

(fix) =—6-055"1 fir k>0. (B.13)
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Aus dem Nenner von f ,(z) und den Korrespondenzen VIII und IX von Tabelle B.1 folgen
die Gleichungen
0.5 =e?Ta sowie 1= 2e"T cos(bTy,) (B.14)

bzw.

eTa — und 01, = % . (B.15)

Sl

Schreibt man nun den Zahler von f3.(2) in der Form

fn(2) 162(2—%7%+%) 16,2(,27%) +12 %Z
Z) = — — — )«
2% z 22—2405 222 —2405  z 22—2z40.5

(B.16)

um, so kann aus der Korrespondenz unmittelbar die Riicktransformation

(for) = 6(\}§>(k1) cos(Z(k: - 1)) + 2(\2)(“) sin(Z(k - 1)) fir k>0 (B.17)

angegeben werden.

Aufgabe B.3. Bestimmen Sie mithilfe der z-Transformation die Lésung der Differen-
zengleichung

Y42 — L.5Ygr1 + 0.5y, = up

fir (ug) = (1k> und yo = 0 sowie y; = 1.

Lisung von Aufgabe B.3. Die Losung lautet

= 2(;)k+2(/<;— 1) .

Hinweis: Benutzen Sie in MAPLE die Befehle ztrans, invztrans sowie rsolve.

In vielen Féllen werden die Laplace- und die z-Transformation gleichzeitig benutzt.
Mochte man beispielsweise zur Laplace-Transformierten f(s) eines Zeitsignals f(t) die
z-Transformierte der Folge (fx) wissen, dann berechnet sich diese nach der Vorschrift

2.0 =2{(£(FO)| Loy ) } (B.18)

Die Bezichung (B.18) besagt, dass im ersten Schritt zu f(s) iiber die inverse Laplace-
Transformation £! das Zeitsignal f(t) bestimmt wird, dieses wird dann abgetastet, also
(fx) = (f(kT,)) und anschlieffend z-transformiert. Um in weiterer Folge die Schreibweise
abzukiirzen, wird die Transformationsvorschrift (B.18) wie folgt

1. =2(7) = 2{ (£ (F0)| _, 0, )} (B.19)

angeschrieben.
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Beispiel B.1. Als Beispiel berechne man zum Laplace-transformierten Zeitsignal

A s—1
f(s) = 1 1) (B.20)

die zugehorige z-Transformierte, also f,(z) = Z( f(s)) In einem ersten Schritt
ermittelt man die Partialbruchzerlegung
A s—1 1 1

f(s) = 1P s+l —Q(SH)Q (B.21)

und iiber die inverse Laplace-Transformation folgt das Zeitsignal zu
F(t) =L (f(s)) =o' = 2te”" . (B.22)

Durch Abtastung mit der Abtastzeit T, erhilt man aus f(¢) die Folge von Abtast-
werten

(fe) = (f(KT.)) = (1 — 2kT,)e *e (B.23)

und mit der z-Transformation ergibt sich

z e Te (2= (1+2T)e ™)

f2(2) = T 2 pey = ey . (B.24)

Man beachte, dass das Ergebnis direkt aus der Korrespondenztabelle B.1 abgelesen
werden kann.

B.2 Literatur

[B.1] G. Doetsch, Anleitung zum praktischen Gebrauch der Laplace-Transformation und
der z-Transformation. Miinchen: Oldenbourg, 1967.

[B.2] G. F. Franklin, J. D. Powell und M. Workman, Digital Control of Dynamic
Systems. California: Addison Wesley, 1998.

[B.3] F. Gausch, A. Hofer und K. Schlacher, Digitale Regelkreise. Miinchen: Oldenbourg,
1991.
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C Beweise

Beweis zu Satz 3.7: Impulsantwort ist absolut integrabel = BIBO-stabil: Aus dem
Faltungssatz X aus Anhang A und (3.99) lésst sich die Ausgangsgrofie y(t) in der
Form

t ¢
y(t) = [ g(utt = ydr +du(t) = [ g(t—rju(r)dr +dut) (€1
0 0
anschreiben. Wenn das System absolut integrabel ist, folgt aus |u(t)| < a < oo direkt
ly(t)] =
t
< [lg(ryult = 7)]dr + |due) (€2)
0

§a</0t|g(7')|d7'+|d|> =b<oo.

/0 L g(r)ult — 1) dr + du(t)‘

BIBO-stabil = Impulsantwort ist absolut integrabel bzw. wird gezeigt durch
Widerspruch Impulsantwort ist nicht absolut integrabel (f;*|g(t)| dt = co) = System
ist nicht BIBO-stabil, d. h. es existiert ein beschrinkter Eingang u,(t) mit |ug(t)] <
a < 0o so, dass die Ausgangsgrofe y,(t) nicht beschréankt ist.

Man wéhlt dazu fiir festes ¢ die spezielle beschrinkte Eingangsgrofie u, in der Form
uq(t —7) = asgn(g(r)) fir 0<7<t und wu,(t) =asgn(d) . (C.3)

Setzt man nun wu, in (C.1) ein, so erhdlt man
t
y(t) = [ g(r)ualt = 7) dr + dug(t)
0

- a(/ot|g(7')|d7+ |d> .

Der Grenziibergang t — oo in (C.4) zeigt unmittelbar, dass y(¢) unbeschrankt ist
und zeigt damit, dass das System unter der Annahme [;°|g(t)| dt = oo auch nicht
BIBO-stabil ist. O

(C.4)

Beweis zu Satz 3.8: BIBO-stabil = G(s) hat nur Pole mit negativem Realteil: Zufolge
von Satz 3.7 folgt aus der BIBO-Stabilitdt von G(s), dass die Impulsantwort ¢(t)
absolut integrabel ist. Die Laplace-Transformierte von g(t) errechnet sich aus (A.2)
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in der Form
i) = [ eyt at (C.5)
0

und mit s = o + Iw gilt die Abschéitzung

3(s)| < /O T eatlg(t) dt . (C.6)

Da g(t) absolut integrabel ist, gilt
96 < [ lgldt <oo, a>0. (€7
0

Die Ungleichung (C.7) besagt, dass g(s) fiir alle s mit Re(s) > 0 beschréankt ist bzw.
J(s) keinen Pol s; in der rechten geschlossenen s-Halbebene hat. Wegen G(s) = §(s)+d
gilt dies auch fir G(s).

Aufgabe C.1. Beweisen Sie die Umkehrung: G(s) hat nur Pole mit negativem
Realteil = BIBO-stabil

O

Beweis zu Satz 4.1: intern stabil = Bedingungen (A) und (B): Die Ubertragungs-
funktionen Tj ;(s) von (4.21) lauten

| 1 | R(s) ~G(s)R(s)]| |01
LDJ 1+ R(s)G(s) lG(S)R(s) G(s) ] [ ] : (C.8)

Setzt man fiir R(s) und G(s) die Polynomdarstellung von (4.13) ein, dann ergibt sich
(C.8) zu

[ﬁnl _ na(s)nr(s) o Orrio [@1] . (C.9)
Wy 26(8)2r(8) + na(s)nr(s) Zgﬁiii’;((?) fzg((z)) 02

Da wegen der internen Stabilitit alle Ubertragungsfunktionen BIBO-stabil sind,
miissen alle Nullstellen von zg(s)zr(s)+nag(s)ngr(s) in der linken offenen s-Halbebene
liegen, womit die Bedingung (A) gezeigt ist.

Die Bedingung (B) folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass wenn zg(s) und ng(s)
bzw. zr(s) und ng(s) eine gemeinsame Nullstelle s; mit Re(s;) > 0 hétten, diese auch
Nullstelle von zg(s)zr(s) + na(s)nr(s) sein miisste, was aber bereits ausgeschlossen
wurde.

Bedingungen (A) und (B) = intern stabil (durch Widerspruch): Es sei angenommen,
dass s; mit Re(s;) > 0 eine Nullstelle von zg(s)zr(s) + ng(s)ng(s) ist. Dann muss
aus ng(si)nr(s;) = 0 folgen, dass auch zg(s;)zr(s;) = 0 ist. Dies widerspricht aber
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der Bedingung (B). Also muss ng(s;)ngr(si) # 0 sein und die Bedingung

nG(si)nr(si)
erfiillt sein. Dies widerspricht aber wiederum der Bedingung (A). O
Beweis zu Hilfssatz 7.1: Aus
rang(Hy) = rang(Hy11), H,=|B AB A’B ... Akle} (C.11)

folgt, dass sich samtliche Spaltenvektoren von A*B als Linearkombination der Spal-
tenvektoren von Hj, ausdriicken lassen, also

k—1
A"B =) A'BD; (C.12)
j=0

fiir geeignete Matrizen D; € RP*P. Damit gilt aber weiters
AM1B = A(A"B)

k—1
=Y A/*'BD;
j=0

k—1

=Y A/BD; ; + A*BD; 4
jz::l ! (C.13)
k-1 k—1

=> A’BD;_; + > A’BD,;D;_,
j=1 j=0

k—1
= Z AjB(Djfl + DjDk_l) mit D=0,
7=0

woraus man unmittelbar erkennt, dass sich fiir | = 2 auch A¥*1B als Linearkombi-
nation der Spaltenvektoren von Hj, ausdriicken lisst. Uber den Induktionsschluss gilt
dies dann auch fiir alle weiteren [ = 3,4, ... .

Der Beweis des zweiten Teiles des Hilfssatzes, dass aus rang(H,) = p mit p <
n = rang(H,) = p kann durch Widerspruch erfolgen. Nehmen wir dazu an, dass
gilt rang(H,,) = p mit p < n und rang(H,) = & < p. Der Fall rang(H,) > p kann
unmittelbar ausgeschlossen werden, da dann automatisch rang(H,,) > p gelten muss.
Wenn rang(H,) = £ < p gilt, dann kann der Rang der Matrix Hj, von (7.12) nicht
fir jedes k = 1,..., p zunehmen. Es muss somit ein k mit 1 < k < p so existieren,
dass gilt rang(Hj) = rang (H;C +1> = k. Damit folgt aber aufgrund des ersten Teiles
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des Hilfssatzes rang(Hj) = rang (H,—C +l) =k fiir alle I > 1 und wegen n > p > k auch
rang(H,) = k < p, was ein Widerspruch zur Annahme ist. O

Beweis zu Satz 7.5: Der Beweis dieses Satzes soll nicht bis ins letzte Detail besprochen
werden, da er sich im Wesentlichen an dem Beweis von Satz 7.1 orientiert. In einem
ersten Schritt betrachte man wiederum die allgemeine Losung fiir die Ausgangsgrofie
y(t) von (7.32) zum Zeitpunkt ¢

y(t) = C®(t)xg + /Ot C®(t — 7)Bu(7) dr + Du(t) (C.14)

v(t)

mit der Transitionsmatrix ®(¢) = exp(At) (vergleiche dazu Satz 2.4). Da in (C.14)
nach Definition 7.4 der Ausdruck v(¢) fir 0 <t < T bekannt ist, kann (C.14) in der
Form

y(t) =C®(t)xo (C.15)

~—~—

y(t)—v(t)
umgeschrieben werden und die Untersuchung der Beobachtbarkeit reduziert sich
auf die Frage, ob aus Gleichung (C.15) x¢ eindeutig bestimmt werden kann, wobei
y(t) im Intervall 0 < ¢t < T bekannt ist. Aus diesem Grund kann im Weiteren ohne
Einschrankung der Allgemeinheit bei der Beobachtbarkeitsuntersuchung des Systems
(7.32) der Eingang u(t) =0, 0 <t < T, gesetzt werden.
Beweis Satz 7.5 Teil 1: vollstindig beobachtbar = rang(O(C, A)) = n: Dieser

Teil des Beweises wird durch Widerspruch gefithrt — d. h., man nimmt an,
rang(O(C, A)) < n. Dann existiert ein nichttrivialer Vektor a # 0 so, dass gilt

C
CA
CA? |a=0. (C.16)

_CAnil_

Fiir Matrizen, die die Struktur der Beobachtbarkeitsmatrix (7.33) aufweisen, ist nun
wiederum der Hilfssatz 7.1 anwendbar. Losen Sie dazu nachfolgende Aufgabe:
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Aufgabe C.2. Zeigen Sie, dass wenn fiir die Matrix

C
CA
F, = | CA? (C.17)

gilt rang(Fy) = rang(Fj41), dann folgt rang(Fy) = rang(Fr4;) mit [ = 2,3,... .
Beweisen Sie, dass im Weiteren gilt, falls rang(F,) = p mit p < n, dann folgt
rang(F,) = p.

Damit erhalt man unmittelbar fiir xo = a und u(¢) =0, 0 <t < T, eingesetzt in
(C.14) bzw. (C.15) die Beziehung

00 k
y(t) = CAk%a =0. (C.18)
k=0 ’

Dies bedeutet, dass zwei verschiedene Anfangswerte, ndmlich xg = a und xg = 0, zur
selben Ausgangsgrofie y(t) = 0 fithren und daher am Ausgang nicht unterschieden
werden konnen. Da aber vorausgesetzt wurde, dass das System (7.32) vollstdndig
beobachtbar ist und da wegen der Linearitét von (7.32) die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung gewéhrleistet ist, muss gelten a = 0, was aber ein Widerspruch zur
Annahme ist.

Beweis Satz 7.5 Teil 2: rang(O(C, A)) = n = vollstdndig beobachtbar: Um dies
zu zeigen, wird eine Vorschrift angegeben, wie man aus Kenntnis der Eingangs- und
AusgangsgroBen u(t) und y(¢) auf dem Intervall 0 < ¢ < T sowie der Systemmatrizen
A, B, C und D den Anfangszustand xg errechnen kann. Dazu wird in Analogie zur
Erreichbarkeit die sogenannte Gramsche Matriz (observability gramian) in der Form

_ T T
G= / (eAT> CTCeA™dr (C.19)
0

eingefiihrt.

Aufgabe C.3. Zeigen Sie, dass die Gramsche Matrix G von (C.19) genau dann
reguldr ist, wenn die zugehorige Beobachtbarkeitsmatrix O(C, A) von (7.33) den
Rang n hat.

Multipliziert man nun (C.15) von links mit G*I(eAt)TCT und integriert von 0 bis
T, dann erhilt man

T _ T _ T T
/ G (eM) CTy(t)dt =G / (eA1) CTCeM dtxg = xg (C.20)
0 0

G

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2024,/2025)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Seite 278

und hat damit eine explizite Vorschrift gegeben, wie man xg berechnet. Ul

Beweis zu Satz 7.12. Es existiert ein Vektor (Linearkombination von Linkseigenvek-
toren) wT # 0T von A so, dass gilt w'b = 0 = das Paar (A, b) ist nicht vollstindig
erreichbar: Aus der Definition eines Linkseigenvektors

wliA = \w! (C.21)

folgen die Beziehungen

wlAb = Awlib =0 (C.22)
wiAAb= MwlAb=0

wrAA" 2b =\ wl A" ?b =0
und damit

w7 [b,Ab, A%b,... A" 'b| =0. (C.23)

R(A,b)

Dies bedeutet aber, dass fiir einen nichttrivialen Linkseigenvektor w' # 0T die
Erreichbarkeitsmatrix R(A,b) singuldr sein muss, was die nicht vollstandige Erreich-
barkeit des Systems impliziert.

System ist nicht vollstéindig erreichbar = es existiert ein Linkseigenvektor w' # 0T
von A, der die Bedingung w'b = 0 erfiillt: Wenn das System (7.52) nicht vollsténdig
erreichbar ist, dann lisst es sich durch eine regulidre Zustandstransformation x = Vz
in die Form

Z A A b
?1 _ |Au 12 |Z1 4P (C.24a)
VA 0 A22 79 0
z
y = [c? c;f} " du (C.24b)
Z3
iiberfithren. Fiir jeden Linkseigenvektor w' = {w?, w;f} mit dem zugehorigen Eigen-
wert A; gilt nun
A A
T T 11 120 T T
|:W1,W2:| [ 0 Am] =\ {wl ,WQ} . (C.25)
%ﬁ;—/
A

Man erkennt aus (C.25), dass w' = [OT, W;F} ein Linkseigenvektor der Matrix A ist,

wenn \; Eigenwert der Matrix Ago mit dem zugehorigen Linkseigenvektor Wg ist,
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also gilt
wa Ay = \iwy . (C.26)

Damit folgt aber fiir diesen Linkseigenvektor
T T . 1]|P1
w b:[O ,wz} =0, (C.27)

womit dieser Teil bewiesen ist.
Der Beweis fiir die vollstdndige Beobachtbarkeit folgt direkt aus dem Dualitéts-
prinzip vom Abschnitt 7.7. O

Beweis zu Satz 7.13. Es ist sofort einsichtig, dass die Beziehungen (7.78) und (7.79)
fir alle s mit det(sE — A) # 0 erfiillt sind. Offensichtlich miissen nur jene s, die auch
Eigenwerte der Matrix A sind, detaillierter untersucht werden.

rang[sE — A, b] = n = System ist vollstédndig erreichbar:
Wenn rang[sE — A,b] = n, dann existiert kein nichttrivialer Vektor w' # 0T so,
dass die nachfolgenden Gleichungen

wl[sE— A,b] =0 bzw. wib=0 und w'A =sw' (C.28)

gelten. Da wegen der letzten Beziehung in (C.28) wT ein Linkseigenvektor der Matrix
A mit zugehorigem Eigenwert s ist, folgt nach Satz 7.12, dass das System vollsténdig
erreichbar ist.

Aufgabe C.4. Beweisen Sie die Umkehrung: das System ist vollsténdig erreichbar
= rang[sE — A, b] =n

Hinweis: Verwenden Sie die selben Argumente wie soeben beschrieben und
nutzen Sie die Ergebnisse von Satz 7.12.

Der Beweis fiir die Beobachtbarkeit erfolgt auf analoge Art und Weise. O

Beweis zu Satz 8.4. Der Beweis beruht auf dem PBH-Eigenvektortest von Satz 7.12.

Die Linkseigenvektoren WiT = [W{i,w27i} zu den Eigenwerten \; der Matrix ®;

berechnen sich aus der Beziehung

® 0
[wu‘, w2,z} [—CT 1] =\ {wu,wgﬂ} (C.29)
bzw.

Man erkennt unmittelbar aus (C.30), dass fir alle Eigenwerte \; der Matrix ®,
die nach Voraussetzung ungleich 1 sind, gilt, w2 ; = 0 und wegen der vollstandigen
Erreichbarkeit von (®,T) folgt wiT; = WEZI‘ # 0. Fir den Eigenwert A\; = 1 des
hinzugefiigten Integrators ergibt sich aus (C.30) und der Invertierbarkeit der Matrix
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(® — E) die Beziehung
er[‘,z = '(UQ’/L'CT(‘I) — E)_l mit w2 4 75 0 (031)

und da G(z)|,_; # 0 ist mit

Cu(2) o & -1
G(z) = (o) " c zZE—®)" T, (C.32)
folgt weiters
Wil = wycT(® —E) T #0. (C.33)

Damit ist aber gezeigt, dass kein Linkseigenvektor von ®; orthogonal zu I'; ist, womit
obiger Satz bewiesen ist. O
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Abtastzeit, 156, 170
Ahnlichkeitstransformation, 47
Amplitudengang, 82
Anstiegszeit, 135, 190
Asymptotische Stabilitit, 57
fir Abtastsysteme, 163
Ausgangsregelung, 103

Beobachtbarkeit

zeitdiskreter Fall, 215

zeitkontinuierlicher Fall, 214
Beobachtbarkeitsmatrix, 215, 216
Beobachtbarkeitsnormalform, 71, 174, 223
Beobachter

Trivialer (Simulator), 246

Vollstéandiger Luenberger, 247

Zustandsbeobachter, 245
BIBO-Stabilitat, 74, 174

der Ubertragungsfunktion, 75

der Impulsantwort, 74, 175
Bilineartransformation nach Tustin, 179
Bode-Diagramm, 79

Cayley-Hamilton (Satz), 232

Déampfungsgrad, 83
Dead-Beat Regler, 242
Diagonalform, 47
Differenzierer, 93, 194
Digitaler Regelkreis, 155
Dualitatsprinzip, 220
Durchtrittsfrequenz, 116, 191

Figenschwingung des Systems, 58
Eigenvektor, 48
Eigenwert, 48

Eingeschwungener Zustand, 76, 176
Einheitsimpuls (Dirac Delta-Funktion),
256
Einheitskreispolynom, 185
Einheitssprung (Heaviside-Funktion), 256
Einheitssprungfolge, 265
Erreichbarkeit
zeitdiskreter Fall, 212
zeitkontinuierlicher Fall, 208
Erreichbarkeitsmatrix, 209, 212
Existenz und Eindeutigkeit, 27

Fiithrungsiibertragungsfunktion, 108
Fithrungsregelung, 108
Faltungssatz, 258, 267
Formel von Ackermann, 233
fiir den Zustandsbeobachterentwurf,
247
Frequenzgang, 76
diskret, 175
kontinuierlich, 76
transformiert, 179, 180
Frequenzkennlinienverfahren, 135

Gramsche Matrix
controllability gramian, 210, 212
observability gramian, 216
Grenzwertsatz, 258, 268

Halteglied nullter Ordnung, 156
Hankelmatrix, 225
Hauptvektor, 49
Hurwitzpolynom, 121

Integrator, 92, 193
Interne Stabilitat, 114
Invarianter Unterraum, 57
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Jordansche Normalform, 46
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Jury (Verfahren), 185

Kaskadenregelung, 120

Kausalitat, 2

Knickfrequenz, 83

Komplementére Sensitivitatsfunktion, 118

Lag-Glied, 96
Laplace-Transformation, 255
Lead-Glied, 95
Linearisierung

um eine Ruhelage, 35

um eine Trajektorie, 39
Linearitat, 23
Lipschitz-Bedingung, 27
Lyapunov-Gleichung, 211

Markov-Parameter, 224
Michailov (Kriterium), 124
Minimalrealisierung, 69, 173, 221

Nilpotente Matrix, 50
Nullstellen, 61
Nyquist-Kriterium, 128, 188
in Frequenzkennliniendarstellung, 131,
189
Nyquist-Ortskurve, 78

Parallelschaltung, 64
Parametervariation, 108
Partialbruchzerlegung, 259
PBH(Popov-Belevitch-Hautus)
Eigenvektortest, 226
Rangtest, 228
Phasengang, 82
Phasenreserve, 137
PI-Zustandsregler, 243
Pol-Nullstellen Diagramm, 100
Pole, 61
Polstellen der z-Ubertragungsfunktion, 167
Proportional-Differential-Glied, 95
Proportional-Differential-Integral-Glied, 96
Proportional-Glied, 91

Proportional-Integral-Glied, 93, 194

Riickkopplung, 64
Realisierbarkeit, 69, 173, 183
Regel
-abweichung, 136, 191
-grofe, 103
-kreis, 103
Regelung
mit einem Freiheitsgrad, 112
mit zwei Freiheitsgraden, 119
Reglerentwurf
Kompensationsregler, 145
Lead-Lag-Regler, 143
PI-Regler, 140, 195
Routh-Hurwitz Verfahren, 122
Ruhelage, 33

Schaltungstechnische Realisierung, 97
Sensitivitdtsfunktion, 118
Separationsprinzip, 250
Serienschaltung, 62
Sprungfihigkeit, 182
Storiibertragungsfunktion, 108
Storregelung, 108
Stabilitéat
asymptotisch, 57
fir Abtastsysteme, 163
BIBO, 74
der Ubertragungsfunktion, 75
der Impulsantwort, 74
intern, 114
Standardform
1-te, 72, 221
2te, 71, 223
Stellgrofe, 103
Stellgrofeniibertragungsfunktion, 117
Stetige Winkeldnderung, 124
Steuerbarkeit, 213
Steuerbarkeitsnormalform, 72, 174, 221
Steuerung, 109
mit Storgréfenaufschaltung, 110
Strukturschaltbild, 18
Sukzessive Approximation nach Picard,
28
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System, 1
dual, 72
dynamisch, 2
statisch, 2

Taylorformel zweiter Ordnung, 36
Totzeit-Glied, 96

Transformierte Frequenz, 179
Transitionsmatrix, 29, 162

Uberschwingweite, 136, 191

Ubertragungsfunktion, 59
Ordnung, 61
phasenminimal, 87

Ubertragungsmatrix, 66

Verstarkungsfaktor, 83, 137
Verzogerungsglied
1-ter Ordnung, 89
2-ter Ordnung, 90
Vielfachheit
algebraisch, 46
geometrisch, 46

z-Transformation, 265
z-Ubertragungsfunktion, 164
z-Ubertragungsmatrix, 165
Zeitinvarianz, 25
Zustands

-beobachter, 245

-grofe, 2

-regler, 231

-transformation, 45
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