Institut fir Automatisierungs- und Regelungstechnik

Formelsammlung zum Skriptum Automatisierung

Kapitel 2

Satz 2.3 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit) Es sei f (x,t) stickweise stetig in t
und gentige der Abschitzung (Lipschitz-Bedingung)

If(x ) —f(y, )l <Llx-yll, 0<L<oo

fir allex,y € B={z€ R"| ||z —x¢|| <r} und alle t € [ty,to + T]. Dann existiert ein
0 >0 so, dass
x =f(x,t) mit x(tg) = xq

genau eine Ldsung fiir t € [to, to + d] besitzt. Dabei wird L auch als Lipschitz-Konstante
bezeichnet.

Berechnung der Transitionsmatrix fiir lineare zeitkontinuierliche zeitinvariante
Systeme

(a) Die Dynamikmatrix A besitzt Eigenwerte A\; mit j = 1,...,n, fir die gilt, dass die
geometrische Vielfachheit g; und die algebraische Vielfachheit n; gleich sind.
Jordansche Normalform:

A O 0
~ 0 A --- 0
A= .

00 - A,

Transitionsmatrix des transformierten Systems:

exp (Art) 0 0

- 0  exp(Aat) --- 0

& (1) = . p{z)‘ .
0 0 -+ exp (Ant)

(b) Die Dynamikmatrix A besitzt genau einen Eigenwert A, fiir den gilt, dass die geo-
metrische Vielfachheit g = 1 und die algebraische Vielfachheit n > 1 ist.
Jordansche Normalform:

(A1~ 00]
OA---00
A=l
00--- A1
_00---0)\_
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Transitionsmatrix des transformierten Systems:

t2 tnfl
1t —
2! (n—1)!
n—2
- 01 ¢ --- t
® (t) = exp () (n—2)!
00 - --- t
00 - --- 1

(c) Die Dynamikmatrix A besitzt die konjugiert komplexen Eigenwertpaare \; = a; +
IB;, Xj = a; — IB; mit j =1,...,r, fir die gilt, dass die geometrische Vielfachheit
g; und die algebraische Vielfachheit n; gleich sind.
Reelle Jordansche Normalform:

A:

Transitionsmatrix des transformierten Systems:

[ ecttcos (Bit) etsin (Bit) - - - 0 0
—e*tsin (B1t) et cos (Bit) - - - 0 0
d (t) = : : ' :
0 0 e tcos (B t) e sm( 1)
0 0 e C“’“t sin (f,t) e*r* cos (B,t) |

Satz 3.2 (Reelle Jordansche Normalform) FEs sei die reellwertige (n x n)-Matrix
A die Dynamikmatriz eines linearen, zeitinvarianten Systems. Angenommen, A habe k
reelle und (n — k) /2 kongugiert kompleze Figenwerte. Dann existiert eine regulire Zu-
standstransformation der Form

V=lvi,...,vi,Re(vip1) . Im (Virr) s ... Re (vy) . Im (v,)]

bestehend aus linear unabhingigen (komplexwertigen) Eigen- und Hauptvektoren v;, j =
L...,r mitr = (n+k)/2 so, dass die Dynamikmatriz des transformierten Systems fol-
gende Form

J;0---0
- 0J,--- 0
A=V'AV = ,

00 - J
annimmt. Dabei bezeichnen J;, 1 = 1,...,1 die so genannten Jordanblocke, deren Struktur
fiir reelle Figenwerte \; in der Form

[\ 10 0]
0OXN---00
Ji=1
00--- X1
100 0 A |




bzw. fiir konjugiert komplexe Eigenwerte a; £ 15; in der Form
([WE,--- 0 0|
OW... 00
J=1: - = = mit W:{_O%BZ} und E2:|:

00 - WE, P
_O 0O ---0 W_

gegeben ist.

Realisierungsproblem

. 7 b b . bn, n—1 bn n

Ubertragungsfunktion G (s) = g{(s) L TG e e e
u(s) agtas+ -4 a1+ sn

(a) Realisierung als 1-te Standardform oder Steuerbarkeitsnormalform

10
01

T 0 1 0 ... 0 T 0
d To o o0 1 ... 0 To 0
al = : o T : : + o |u
Tp—1 0 0 ... 0 1 Tp—1 0
Tn —ag —@1 ... —Qp_9 —Qp_1 Tn 1
L i L ~ J L J _b_
_ . -
T2
= [bo by ... by_y b + b, u
Yy [ 0 Y1 . 2 11 \ ,
cT Tn—1 d
Tn
L J

mit 5
bi:bi_aibn7 7;:0,1,...,71—1

(b) Realisierung als 2-te Standardform oder Beobachtbarkeitsnormalform

T [0 ... ... 0 —ag 17T T T i éo T
= =1 : :
1 + i U
Tn—1 00 0 —ays||%n1 b2
| Ln ] _0 0 1 —Qp—1 B Tn | _bnfl_
N—— ~ N —r )
x A _ x b
T
Hop)
=100...01 : + by u
y [ Il D
T Tpn—1 d
xn
B i
mit .
bi:bi—aibn, 120,1, ,n—l

|



Schaltungstechnische Realisierung einiger Ubertragungsfunktionen
In Abbildung 3.1 ist eine Operationsverstiarkerschaltung in Vierpoldarstellung gezeigt.

I

u=u,, l Netzwerk
a

Netzwerk
b

%

Abbildung 3.1: Operationsverstéarkerschaltung in Vierpoldarstellung.

Die Ubertragungsfunktion vom Eingang u zum Ausgang y lautet

Up2 1p,1

Ya,21 (5) .

() fiar  Yor2(s)

Za,2

Ya,zl (3)

1@,12 (5) '

Da passive RLC-Netzwerke reziprok sind, gilt allgemein, dass die Admittanzmatrix sym-
metrisch ist, d.h. Yj5 (s) = Y3 (s). Der nachfolgenden Tabelle sind die Leitwerte einiger
Netzwerke zu entnehmen, womit sich verschiedene Ubertragungsfunktionen als Operati-
onsverstarkerschaltung realisieren lassen.

’ Schaltung Yio \ Koeff. H Schaltung ‘ Yio ‘ Koeffizienten
1
V=_
'—'R -1 R R v 2R
- c v
R 1 (14 sT)
1 1 T — RiC'
2
1
c ol I_IR. B 14 sT 1
I [ — "
—sC R, "C 14 snT T = (R1 +R2)C
T
L n<l R
= R+ Ro
v — 2R, + Ry
'T' 2R1 Ry
v 1 2 1+ snT
R = —= o—8 » o —
I -V (1+sT) R R, TCR‘ 14T T:%C
T =RC <1
1 n
L 2R
= 2R1 + Ro




Kapitel 4

Satz 4.3 (Routh-Hurwitz Verfahren) FEin Polynom n (s) der Form

n

n(s) = Z a;s’

J=0

mit den reellen Koeffizienten a;, j = 0,...,n, ist genau dann ein Hurwitzpolynom, wenn
alle Elemente der Pivotspalte des nachfolgenden Routh-Schemas

n

S apr = Ap Qo2 = Ap—2 Ap3 = Ap—4 - ..
n—1 _ _ _
S a1 = Gp—1 A12 = Ap—3 @13 = Qp—5 - - .
§"2 a21 22 a23
-3
s" azy ass ass
Sl Ap—1,1 0 0
SO Qp,1
Pivotspalte
mat
A;—11Q5-2 41 — A;—2,10A;—1 541 .. . .
a;; = ja J fir 1=2,3,....,n und j=1,2,...
i—1,1

von Null verschieden sind und gleiches Vorzeichen besitzen.

Satz 4.4 (Kriterium von Michailov) Ein Polynom n (s) vom Grad n ist genau dann
ewn Hurwitzpolynom, wenn
Aarg (n(lw)) =nm

gilt.

A\ 4

L(s)

Abbildung 4.2: Geschlossener Regelkreis.

Satz 4.5 (Nyquist-Kriterium) Der geschlossene Regelkreis T, (s) nach Abbildung 4.2
mit der Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L (s) ist genau dann BIBO-stabil, wenn
die stetige Winkelinderung von 1+ L (s) folgender Bedingung

Aarg (1+ L (Iw)) = (max (grad (), grad (ny)) — N_ (ny) + Ny (ng))

genigt.



Satz 4.6 (Nyquist-Kriterium in Frequenzkennliniendarstellung) Es sei angenom-
men, dass sich die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L (s) in folgender Form

L(s) = V 2z (s)

g (p) TP O = (0)=1

mit den teilerfremden Polynomen zp, (s) und sPny, (s) darstellen ldsst, wobei nachfolgende
Bedingungen erfillt sind:

(A) Der Verstirkungsfaktor V und die Totzeit T, sind positiv,
(B) grad (ny (s)) + p > grad (2L (s)),
(C) das Polynom ny, (s) ist ein Hurwitzpolynom und fir p gilt p € {0,1,2},

(D) die Betragskennlinie von L (Iw) weist genau einen Schnittpunkt mit der 0-dB-Linie
(eine Durchtrittsfrequenz we ) auf bzw. die Ortskurve von L (Iw) schneidet den Ein-
heitskreis genau einmal und

(E) im Bereich |L (Iw)] 5 > 0 gelte —540° < arg (L (Iw)) < 180° (d.h. die Ortskurve des
offenen Kreises L (s) kann vor ihrem Fintauchen in den Einheitskreis den Nullpunkt
hochstens einmal vollstindig umkreisen,).

Unter diesen Voraussetzungen ist der Regelkreis nach Abbildung 4.2 mit der Ubertragungs-
funktion des offenen Kreises L (s) genau dann BIBO-stabil, wenn der Abstand der Phase
an der Durchtrittsfrequenz arg (L (Iwe)) zu —n, die so genannte Phasenreserve ®,

O =arg (L (Iwe)) +

positiv ist.

Kapitel 5

Lead-Lag-Reglerentwurf

(a) Ein Lead-Glied besitzt eine Ubertragungsfunktion der Form

1 + STLead

R ea -
bead (S) 1 + SnLeadTLead

R 0<77Lead<1-

Will man eine maximale Phasenanhebung von Ayr..q an der Stelle we erreichen,
so berechnen sich die Koeffizienten T7..q und npeqq zu

Apreia))”
NLead = (tan <% - SO2L d)) =1+ 2tan (AQOLead) (tan (ASOLead) - \/tan (A@Lead)2 + 1)
1
\/ NLeadWC '

TLead —

(b) Ein Lag-Glied besitzt eine Ubertragungsfunktion der Form

1+ STLag

Ripgg () = — - Los
Lag <S) 1+ SnLagTLag

, 77Lag>1-
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Will man eine Betragsabsenkung um Aay,, und eine Phasenabsenkung um Ay,
an der Stelle we erreichen, so berechnen sich die Koeffizienten 77,4, und 7744 zu

AaLag\/l + tan (A¢La9)2 -1
we tan (Aprqg)
WeTrag — tan (Aprag)
WCTLag (1 + wCTLag tan (A@Lag)) '

TLag =

I

NLag =

Satz 6.8 (Jury Verfahren) Ein Polynomn (z) der Formn(z) = ap2’+...4+ap,_12" 1+

a,z™ mit den reellen Koeffizienten a;, 3 = 0,...,n und a, > 0 ist genau dann ein FEinheits-
kreispolynom, wenn alle Elemente a;,, j = 0,...,n der ersten Spalte der nachfolgenden
Tabelle
2" an,n = Gn Gnpn—1 = Gn—1 ... Qp1 = a1 an,0 = ag
an,0
Gp,0 = Qo anp1 = aj <o Opp—1 = apn—-1 QAnn = 0n )\n =
anpn
=T
2" Qpn — )\nan,O Opn—1 — )\nan,l ceeOp1 — Anan,nfl 0
—— — —_——— —_——
an—1,n an—1,n—1 an—1,1
Gnp—1,1
(n-1,1 an—1,2 ceUp_1p 0 An—1 =
an—1,n
=2
2" 10 — AM—10n-1,1 Gn—1,n—-1 — Ap—1an-1,2 ... 0
an—2,n an—2,n—1
an—-2,2
(p—22 ap—2.3 ...0 0 Ap—g = —=
an—2n
ao’n 0
positiv sind. Wenn keines der a;,,, j = 0,...,n, identisch Null ist, dann ist die Anzahl der

negativen a;,, gleich der Anzahl der Nullstellen von n (z) auferhalb des Einheitskreises.

Zeitverschiebung
Fiir kausale Zeitfunktionen f (¢) und n € N, gilt allgemein

Z (f(s) e*”ST“> =z "Z (f (3)) :
Pole im Tustin-Bereich

Sei s; = —a ein Pol von G (s), dann besitzt die zugehorige Ubertragungsfunktion G# (g)
den Pol ) -
¢ =—-A= T tanh (7GG> .

Setzt man fiir a = o + [w ein, so erhilt man

2 sinh (T,«0) + 1 sin (Thw)

~ T, cosh (T,a) + cos (T,w)




Korrespondenzen zur ¢-Ubertragungsfunktion

G (s) G* (q)
1 1
Ta
E L-a3
S q
1 1-—L 2 T,
24 mit A= —tanh | —a
1+2 1+ 4 T, 2
52 PE
1 1-Lg)(1+4 2 T, A
2( 2q>( 3 B) mlt A:Ttanh(?a), B:ﬁ
(e ey a Lraaff

Satz 7.12 (PBH-Eigenvektortest) Das System
x = Ax + bu
y =cl'x+du

der Ordnung n ist genau dann nicht vollstéindig erreichbar, wenn ein Vektor w! # 07 so
existiert, dass gilt
wiA =\ \w] und wlb=0.

Man beachte, dass w! ein Linkseigenvektor der Matriz A ist.
Das System ist genau dann nicht vollsténdig beobachtbar, wenn ein Vektor v; # 0 so

existiert, dass gilt

T

Av,=)\v; und c'v;=0.

Der Vektor v; entspricht einem (Rechts)eigenvektor der Matriz A.
Satz 7.13 (PBH-Rangtest) Das System
X = Ax + bu
y =cl'x+du
1st genau dann vollstindig erreichbar, wenn gilt
rang [sE — A b] =n

fiir alle s der komplexen Ebene.
Das System ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn gilt

A
rang LE—A} =n

fir alle s der kompleren Ebene.



Kapitel 8

Satz 8.1 (Satz von Cayley-Hamilton) Bezeichnet
p(z) =ap+aiz+ -+ ap_ 12"+ 2"
das charakteristische Polynom der Matriz ® € R"*", dann geniigt ® der Beziehung

p(@)ZGQE+6L1¢+"'+(I”_1¢”_1+¢“:0 .

Satz 8.2 (Formel von Ackermann) Gegeben sei das Abtastsystem

Xp1 = Pxp +Tu, , x(0)=x¢,
. (0) o
Y = CTXk; + duk .

Die Eigenwerte der Dynamikmatriz ®, des geschlossenen Kreises

Xjpp1 = (<I> + I‘kT)x;,C +Tgrry , x(0)=xq
P

Y = (CT + dkT) X + dng
konnen genau dann durch eine Zustandsrickfihrung der Form
up =k x4 gry

beliebig platziert werden, wenn das Abtastsystem (8.1) vollstéindig erreichbar ist. Der
Riickfiihrungsvektor kT berechnet sich nach der Beziehung

0,0,...,1] = v] [T, ®T, ®°T,..., " 'T]

(. / Na ~,

el'=rT R(®.T)
T __ T T T -1 T _ T
k' = —povi —pivi® — =P Vi PV — Vi P = —v Dg,soll ((I))

mit pgsou (2) = po + P12 + P2z 4 . A ppo12™E + 2" als gewiinschtes charakteristisches
Polynom des geschlossenen Kreises.
Will man erreichen, dass gilt

li =

Jim g = 7o
mit der Sprungfolge (1) = ro (1"”) = (r0,70,70,---.) als Eingangsgrife, so ergibt sich der
Vorfaktor g in der Form

1
(T4 dkT) (E—&—TK") 'T+d




Satz 8.5 (Formel von Ackermann fiir den Zustandsbeobachterentwurf) Die Fi-
genwerte der Dynamikmatriz ®. des Fehlersystems

LT
€1 = <<I> + ke >ek mit e (0) = ey =Xo — X
P,
eines vollstandigen Beobachters der Form
Xp1 = Pxp + Tup + k(g — ) . %(0) =%
U = c %+ duy

zum Abtastsystem (8.1) konnen genau dann durch k beliebig platziert werden, wenn das
System vollstandig beobachtbar ist. Der Vektor k berechnet sich nach der Beziehung

i CT(I;n—l
—_~— —
€n O(CT7q>)

o PPN A ~ ~ 1A ~A A~ A~
k=—pgV1 —p1 @V — - = Pp 1 " — BV = —Py o (P) V1

mit Pgsou (2) = Po + P12 + Paz® + ... + P12t + 2™ als gewiinschtes charakteristisches
Polynom der Dynamikmatriz ®, des Fehlersystems.

Allgemeine Formeln

Eigenschaften der Laplace-Transformation

I. Linearitét:
Zeitbereich: lel (t) + CQfQ (t) , C1,C € C

Bildbereich: ¢ f; () + caf (s)

II. Ahnlichkeitssatz:
Zeitbereich:  f(at) , a>0

Bildbereich:  ~ f (f)

a” \a
III. Erster Verschiebungssatz:
Zeitbereich:  f(t—a)o(t—a) , a>0
Bildbereich: e~ f (s)

IV. Zweiter Verschiebungssatz:

Zeitbereich:  f(t+a) , a>0

Bildbereich: e ( Fls)— [ F (1) e—stdt)
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V. Dampfungssatz:
Zeitbereich: e “f(t) , ceC

Bildbereich:  f (s + ¢)

VI. Differentiation:
d .
Zeitbereich: Ef (t)=f(t)

Bildbereich:  sf (s) — f (+0)

bzw.
Zeitbereich: dt” f (t) = ™ (t)
Bildbereich: s”f (s) — f(4+0)s" 7t — f(l) (+0) 5772 — ... — Fln=1) (+0)

VII. Integration:
Zeitbereich: [ f () dr

1 -
Bildbereich:  —f (s)

s
VIII. Umkehrung zu VI:
Zeitbereich:  (—t)" f (¢)

d" .
Bildbereich: —
ildbereic ds”f (s)

IX. Umkehrung zu VII:

1
Zeitbereich: ;f (1)
Bildbereich: [ f () do

X. Faltungssatz:

Zeitbereich:  (f1 * fo) ( fo fi(n) fo(t—7)dr = fo filt=7) fo(r)dr
Bildbereich:  f1 (s) fa (s)

XI. Periodische Funktionen:
Zeitbereich:  f(t+1T) = f(t)

1
Bildbereich:  ———— [ e~ f (1)

XII. Grenzwertsétze: (nur anwendbar, wenn die Grenzwerte auch existieren)

Anfangswertsatz:  limy_, 4o f (t) = lim,_,o0 sf (s)

Endwertsatz: limy o f (t) = limg_y sf (s)
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Korrespondenzen der Laplace-Transformation

Nummer|Zeitbereich| Bildbereich
f @) f(s)
I. d(t) 1
1
II. t -
7 (1) :
1
I11. t 2
IV. e !
s—a
n!
V. et -
(S _ a)nJrl
. b
VI Sin (bt) m
s
VII COS (bt) m
VIIL. | e* sin (bt) #2
(s —a)” 4+ b2
IX. |e*cos(bt) %
(s —a)” + b2

Tabelle 8.1: Laplace-Korrespondenztabelle einiger wichtiger Funktionen.

Eigenschaften der z-Transformation

I. Linearitit:
Zeitbereich: ¢ (fig) +c2(for) ,» c1,c2€C

Bildbereich: ¢ f1. (2) 4+ cafa. (2)

I1. Erster Verschiebungssatz (Rechtsverschiebung):

Zeitbereich:  (fy—n) , neNy (Feun)
. - n n j bzw. n . .
Bildbereich: =z (fz (z) + ijl fojz ) Z"f,(2) fir f;=0,7<0

y nEN+

IT1. Zweiter Verschiebungssatz (Linksverschiebung):

Zeitbereich:  (fr4n) , mn €Ny
n—1 .
' ich: 2 _ =]
Bildbereich: 2z <fz (2) E 0 [z >

IV. Dampfungssatz:
Zeitbereich: (ckfk) , c€C und c#0

Bildbereich:  f. (%)
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V. Differenzenbildung (Vorwirtsdifferenz):
Zeitbereich:  (fr41 — fx)
Bildbereich:  (z — 1) f, (2) — zfo

VI. Differenzenbildung (Riickwértsdifferenz):
Zeitbereich:  (fr — fx—1)

~1
Bildbereich:  ———f. (2) — f_
z

VII. Summenbildung:

Zeitbereich: (Zjo f j)

z
Bildbereich:
ildbereic po— £ (2)

VIII. Umkehrung zu V bzw. VI:
Zeitbereich: (KT, fx)

d
Bildbereich: —T,z—f,
ildbereic Zdzf (2)

IX. Umkehrung zu VII:

Zeitbereich: 0 fir k=0 und (kgi) fir k>0

Bildbereich: i / fz—(a)dcr
T, /. o

X. Faltungssatz:

k k
Zeitbereich:  (fix) * (for) = Zj:O Jig—jta; = Zj:O J1gfo -
Bildbereich:  f1. (2) f2.. (2)

XI. Grenzwertsitze: (nur anwendbar, wenn die Grenzwerte auch existieren)

Anfangswertsatz:  fo = lim, o f. (2)

Endwertsatz: limy 100 fr = lim, 41 (2 = 1) [, (2)
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Nr. |s-Bildbereich|Zeitbereich Abtastfolgen z-Bildbereich
f(s) f () (fx) [ (2)
1 fir k=
L L o) k= {o fir k>0 L
1 z
1 T,
I1L. ~ f (KT,) =
S (z—1)
1 z
V. at akTy
v s—a ¢ (e ) z — etTa
n! a" z
V. n at k’Ta n akT,
(S a)n—l-l € (( ) € ) oar z — eaTa
b , , zsin (bTy)
L. — bt bkT,
v s2 4 b2 sin (1) (sin ) 22 — 2z cos (bT,) + 1
s 2 (z — cos (bT,))
.| —— bt bkT,
b zeTagin (VT,)
VIIL.|—————| e sin (bt oTa sin (bkT, 2
(s —a)® + b2 ¢*sin (bt) (e sin. ) 22 — 2zea cos (bT,) + e2eTe
s—a z (2 — e cos (bT,))
X |[———| e bt akTa bkT,
(s —a)? + b2 e cos (bt) (e cos ) 22 — 2zea cos (bT,) + e2¢Te

Tabelle 8.2: Korrespondenztabelle einiger wichtiger Funktionen.

Einige trigonometrische Beziehungen|

sin (

si

wn
—-

n
i

2.
=

wn
i

sin(0) =0
1) _V2(v3-1)
12 4
()
™ V2
)2
(-4
5_%) _V2(V3+1)
12 4
(5

cos(0) =1
cos (1) = V2VEED
12 4
™ V3
()
T 2
o (3) =%
()1
cos (51) = —\/5(\/5— D
12 4
oS (g) =0
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tan(0) =0
tan (%) =2
™ V3
n (§) =5
tan (%) =1
() =v5
tan (%> =24
tan (g) =00

>

>




