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1. Gegeben ist das in Abb. 1 dargestellte Schiff (Katamaran), bestehend aus einem
dreiecksförmigen Segel (Länge L, Höhe H , vgl. Abb. 2), zwei Auftriebskörpern mit
der Grundfläche A sowie einem Rollkompensationssystem mit zwei Wassertanks.
Wirkt auf das Segel die Windkraftdichte fw, so erfolgt eine Drehung ϕ des Schiffes
um die Rollachse. Um dieser Drehung entgegenzuwirken, kann Wasser vom linken
in den rechten Tank umgepumpt werden.
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Abbildung 1: Prinzipskizze des Schiffes.
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Abbildung 2: Geometrie des Segels.

Lösen Sie die nachfolgenden Teilaufgaben:

a) Berechnen Sie ein mathematisches Modell der Rollbewegung des Schiffes. Er- 6 P.|
mitteln Sie dazu folgende Zwischengrößen:

(i) Berechnen Sie das Moment Mw um die Drehachse zufolge der Windkraft-
dichte fw = α0vw + α1v2

w, mit der Windgeschwindigkeit vw > 0 und den positi-
ven Konstanten α0, α1. Es wird angenommen, dass die Windkraftdichte ortho-
gonal auf das Segel wirkt und damit gilt

Mw =
∫ H

z=0
Ls(z)fw(vw)zdz,
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mit der Segellänge Ls, siehe Abb. 2.

(ii) Ermitteln Sie das Auftriebsmoment der beiden Auftriebskörper. Nehmen
Sie dazu kleine Winkel an, d.h. sin(ϕ) = ϕ, cos ϕ = 1 und beachten Sie, dass
die Auftriebskraft proportional zur Dichte ρw, der Erdbeschleunigung g sowie
dem verdrängten Volumen V = Ahw ist. Dabei beschreibt hw die Eintauchtiefe
des Auftriebskörpers, wobei hw = h0 für ϕ = 0 gilt.

(iii) Berechnen Sie das Moment Mk zufolge der beiden Wassertanks, wobei
wiederum kleine Winkel angenommen werden sollen und die Wassermassen
ml, mr als Punktmassen modelliert werden.

(iv) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen der Rollbewegung mit Hilfe der
Drehimpulserhaltung um die Drehachse auf. Das gesamte Trägheitsmoment
(inkl. Rollkompensationssystem) ist dabei konstant und wird mit I bezeichnet.

(v) Geben Sie Differentialgleichungen für die Wassermassen ml und mr in den
beiden Kompensationstanks an. Der vom linken in den rechten Tank geförderte
Massenstrom errechnet sich zu qpρw, wobei der Volumenstrom qp als Funktion
der Drehzahl np in der Form qp = γ0np + γ1n

3
p, mit den Konstanten γ0, γ1 > 0,

gegeben ist.

(vi) Stellen Sie das gesamte mathematische Modell in der Form

d

dt
x = f(x, u, d)

y = h(x),

mit dem Zustand xT = [ϕ, ω, ml, mr], dem Eingang u = np, der Störung d = vw

sowie dem Ausgang y = ϕ, auf.

b) Ermitteln Sie die Ruhelagen xr, ur des Systems für eine konstante Windge- 3 P.|
schwindigkeit vw,R > 0 sowie einen konstanten Winkel ϕR = 0. Nehmen Sie
dazu an, dass ml + mr = m0 gilt. Linearisieren Sie anschließend das System
um diese Ruhelage und geben Sie eine Darstellung der Form

∆x = A∆x + bu∆u + bd∆vw

∆y = cT ∆x

an. Geben Sie weiterhin an, wie sich die Größen ∆x, ∆u sowie ∆d berechnen.

c) Für eine gewisse Wahl der Parameter ergeben sich die Dynamikmatrix A und 3 P.|
der Ausgangsvektor cT zu

A =








0 1 0 0
−2 0 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0








, cT = [1, 0, 0, 0].

Zeigen Sie, dass das linearisierte System mit diesen Matrizen nicht vollständig
beobachtbar ist. Geben Sie anschließend eine Linearkombination der Zustände
in der Form a1∆ϕ+a2∆ω +a3∆ml +a4∆mr an, die bei Messung von ∆ϕ nicht
beobachtet werden kann.
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2. Lösen Sie folgende Teilaufgaben:

a) Gegeben ist das lineare zeitinvariante System der Form 4 P.|

ẋ = Ax,

mit der Dynamikmatrix A

A =

[

−7 −2
2 −2

]

.

Berechnen Sie die Transitionsmatrix Φ zu diesem System. Führen Sie dazu eine
Transformation auf Jordan-Form durch!

b) Gegeben ist die folgende lineare zeitdiskrete Strecke 3 P.|

G(z) =
5

(

z − 1√
2

) .

Berechnen Sie die eingeschwungene Lösung dieser Strecke auf die Eingangsfolge

(uk) = 3(1k) − 7(0.5k) +
(

2 cos
(

π

4
k +

π

3

))

.
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3. Frequenzkennlinienverfahren

innerer Regelkreis

-- R2(s) R1(s) G2(s)G1(s)
r2 r1 u2 y2

Abbildung 3: Kaskadierter Regelkreis.

Betrachtet wird der in Abb. 3 dargestellte kaskadierte Regelkreis mit den Strecken-
übertragungsfunktionen

G1(s) =
10

s
, G2(s) =

20

2s2 + 3s + 2
.

Zur Stabilisierung des inneren Regelkreises wird ein Proportionalregler R1(s) = 4
eingesetzt.

a) Ermitteln Sie die Übertragungsfunktion des geschlossenen inneren Regelkreises 1 P.|
Tr1,u2

(s).

b) Benutzen Sie die beiligende Vorlage und skizzieren Sie das Bode-Diagramm des 2 P.|
geschlossenen inneren Regelkreises Tr1,u2

(s), der Streckenübertragungsfunktio-
nen G2(s), und der Übertragungsfunktion Tr1,y2

(s).

c) Welche Voraussetzung muss der innere Regelkreis erfüllen, damit ein einfacher 1 P.|
separierter Entwurf des Reglers R2(s) zulässig ist?

d) Entwerfen Sie den Regler R2(s) im Sinne einer Kaskadenregelung.

i. Bestimmen Sie die Kenngrößen tr, ü und e∞ anhand der in Abb. 4 vorge- 1 P.|
gebenen Soll-Sprungantwort des geschlossenen Regelkreises und zeichnen
Sie diese ein. Die Anstiegszeit tr soll ganzzahlig gerundet werden.

ii. Der Regler R2(s) soll die Struktur R2(s) = V (T + 1/sρ) aufweisen. Wie 1 P.|
ist der Parameter ρ ∈ {0, 1, 2} zu wählen damit die Spezifikation für
e∞|r2(t)=σ(t) aus Abb. 4 erfüllt werden kann.

iii. Ermitteln Sie die Reglerkoeffizienten V und T nach dem Frequenzkennli- 4 P.|
nienverfahren.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

h
2
(t

)

Zeit t [s]

Abbildung 4: Sprungantwort des geschlossenen Regelkreises.
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4. PI-Zustandsregler

Für ein lineares, zeitinvariantes System der Form

xk+1 =

[

−1 1
0 −2

]

︸ ︷︷ ︸

Φ

xk +

[

0
1

]

︸︷︷︸

Γ

uk , x(0) = x0 =

[

0
0

]

yk =
[

1 0
]

︸ ︷︷ ︸

cT

xk

soll ein zeitdiskreter PI-Zustandsregler

xI,k+1 = xI,k +
(

rk − cTxk

)

uk =
[

kT
x kI

]
[

xk

xI,k

]

+ kp

(

rk − cTxk

)

mit dem Rückführvektor kT
x =

[

k1 k2

]

und den Parametern kI und kp entworfen
werden.

a) Zeigen Sie, dass für die gegebene Strecke die Entwurfsvoraussetzung der voll- 2 P.|
ständigen Erreichbarkeit gegeben ist.
Hinweis: Untersuchen Sie zu diesem Zweck das um den Integrator erweiterte
System xe,k =

[

xT
k xI,k

]

.

b) Geben Sie den geschlossenen Regelkreis mit dem Zustand xg,k =
[

xT
k xI,k

]

2 P.|
zunächst allgemein in der Form

xg,k+1 = Φgxg,k + Γgrk

an und berechnen Sie anschließend Φg und Γg für das gegebene System.

c) Legen Sie den Parameter kp so fest, dass für eine Führungsgröße (rk) = r0(1k) 2 P.|
die Stellgröße u0 = kpr0 zum Zeitpunkt t = 0 den gleichen Wert annimmt, der
auch auch für t → ∞ zur Einhaltung der Bedingung y∞ = r0 benötigt wird.

d) Bestimmen Sie die Reglerparameter kT
x =

[

k1 k2

]

und kI mit Hilfe der Formel 5 P.|

von Ackermann so, dass die Pole des geschlossenen Kreises bei {1
2
, 1

2
, 1

2
} zu

liegen kommen.
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