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1. Bearbeiten Sie folgende Teilaufgaben: 11,5P.|
a) Gegeben ist das nichtlineare System 4P.|

&(t) =x(t) cos(ax(t)) — x(t)u(t), x(to) = o,
y(t) =z(t)” +u(?).

(1)

i. Bestimmen Sie sémtliche Ruhelagen xg des Systems fiir einen konstanten 1P|
Eingang u = ugr. Geben Sie auch den zulassigen Wertebereich von up fir
die jeweiligen Ruhelagen an.
Losung:
Offensichtlich ist zx = 0 fiir jedes ug eine Ruhelage von (0.5 Punkte)

x(t) =x(t)(cos(ax(t)) — ug).

Sofern —1 < ur < 1 erfiillt ist, ist eine unendliche Zahl von Ruhelagen
durch

cos(axrr) = ug

arccos(ug)+2km —arccos(upr)+2km }
a ’ a

gegeben (0.5 Punkte). Diese lassen sich als {
zusammenfassen, wenn 0 < arccos(ug) < 7 gilt.
ii. Linearisieren Sie das System um eine allgemeine Ruhelage zg fir u(t) = 1P|

UR-
Losung:
Das linearisierte System resultiert zu

Ax(t) = (cos(arr) — ur — axgsin(axg) Ax + (—xg) Au, (0.5 Punkte)

b
Ay :@AJJ + \1/Au.(0.5 Punkte)
c d

iii. Geben Sie fiir a = 0 das Abtastsystem zum nichtlinearen System (1) fiir 2P,
die Abtastzeit T, unter Verwendung des bekannten Haltegliedes nullter
Ordnung an.

Losung:
Die Differentialgleichung vereinfacht sich fiir a = 0 zu

() =z(t)(1 — u(t)), x(tg) = .
Fiir einen konstanten Eingang u(t) = uc hat sie die Losung
z(t) = zget~ue)t=t) (1 Punkt)

Wird fiir den Zeitraum kT, <t < (k + 1)T, die Stellgrée u(t) = uy und
der Anfangswert x(kT,) = x gesetzt, so resultiert fir die Losung zum
Zeitpunkt t = (k+ 1)T,

Tpa1 = xke(l’“’“)Ta.
Damit resultiert das gesuchte Abtastsystem

Tpp1 =zpet ) e, (0.5 Punkte)

y, =7 + uy.(0.5 Punkte)



b) Beurteilen Sie die Ubertragungsfunktionen 2P,

52 z—2 #

10 — iq
Gl — 2
s2 —2s+4’ (2) (z+3)(z+2)

7) = 10+¢

G(s) =

hinsichtlich BIBO-Stabilitdt und Sprungfiahigkeit. Fiir die Abtastsysteme gilt
eine Abtastzeit T, = 0.1. Begriinden Sie ihre Antwort hinreichend!
Losung:
e ((s) ist sprungfahig aber nicht BIBO-stabil (kein Hurwitzpolynom). (0.5
Punkte)
e (G(z) ist nicht sprungfihig und nicht BIBO-stabil (Polstelle aulerhalb des
Einheitskreises). (0.5 Punkte)
e G#(q) ist nicht sprungfihig (Nullstelle bei Qy = T% = 20) aber BIBO-
stabil. (1 Punkt)

¢) In Abbildung 1 sind die Impulsantworten (fir u(¢) = 6(¢)) von zwei Varianten 5,5 P.|

von Haltegliedern erster Ordnung dargestellt.

91(1) 92(1)

1 1

_T,

0 T, 2T, 3T, 4T, t T, 0 T, 2T, 3T, 4T, t
Abbildung 1: Sprungantworten der Halteglieder.

i. Stellen die beiden Halteglieder kausale Systeme dar? Begriinden Sie Thre 1P|
Antwort hinreichend!
Losung:
Offensichtlich ist das Halteglied 1 kein kausales System, da die Impul-
santwort bereits vor dem Impuls am Eingang startet (0.5 Punkte). Beim
Halteglied 2 startet die Impulsantwort erst nach dem Impuls, weshalb es
sich um ein kausales System handelt (0.5 Punkte).

ii. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion Go(s) von Halteglied 2. 2P|
Losung:
Die Impulsantwort lasst sich als

t t— Ta
9:(1) == (o(t) = ot = T)) + (1 = =) (ot = To) — o(t — 2T2))
t t— Ta t— 2Ta
:ia(t) -2 T ot —"1T,) + T o(t—2T,) (1 Punkt)
formulieren. Die Laplace-Transformation dieses Ausrucks liefert
o 1 2 —Tus 1 —2Ty,s
Cia(s) T8 T,s? ¢ + T,s% ¢

:(1_;;(18).(1 Punkt)

iii. Bestimmen Sie fir die in Abbildung 2 dargestellte Impulsfolge (ux) = 2,5P.]
20(t) + 36(t — T,) das zugehorige Ausgangssignal y»(f) von Halteglied 2
und skizzieren Sie es in Abbildung 2.
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4 4
3 3
2 2
1 1
-7, O T, 2T, 3T, 4T, t —T, O T, 2T, 3T, 4T, t

Abbildung 2: Systemantwort auf Impulsfolge.

Losung:
Die Laplace-Transformation von u(t) = (uy) = 20(t) + 36(t — 1) liefert

ii(s) =2 + 3e~ =% (0.5 Punkte)

woraus
A _ ~ _ 2 4 7TH‘S 2 72Ta8
U2(s) = Ga(s)u(s) T TaSQe + T2
3 —Tyus 6 —2Tys —3Tys
+ TasQe T, s> * Tas26
2 1 —Tys 4 —2Tys 3 —3T4ys
T TGSQe - Ta32€ + me (1 Punkt)
und in weiterer Folge
2t t—"T, t— 2T, t— 3T,
= — - —-T,) —4 — 2T,
ya(t) Taa(t) T o(t—"T,) T o(t w) +3 T
resultiert. Das Resultat ist in Abbildung 3 dargestellt (0.5 Punkte).
(k) Ya(t)
4 4
3 3
2 2
1 1
T, 0 T, 2T, 3T, 4T, t —T, 0 T, 2T, 3T, 4T, t

Abbildung 3: Systemantwort auf Impulsfolge - Losung.

Alternativer Losungsansatz: Das Problem lasst sich auch mittels Fal-
tungsintegral 16sen. Mit der Impulsantwort

galt) =7 (0(0) = ot = 1)) + (1 = “22%) (ot = T) — (¢ — 2T,)
t t—1T, t—2T,
:Taa(t) -2 T o(t—T,) + T o(t—2T,)

Ua(t) = /Ot u(t — 7)ga(7)dr = /Ot(Q(S(t S )4 30(t— 7 — T))ga(r)dr

2t t—T, t—oT,
_ia(t) —4 T o(t—"T,)+2 T o(t —2T,)
3(t — T) t— 2T, t— 3T,
i) — _oT, 37,
+ T o(t )—6 T o(t )+3 T o(t—3T,)
2t t—"1T, t— 271, t— 31,
— o — _T)—4 _oT, _370).
Taa(t) T o(t ) T o(t )+3 T o(t—3T,)

o(t — 37,)(0.5 Punkte)



2. Bearbeiten Sie folgende Teilaufgaben:
a) Gegeben ist das lineare, zeitkontinuierliche System
: -1 « 0
X = X + U, x(0) = x
[ 0 5] H )= (2)
Yy = [1 O} X.

i. Uberpriifen Sie mit Hilfe der Erreichbarkeitsmatrix in welchem Wertebe-
reich @ und f liegen miissen, damit das System (2) vollstédndig erreichbar
ist.

Losung:
Die Erreichbarkeitsmatrix lautet

0 «
011
Sie hat vollen Rang wenn a # 0 erfillt ist (0.5 Punkte) (8 darf belie-

bige Werte annehmen (0.5 Punkte)). In diesem Fall ist das System (2)
vollstandig erreichbar.

ii. Fir welchen Wertebereich von o und f ist fiir u = 0 die Ruhelage xgr = 0
des Systems (2) global asymptotisch stabil?
Losung:
Aus dem charakteristischen Polynom der Dynamikmatrix

pm:det(ml {_‘}D — O+ 1)(A- )

ergeben sich die Eigenwerte Ay = —1 und A\ = 5 (0.5 Punkte). Daher ist
das System (2) fir 5 < 0 global asymptotisch stabil, wobei der Parameter
a beliebige Werte annehmen darf (0.5 Punkte).

iii. Leiten Sie fir « = 1 und 8 = 0 die Transitionsmatrix
et 1—et
or=[ 1]

zum System (2) her.

Losung:

Aus
s |1 —1
2=l 3]
3 |—1 1
A _lO 0

lasst sich

AF — [(_Ol)k (_10)k+1l fir £ >0 (1 Punkt)

schlieen. Damit resultiert die Transitionsmatrix

=kt 10 [ER ()R — e (—1)R
- L = ! = !
q><t>—kzoAk!_[O 1]+[k10 B XD

8,5 P.|
4P.|

1P|

1P|

2P|

_ [Z?O(—I)’fﬁ 1-— Z?o(—l)kf!] _ [et 1 —let] . (1 Punkt)

0 1 0



Alternativer Losungsansatz: Wegen (fiir u = 0)
%(s) = (sE— A)"'xq

lasst sich die Transitionsmatrix geméafl

owcr {3 el 1)< {5 <)

_ [etg(t) I 6;257)'0(75)] _ le(;t 1 —1e—t] o(t)

auch mit Hilfe der (inversen) Laplace-Transformation errechnen.

b) Fiir das vollstandig beobachtbare lineare, zeitkontinuierliche System

x:lg é]wmu %(0) = %o
y=[1 0]x

sind die Zeitverlaufe der Transitionsmatrix ®, der Stellgrofle v und der Aus-
gangsgrofle y fiir ¢ > 0 bekannt

1 ¢ ¢
Q_lo 1], u=t  y=l+2+.
Ermitteln Sie hieraus den Anfangszustand x, des Systems. 2P|

Losung:
Aus der allgemeinen Losung

y(t) =<"B(0)x + | " TB(t — r)bu(r)dr,

t
y(t) =x0,1 + tzo2 + /0 (t —7)rdr,
A
t) = t - -
y(t) =z + taos + 5 5
t3
y(t) =wos + txos + = (1 Punkt)

lasst sich durch Koeffizientenvergleich mit dem gegebenen Verlauf der Aus-
gangsgrofie oy = 1 (1 Punkt) und zg = 2 bestimmen.

c¢) Entwerfen Sie fiir das vollstandig beobachtbare lineare, zeitdiskrete System 25P,|

110 b}
Xk+1 = 011 X + 2 Uk,
000 7
ye =1 0 0]xy

einen Zustandsbeobachter, welcher jeden Anfangsfehler ey = Xy — xo in hoch-
stens 3 Schritten in O uberfithrt.
Losung:



Das charakteristische Polynom zur Dynamikmatrix des Fehlersystems ® + ke
ergibt sich zu
A—1—-k -1 0
p(A) = det (\E — (@ + ke”)) = det —ky A—1 -1
—ks 0 A
=AN=1—=Fk)A— 1)\ — k3 — kA
:)\3+>\2(—1—1—k1)+)\<1+k1—k2)—]€3
=N 4N (=2 = k) + A1+ ky — ko) — ks,
Um auf das gewiinschte charakteristische Polynom p*(\) = A\* zu kommen,
muss das Gleichungsssystem
A: —2— kl =0
B:1 + k?l — k?g =0
C: k3 =0
gelost werden. Mit k1 = —2 und k3 = 0 resultiert aus B
]{ZQ =—1.

Alternativer Losungsansatz: Die Aufgabe lédsst sich auch mit Hilfe der For-
mel von Ackermann l6sen. Hierzu werden in weiterer Folge die Matrizen

1 10t 10 1 21

=10 1 1] |0 1 1| =10 1 1},
0 0 0/ [0 0 0] [0 0 0O
1 1 0]t 2 11 [1 3 2

P*=10 1 1[0 1 1|=1{0 1 1
0 0 0/ [0 0 0] [0 0 0O

benotigt. Die Beobachtbarkeitsmatrix lautet

100
O, ®) =11 1 0.
121

Mit ihrer Determinante det(Q) = 1 ergibt sich ihre Inverse zu

1 0 0
ok, ®)t=1|-1 1 0f.
1 -2 1
Hieraus folgt
0
vi = |0],
1

woraus sich fiir das gewiinschte charakteristische Polynom p*(\) = A3 der Vek-
tor
-2
k=—-®%,=|-1
0

ergibt.



3. Fir die folgenden Teilaufgaben liegt ein einfacher offener Regelkreis mit Ausgangs- 10 P.|
storung zugrunde, siehe Abbildung 4.

d—{ Ga(s)

0 R(s) — G(s) 4

Abbildung 4: Strukturschaltbild des offenen Regelkreises.

a) Es wird angenommen, dass die Stérung d(t) messbar ist. 4P.|

i. Entwerfen Sie allgemein eine exakte Storgrofienkompensation fir den of- 2P|
fenen Kreis in Abbildung 4, indem sie am Ausgang des Reglers R(s) die
GroBe R4(s)d(s) subtrahieren. Legen Sie die Ubertragungsfunktion R4(s)
so aus, dass der Einfluss der Storung d(t) am Ausgang y(t) exakt kompen-
siert wird. Losung:

y=Gu+ Gyd
u= Rr — Rdd
daraus folgt

u= Rr — Rdd

y=GRr — GRyd + Gdd
Gy

Rd = —-.

G

ii. Welche Voraussetzungen miissen die Zahler- und Nennerpolynome von 2P|
G(s) und G4(s) hinsichtlich Grad und Lage der Nullstellen erfiillen, da-
mit R,(s) stabil und realisierbar ist? Losung:

Ra— Ga _ zan

G ngz
G muss minimalphasig sein, Gy stabil.
grad(zgn) < grad(ngz).
b) Die Ubertragungsfunktionen der Strecke und des Reglers in Abbildung 4 lauten 6 P.|

60000 K

G = GG a0 P Bl =Ret

mit Kp =1/20 und K; = 1.

i. Zeichnen Sie approximativ das Bode-Diagramm des offenen Kreises L(s) = 3P|
R(s)G(s) in die angehéngte Vorlage. Geben Sie charakteristische Frequen-
zen an und zeichnen Sie die jeweiligen Asymptoten.
Lésung Teil b): Regler: PT1 mit w, = 20rads™ + Integrator
Strecke: V =10, PT1 mit w; = 3rads™' , PT1 mit w; = 2000rads™!.



Bode Diagram
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ii. Skizzieren Sie die Sprungantwort h(t) des geschlossenen Regelkreises
fir einen Fithrungssprung r(t) = o(t) und d(t) = 0. Bestimmen Sie dazu
mit Hilfe des Bode-Diagramms der offenen Strecke L(s) nidherungsweise
die Anstiegszeit t, und das prozentuale Uberschwingen 4.

Hinweis: Sollten Sie die Parameter nicht aus dem Bode-Diagramm able-
sen konnen, verwenden Sie ersatzweise die Parameter w. = 5rads~! und
arg L(Iw,) = —135°.

Lésung Teil ¢): w, liegt bei 5rads™ — ¢, =1.5/5 = 0.3s.

arg G(jw.) = —135°, — A® = 45°, — Uberschwingungen ii = 70 — 45 =

10°

2P|



Step Response

System: Gel
Time (seconds): 0.33 o
1 Amplitude: 0.966 o — —

Amplitude

System: Gel
Time (seconds): 0.04
Amplitude: 0.0759

1 | | | | |
[

0 05 1 15 2 25 3
Time (seconds)

25%.

iii. Der geschlossene Kreis wird mit einer Fuhrungsrampe r(t) = t beauf- 1P|
schlagt. Bestimmen Sie den zu erwartenden Regelfehler e ()= fiir £ — oo.
Losung Teil d): Bleibende Regelabweichung (1 Punkt):

e(s) =r(s) —y(s) = (L =T(s))r(s) = 1+1L(5)T<S)
. . ) 1 1 1 1
tlggo e(t) = ?3(1)6(8)8 - Llelgil)sl + L(s) 2 limg g s 4 limg_,o sL(s) 10

10



4. Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben. Begriinden Sie Thre Ergebnisse.

a) Gegeben ist die Regelstrecke

s—1

10 P.|

7,5P.|

G(s) =

$3 42524+ s5+4

Die Strecke soll in einem Standard-Regelkreis mit einem P-Regler R(s) = Kp
geregelt werden.

i. Prifen Sie mit dem Routh-Hurwitz Verfahren die Stabilitdt der Strecke 2P.|
G(s). Losung: Routh-Schema:

1i.

1 1
2 4
-1 0
4

O = N W

W »w »w O»

Bin VZ-Wechsel in Pivotspalte, Ubertragungsfunktion ist nicht stabill.

Die folgende Abbildung zeigt das Bild der imagindren Achse s = Iw von

L(s) = R(s)G(s) in der L(Iw)-Ebene fiir Kp
Regelkreis ist stabil. Ortskurve mit Losung:

C.

D.

1. Der so geschlossene

Die Strecke G(s) besitzt eine Polstelle mit negativem Realteil und zwei

Polstellen mit positivem Realteil. Welche stetige Winkeldnderung muss
demnach 1+ L(Iw) haben, wenn der geschlossene Kreis stabil ist? Lo-

sung:

Aarg(l+ L(Iw)) = (max(grad(zy ), grad(ng)) — N_(ny) + Ny (z))7

Markieren Sie den Bildpunkt von s = I0 und den Punkt —1. Losung:

s. Ortskurve.

Kennzeichnen Sie qualitativ, was fir w
Ortskurve.

Markieren Sie durch Pfeile die Laufrichtung von L(Iw) fiir wachsende

w. Hinweis: Nehmen Sie das Ergebnis
Ortskurve.

11

1,5P
=(3—-142)r =4nr.
1,5P,|
— 400 geschieht. Losung: s. 1,5P.|
1P|

aus A. zu Hilfe. Losung: s.



b) Gegeben sind die folgenden Differentialgleichungen zur Beschreibung eines Sy-
stems bestehend aus einer Strecke und einem Stellglied,

W = (aew - ) sinv + c0?, p = arctan (wv), w?z = gv.

Dabei kénnen die Gréflen w und p sowie ihre Ableitungen der Strecke und die

Grofle v und ihre Ableitung dem Stellglied zugeordnet werden. Die Grofe z ist
messbar und a, b, ¢ und ¢ sind konstante Parameter.

Bringen Sie die Differentialgleichungen auf die Form x = f(x,u), y = h(x,u). 2,5P.
Fithren Sie dazu einen geeigneten Zustandsvektor x, eine Eingangsgrofie v und

eine Ausgangsgrofle y ein.

Losung: Zustandsvektor (1,25 Punkte):

X:[w’w7w7p7v]7 u:f[)’ y:Z7
, Zustandssystem (1,25 Punkte):

X2
Z3
\b/%) sin Ts + CU2 , Y = (gx&-))/x%
arctan(xixs)
U

x = |(ae™ —

12
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Abbildung 5: Vorlage Bode-Diagramm zu Aufgabe 4
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