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1. Kontinuierliche Systeme

Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben: 9 P.|

Gegeben ist das nichtlineare System

(ma2 + J)θ̈ + dθ̇ − mga sin(θ) = ma cos(θ)u (1a)

ẅ = u (1b)

mit dem Eingang u, den Zuständen θ und w und den konstanten Parametern g, m,
a, J und d.

a) Führen Sie einen Zustandsvektor x ein und geben Sie das System (1) in der 2 P.|
Form

ẋ = f(x, u)

an. Die Lösung lautet:

xT =
[

θ θ̇ w ẇ
]

=
[

x1 x2 x3 x4

]

ẋ1 = x2 ,

ẋ2 =
1

ma2 + J

(

− dx2 + mga sin(x1) + ma cos(x1)u
)

,

ẋ3 = x4 ,

ẋ4 = u

b) Bestimmen Sie alle Ruhelagen des Systems (1). Die Lösung lautet: 1.5 P.|

uR = 0 , x1,R = kπ , k ∈ Z , x2,R = 0 , x3,R = beliebig , x4,R = 0

c) Linearisieren Sie das System (1) um die Ruhelage (uR = 0, xR = 0) und stellen 2.5 P.|
Sie das sich ergebende System in der Form

∆ẋ = A∆x + b∆u

dar.
Die Lösung lautet:
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d) Berechnen Sie die Übertragungsfunktionen vom Eingang ∆u auf die Ausgänge 2 P.|
∆w und ∆θ. Die Lösung lautet: Die Übertragungsfunktion vom Eingang ∆u
auf den Ausgang ∆s ergibt sich unmittelbar aus ẅ = u zu

G1(s) =
∆w

∆u
=

1

s2

Die Übertragungsfunktion vom Eingang ∆u auf den Ausgang ∆θ lautet

G1(s) =
∆θ

∆u
=
[

1 0
]

(

sE −
[

0 1
mga

ma2+J
−d

ma2+J

])

−1 [
0

am
ma2+J

]

=
am

(ma2 + J)s2 + ds − mga

e) Charakterisieren Sie die Stabilität der Differentialgleichung (1b). Begründen 1 P.|
Sie ihre Antwort ausführlich. Die Lösung lautet: Die Differentialgleichung (1b)
stellt einen Doppelintegrator, mit den Eigenwerten λi = 0, i = 1, 2, dar. Dieser
ist instabil.
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2. Regelkreis

Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben: 13 P.|

a) Die Abbildungen 1 und 2 zeigen zwei Regelkreise.

--

R(s) b
s+a

1
s

1
s

H(s)

r y

Abbildung 1: Regelkreis (a).

-

R(s) G1(s) G2(s)

H(s)

r y

Abbildung 2: Regelkreis (b).

i. Bestimmen Sie die Übertragungsfunktionen G1(s) und G2(s) nach Ab- 3 P.|
bildung 2 so, dass die Regelkreise (a) und (b) äquivalent bezüglich des
Eingangs-Ausgangs-Verhaltens sind.
Hinweis: Zeichnen Sie dazu den Regelkreis nach Abbildung (1) in geeig-
neter Form um. Die Lösung lautet:

G1 =
bs

s(s + a) + b
und G2 =

1

s2

ii. Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion vom Eingang r zum Ausgang y 1 P.|
für H(s) = h und R(s) = k/(s + w). Die Lösung lautet:

G(s) = G2(s)
R(s)G1(s)

1 + H(s)R(s)G1(s)
=

bk

s4 + (w + a)s3 + (bkh + aw + b)s2 + bws

b) Gegeben ist die Übertragungsfunktion

G(s) =
4 + s

2s3 + 8s2 + 2(p + 1)s + 4p − 12
(2)

mit dem reellen Parameter p.

i. Überführen Sie die Übertragungsfunktion (2) in die Beobachtbarkeitsnor- 2 P.|
malform. Die Lösung lautet: Die Normalform lautet:

G(s) =
2 + 0.5s

(−6 + 2p) + (p + 1)s + 4s2 + s3
=

b0 + b1s

a0 + a1s + a2s2 + s3
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Damit ergibt sich:

ẋ =







0 0 −(−6 + 2p)
1 0 −(p + 1)
0 1 −4





x +







2
0.5
0





u

y =
[

0 0 1
]

x

ii. Verwenden Sie ein geeignetes numerisches Stabilitätskriterium zur Bestim- 3 P.|
mung des Wertebereichs von p, sodass die Übertragungsfunktion (2) BIBO-
stabil ist. Die Lösung lautet: Mithilfe des Routh-Hurwitz-Kriteriums folgt
p > 3.
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c) Ein lineares, zeitinvariantes System der Form

ẋ = Ax + bu

y = Cx

wird mit Hilfe einer regulären Zustandstransformation x = Vz auf Jordansche
Normalform transformiert. Es bezeichnen Ã, b̃ und C̃ die Systemmatrizen des
transformierten Systems. Folgende Matrizen sind bekannt

Φ̃(t) =

[

e2t 0
0 e−4t

]

, C =

[

1 0
0 1

]

, C̃ =

[

1 −1
1 1

]

, b̃ =

[

1/2
1/2

]

, (3)

wobei Φ̃(t) die Transitionsmatrix des transformierten Systems ist.

i. Bestimmen Sie die Eigenwerte des Systems. Ist das System stabil? Be- 1 P.|
gründen Sie ihre Antwort. Die Lösung lautet: Nein, da λ1 = 2 > 0 und
λ2 = −4.

ii. Berechnen Sie die Dynamikmatrix Ã des transformierten Systems. Die 1 P.|
Lösung lautet:

Ã =

[

2 0
0 −4

]

iii. Bestimmen Sie die Transformationsmatrix V. Die Lösung lautet: 1 P.|

V =

[

1 −1
1 1

]

iv. Geben Sie die Systemmatrizen A und b des Originalsystems an. Die 1 P.|
Lösung lautet:

A =

[

−1 3
3 −1

]

, b =

[

0
1

]
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3. FKL und Stabilität

Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben. 9 P.|
Aufgabe c) kann unabhängig von a) und b) gelöst werden.

a) Entwerfen Sie für die Streckenübertragungsfunktion 3 P.|

G(s) =
2

s
(

s
3

+ 1
)

einen Regler so, dass die Sprungantwort des geschlossenen Kreises den Spezi-
fikationen tr = 1.5 s, ü = 10% und e

∞
|r(t)=σ(t) = 0 genügt. Benutzen Sie dazu

einen Regler minimaler Ordnung der Form

R(s) = V
z(s)

sρ(1 + sTR)
, ρ ∈ N0

und wählen Sie z(s) und ρ passend und bestimmen Sie die Parameter V sowie
TR. Die Lösung lautet:

V = 1/
√

3, TR = 1/
√

3, ρ = 0, z(s) = 1 + s/3

b) Skizzieren Sie das Bodediagramm des offenen Regelkreises L(s) und zeichnen 2 P.|
Sie die Durchtrittsfrequenz ωc und die Phasenreserve Φ ein. Die Lösung lautet:
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Abbildung 3: Bodediagramm.

c) Gegeben ist der folgende Regelkreis mit den Übertragungsfunktionen 4 P.|

G(s) =
s − 2

s − 1
, R(s) =

c1(s + 1)

s + c2

, F (s) = a 6= 0 .

Welche Bedingungen müssen die Parameter c1, c2 und a erfüllen, damit der
Regelkreis aus Abbildung 4 intern stabil ist? Geben Sie diese Bedingungen
explizit an. Die Lösung lautet:

−1 < c1 < −1/3, c2 > c1 + 1, c2 < −2c1, a > 0
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Abbildung 4: Regelkreis.

4. Zeitdiskretes System

Die folgenden Teilaufgaben können unabhängig voneinander gelöst werden. 9 P.|
Gegeben ist das zeitdiskrete System

xk+1 =







1 2 1
0 −1 −2
0 2 −1





xk +







1
2
2





uk (4a)

yk =
[

1 0 0
]

xk. (4b)

a) Weisen Sie die vollständige Bobachtbarkeit des Systems (4) anhand der Beob- 1 P.|
achtbarkeitsmatrix nach.

O =







1 0 0
1 2 1
1 2 −4





 , Rang(O) = 3

b) Entwerfen Sie einen vollständigen Luenberger Beobachter für das System (4). 3 P.|
Die Eigenwerte der Fehlerdynamikmatrix Φe des Fehlersystems sollen bei λ1 = 0,
λ2 = 1/2 und λ3 = 1/2 liegen.

psoll(λ) = λ3 − λ2 + λ/4

det













λ − 1 − k1 −2 −1
−k2 λ + 1 2
−k3 −2 λ + 1











 = λ3+(1−k1)λ
2+(3−2k1−2k2−k3)λ−5k1−4k2+3k3−5

k1 = 2, k2 = −15/8, k3 = 5/2

c) Es wird nun ein Dead-Beat-Beobachter für das System (4) entworfen. Zeigen 2 P.|
Sie, dass jeder Anfangsfehler e0 = x̂0 − x0 in höchstens n = 3 Schritten zu 0

wird.

Φe =







0 1 0
0 0 1
0 0 0





 , Φe ist nilpotente Matrix der Ordnung 3

d) Geben Sie das duale System zu (4) an. Zeigen Sie allgemein, dass die Er- 3 P.|
reichbarkeit des primalen Systems äquivalent zur Beobachtbarkeit des dualen
Systems ist.

xd,k+1 =







1 0 0
2 −1 2
1 −2 −1





xd,k +







1
0
0





ud,k

yd,k =
[

1 2 2
]

xd,k
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Erreichbarkeit primales System: R =
[

Γ ΦΓ . . . Φn−1Γ
]

Beobachtbarkeit duales System: OT =
[

ΓT ΓTΦT . . . ΓTΦn−1T
]
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