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1. Gegeben ist das kontinuierliche System 9 P.|

ẋ = Ax + bu

y = cTx (1)

mit den Matrizen

A =

1 1 0
0 1 0
a b 1

 , b =

 1
−2
0

 und cT =
[
0 0 1

]
.

a) Ist das gegebene System stabil? Begründen Sie Ihre Antwort. 1 P.|

b) Geben Sie Bedingungen für die Koeffizienten a und b an, damit das System (1) 2 P.|
vollständig beobachtbar ist.

c) Berechnen Sie ein Zustandsregelgesetz für das System (1) unter der Annahme, 3 P.|
dass für die Koeffizienten a = −1 sowie b = 2 gilt. Die Eigenwerte des geschlos-
senen Kreises sollen bei {-1, -1, -3} zu liegen kommen.
Hinweis: Die Anwendung der Formel von Ackermann ist nicht notwendig aber
nicht verboten!

d) Das Regelgesetz soll nun um einen Term der Form 3 P.|

u = kTx + gr

erweitert werden. Wählen Sie den Faktor g so, dass lim
t→∞

y(t) = r, wobei r eine
Konstante ist.
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Lösung:

a) Das System ist nicht stabil da ein Eigenwert bei λ = 1 liegt (Dreieckstruktur).
b) Die Beobachtbarkeitsmatrix berechnet sich zu

O(A, c)T =

 0 0 1
a b 1
2a a+ 2b 1

 .
Die Determinante berechnet sich damit zu a(a+ 2b)−2ab = a2. Als Bedingun-
gen können damit

a 6= 0
b ∈ R

angegeben werden.
c) Wird das Regelgesetz u = kTx in die Systemgleichung eingesetzt ergibt sich

ẋ =

1 + k1 1 + k2 k3
−2k1 1− 2k2 −2k3
−1 2 1

x .

Das charakteristische Polynom dieser neuen Dynamikmatrix berechnet sich zu

p(λ) = λ3 + λ2(2k2 − k1 − 3) + λ(3 + 4k1 − 4k2 + 5k3) + 2k2 − 3k1 − 7k3 − 1

. Vergleicht man dieses Polynom mit dem gewünschten Polynom

pd(λ) = (λ+ 1)2(λ+ 3)

so erhält man das Gleichungssystem

2k2 − k1 − 3 = 5
3 + 4k1 − 4k2 + 5k3 = 7
−1 + 2k2 − 3k1 − 7k3 = 3

. Durch Lösen des Gleichungssystemes ergibt sich der Rückführungsvektor zu

k =

30
19
−8


d) Aus den Systemgleichungen

ẋ = Ax + bkTx + bgr
y = cTx

erhält man mittels Laplacetransformation

y = cT(sE−A− bkT)−1bgr

. Wird nun der Endwertsatz angewendet so erhält man die Gleichung

r = lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

s
1
s
cT(sE−A− bkT)−1bgr

= −7
3 gr

womit sich g = −3
7 ergibt.
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2. Aufgabe a) und Aufgabe b) können voneinander unabhängig gelöst werden. 9 P.|

a) Von einer Strecke ist die Übertragungsfunktion 6 P.|

G(s) = ŷ(s)
û(s) = (1 + 10s)

(s)(1 + 0.1 s
10 + s2

100)
(2)

bekannt.
i. Zeichnen Sie im beiliegenden Blatt den Amplitudengang sowie den Pha- 3 P.|

sengang der drei Teile (jeweils in Klammern) der Übertragungsfunktion
ein. Stellen Sie ebenfalls den Amplituden- bzw. Phasengang der gesamten
Übertragungsfunktion G(s) dar.

ii. Die Strecke (2) wird nun gemäß Abbildung 1 aufgeteilt. Berechnen Sie die 3 P.|
Ausgangsgröße y(t) im eingeschwungenen Zustand für die Größe

e(t) = (3e−3t + e−
t

10 − 4 sin(10t+ π

4 ))σ(t) .

∫
t u(τ)dτ 1+10s

1+0.1s 1
10 + s2

100

u(t) e(t) y(t)

Abbildung 1: Aufteilung der Strecke.

Hinweis: Für diesen Unterpunkt können Sie eine Näherung mittels Fre-
quenzkennlinien verwenden.

b) Von einem System ist die Differenzengleichung 3 P.|

ayk+3 + byk+2 + cyk+1 + dyk + euk = 0

gegeben.
i. Geben Sie das System in Zustandsdarstellung für a 6= 0 an. Wählen sie als 2 P.|

Ausgang yk.
ii. Wie müssen die Koeffizienten (a, b, c, d, e) gewählt werden, dass alle Eigen- 1 P.|

werte der Dynamikmatrix bei 0 zu liegen kommen?
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Lösung:

a) i. Siehe Abbildung 2.
ii. Für die beiden Exponentialfunktionen ergibt sich für t→∞

lim
t→∞

(3e−3t + e−
t

10 )σ(t) = 0 .

Mit Hilfe des Bodediagramms kann nun die Ausgangsgröße y(t) zu

y(t) = −4000 sin(10t+ π

4 )

b) i. Die Zustandsraumdarstellung lautet

zk+1 =

 0 1 0
0 0 1
−d
a
− c
a
− b
a

zk +

 0
0
− e
a

uk

yk =
[
1 0 0

]
zk

ii. Durch die Wahl von b = c = d = 0 liegen alle Eigenwerte der Dynamik-
matrix bei λi = 0 ∀i ∈ 1, 2, 3.
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Abbildung 2: Bodediagramm.
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3. Bearbeiten Sie die voneinander unabhängigen Teilaufgaben 11 P.|

a) Gegeben ist die Übertragungsfunktion 2 P.|

G(s) = ŷ(s)
û(s) = 1

s
. (3)

i. Geben Sie die Zustandsdarstellung von (3) an. 1 P.|
ii. Kann für das System aus i. ein trivialer Beobachter eingesetzt werden? 1 P.|

Begründen Sie Ihre Antwort!
b) Gegeben ist die Übertragungsfunktion der Strecke 6 P.|

G(s) = 5(
s
ω1

)2
+ 2ξ s

ω1
+ 1

(4)

mit ω1 = 3
√

3 und ξ = 1.
i. Entwerfen Sie mittels des Frequenzkennlinienverfahrens einen PI-Regler 3 P.|

der Form
R(s) = VI(1 + sTI)

s
(5)

so, dass die Sprungantwort des geschlossenen Kreises den folgenden An-
forderungen genügt:
• Anstiegszeit tr = 0.5 s
• prozentuelles Überschwingen ü = 10 %
• bleibende Regelabweichung e∞ = 0

ii. Skizzieren Sie die Sprungantwort des geschlossenen Kreises und zeichnen 2 P.|
Sie Anstiegszeit, Überschwingen und die bleibende Regelabweichung ein.

iii. Skizzieren Sie die Sprungantwort des PI-Reglers (5) und zeichnen Sie VI 1 P.|
und TI ein.

c) Gegeben ist die Übertragungsfunktion 3 P.|

G(s) = 4(
1 + s

2

)
s
. (6)

Bestimmen Sie die q-Übertragungsfunktion G#(q) mit der Abtastzeit Ta =
0.1 s. Hinweis: tanh(x) ≈ x für |x| � 1

6



Lösung:

a) i.
ẋ = u

ii. Nein, das System ist nicht stabil.
b) ωc = 3, φ = π

3 , TI =
√

3
9 , VI = 2

√
3

5

Abbildung 3: Sprungantwort des geschlossenen Regelkreises

Abbildung 4: Sprungantwort des PI-Reglers

c)

G#(q) = 4
1− q Ta

2
q

− 2
1− q Ta

2
1 + q

A

, A = 2
Ta

tanh
(
Ta
2 2

)
≈ 2

≈ 4− 2Taq
q
(
1 + q

2

)
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4. Lösen Sie folgende Aufgaben! 11 P.|

a) Gegeben ist das nichtlineare Differenzialgleichungssystem eines chemischen Pro- 5 P.|
zesses

ẋ1 = c1 − c2x1 + c3x
2
1x2 − c4x1 (7a)

ẋ2 = c2x1 − c3x
2
1x2 (7b)

i. Berechnen Sie die Ruhelagen (x1,R, x2,R) des Systems! 2 P.|
ii. Linearisieren Sie das autonome System um eine allgemeine Ruhelage 2 P.|

(x1,R, x2,R).
iii. Wie lautet der Zusammenhang zwischen dem Zustand xT = [x1, x2] des 1 P.|

Systems (7) und dem Zustand ∆xT = [∆x1,∆x2] des linearisierten Sy-
stems?

b) Bestimmen Sie für die in (8) gegebene Transitionsmatrix eines linearen, zeit- 2 P.|
invarianten Systems

Φ(t) =
[

1
2e−3t + 1

2e−2t 1
2e−3t − 1

2e−2t

1
2e−3t − 1

2e−2t 1
2e−3t + 1

2e−2t

]
(8)

i. die dazugehörige Dynamikmatrix A, 1 P.|
ii. deren Inverse Φ−1(t). 1 P.|

c) Gegeben ist der in Abbildung 5 dargestellte Regelkreis mit der Übertragungs- 4 P.|
funktion

G(s) = 2(s− 1)
(s2 − 4) . (9)

Welche der folgenden Regler führen zu einem intern stabilen Regelkreis? Be-
gründen Sie Ihre Antworten!

R1(s) = s− 2
s+ 10 R2(s) =

16
(
1 + s1

2

)
s− 10 R3(s) = 10

r y
d

Ri(s) G(s)

Abbildung 5: Regelkreis.
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Lösung:

a)

x1,R = c1

c4
x2,R = c2c4

c1c3
A =

c2 − c4 c3
c2

1
c2

4

−c2 −c3
c2

1
c2

4

 x(t) = xR + ∆x(t)

b)

A =
[
−5

2 −
1
2

−1
2 −

5
2

]
Φ−1(t) =

[
1
2e3t + 1

2e2t 1
2e3t − 1

2e2t

1
2e3t − 1

2e2t 1
2e3t + 1

2e2t

]

c)

G(s) = 2(s− 1)
(s2 − 4) = 2(s− 1)

(s+ 2)(s− 2)
• R1(s) führt nicht zu einem intern stabilen Regelkreis da eine unerlaubte

Pol-Nullstellenkürzung auftritt.
• R2(s) führt zu einem intern stabilen Regelkreis da der Zähler von 1+R2G =

z(s)
n(s) mit z(s) = s2 + 4s+ 4 ein Hurwitzpolynom ist.

• R3(s) führt nicht zu einem intern stabilen Regelkreis da der Zähler von
1 +R3G = z(s)

n(s) mit z(s) = s2 + 20s− 24 kein Hurwitzpolynom ist.
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