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1. Bearbeiten Sie nachfolgende voneinander unabhéangige Teilaufgaben: 11 P.|

a) Gegeben ist das nichtlineare, zeitkontinuierliche System 6P|
(2129 + 21 (cos(z3) — 1)
X = —XT9 + T3 + U2
i VU + U3
,_ [t =)
L x2

mit den beiden Eingangsgrofien v und v.

i. Berechnen Sie die Trajektorie (Losung) des Systems fir u(t) =0 und den — 2.5P.

Anfangszustand x(t = 0) = [21,9 220 0] .
ii. Bestimmen Sie alle Ruhelagen xr, vg des Systems fiir ug = 0. 1.5P.
iii. Linearisieren Sie das System um die Ruhelage xp = [07/2 7/2]", ug = 0, 2P

vg = 2 und geben Sie das linearisierte System an.

b) Betrachten Sie das lineare, zeitinvariante System der Form 4P.|
x = Ax + bu

mit der Transitionsmatrix

exp(—2t) 0 0
®(t) = 0 cos(wt)  sin(mt)
0 —sin(wt) cos(mt)

und dem Eingangsvektor'b = [1 2 0]".

i. Berechnen Sie das zugehorige Abtastsystem mit der Abtastzeit T, = 25 2P|
und geben Sie dieses an. Geben Sie auflerdem die Berechnungsvorschrift
der allgemeinen Losung x;, des Abtastsystems an.

ii. Berechnen Sie die Losung x(t) des zeitkontinuierlichen Systems fir xo =  0.5P.
(21,0 220 0] und w(t)= 0.

iii. Berechnen Sie die Losung x;, des zeitdiskreten Systems fiir xg = [21,9 22, O]T 1.5P)
und uy = 0. Vergleichen Sie diese mit der Losung x(t) des zeitkontinuier-
lichen Systems aus Punkt ii. Ist die Abtastzeit T, = 2s fiir das System
richtig gewahlt? Begriinden Sie Thre Antwort ausfithrlich!

c) Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage: Jede Ruhelage xgp # 0 1P,
eines Abtastsystems der Form x;,; = ®x;, entspricht einem Rechtseigenvektor
der Matrix ® zum Eigenwert A = 1.



Losung:
a) i. Die Trajektorie lautet

1,0 eXp($2,0(1 —exp(—t)))
X = T exp(—t)
0

ii. Die Ruhelagen sind {x; g =0, 22 = z3r € R, vg € R} und {z; r € R,
Toa R = T3 R = 0 , Ur € ]R}
iii. Das linearisierte System lautet

7/2—1 0 0 0 0
Ax = 0 -1 1|Ax+ 0 Olu
0 0 0 24+ 7/2°0
o oo —7/2 0
Y=o 1 O]A +[ 0 0]“‘

b) i. Das Abtastsystem lautet

exp(—4) 0 0 (1 —exp(—4))/2
X1 = 0 1 0)xx+ 0 uy.
0 0 1 0

Die allgemeine Losung wird in der Form

k—1
X = @kXO + Z CI’k_i_lFui

1=0

berechnet.
ii. Die Losung lautet

exp(—Qt):Bm
x(t) = | cos(mt)zay
— Sin(ﬂ't)l’gp

iii. Die Losung lautet

exp(—4k)xy o
X = T2,0

0

Die Ostzillation mit der Frequenz wy = 7 ist nicht mehr in der Losung des
zeitdiskreten Systems sichtbar, da die Abtastfrequenz w, = 7 gleich der

Eigenfrequenz des Systems wy = 7 gewéhlt wurde.

c¢) Die Gleichung zur Berechnung der Ruhelage xg # 0 entspricht der Gleichung
zur Bestimmung des zum Eigenwert A = 1 gehorenden Eigenvektors der Matrix

®
(q) — 1E)XR = 0.



2. Bearbeiten Sie nachfolgende voneinander unabhéngige Teilaufgaben:

a)

Betrachten Sie den zeitkontinuierlichen Regelkreis in Abbildung 1.

y(t)

l—as
*)?_* R(s) e >

Abbildung 1: Regelkreis mit zeitkontinuierlichem Regler.

Die Regleriibertragungsfuktion wird im Weiteren als

gewdahlt.

i. Berechnen Sie die Fehleriibertragungsfunktion 7. .(s).
ii. Berechnen Sie fiir & = 0 und r(¢) = sin(¢) den Regelfehler e(#)im einge-
schwungenen Zustand.

iii. Fur welche Werte von « ist der geschlossene Kreis BIBO-stabil?

In diesem Unterpunkt wird der Abtastregelkreis in Abbildung 2 untersucht.

Tk €k

*»cfj R(o) [ H

Abbildung 2: Abtastregelkreis.

G(S) > A Yk >

Y

Die ¢-Ubertragungsfunktion der Strecke ist (nidherungsweise) durch

1+(2- 2%
G#(q) =27 1~

gegeben. Entwerfen Sie fiir das obige System einen geeigneten Regler R¥(q)
mithilfe des Frequenzkennlinien-Verfahrens so, dass der geschlossene Regelkreis
die folgenden Eigenschaften erfiillt:

e Anstiegszeit: t, = 0.4s

e Uberschwingen: it = 10 %

e Bleibende Regelabweichung: e, = kh_)rgo ek|ro=(1ky = 0

Gegeben ist folgende g-Regleriibertragungsfunktion

67,q

R*(q) = —=ad
(9) =17 T,

mit der allgemeinen Abtastzeit T,.

i. Berechnen Sie die zugehorige z-Regleriibertragungsfunktion R(z).
ii. Stellen Sie R(z) als zeitdiskretes System im Zustandsraum dar.

11P.|

4P.|

1P|
1P|

2P|
4P|

3P.|

1P|
2P|



Losung:
a) i. Die Fehleriibertragungsfunktion berechnet sich zu

%033—|—32+1i03—|—1 '
L+ (1—a)s®+1is+1

Te(s) =

ii. Im eingeschwungenen Zustand ergibt sich der Regelfehler e(t) = 0.
iii. Der geschlossene Kreis ist fiir a < % BIBO-stabil.

b) Die Forderung e,, = 0 gemeinsam mit einer notwendigen Phasenanhebung bei
der gewtlinschten Durchtrittsfrequenzs fiihrt auf die Wahl eines PI-Reglers
1+ 41}

R*(q)=V; p

Aus den Anforderungen an den geschlossenen Kreis berechnen sich die Regler-
parameter zu

2=+/3
T = 3\/_

1
—%2—\/5

¢) 1. Die z-Reglertibertragungsfunktion lautet

%

z—1

_ 1227
R(2) 122 — 10

ii. Eine mogliche Zustandsraumdarstellung von R(z) ist durch

1
Thkt1 = 6% + éuk
Ye = —Tp + Ug

gegeben.



3. Bearbeiten Sie die folgenden Unterpunkte. Die Punkte sind unabhéngig voneinander

losbar.
a) Betrachten Sie ein LTI-System der Form

x = Ax + bu
y=c'x+ du

Bestimmen Sie die Losung y(t) fiir x(0) = [3 —3]T und u(t) = 5 cos(#).
b) Gegeben ist die Transitionsmatrix
sin(t) + cos(t)

sin(t) — cos(t) + % cos(t)
2sin(t) + 2cos(t) — 2e3 —2sin(t) - ¥ — sin(t)

— sin(t) -
D(t) =

i. Berechnen Sie zur Transitionsmatrix ®(¢) die zugehorigen Dynamikmatrix
A und die Inverse ®~1(¢).

ii. Geben Sie die Eigenwerte der Dynamikmatrix A an.

c¢) Von einem LTI-System
x = Ax+ bu

mit dim(x) = 3 und rang(A) = 2 ist bekannt, dass xo; = [4 4 —2|T und
%02 = [0 3 —3]T Ruhelagen fiir u(t) = uy = 2 sind.

Geben Sie falls méglich eine Stellgrofe u(t) = g so an, dass xg = [-2 4 —5]T
eine Ruhelage ist, oder argumentieren Sie, warum dies nicht moglich ist. Be-
grinden Sie Thre Vorgangsweise ausfiithrlich!

8P.|

2P.|

3P.|

2P|

1P|
3P.|



Losung:

a) Fir LTI-Systeme gilt das Superpositionsprinzip beziiglich der Anfangswerte als
auch beziiglich der Eingangsgréfien. Aus der geeigneten Linearkombination der
angegebenen Ausgangsgrofien folgt damit

y(t) = (1 + 10e") cos(t) + (3 — 5e') sin(¢)

fir x(0) = [3 —3]T und u(t) = 5 cos(t).

b) i. Aus den Eigenschaften der Transitionsmatrix folgt

11 -l
A=|4 0o -3
4 -2 2
—sin(t) + cos(t) sin(t) S sin(t)
D '(t)=| —sin(t) —cos(t)+e ¥  cos(t) Lcos(t)—ie
| —2sin(t) + 2cos(t) — 2e7* 2sin(t) e + sin(t)

ii. Die Eigenwerte von A konnen direkt aus der Dynamikmatrix ®(¢) abge-
lesen werde und ergeben sich zu

M=1
Ay = =1
A3 =3.

¢) Aus der Linearkombination der Ruhelagen folgt 4y = 3.



4. Gegeben ist das lineare, zeitinvariante Abtastsystem der Form

a)
b)

2 1 1
Xpt+1 = 1 1Xk+ Ouk

Ist das System vollstandig erreichbar?

Kann ein Simulator zur Zustandsschitzung eingesetzt werden? Zeigen Sie, dass
ein vollstandiger Luenberger Beobachter zur Schétzung des Zustandsvektors x
eingesetzt werden kann.

Fiir das System ist ein Zustandsregler der Form wu; = k'xj, 4+ 7, mit

kT = [-2 —3/4] gegeben. Uberpriifen Sie, ob dieser das System asymptotisch

stabilisieren kann. Geben Sie den Wert klim yx des geschlossenen Regelkreises
—00

zur Eingangsfolge (1) = 70(1%) an.

Berechnen Sie den Riickfiihrungsvektor k eines vollstandigen Luenberger Beob-
achters so, dass die Eigenwerte der Fehlerdynamikmatrix bei
M2 = {—1/2 £ 11/2} platziert werden und geben Sie die Systemgleichungen
des Beobachters an.

Zeigen Sie allgemein die Giiltigkeit des Separationsprinzips fiir lineare, zeitin-
variante Abtastsysteme.

10 P.|

1P.|
2P.|

2 P.|

2.5 P.|

2.5P.|



Losung:

a)
b)

Das System ist vollstandig erreichbar.

Die Eigenwerte der Matrix @ sind Ao = 3/2 £ 1v/3/2. Da das System somit
nicht asymptotisch stabil ist, kann kein Simulator verwendet werden. Da das
System vollsténdig beobachtbar ist, kann ein vollstandiger Luenberger Beob-
achter verwendet werden.

Die Eigenwerte der Matrix ® 4+ k™ sind A1,2 = 0.5. Daher fiihrt der Zustands-
regler zu einem asymptotisch stabilen Regelkreis. Fiir den stationdren Ausgang
ergibt sich klim Y = —4ro.

—00

Der Riickfithrungsvektor k lautet k = [5.5 —4]. Die Systemgléichungen des
Beobachters lauten

)A(k_i_l = ((I) + IA{CT>)A(]C + I‘uk — IA(yk
@k = CT)A(k.

Mit dem Beobachtungsfehler e = x — x konnen die System- und Beobachter-
gleichungen in der Form

Xk+1 @ —|— FkT ]_-‘kT Xk‘ F
= A —|— Tk
€r11 0 b+ kcT er 0

q>ges

angegeben werden. Die Eigenwerte der Matrix ® ., sind die Eigenwerten von
® + T'k' und @ + ke, Somit konnen der Zustandsregler und der Zustandsbe-
obachter unabhéangig entworfen werden.



