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1. Die folgenden Aufgaben zu zeitdiskreten dynamischen Systemen können getrennt 10P.|
voneinander bearbeitet werden.

a) Gegeben ist die Impulsantwort eines zeitdiskreten Systems mit der Systemor- 6 P.|
dung n = 3.
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Abbildung 1: Impulsantwort.

i. Bestimmen Sie die Markov-Parameter mk und die Hankelmatrix Hd pas- 3 P.|
send zu der in Abbbildung 1 dargestellten Impulsantwort.

ii. Ist das System vollständig erreichbar und beobachtbar? Begründen Sie Ihre 1 P.|
Antwort.

iii. Ermitteln Sie die z-Übertragunsfunktion G(z). 1 P.|
iv. Geben Sie die zur Eingangsfolge (uk) = (1, 2,−2, 1, 0, 0, . . .) zugehörige 1 P.|

Ausgangsfolge (yk) an.
b) Betrachten Sie das zeitdiskrete LTI-System in Form der Differenzengleichung 4 P.|

yk − 2yk−1 + 1
2yk−2 = 2uk−1 − uk−2.

i. Bestimmen Sie die z-Übertragungsfunktion der Differenzengleichung. 1 P.|
ii. Berechnen Sie die stationäre Lösung (y∞) der zeitdiskreten Strecke 1 P.|

G(z) = z2 + 2z + 1
z3

für (uk) = (1k).
iii. Ermitteln Sie eine Minimalrealisierung der im vorgehenden Unterpunkt 2 P.|

angegebenen z-Übertragungsfunktion G(z). Geben Sie anschließend eine
Folge (uk) an, welche den Zustandsvektor xk von einem beliebigen An-
fangszustand x0 in x3 = [1 0 0]T überführt.

2



Lösung:

a) i. m1 = 2, m2 = 1, m3 = 3, m4 = 0, m5 = 0 und Hd =

2 1 3
1 3 0
3 0 0

.
ii. Ja, da det(Hd) = −27.
iii. G(z) = 2z2+z+3

z3 .
iv. (gk) = (0, 2, 1, 3, 0, . . .),

(uk) = (1, 2,−2, 1, 0, . . .) und somit
(yk) = (0, 2, 5, 1, 6,−5, 3, 0, . . .).

b) i. G(z) = 2z−1
z2−2z+1/2 .

ii. y∞ = 4.
iii. x3 = [Φ2Γ ΦΓ Γ][u0 u1 u2]T und (uk) = (1, 0, 0).
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2. Bearbeiten Sie die folgenden unabhängigen Teilaufgaben. 10P.|

a) Es sei die Sprungantwort auf einen Einheitssprung, die Ortskurve und die Über- 4 P.|
tragungsfunktion
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Abbildung 2: Sprungantwort und Ortskurve.

G(s) = e−Tts V

(s+ a)2

eines LTI-Systems bekannt.
i. Bestimmen Sie die reellen Parameter Tt, V und a. Verwenden Sie hierfür 3 P.|

die Sprungantwort und die Ortskurve aus Abbildung 2. Für den Punkt P1
gilt ω1 =

√
8 und |G(Iω1)| = 1

2 .
ii. Es soll ein P-Regler mit dem Proportionalitätsfaktor kp eingesetzt werden. 1 P.|

Beurteilen Sie für kp = 1 anhand des Nyquist-Kriteriums die Stabilität des
geschlossenen Regelkreises.

b) Gegeben ist das lineare zeitdiskrete System 6 P.|

xk+1 =

0 0 −1/2
1 0 2
0 1 −1/2

xk +

2
1
1

uk

y =
[
0 0 1

]
xk + uk.

i. Zeigen Sie, dass das System vollständig beobachtbar ist. 1 P.|
ii. Entwerfen Sie einen vollständigen Zustandsbeobachter so, dass alle Eigen- 5 P.|

werte des Fehlersystems bei 1
2 liegen.
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Lösung:

a) i. • Die Totzeit kann direkt abgelesen werden Tt = 1.
• Für ω = 0 folgt aus der Ortskurve V

a2 = 3
2 .

• Nachdem |G(Iω1)| = 3
2

a2

(a2+ω2
1) = 1

2 , folgt a = 2 und V = 6.
ii. Da ∆arg(1 + L(Iω)) = (2 − 2)π = 0 beträgt, ist der geschlossenen Kreis

für kp = 1 stabil.
b) i. Das System ist in Beobachtbarkeitsnormalform gegeben.

ii. k̂ =

 5/8
−11/4

2

.
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3. Die folgenden Aufgaben zu zeitkontinuierlichen und zeitdiskreten dynamischen Sy- 11P.|
stemen können getrennt voneinander bearbeitet werden.

a) Gegeben ist das lineare zeitinvariante autonome System 4 P.|

ẋ =
[
−2 1
−1 a

]
x .

i. Bestimmen Sie a ∈ R so, dass das System asymptotisch stabil und nicht 1 P.|
schwingungsfähig ist. Alle Eigenwerte der Dynamikmatrix sollen zusätzlich
den selben Betrag besitzen.

ii. Bestimmen Sie die Transitionsmatrix Φ(t). Verwenden Sie dafür den nu- 2.5 P.|
merischen Wert von a aus der vorherigen Aufgabe!

iii. Berechnen Sie x(t ≥ 0) für x(t = 0) = [x1,0 x2,0]T. 0.5 P.|

b) Es wird das lineare zeitdiskrete System 2,5 P.|

xk+1 =
[
0 −1

4
2 −1

]
xk +

[
2
1

]
uk

yk = [0 2]xk

betrachtet.
i. Ist dieses System vollständig erreichbar? Begründen Sie Ihre Antwort! 1 P.|
ii. Bestimmen Sie die z-Übertragungsfunktion G(z) des Abtastsystems. 1 P.|
iii. Ist die z-Übertragungsfunktion G(z) BIBO-stabil? Begründen Sie Ihre 0.5 P.|

Antwort!
c) Gegeben ist das nichtlineare zeitkontinuierliche System 4.5 P.|

ẋ1 = x2
2 − w2 cos(u)

ẋ2 = x1x2

w
− 1− sin(u)

y = 3x2

x1 + 1

mit dem Zustand x = [x1 x2]T, dem Eingang u, dem Ausgang y und dem
konstanten Skalar w.
i. Berechnen Sie alle Ruhelagen dieses Systems für u = 0. 1 P.|
ii. Linearisieren Sie das nichtlineare System um die Ruhelage mit positivem 2 P.|

x1,R aus der vorherigen Aufgabe und geben Sie das Ergebnis in der Form
∆ẋ = A∆x + b∆u, ∆y = cT∆x an.

iii. Bestimmen Sie w so, dass das System um die Ruhelage asymptotisch stabil 1.5 P.|
ist und der Betrag des Realteils aller Eigenwerte der Dynamikmatrix A
0.5 beträgt.

Lösung:

a) i. Es gibt 2 Lösungen für a: a = 0⇒ λ1,2 = −1 und a = −4⇒ λ1,2 = −3
ii. Mit a = 0:

Φ(t) =
[
e−t(1− t) te−t

−te−t e−t(1 + t)

]
Mit a = −4:

Φ(t) =
[
e−3t(1 + t) te−3t

−te−3t e−3t(1− t)

]
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iii. Mit a = 0:

x(t) =
e−t

(
(1− t)x1,0 + tx2,0

)
e−t
(
(1− t)x2,0 − tx1,0

)
Mit a = −4:

x(t) =
e−3t

(
(1 + t)x1,0 + tx2,0

)
e−3t

(
(1− t)x2,0 − tx1,0

)
b) i. Die Erreichbarkeitsmatrix R =

[
2 −1/4
1 3

]
besitzt vollen Rang und daher

ist das System vollständig erreichbar.
ii. G(z) = 2z+8

z2+z+0.5

iii. Die Pole von G(z) lauten z1,2 = −1
2 ± I

1
2 und sind daher innerhalb vom

Einheitskreis. Daher ist G(z) BIBO-stabil.
c) i. x1R = [1 w]T , x2R = [−1 − w]T

ii. b = [0 − 1]T , cT = [−3w
4 −

3
2 ] und A =

[
0 2w
1 1/w

]
.

iii. Für w = −1 folgen die stabilen Eigenwerte zu λ1,2 = −0.5± I
√

7
2 .
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4. Die folgenden beiden Aufgaben können unabhängig voneinander gelöst werden. 9P.|

a) Gegeben ist der geschlossene Regelkreis aus Abb. 3 mit der Dynamikmatrix 6 P.|

A =

0 1 0
4 0 1
2 −1 3

 ,

dem Eingangsvektor

b =

 0
0
−1

 ,

dem Ausgangsvektor
cT =

[
1 0 0

]
und dem Zustandsregler

kT =
[
15 6 6

]
.

Zusätzlich wird die zeitliche Ableitung des Ausgangs y mit der Verstärkung kd

zurückgeführt.
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Abbildung 3: Geschlossener Regelkreis.

i. Bestimmen Sie die Dynamik des geschlossenen Kreises in der Form ẋ = 3,5 P.|
Ãx.

ii. Geben Sie den Bereich von kd ∈ R an, für welchen der geschlossene Kreis 2,5 P.|
stabil ist.

b) Betrachtet wird das lineare zeitinvariante System 3 P.|

ẋ =

 0 1 0
0 0 1
−5 −2 −4

x +

0
0
1

u
y =

[
1 0 0

]
x ,

mit dem Zustandsvektor xT = [x1 x2 x3] und dessen Anfangswert xT(t = 0) =
[0 0 0]. Bestimmen Sie den Eingang u(t) für t > 0 so, dass die Ausgangstrajek-
torie zu y(t) = t2

2 sin(2t) folgt.
Hinweis: Die Lösung dieser Aufgabe soll im Zeitbereich erfolgen. Beachten
Sie dafür die spezielle Struktur des Systems! Die Transitionsmatrix muss zur
Lösung dieser Aufgabe nicht berechnet werden.

Lösung:

a) i. Da y = x1 und ẏ = ẋ1 = x2 gilt, folgt:

Ã =

 0 1 0
4 0 1
−13 −7 + kd −3


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ii. kd <
8
3 (mit Routh-Hurwitz lösbar)

b) y = x1, ẏ = ẋ1 = x2, ÿ = ẋ2 = x3 und y(3) = ẋ3 = −5x1 − 2x2 − 4x3 + u.
ẏ = t sin(2t) + t2 cos(2t)
ÿ = sin(2t) + 4t cos(2t)− 2t2 sin(2t)
y(3) = 6 cos(2t)− 12t sin(2t)− 4t2 cos(2t)
⇒ u = 4 sin(2t)+6 cos(2t)−10t sin(2t)+16t cos(2t)− 11

2 t
2 sin(2t)−2t2 cos(2t)

9


