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11 P.|
1. Gegeben ist der in Abbildung 1 dargestellte Regelkreis mit den Übertragungsfunk-

tionen

G1(s) = γ
s

10(s+ 3) , G2(s) = 10 2
s+ 2 , G3(s) = 2γs+ (s+ 3)(s+ 2)

s(s2 − 1)(s+ 2)(s+ 4)

und dem reellen positiven Parameter γ.
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Abbildung 1: Regelkreis.

a) Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion G(s). Vereinfachen Sie den Ausdruck 1 P.|
so weit wie möglich.

Wählen Sie für die weiteren Teilaufgaben γ = 10. Für diesen Fall gilt

G(s) = 1
(s2 − 1)(s+ 4) .

b) Zeigen Sie, dass sich der geschlossene Regelkreis nicht mithilfe eines P-Reglers 2 P.|
der Form

R(s) = Kp

stabilisieren lässt.
c) Der geschlossene Regelkreis lässt sich mit einem idealen PD-Regler der Form 2.5 P.|

R(s) = Kp(1 + Tvs)

stabilisieren. Für welche Wertebereiche der Parameter Kp und Tv ist der ge-
schlossene Kreis BIBO-stabil?

d) Abbildung 2 zeigt die Nyquist-Ortskurve des offenen Kreises L(s) = R(s)G(s) 5.5 P.|
mit einem PID-Regler der Form

R(s) = Kp

(
1 + 1

Tns
+ Tvs

)
für die gewählten Parameter Kp = 10, Tv = 2 und Tn = 2.
i. Untersuchen Sie anhand des Nyquist-Kriteriums, ob der geschlossene Re- 1.5 P.|

gelkreis BIBO-stabil ist.
ii. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm von L(s) in Abbildung 7 ein. 2.5 P.|
iii. Wie schätzen Sie das Verhalten der Sprungantwort des geschlossenen Krei- 1.5 P.|

ses ein? Gehen Sie dabei speziell auf Dynamik (Anstiegszeit), das prozen-
tuelle Überschwingen und die bleibende Regelabweichung ein.
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Abbildung 2: Nyquist-Ortskurve.
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Lösung:

a) G(s) = γ
10(s2−1)(s+4)

b) L(s) = Kp

(s2−1)(s+4)

GR(s) = Kp

(s2−1)(s+4)+Kp

pR(s) = s3 + 4s2 − s+ (K − 4)
Somit ist die notwendige Bedingung für ein Hurwitz-Polynom unabhängig von
Kp verletzt. Somit ist der geschlossener Kreis nicht durch einen P-Regler sta-
bilisierbar.

c) Die Aufgabe lässt sich über das Verfahren von Routh-Hurwitz lösen.

s3 1 KpTv − 1
s2 4 -4+Kp

s1 KpTv − Kp

4 0
s0 −4 +Kp 0

Aus der Pivotspalte ergeben sich die Forderungen Kp > 4 und Kp(Tv− 1
4) > 0,

d.h. Kp > 4 und Tv > 1
4 .

d) i. Die Übertragungsfunktion des offenen Kreises L(s) = R(s)G(s) lautet

20s2 + 10s+ 5
s(s2 − 1)(s+ 4) = zL(s)

nL(s) .

Aus der Skizze folgt
∆ arg(1 + L(Iω)) = 3π.

Außerdem gilt

[max(grad(zL), grad(nL))−N−(nL) +N+(nL)]π = [max(4, 2)− 2 + 1]π = 3π.

Daher ist der geschlossene Regelkreis BIPO-stabil.
ii. Siehe Bode-Diagramm.
iii. Die Sprungantwort wird näherungsweise PT2 Verhalten aufweisen.

Die Anstiegszeit kann über die empirische Näherung zu

tr ≈
1.5
ωC

= 0.5s

abgeschätzt werden. Die Grenzfrequenz ωC kann aus dem Bode-Diagramm
abgelesen werden.
Die prozentuelle Überschwingen kann über die empirische Näherung zu

ü ≈ 70− Φ = 70%− 40% = 30%

abgeschätzt werden. Die Phasenreserve Φ kann aus dem Bode-Diagramm
oder der Nyquist-Ortskurve abgelesen werden.
Da die Übertragungsfunktion des offenen Kreises L(s) eine einfache Pol-
stelle aufweist, ist keine bleibende Regelabweichung bei einem Eingangs-
sprung zu erwarten.
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Abbildung 3: Lösung Bode-Diagramm.

2. Lösen Sie die beiden folgenden Teilaufgaben unabhängig voneinander. 9.5 P.|

a) Gegeben ist das autonome zeitdiskrete System 5.5 P.|

xk+1 =

 1 0 1
0 −2 −5

3
−2

3 2 1

xk, x(0) = x0, (1)

wobei die Dynamikmatrix das charakteristische Polynom p(z) = z(z2 + 1)
besitzt.
i. Wie viele Anfangszustände x0 führen das System (1) in den Zustand x1 = 1.5 P.|[

2 0 −4
3

]T
über? Begründen Sie Ihre Antwort ausführlich.

ii. Berechnen Sie die beiden Einträge x1,0 und x3,0 des Anfangszustandes 2 P.|

x0 =
[
x1,0 0 x3,0

]T
bei dem sich für das System (1) der Zustand x3 =[

−2 0 4
3

]T
einstellt.

Hinweis: Beachten Sie, dass Matrixpotenzen elegant mit dem Satz von
Cayley-Hamilton berechnet werden können.

iii. Geben Sie die minimale Periodendauer N an für die xk+N = xk, k = 2 P.|
1, 2, . . . gilt. Betrachten Sie dabei den Fall x0 6= 0.

Lösung:
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i. Es gilt det(Φ) = 0 und rang(Φ) = rang([Φ,x1]) womit unendlich viele
Anfangszustände existieren die auf das geforderte x1 führen.

ii. x0 =
[
2 0 0

]T
.

iii. Es gilt Φ3 = −Φ (Satz von Cayley-Hamilton) und somit x5 = Φ5x0 =
−ΦΦ2x0 = Φx0 = x1 woraus N = 4 folgt.

b) Geben Sie zu den Abtastfolgen mit k = 0, 1, 2, . . . 4 P.|

(f1,k) = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, . . .)

(f2,k) =
((
−1

2

)k−2)

(f3,k) =
(
k
(1

2

)k)

(f4,k) =
(

d
dα

[
αk sin

(
π

2k
)])

die korrespondierenden Funktionen f1,z, f2,z, f3,z und f4,z im z-Bildbereich an
und vereinfachen Sie soweit wie möglich. Geben Sie dabei die verwendeten
Korrespondenzen und Eigenschaften der z-Transformation explizit an wenn
Sie diese nutzen.

Lösung:

• Korrespondenz II und erster Verschiebungssatz

f1,z = 1
z − 1z

−3

• Berechnung anhand der Analysegleichung der z-Transformation

f2,z = 4
∞∑
k=0

(
− 1

2z

)k
= 4z
z + 1

2

• Korrespondenz III und Dämpfungssatz

f3,z = 2z
(2z − 1)2

• Variante 1: Korrespondenz VIII und anschließend differenzieren nach α
Variante 2: Differenzieren nach α, transformieren mit der Korrespondenz VIII
und anwenden der Eigenschaft VIII

f4,z = z(z2 − α2)
(z2 + α2)2
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3. Gegeben ist das zeitkontinuierliche System 10 P.|

ẋ =

2 −4 1
1 −1 0
1 1 −1

x +

1
0
0

u, x(0) = x0

y = cTx + du,

wobei die Dynamikmatrix nilpotent der Ordnung 3 ist und somit die Eigenwerte
λ1,2,3 = 0 besitzt.

a) Prüfen Sie das System auf asymptotische Stabilität und begründen Sie ihre 0.5 P.|
Antwort.

b) Berechnen Sie die Matrizen Φ und Γ des Abtastsystems für eine Abtastzeit 2.5 P.|
Ta = 2s.

c) Beurteilen Sie die Erreichbarkeit des zeitkontinuierlichen Systems. Welche Aus- 1.5 P.|
sage können Sie für die Erreichbarkeit des zeitdiskreten Systems treffen?

d) Entwerfen Sie für das zeitkontinuierliche System einen Zustandsregler der 3 P.|
Form u =

[
k1 k2 −1

]
x, sodass die Eigenwerte des geschlossen Kreises bei

−1,−2 und −7 zu liegen kommen.
e) Berechnen Sie für den Zustandsregler u = kTx + gr eines zeitkontinuierlichen 2.5 P.|

Systems den Vorfaktor g, sodass beim Führungssignal r(t) = σ(t) für den
Ausgang limt→∞ y(t) = 1 folgt. Führen Sie die Berechnung allgemein mit den
Größen A,b, cT,kT und d durch.

Lösung:

a) Alle Eigenwerte besitzen einen Realteil gleich Null. Somit ist das System nicht
asymptotisch stabil .

b) Φ =

7 −14 4
4 −7 2
6 −10 3

,ΓT =
[

22
3

10
3

14
3

]
.

c) Die Determinante der Erreichbarkeitsmatrix des zeitkontinuierlichen Systems
ist ungleich 0 und somit vollständig erreichbar. Es gilt Im{λ1,2,3} 6= lπ

2 , l =
±1,±2, . . . womit auch das zeitdiskrete System vollständig erreichbar ist.

d) kT =
[
−10 −2 −1

]
e) g = − 1

(cT+dkT)(A+bkT)−1b−d .
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4. Gegeben ist das in Abbildung 4 dargestellte Blockschaltbild eines digitalen Filters. 9.5 P.|
Bearbeiten Sie die voneinander unabhängigen Aufgaben.

G(z)

α α2 α3

z−1 z−1 z−1

yk

Ta
n(t)

v(t) uk
A

Abbildung 4: Blockschaltbild des FIR Filters.

a) Beschreiben Sie den Zusammenhang von yk und uk anhand einer einzelnen 1 P.|
Differenzengleichung für ein allgemeines α ∈ R.

b) Für welche Werte von α ist das System stabil? 1 P.|

c) Geben Sie eine Zustandsraumdarstellung dieses Systems in Steuerbarkeitsnor- 2 P.|
malform an.

d) Für ein spezielles α lässt sich die z-Übertragungsfunktion in der Form 2 P.|

G(z) = z4 − 1
z3(z − 1) (2)

darstellen. Zeichnen Sie das Pol-Nullstellendiagramm für diese Übertragungs-
funktion. Nutzen Sie dazu Abbildung 5.
Hinweis: Berücksichtigen Sie, dass z ∈ C ist und geben Sie die Vielfachheit
von Pol- und Nullstellen explizit an.

e) Geben Sie den stationären Endwert der Sprungantwort zur Übertragungs- 1.5 P.|
funktion (2) an.

f) Auf das Filter mit der Übertragungsfunktion (2) und einer Abtastzeit Ta = 1/8s 2 P.|
wirkt die sinusförmige Störung

n(t) = sin (ω0t+ ϕ0),

mit der Kreisfrequenz ω0 > 0 und der unbekannten Phasenverschiebung ϕ0.
Berechnen Sie alle Kreisfrequenzen ω0 < π/Ta bei denen die Störung im einge-
schwungenen Zustand nicht auf den Ausgang yk wirkt.
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Name
Matrikelnummer
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Abbildung 5: Komplexe z-Ebene.
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Lösung:

a) yk = uk + αuk−1 + α2uk−2 + α3uk−3.
b) Stabil für alle |α| <∞ da es sich um ein FIR System handelt.

c) Φ =

0 α 0
0 0 α
0 0 0

,Γ =

0
0
α

, cT =
[
1 1 1

]
, d = 1 oder Φ =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

,Γ =
0

0
1

, cT =
[
α3 α2 α

]
, d = 1..

d) 3-fach Pol bei z = 0, Nullstellen bei ±I und -1.
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Abbildung 6: Komplexe z-Ebene.

e) Aus dem Endwertsatz und dem Satz von L’Hospital oder umformen auf G(z) =
(z2+1)(z+1)

z3 und dem Endwertsatz folgt limk→∞ yk = 4.
f) Die sinusförmige Störung besitzt Pole bei±ω0I in der komplexen s-Ebene. Diese

müssen mit Nullstellen der z-Übertragungsfunktion zusammenfallen. Aus der
Transformationsvorschrift für Pole z = esTa folgt ω0/8 = π

2 und somit ω0 = 4πs.
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Abbildung 7: Vorlage Bode-Diagramm zu Aufgabe 1.
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