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1 Grundbegriffe der Robotik

Dieses einleitende Kapitel beschéftigt sich mit einer Reihe von Grundbegriffen in der
Robotik, welche in den weiteren Abschnitten dieses Kapitels im Detail beschrieben werden.

Ein Roboter — auch Manipulator genannt — ist ein mechanisches System bestehend aus
einer Reihe von Kérpern, den Gliedern (engl. Links), welche durch unterschiedliche Typen
von Gelenken (engl. Joints) miteinander verbunden sind. Die Glieder des Roboters werden
mithilfe von Aktuatoren wie z. B. Elektromotoren oder Hydraulikzylinder bewegt. Eines
der Glieder wird als Roboterbasis bezeichnet und dieses kann entweder inertialfest, wie
z. B. bei einem klassischen Industrieroboter oder einem Turmdrehkran, aber auch mobil
sein, beispielsweise bei einem autonomen Fahrzeug oder einem humanoiden Roboter. Im
Rahmen dieser Vorlesung werden Robotersysteme mit inertialfester Basis behandelt und
die Glieder des Roboters werden als Starrkdérper betrachtet.

1.1 Freiheitsgrade eines Roboters

FEin frei beweglicher Starrkérper wird im dreidimensionalen Raum durch 6 Freiheitsgrade
beschrieben, ndmlich 3 Freiheitsgrade fiir die translatorische Verschiebung und 3 Freiheits-
grade zur Beschreibung der Orientierung (rotatorische Freiheitsgrade) des Starrkoérpers
zum Inertialsystem. Eine Punktmasse im dreidimensionalen Raum hingegen weist nur die
3 translatorischen Freiheitsgrade auf. Im zweidimensionalen Raum besitzt ein Starrkoérper
insgesamt 3 Freiheitsgrade, das sind zwei fiir die Position des Starrkérpers in der Ebene
und ein Freiheitsgrad fiir die Orientierung. Die rdumliche Lage eines Starrkérpers (Kombi-
nation von Position und Orientierung) oder die Position einer Punktmasse im zwei- oder
dreidimensionalen Raum, wird auch als Pose bezeichnet.

Die Bewegung eines Starrkorpers unterliegt aber im Allgemeinen Zwangsbedingungen,
die die Bewegungsfreiheit des Starrkoérpers einschrianken. Zum Beispiel, eine Miinze im
dreidimensionalen Raum ist ein Starrkérper mit 6 Freiheitsgraden, siche Abb. 1.1. Wird
diese Minze aber auf einen Tisch gelegt, so entstehen durch den Tisch drei Zwangsbe-
dingungen: Es wird ein translatorischer Freiheitsgrad (d.h. die vertikale Position) und
zwei rotatorische Freiheitsgrade (d.h. die Rotation um die beiden Achsen der Tischebene)
durch den Tisch vorgegeben. Es verbleiben daher zwei translatorische Freiheitsgrade, das
ist die zweidimensionale Position der Miinze am Tisch, und ein rotatorischer Freiheitsgrad,
das ist die Rotation um den Oberflichennormalenvektor der Tischplatte.

Hinter diesem Beispiel steht die allgemeine Regel fiir die Bestimmung der Anzahl der
Freiheitsgrade n eines Starrkdrper- bzw. Robotersystems

n = (Summe der Freiheitsgrade der Starrkorper) —

(Anzahl der unabhéngigen Zwangsbedingungen) . (1.1)
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N

(a) (b)

Abbildung 1.1: Freiheitsgrade einer Miinze. (a) Miinze ohne Zwangsbedingungen mit 6
Freiheitsgraden, (b) Miunze auf einem Tisch mit 3 Freiheitsgraden

Die Anzahl der Freiheitsgrade n ist die minimale Anzahl an reellwertigen Koordinaten
die erforderlich sind, um die Lage aller Starrkérper — und damit jedes Massepunktes aller
Starrkérper — in einem mechanischen System festzulegen.

1.1.1 Gelenke

Im Folgenden werden die kinematischen Strukturen von Robotern mit schematischen
Gelenken und Verbindungslinien entsprechend Abb. 1.2 dargestellt. Das Rotationsgelenk
(auch Drehgelenk, engl. Revolute, R) erméoglicht die Rotation um eine Achse, wihrend das
Schubgelenk (engl. Prismatic, P) eine lineare Translationsbewegung ausfiihrt.

Jedes Gelenk verbindet genau zwei Glieder eines Roboters miteinander und erlaubt
eine Bewegung entsprechend der Anzahl an Freiheitsgraden des Gelenkes. Auf der ande-
ren Seite ruft das Gelenk durch die mechanische Verbindung auch Zwangsbedingungen
zwischen den beiden Korpern hervor und schrinkt dadurch die Bewegungsfreiheit ein.
Das Rotationsgelenk erlaubt eine Drehung um eine Achse, also einen Freiheitsgrad, aber
flihrt auch zu insgesamt fiinf Zwangsbedingungen fiir die Bewegung zwischen den beiden

Rotationsgelenk (R) Translationsgelenk (P)

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung eines Rotations- und eines Translationsgelenkes
[1.1].
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Abbildung 1.3: Kinematische Ketten [1.2]: (a) Offene bzw. serielle Kette, (b) geschlossene
Kette, (¢) Parallele Kinematik.

Korpern im dreidimensionalen Raum. Im zweidimensionalen Raum sind es zwei Zwangs-
bedingungen. Analog dazu erlaubt das Schubgelenk eine Translation entlang einer Achse
und fiihrt ebenfalls zu fiinf Zwangsbedingungen im dreidimensionalen Raum bzw. zwei
Zwangsbedingungen im zweidimensionalen Raum.

1.1.2 Generalisierte Koordinaten

Ein Starrkorpersystem, welches aus N Gliedern besteht, benétigt im Allgemeinen 6N
Koordinaten zur Beschreibung der Posen aller Glieder in Bezug auf ein Inertialkoor-
dinatensystem. Da die Glieder durch Gelenke verbunden sind, gibt es eine Reihe von
Zwangsbedingungen zwischen den allgemeinen 6 N Koordinaten, siehe Abschnitt 1.1.1.
Dies bedeutet, dass die 6N Koordinaten als Funktion einer geringeren Anzahl n an Ko-
ordinaten q € R", welche unabhéngig voneinander sind, ausgedriickt werden koénnen.
Diese unabhéngigen Koordinaten q werden generalisierte Koordinaten genannt und alle
Bewegungen zufolge dieser Koordinaten erfiillen stets alle Zwangsbedingungen.

1.1.3 Kinematische Ketten

Werden mehrere Glieder durch Gelenke zu einem Mechanismus verbunden, so bilden diese
eine kinematische Kette. Eine kinematische Kette wird als offen oder seriell bezeichnet,
wenn sie frei von Schleifen ist. Das heif3t, sie ldsst sich als Baumstruktur darstellen, wie
das Beispiel in Abb. 1.3a zeigt. Eine geschlossene kinematische Kette enthélt eine oder
mehrere Schleifen, siehe Abb. 1.3b. Hier ist zu beachten, dass auch der inertialfeste Boden
(schraffiert dargestellt) als Teil des Mechanismus zéhlt.

Fin Spezialfall der geschlossenen kinematischen Kette stellt die parallele Kinematik
(Abb. 1.3c) dar. Diese besteht aus einer bewegten Basis, welche iiber mehrere gleichartige
Strange (engl. legs) mit dem inertialfesten Boden verbunden sind. Die Stringe sind wieder-
um kinematische Ketten, welche fiir sich eine serielle oder parallele Kinematik aufweisen
konnen. Roboter mit paralleler Kinematik weisen eine hohe strukturelle Steifigkeit auf
und ermoglichen daher héhere Bewegungsgeschwindigkeiten im Vergleich zu Robotern mit
serieller Kinematik. Als Nachteil erweist sich allerdings eine deutliche Einschréankung in
der Bewegungsfreiheit des Roboters.
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1.2 Kinematische Raume

Ein Roboter mit serieller Kinematik weist am letzten Glied meist einen standardisierten
Flansch auf, an den ein sogenannter Endeffektor — beispielsweise ein Werkzeug oder
ein Greifer — montiert wird. Mit dem Endeffektor interagiert der Roboter mit seiner
Umgebung. Bei vielen Endeffektoren kann ein sogenannter Werkzeugzentrumspunkt (engl.
Tool Center Point, TCP) angegeben werden, welcher einen ausgezeichneten Punkt samt
zugehoriger Orientierung am Werkzeug angibt, z. B. der Greifpunkt an einem Greifer oder
der Schweilpunkt eines Schweiflwerkzeuges. Der Werkzeugzentrumspunkt enthélt zwar
das Wort ,Punkt“ im Namen, wird aber im Allgemeinen als Pose (siche Abschnitt 1.1)
relativ zum Roboterflansch charakterisiert.

Die Bewegung des Roboters bzw. des Endeffektors wird in unterschiedlichen kinemati-
schen Rdumen beschrieben, ndmlich dem Konfigurationraum und dem Aufgabenraum. Die
mathematische Verbindung zwischen diesen beiden Rdumen wird durch die Vorwdrtskine-
matik und die inverse Kinematik hergestellt.

1.2.1 Konfigurationsraum

Zunéchst werden die beiden Begriffe Konfiguration (engl. Configuration) und Konfigura-
tionraum (engl. Configuration Space, C-Space) formal definiert.

Definition 1.1. Die Konfiguration eines Roboters spezifiziert die rdumliche Lage
sdmtlicher Korper des Roboters. Eine Konfiguration wird durch die n reellwertigen
Koordinaten der Freiheitsgrade beschrieben.

Die Menge aller Konfigurationen, die ein Roboter einnehmen kann, wird als Konfi-
gurationsraum bezeichnet und ist n-dimensional. Jede Konfiguration wird durch einen
Punkt im Konfigurationsraum repréasentiert.

Die Dimension des Konfigurationsraumes entspricht also genau der Anzahl an Freiheits-
graden n des Robotersystems.

1.2.2 Aufgabenraum

Im Aufgabenraum (engl. task space) wird die Lage des Endeffektors bzw. des TCP
beschrieben, wihrend sich der Konfigurationsraum auf die Beschreibung des gesamten
Roboters mit all seinen Starrkorpern bezieht. Der Aufgabenraum hat im Folgenden
die Dimension m und wird im Allgemeinen so gewahlt, dass die Aufgabe des Roboters
geeignet beschrieben werden kann. Fiir das Zeichnen mit einem Stift auf ein Blatt Papier ist
beispielsweise m = 2 ausreichend, um die Position des Stiftes am Papier zu charakterisieren.
Soll der Roboter mit einer Schneidklinge entlang einer Kontur auf dem Papier schneiden,
so wird auch die Orientierung der Klinge und somit m = 3 benétigt. Um einen Starrkérper
mit einem Greifer im dreidimensionalen Raum zu manipulieren, sind alle Freiheitsgrade
dieses Raums notwendig, also m = 6.

Falls der Roboter mehr Freiheitsgrade besitzt als im Aufgabenraum benétigt wird,
d.h. n > m, so nennt man den Roboter kinematisch redundant. Das bedeutet, dass der
Roboter in einem (n — m)-dimensionalen Nullraum des Konfigurationsraums Bewegungen

Fachvertiefung Automatisierungs- und Regelungstechnik (2025W)
©C. Hartl-Nesic, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.2 Kinematische Raume Seite 5

durchfiithren kann, ohne dass sich die Koordinaten im Aufgabenraum (also z.B. die Pose
des Endeffektors im Aufgabenraum) dndern.

An dieser Stelle sei noch betont, dass sich der Aufgabenraum eines Roboters konzeptionell
vom Konfigurationsraum unterscheidet: Ein Punkt im Aufgabenraum ist keine vollstdndige
Spezifikation fiir die Konfiguration des Roboters. Auch fiir klassische Industrieroboter
mit m = n = 6 kann jede Pose im Aufgabenraum durch mehrere unterschiedliche
Konfigurationen erreicht werden.

1.2.3 Vorwartskinematik und inverse Kinematik

Mit der Vorwdrtskinematik wird fiir eine n-dimensionale Roboterkonfiguration q aus dem
Konfigurationsraum die m-dimensionale Pose x. im Aufgabenraum des Endeffektors bzw.
TCP berechnet, d.h.

x. = f(q) (1.2)

mit der (im Allgemeinen nichtlinearen) Funktion f(-). Sie gibt also an, wie der Endeffektor
X, im Arbeitsraum steht, wenn der Roboter eine bestimmte Konfiguration q einnimmt.
Analog wird die inverse Kinematik als formale Umkehrung von (1.2) in der Form

q="Ff"1(x) (1.3)
eingefiihrt. Hier wird eine Pose x. fiir den Endeffektor vorgegeben und die zugehorige
Roboterkonfiguration q ermittelt. An dieser Stelle sei erwahnt, dass sowohl (1.2) als
auch (1.3) im Allgemeinen nicht als geschlossene Funktion oder in analytischer Form
angeschrieben werden koénnen. Dies wird in Kapitel 2 ndher beschrieben.

Die Losbarkeit und Eindeutigkeit von (1.2) und (1.3) hingt von der Art der kinema-
tischen Kette ab: Offene kinematische Ketten haben eine eindeutige und immer losbare
Vorwartskinematik, wahrend die inverse Kinematik nur fiir Punkte innerhalb des Ar-
beitsraums des Roboters 16sbar ist und eine, mehrere oder unendlich viele Losungen
liefert. Andererseits ist die inverse Kinematik von geschlossenen Ketten eindeutig 16sbar
(innerhalb des Arbeitsraums), wéhrend die Vorwértskinematik mehrere oder unendlich
viele Losungen hat.

Die inverse Kinematik von seriellen kinematischen Ketten kann auf zwei unterschied-
liche Arten gelost werden, ndmlich analytisch und numerisch. Eine analytische inverse
Kinematik kann nur fiir relativ einfache oder fiir spezielle kinematische Ketten formu-
liert werden. So gibt es beispielsweise eine analytische Losung fiir die inverse Kinematik
von klassischen 6-Achs-Industrierobotern und auch von speziellen 7-Achs-Robotern, z.B.
dem KUkKA LBR iiwa. Im Vergleich zu numerischen Lésungen sind analytische Ansétze
sehr effizient, schnell und liefern meist alle moglichen Roboterkonfigurationen zu einer
gegebenen Endeffektorpose. Auf der anderen Seite gewinnen numerische Algorithmen
durch die heute verfiighare Rechenleistung zunehmend an Bedeutung. Dabei wird (1.3)
als Nullstellensuche aufgefasst und mit iterativen Verfahren gel6st. Dies ist fiir beliebig
komplexe Roboterkinematiken moglich. Allerdings zieht dies eine Reihe von Nachteilen mit
sich: Iterative Algorithmen bendtigen einen Startwert fiir die erste Iteration, es wird durch
die Iterationen mehr Rechenzeit bendtigt und die numerische Stabilitat hdngt von vielen
Faktoren ab. Schliefflich liefern solche Methoden nur eine einzelne Lésung pro Startwert.
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Zed | Toverse dd Leistungs- Antriebs- Xe
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q
Sensorik |«

Abbildung 1.4: Regelung im Konfigurationsraum [1.1].

1.3 Reglerstrukturen

Die Aufgabe der Regelkreise eines Roboters besteht darin, mit dem Endeffektor moglichst
genau — in Zeit und Ort — eine gewiinschte vorgegebene Bewegung auszufithren oder den
Endeffektor auf eine bestimmte Pose im Raum zu stabilisieren. Als Stellgrofien stehen dabei
typischerweise die Motormomente in den Antriebsmotoren der Gelenke zur Verfiigung.
Das heif}t, dass die Regelungsaufgabe im Allgemeinen im Aufgabenraum spezifiziert wird,
wohingegen deren Ausfithrung sowohl im Konfigurationsraum (engl. Joint Space Control)
als auch im Aufgabenraum (engl. Task Space Control) erfolgen kann.

1.3.1 Regelung im Konfigurationsraum

Soll der Roboter eine Bewegung im Aufgabenraum x. 4(t) (Index d fir desired) ausfiihren,
so wird bei der Regelung im Konfigurationsraum zunéchst die inverse Kinematik fiir
jeden Punkt dieser Bewegung gelost, um die zugehorigen Verldufe im Konfigurationsraum
qq4(t) zu erhalten. Dies ist in Abb. 1.4 als Blockdiagramm dargestellt. Die Regelung selbst
wird als geschlossener Regelkreis iiber die gemessenen Gelenkspositionen des Roboters q
entworfen. Der Nachteil dieser Methode besteht darin, dass die Endeffektorpose x. nur
indirekt geregelt wird, da diese nicht direkt riickgekoppelt wird. Somit wirkt sich jeder
Fehler der in der inversen Kinematik auftritt unmittelbar auf die Regelgiite aus.

Die Regelung im Konfigurationsraum kann nun dezentral oder zentral erfolgen. Bei der
dezentralen Regelung wird jedes Gelenk des Roboters unabhéngig voneinander geregelt und
die Kopplungen der einzelnen Glieder des Roboters wihrend der Roboterbewegung werden
als Storung aufgefasst. Bei der zentralen Regelung werden die mechanischen Kopplungen
und die Nichtlinearitédten des Roboters systematisch beriicksichtigt. In Abschnitt 4.1 werden
die typischen dezentralen und zentralen Regler fiir den Konfigurationsraum vorgestellt.

1.3.2 Regelung im Aufgabenraum

Bei der Regelung im Aufgabenraum gemafl Abb. 1.5 ist die Kinematik implizit in den
Regelkreis eingebettet und es wird direkt auf die Endeffektorpose geregelt. Dazu miissen
jedoch die Vorwartskinematik (1.2) und deren Ableitungen bei der Auswertung des
Stellgesetzes berechnet werden, welche im Allgemeinen komplexe Ausdriicke sind. Die
Regelung im Aufgabenraum muss zwingend als zentraler Regler implementiert werden, da
fiir die Berechnung der Vorwartskinematik die Positionen aller Gelenke benotigt werden.
Der Reglerentwurf fiir kinematisch nichtredundante Roboter wird im Abschnitt 4.1 erklért.
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Abbildung 1.5: Regelung im Aufgabenraum, angepasst von [1.1].
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Regler elektronik motoren
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2 Roboterkinematik

Die Kinematik (engl. kinematics, altgr. kinema, dt. Bewegung) beschéftigt sich ausschlief3-
lich geometrisch mit der Bewegung von Kérpern unter Verwendung der Gréflen Zeit,
Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung. Dabei bleiben wirkende Kréfte sowie die
Massen und Massentrigheiten der Korper unberiicksichtigt — diese sind Teil der Dynamik
(engl. dynamics).

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Geometrie von Robotern mit serieller Kinematik
und vertieft dabei die Begriffe Vorwértskinematik und inverse Kinematik aus Kapitel 1.
Zusétzlich werden auch die Geschwindigkeiten im Konfigurations- und Aufgabenraum
mithilfe der differentiellen Kinematik betrachtet.

2.1 Vorwartskinematik

In diesem Abschnitt wird die allgemeine Beziehung der Vorwéirtskinematik (1.2) auf
Roboter mit serieller Kinematik eingeschrankt. Dazu werden zunédchst die wichtigsten
Zusammenhénge zu homogenen Transformationen, welche in der Vorlesung Modellbildung
[2.1] eingefithrt wurden, zusammengefasst. Unter Verwendung von homogenen Trans-
formationen wird danach ein Formalismus fiir die Vorwartskinematik serieller Roboter
hergeleitet. Weiters werden unterschiedliche Méglichkeiten fiir die Parametrierung der
Orientierung im dreidimensionalen Raum diskutiert. Schliellich wird der eingefiihrte
Formalismus auf einen klassischen 6-Achs-Industrieroboter angewendet.

2.1.1 Homogene Transformationen

Die homogene Transformation H{ beschreibt die Lage des Koordinatensystems (0121y121)
in Bezug auf das Koordinatensystem (0pzoyoz0) (ausgedriickt im Koordinatensystem 0)
und setzt sich aus der Position des Koordinatenursprungs djj € R? und der orthogonalen
Rotationsmatrix R} € SO(3)! gemif
R} d}
H)=| " °| €SE@B) (2.1)
0 1

zusammen”. Das Symbol 0 bezeichnet dabei allgemein einen Nullvektor oder eine Null-
matrix der geeigneten Dimension. In (2.1) ist 0 demnach ein 1 x 3-Nullvektor. Ein

1SO(n) steht fiir ,spezielle orthogonale Gruppe im n-dimensionalen Raum“ und wird auch als Drehgruppe
bezeichnet. Sie umfasst alle Drehungen. Diese Drehungen werden durch orthogonale Matrizen R mit
der Determinante det(R) = +1 beschrieben.

QSE(n) ist die ,;spezielle Euklidische Gruppe des n-dimensionalen Raums®, welche alle Verschiebungen
und Rotationen enthélt, jedoch Spiegelungen ausschliefit. Diese Transformationen werden auch als
FEuklidische Bewegungen bzw. Starrkérperbewegungen bezeichnet.
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Yo

Abbildung 2.1: Homogene Transformationen am Beispiel der Koordinatensysteme
(Ooxoyozo), (lelylzl) und (02$2y222) [2.1].

Koordinatensystem (O2x2y2292) wird beziiglich des Koordinatensystems (Opxoyozo) durch
aufeinanderfolgende Transformationen mithilfe des Koordinatensystems (01x1y121) in der
Form

H: =HH? (2.2)
beschrieben, sieche Abb. 2.1.

Homogene Transformationen kénnen nicht nur zum Darstellen von Koordinatensystemen,
sondern auch zum Berechnen von Vektoren in einem neuen Koordinatensystem benutzt
werden. Als Beispiel wird der Punkt P in Abb. 2.1 betrachtet. Ausgedriickt im Koordina-

tensystem (0az2y222) wird dieser Punkt mithilfe des homogenen Vektors pa = [pg 1}

beschrieben. Analog dazu beschreiben die Vektoren p} = [pzT 1}, i € {0,1}, den selben

Punkt P in Bezug auf das jeweilige Koordiantensystem (0;x;y;2;). Der homogene Vektor
Po berechnet sich geméafl

R _pO Rl dl R2 d2 R
Po = =Hjp; =HHp,=| ° b b
1 0 1 0 1

R(R} R{d}+d}
0 1

(2.3)
1 1

p2] B [R(%R%pz +Rgdi +dj

Der Vektor pg selbst, d.h. die ersten drei Eintrage des Vektors pg in (2.3), setzt sich
also aus den Verschiebungsvektoren dj und d? sowie dem Vektor ps zusammen. Es ist zu
beachten, dass die Vektoren durch die homogenen Transformationen stets automatisch
in das selbe Koordinatensystem (0gzoyozo) transformiert wurden, bevor diese addiert
werden.

Weiters wird die elementare Transformation Hr; 4 eingefiihrt, welche die Translation

Fachvertiefung Automatisierungs- und Regelungstechnik (2025W)
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung einer seriellen kinematischen Kette [2.2].

um die Distanz d entlang der lokalen Koordinatenachse ¢ € {z,y, z} beschreibt, d.h.

E
) HTZd =

Hr,q = 7 ) (2.4)

d

E |0 E
0 ) HTy,d =
1

— O QO
— QOO

0 0 0

mit der Einheitsmatrix E. Eine Rotation um die lokale Achse ¢ € {x,y, z} mit dem Winkel
¢ wird im Folgenden mit der homogenen Transformation Hg; , bezeichnet, welche sich
gemaf

(2.5)

R;, O
0 1

Hgip = [
mit der zugehorigen Rotationsmatrix R;, zusammensetzt.

2.1.2 Serielle kinematische Ketten

In Abb. 2.2 ist schematisch eine allgemeine serielle kinematische Kette bestehend aus
Rotations- und Translationsgelenken mit dem Inertialkoordinatensystem (Ogzoyozo) und
dem Koordinatensystem des Endeffektors (Ocxcyeze) dargestellt. Geméa$ (2.1) wird die
homogene Transformation des Endeffektorkoordinatensystems (0czcyeze) in Bezug auf
das Inertialkoordinatensystem (Opzoyozo) durch

(2.6)

Hi(q) = [Rﬁ(fq) dsioo]

als Funktion der generalisierten Koordinaten q € R"™ beschrieben. Weiters wird jedes Glied
des Roboters mit einem Koordinatensystem (0;x;y;z;), i = 1,...,n, ausgestattet. Dabei
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T On =z,
Yn
H{(q) Zn

Abbildung 2.3: Koordinatensysteme eines Roboters mit serieller Kinematik [2.2].

ist es von Vorteil, jeweils eine Achse der Koordinatensysteme in die jeweilige Rotations-
bzw. Translationsachse zu legen. Wie in Abb. 2.3 gezeigt, entsteht dadurch eine Kette
von Koordinatensystemen, welche mithilfe der homogenen Transformationen in der Form

H{(q) = Hy(q1)Hi(q2) - Hi_;(¢:) - Hy_y (gn) (2.7)

beschrieben wird, siehe (2.2). Jede der Transformationen H: ,(g;), i =1,...,n, in (2.7)
beschreibt dabei die Kinematik von genau einem Freiheitsgrad ¢; und ist aus den ele-
mentaren Transformationen fiir Rotation und Translation zusammengesetzt. Weiters
wird die (iiblicherweise konstante) Transformation HS zu (2.2) hinzugefiigt, welche das
Endeffektorkoordinatensystem e in Bezug auf das Koordinatensystem des letzten Robo-
tergliedes n beschreibt. Damit folgt die Beschreibung der Roboterkinematik als homogene
Transformation zu
e &
Hia) = Hj@H; = |00 DY) 28)

In (2.8) wird angenommen, dass das Koordinatensystem der Roboterbasis (0pzoyozo) mit
dem Inertialkoordinatensystem zusammenféllt. Sollte dies nicht der Fall sein, so kann eine
zusitzliche Transformation HY, in der Form

H,(a) = H, Hf (q)H;

n

(2.9)

eingefithrt werden, welche die Roboterbasis in Bezug auf ein Weltkoordinatensystem
(OwZwYwzw) platziert. Im Folgenden wird jedoch auf dieses Weltkoordinatensystem ver-
zichtet und es wird die Definition (2.8) verwendet.

Um die Vorwértskinematik in der Form (1.2) zu erhalten, wird H§(q) schlieBlich in
Form der m Koordinaten des Aufgabenraums

Fachvertiefung Automatisierungs- und Regelungstechnik (2025W)
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we = f(q) = | D@ | _ |pe (2.10)

»(Ri(a)) b

dargestellt. In (2.10) setzt sich die Pose des Endeffektors x. im Aufgabenraum aus dem
Vektor dfj zum Ursprung des Endeffektorkoordinatensystems und einer Minimalkoordina-
tendarstellung der Orientierung ¢(-) zusammen. Weiters wurden die Kurzbezeichnungen
pe und ¢, fiir die Position und Orientierung des Endeffektors im Aufgabenraum eingefiihrt.
Im néchsten Abschnitt werden Minimalkoordinatendarstellungen fiir die Orientierung im
Detail diskutiert.

2.1.3 Parametrierung der Orientierung

Im dreidimensionalen Raum besitzt ein Starrkérper 6 Freiheitsgrade, wovon 3 Freifrei-
heitsgrade die Orientierung beschreiben. Die Parametrierung dieser Orientierung kann
auf unterschiedliche Weise mit unterschiedlicher Anzahl an Parametern erfolgen. Bei einer
Minimalkoordinatendarstellung wird die Orientierung ebenfalls mit genau drei Winkeln pa-
rametriert. Beispiele dafiir sind die klassischen EULER-Winkel, die Roll-Nick-Gier- Winkel
und die exponentiellen Koordinaten. Darstellungen mit mehr als drei Parametern sind
Einheitsquaternionen und die Achse- Winkel-Darstellung (engl. axis-angle representati-
on, 4 Parameter) sowie die Rotationsmatrix (9 Parameter). Im Folgenden werden die
mathematischen Grundlagen fiir die Minimalkoordinatendarstellungen eingefiihrt.

Die klassischen EULER-Winkel verwenden eine Sequenz von drei Rotationen, um die
Orientierung zu parametrieren. Die Rotationsmatrix R(¢) mit ot = {(p 0 1][)} setzt sich
aus einer Rotation R, , um die z-Achse um den Winkel ¢, einer Rotation R, ¢ um die
neue y-Achse um den Winkel ¢ und einer Rotation R, um die neue z-Achse um den
Winkel ¢ zusammen und lautet

CpCPCy — SSyy  —CpCPSyY — SpCqy  CpSe 11 T12 T13
R(®) = R Ry gR. p = [8,000y + CuSy  —SpCoSy + CpCy  SpSg| = [ra1 Ta2 ra3] >
—SgCy 565y Co 31 T32 T33
(2.11)

wobei s, = sin(x) und ¢, = cos(z) kompakte Notationen fiir die trigonometrischen
Funktionen sind. Unter der Annahme 713 # 0 und r93 # 0 wird die Umkehrfunktion
®.,.(R) eingefithrt, mit der die EULER-Winkel fiir 0 < 6 < 7 aus den Elementen der
Drehmatrix (2.11) mit

atan2(ro3, 713)

¢..(R)= 0| = atanQ(\/r%3+r%3,r33> (2.12)

atan2 (7“32 ,—T31 )

A

<
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berechnet werden. Fiir den Fall —7 < 6 < 0 folgt

atan2(—rq3, —713)

¥
(bzyz(R): | = atan2<—\/r%3+r%3,r33> . (2.13)
(&

atan2(—rsz,731)

In (2.12) und (2.13) ist atan2(y, x) die vorzeichenkorrekte Auswertung des Arkustangens
arctan(y/x) in allen vier Quadranten.

Die RPY-Winkel verwenden z-y-z als Sequenz von Rotationen. Dabei wird héufig die
Winkelkonvention ¢ = [a B ,y] verwendet. Die Rotationsmatrix R(¢) ergibt sich

damit zu

CaCB  CaSESy = 8aCy CaSECy + SaSy ri2 713
R(¢) =R.aRysRuy = [50cs SaSaSy + CaCy SaSECy — CaSy| = Toa  T93
—Sg CgS,y CBC’Y r31 T32 T33

(2.1
Die Losung fiir die Umkehrfunktion fiir die RPY-Winkel ¢,,,,(-) fiir den Fall -5 < 8 < §
mit r390 # 0 und 733 # 0 ist

W
S~—

o atan2(ra1,711)
¢.,.(R) = |8]| = atan2(—r31, \/T35 + r§3> (2.15)
Y atan2(rsg, r33)

und fiir § < 8 < 37” folgt

atan2(—ra1, —711)

o
q‘)zyx(R): Bl = atan2(—r31,—\/r§2+r§3) . (2.16)
Y

atan2(—rsg, —733)

2.1.4 6-Achs-Roboter mit sphdarischem Handgelenk

Die Grundlagen zur Vorwirtskinematik werden in diesem Abschnitt am Beispiel eines
6-Achs-Roboters mit sphirischem Handgelenk veranschaulicht. Ein sphdrisches Handgelenk
(engl. spherical wrist) ist ein géngiger Begriff in der industriellen Robotik und bezeichnet
eine Konstellation von drei aufeinanderfolgenden Rotationsgelenken, deren Achsen sich in
einem Punkt schneiden. Dies ist in Abb. 2.4 mit den Gelenken 4, 5 und 6 schematisch
dargestellt. Ahnlich wie ein Kugelgelenk bietet diese Anordnung 3 Freiheitsgrade und
ermoglicht es, den Endeffektor beliebig im gesamten SO(3) zu orientieren. Im Gegensatz
zu einem Kugelgelenk kann allerdings ein mechanisches Blockieren (engl. gimbal lock)
auftreten wenn gilt g5 = 0. In diesem Fall sind die Achsen z4 und zg parallel zueinander
und eine Drehung um die x4-Achse ist nicht moglich.
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Beispiel 2.1 (6-Achs-Roboter mit sphéarischem Handgelenk). In diesem Beispiel wird
die Vorwértskinematik des 6-Achs-Roboters mit sphirischem Handgelenk hergeleitet.
Die kinematische Kette mit den zugehorigen Koordinatensystemen (0;x;y;2), ¢ =
1,...,6 ist schematisch in Abb. 2.4 dargestellt. Das Inertialkoordinatensystem wird
mit 0 bezeichnet und jedes weitere Koordinatensystem i liegt korperfest im Glied
i des Roboters. Die 6 Rotationsgelenke mit den Koordinaten q* = [¢1 ¢2 - qg]
verbinden jeweils das Glied i — 1 mit dem Glied i. Aus der Abbildung kénnen die
geometrischen Zusammenhéinge als homogene Transformationen abgelesen werden,
welche sich aus den elementaren Translationen und Rotationen

H(l)(q1) = HRz,ql HTz,dl H%(QQ) = HRy,ngTz,dz
H%(%) = HRy7Q3 Hg(%) = HR27q4HTZ,d4
HZ(%) = Hgy,qg; Hg(%> = Hg: g Hrz 44

zusammensetzen. Analog zu (2.7) und (2.10) folgt mit

Ri(q) di(a)

H{(q) = {
0 1

] = Hy(q1)H} (q2)H3(g3)H3(q4)H} (g5)HE(gs)  (2.17)

die Vorwértskinematik geméf

(2.18)

xe=f<q>=[ A ]

¢.,-(Rf(a))

wobei mit ¢, ,(-) die klassischen EULER-Winkel zur Parametrierung der Orientierung
gewahlt wurden.

Das obige Ergebnis kann durch Einsetzen einfacher Konfigurationen q {iberpriift
werden. Mit q = 0 steht der 6-Achs-Roboter aufrecht und das Endeffektorkoordina-
tensystem (Ogz6ys26) liegt auf der zp-Achse und hat die selbe Orientierung wie das
Inertialkoordinatensystem. Die Koordinaten im Aufgabenraum lauten

x! = 10,0, d1 + da + dy + dg, 0,0,0] . (2.19)
Fir qT = [5,0,%,0,0,0] ergibt sich
XE: [05d4+d67d1+d2agvg)o] . (220)

Fiir diesen Fall ist das Gelenk 1 um 7 gedreht und das Gelenk 3 um 7, womit die
Glieder 1 und 2 des Roboters parallel zur zg-Achse sind und der restliche Arm in
Richtung der yo-Achse zeigt. Das Endeffektorkoordinatensystem ist gegeniiber dem
Inertialkoordinatensystem entsprechend der Konvention ¢,,.(-) zuerst um § um die
zo-Achse und dann um 5 um die neue y-Achse gedreht. Damit ist die z-Achse parallel

zur yo-Achse und die zg-Achse ist antiparallel zur zg-Achse.
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Abbildung 2.4: 6-Achs-Roboter mit sphérischem Handgelenk [2.2].

2.2 Inverse Kinematik

Fiir Roboter mit serieller Kinematik kann die Lage des Endeffektors mithilfe von (2.7)
eindeutig fiir jede Konfiguration q berechnet werden. Andererseits ist das Problem der
inversen Kinematik wesentlich komplexer, da die Gleichung (1.2) invertiert werden muss
(siehe (1.3)), um fiir eine gegebene Pose im Aufgabenraum x. die zugehérige Konfiguration
q zu berechnen. Die zu l6sende Gleichung (1.2) ist im Allgemeinen nichtlinear und es
ist nicht immer mdoglich, geschlossene analytische Ausdriicke als Losung zu finden. Dies
ist nur fiir einfache kinematische Ketten der Fall bzw. fiir kinematische Ketten mit
spezieller Struktur. Es bendtigt daher entweder eine algebraische Intuition, um geeignete
Gleichungen fiir die unbekannten Gréflen zu finden oder eine geometrische Intuition, um
geeignete Zwischenpunkte zu finden, damit das Problem der inversen Kinematik analytisch
l6sbar wird. Aufgrund der nichtlinearen Zusammenhénge konnen keine, eine, mehrere oder
unendlich viele Losungen fiir eine gegebene Konfiguration q existieren.

Im Folgenden wird die analytische Losung der inversen Kinematik fiir einige Beispiele
gezeigt, die hdufig in der Industrie vorkommen.

Beispiel 2.2 (Inverse Kinematik eines 3-Achs-Roboters in RRR-Struktur). Der in
Abb. 2.5 gezeigte 3-Achs-Roboter in RRR-Struktur entspricht dem 6-Achs-Roboter
aus Abb. 2.4 ohne sphérischem Handgelenk, d.h. ohne die Gelenke 4, 5 und 6.
Das Endeffektorkoordinatensystem des 3-Achs-Roboters (0424y424) liegt dort wo
beim 6-Achs-Roboter der Handgelenkspunkt (engl. wrist, W) zu finden ist. Weitere
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ausgezeichnete Punkte des 3-Achs-Roboters sind die Schulter (engl. shoulder, S) und
der Ellenbogen (engl. elbow, F), in Analogie zum menschlichen Arm.

Abbildung 2.5: 3-Achs-Roboter in RRR-Struktur [2.2].

Der dreidimensionale Konfigurationsraum q' = [¢1 ¢2 g3], n = 3, erlaubt es,
einen dreidimensionalen Aufgabenraum (m = 3) zu wihlen. Als Koordinaten im
Aufgabenraum wird der Ursprung des Endeffektorkoordinatensystems mit x, = pg =
[Pz Py p2)T gewithlt, siehe Abb. 2.5. In der (zoyo)-Ebene bilden die Geradenstiicke p,
und p, ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse r =  /p2 + pz. Aus struktureller
Sicht handelt es sich bei dem 3-Achs-Roboter um einen planaren 2-Achs-Roboter,

dessen Bewegungsebene (aufgespannt durch die zyp-Achse und die Gerade r) mit ¢
gedreht werden kann.

Abbildung 2.6: Ansicht der zp-r-Ebene des 3-Achs-Roboters.

Fiir p, # 0 und/oder p, # 0 folgt damit der erste Freiheitsgrad zu

q1 = atan2(py, ps) - (2.21)
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Fiir das Dreieck (SEW), siehe Abb. 2.6, lautet der Kosinussatz fiir den Winkel 7 — g3
2+ (p. — d1)? = d5 + d3 — 2dady cos(m — q3) . (2.22)
Unter Beriicksichtigung von cos(m — g3) = — cos(q3) ergibt sich

r? + (p. —d1)* — dj — df

2.2
2dody (2.23)

Cqs = CO8(q3) =

und damit
g3 = tarccos(cg,) , (2.24)

unter der Voraussetzung, dass der Punkt x, im Aufgabenraum des 3-Achs-Roboters
liegt, also /1% + (p, — d1)? < dg + dy gilt. Auf dhnliche Weise kann der verbleibende
Winkel g2 berechnet werden. Aus dem Dreieck (SBW) wird die Zwischengrofie o
geméf

a = atan2(p, — di,r) (2.25)

berechnet und der Zusammenhang
cos(f)\/72 + (p — d1)? = da + dy cos(g3) (2.26)

ist durch zweimalige Projektion im Dreieck (SW A) ersichtlich. Unter Verwendung
von (2.23) berechnet sich die Zwischengrofie § zu

2 N2 g2 g2
B = arccos e —d) +d —d (2.27)
2d2 7’2 + (pz — d1)2
und es folgt der verbleibende Winkel ¢go geméf
7r
Gp==——aFf. (2.28)

2

Bisher wurden also zwei unterschiedliche Losungen gefunden: Die Elbow- Up-Losung
hat ein negatives Vorzeichen in (2.28) und ein positives Vorzeichen in (2.24) und fiir
die Elbow-Down-Losung ist es umgekehrt. Insgesamt besitzt der 3-Achs-Roboter mit
RRR-Struktur vier unterschiedliche Losungen, wie in Abb. 2.7 gezeigt ist. Wird die
erste Achse um 180° gedreht mit ¢j = g1 + 7, der zweite Winkel zu ¢5 = —g2 und der
dritte Winkel zu ¢5 = —gq3 gewéhlt, so konnen die zwei weiteren Losungen gefunden
werden.
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Abbildung 2.7: Vier Konfigurationen fiir die inverse Kinematik des 3-Achs-Roboters:
(a) Shoulder-Right/Elbow-Up, (b) Shoulder-Left/Elbow-Up, (c)
Shoulder-Right/Elbow-Down, (d) Shoulder-Left/Elbow-Down [2.2].

Beispiel 2.3 (Inverse Kinematik des sphérischen Handgelenks). Abb. 2.8 zeigt eine
schematische Darstellung eines sphéarischen Handgelenks und den zugehorigen Koor-
dinatensystemen (0;x;y;2;), welche jeweils korperfest im Glied 7 liegen, ¢ = 4,5, 6. Die
Glieder sind durch die drei Rotationsgelenke mit den Koordinaten q* = [q4 g5 g¢]
verbunden. In diesem Beispiel wird die inverse Kinematik des sphéarischen Handge-
lenks betrachtet, d. h. es werden die Gelenkswinkel g4, g5 und g¢ fiir eine vorgegebene
Orientierung Re 4 bzw. ¢, 4 des Endeffektorkoordinatensystems (Osx6ys26) gesucht.
Zunéachst wird die kinematische Kette anhand der homogenen Transformationen

Rf(q) dj(q)
H (q) = H)(q4)Hj (g5)HE (g6) = [ “0 01 (2.29)
mit
H{(q4) = Hr. g, Hr. 4, (2.30)
HZ(QS) = HRy,q5 (2~31)
HE (¢6) = HRe g Hrz 40 (2.32)

beschrieben, welche direkt aus Abb. 2.8 abgelesen werden kénnen. Es ist zu beachten,
dass sich die Rotationsmatrix R$(q) in (2.29) zu

Cq4Cq5Cqs — SqaSqs  ~CqaCqsSqe — SqaCqs  CquaSgs
6 _
Rg(q) = 5¢4Cq5Cq6 T CquSqe  —5¢4Cq55qs T CqaCqs  SqaSqs (2.33)

—3¢5Cqs Sq55qs Cqs
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ausgewertet. Diese weist die gleiche Form auf wie die Rotationsmatrix fiir die klassi-
schen EULER-Winkel in (2.11) mit ¢ = g4, 8 = ¢5 und ¢ = g¢. Der Zusammenhang
kommt durch die Wahl der Koordinatensysteme und durch die gewahlte Sequenz
von Drehungen in der kinematischen Struktur zustande. Durch diese mathematische
Ubereinstimmung folgt sofort mit den Gleichungen (2.12) und (2.13) die inverse
Kinematik fir das sphérische Handgelenk eines Roboters fiir eine gegebene Orientie-
rung ¢, 4 bzw. fiir eine gegebene Rotationsmatrix R, g in der Form (2.11). Fiir jede
Orientierung im Aufgabenraum existieren somit zwei Sitze von Losungen q.

26

[ Y4,Y5

T

Abbildung 2.8: Sphérisches Handgelenk [2.2].

Beispiel 2.4 (Inverse Kinematik des 6-Achs-Roboters mit spharischem Handgelenk).
Aufbauend auf den drei Beispiele 2.1 bis 2.3, soll in diesem Beispiel die inverse
Kinematik des 6-Achs-Roboters mit sphérischem Handgelenk in Abb. 2.4 analytisch
gelost werden.

Im 6-dimensionalen Aufgabenraum wird nun eine Endeffektorpose xz 4= [pg d ¢;r,d]
vorgegeben und die zugehorigen Konfigurationen q* = [¢1 --- ¢g] werden gesucht,
siehe Abb. 2.9. Es ist daher Rg,d = R(¢.4) gemiB (2.11) und dg,d = Ppeq. Fiir
die inverse Kinematik des 6-Achs-Roboters mit sphérischem Handgelenk wird der
Handgelenkspunkt W = 04 als Bezugspunkt gewéhlt und die Position dieses Punktes
folgt zu

T
d4 — d&d - Rg,d |:O 0 d6i| . (234)

Wie anhand von (2.17) und Abb. 2.9 nachvollzogen werden kann, ist der Vektor dj
ausschlieBlich eine Funktion der ersten drei Gelenke, also gilt dj = dé(ql, q2,q3). Es
ist zu beachten, dass dies nicht fiir die Rotationsmatrix R = Rg(q1, 2, g3, q4) gilt,
wie auch in Abb. 2.4 ersichtlich ist: ¢4 dreht um die Langsachse des Gliedes 4 und
bewegt damit den Ursprung des Koordinatensystems (0424y424) nicht.
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1.

2.

R3(q1, 92, g3)

Abbildung 2.9: Inverse Kinematik des 6-Achs-Roboter mit sphéarischem Handgelenk

2.2].

Damit kann die inverse Kinematik in folgenden Schritten gelost werden, vgl.
Abb.

2.9:
Berechnen des Handgelenkspunktes dj(qi, g2, ¢3) geméif (2.34).

Losen der inversen Kinematik fiir (q1, g2, ¢3) analog zu Beispiel 2.2.

. Berechnen von R3(q1, g2, ¢3) mithilfe von (2.17).

T
Berechnen von R§(qu4, g5, 46) = (R3(q1, 92, 43)) R 4-

. Losen der inversen Kinematik fiir (g4, g5, ¢s) analog zu Beispiel 2.3.

2.3 Differentielle Kinematik

Der vorigen beiden Abschnitte 2.1 und 2.2 zur Vorwértskinematik bzw. inversen Kinematik
haben den Zusammenhang zwischen den Punkten im Konfigurationsraum q € R"™ und
dem Aufgabenraum eines Roboters x. € R™ hergestellt. Die differentielle Kinematik
beschéftigt sich nun mit den Geschwindigkeiten im Konfigurations- und Aufgabenraum
und den mathematischen Beziehungen zwischen den Rdumen. Die wichtigsten Werkzeuge
dabei sind die analytische und die geometrische Jacobi-Matrix. Zusatzlich konnen mit
diesen Matrizen kinematische Eigenschaften von Robotern analysiert werden, wie z. B.
Singularitdten, und auch Loésungen der inversen Kinematik fiir Roboterbewegungen im
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Aufgabenraum gefunden werden.

2.3.1 Analytische und geometrische Jacobi-Matrix

Die Pose des Endeffektors wird durch den Vektor x, im m-dimensionalen Aufgabenraum
beschrieben. Die Geschwindigkeit des Endeffektors x, wird durch zeitliches Ableiten der
Vorwértskinematik (2.10) gemaf

: Pe 0 : :
Xe= |, | = 5-fl@)a=Ju(a)q (2.35)
¢.] 24
4 ~~——
Ja(q)
mit der m x n analytischen Jacobi-Matriz (engl. analytical Jacobian)

Jula) = o-f(q) € R™" (2.36)
dq

berechnet. In (2.35) wurde die translatorische Endeffektorgeschwindigkeit p. und die
rotatorische Endeffektorgeschwindigkeit in Minimalkoordinatendarstellung <,:be eingefiihrt.
Die analytische Jacobi-Matrix gibt also an, welche zeitlichen Anderungsraten sich in den
Koordinaten des Aufgabenraumes %, zufolge der Gelenksgeschwindigkeiten ¢ ergeben.
Direktes Berechnen von 0f(q)/dq ist aber fur die Koordinaten der Orientierung meist
nicht moglich, weil ¢.(q) nicht in Form von geschlossenen Ausdriicken vorliegt, sondern
tiber die Rotationsmatrix R§(q) berechnet werden muss, siehe (2.12) und (2.15).

Die momentanen Endeffektorgeschwindigkeiten konnen auch in Form der translatorischen
Geschwindigkeit p. = dg und dem Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeiten w. = wg,
beschrieben im Inertialkoordinatensystem (Opxoyozo), ausgedriickt werden. Der Vektor
mit den Komponenten wf§ = [w; wfo ws]" ergibt sich aus der Rotationsmatrix des
Endeffektors R§ und dessen Zeitableitung mit

0 —W8,3 WS,Q
S(wh) =RGRE = | wsy 0 —wiy| (2.37)
_WS,Q wg,l 0

unter Verwendung des schiefsymmetrischen Operators S(w) [2.1]. Identisch zu (2.35)
berechnet sich die translatorische Geschwindigkeit geméaf

: e (0 L :

be = dila) =3 5 db(@ )i (2.33)
wahrend sich die schiefsymmetrische Matrix zum Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeiten
w, mithilfe von (2.37) zu

S(w.) = Rila)(R5(@)" = X (5

=1

5o Ro(@) ) (Ri(a) (2:39

ergibt. Bei den obigen Gleichungen (2.38) und (2.39) wird sichtbar, dass sich die Geschwin-
digkeiten p. und w, als Produkt einer Matrix, welche nur von q abhéngig ist, und den

Fachvertiefung Automatisierungs- und Regelungstechnik (2025W)
©C. Hartl-Nesic, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.3 Differentielle Kinematik Seite 23

Gelenksgeschwindigkeiten g zusammensetzen. D. h. diese Gleichungen sind lediglich linear
in den Gelenksgeschwindigkeiten ¢. Folglich kann Gleichung (2.38) in der Form

_ Ope.,
_8qq

pe = Jv(q)q (240)

mit einer Matrix J,(q) dargestellt werden. Ausgehend von (2.39) wird die Matrix J,(q)
geméf

we =Ju(q)q (2.41a)
Owe
Jola) =[G Gee] =T (2.41b)

eingefiihrt. Die obigen Matrizen werden schliefflich zur geometrischen Jacobi-Matriz (engl.
geometric Jacobian) J,(q) € R™*" zu

. 9pe
[Z = Jy(a)a = !J”(q) ] q= [ oa ] q (2.42)

Jo(a) B
zusammengefasst. Die geometrische Jacobi-Matrix J4(q) unterscheidet sich bei den ro-
tatorischen Geschwindigkeiten von der analytischen Jacobi-Matrix J,(q). Wéhrend bei
der analytischen Jacobi-Matrix J,(q) in (2.36) implizit eine Minimalkoordinatendarstel-
lung ¢, = ¢(R§) gewdhlt wurde, siche (2.12) und (2.15), ist hingegen die geometrische
Jacobi-Matrix J,(q) aus (2.42) unabhéngig von der Wahl der Koordinatendarstellung der
Orientierung.

Beispiel 2.5 (Jacobi-Matrizen des 3-Achs-Roboters). In diesem Beispiel werden die
Jacobi-Matrizen des 3-Achs-Roboters aus Beispiel 2.2 berechnet und untersucht.
Der Roboter mit drei Rotationsgelenken und den korperfesten Koordinatensystemen
(0;z;yizi), i = 1,...,4 ist in Abb. 2.5 dargestellt. Aus dieser Abbildung werden die
homogenen Transformationen zwischen den Koordinatensystemen in der Form

H(l)(QI) = HRz,ql HTz,dl H%(QQ) = HRy,ngTz,dz
H3(g3) = Hry.g Hj = Hr. g,

bestimmt und es folgt aus

Rj(a) dj(aq)
H{(q) = Hj(q1)H] (q2)H3 (g3) HS = [ 00 01 (2.43)
die Vorwiartskinematik des 3-Achs-Roboters geméf
(dysin(ga + q3) + da sin(ge)) cos(q1)
xe = £(q) = pe = dj(a) = | (dysin(gz + g3) + dasin(gz)) sin(q1) | - (2.44)

dycos(qa2 + q3) + dacos(q2) + di
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Werden die Koordinaten des Aufgabenraums als x. = d3(q) gewihlt, so wird sich
die geometrische Jacobi-Matrix J4(q) aus

_ody 0

= 5q ~ 9q @ =Jal@) (2.45)

Jy(a)

berechnet. Zusétzlich zeigt (2.45) auch, dass die geometrische Jacobi-Matrix J,(q)
und die analytische Jacobi-Matrix J,(q) identisch sind, wenn nur die Position, aber
nicht die Orientierung als Koordinaten des Aufgabenraumes gewéhlt werden.

Im Folgenden wird die Jacobi-Matrix fiir eine vorgegebene Konfiguration qT =
g1 5 0] mit g1 € R untersucht. Diese Konfiguration q ist in Abb. 2.10 dargestellt
und die zugehorige geometrische Jacobi-Matrix J4(q) ergibt sich zu

—(dz + d4) Sin(ql) 0 0
Jg(@) = | —(dy + dy) cos(q1) 0 0. (2.46)
0 —(d2 +dy) —dy

Wird nun ein einzelnes Gelenk bewegt, z.B. 1 = 1, o = g3 = 0, d. h. g = [1 0 0], so
folgt die translatorische Geschwindigkeit am Endeffektor zu

1 —(dg + dy) sin(q1)
Vg = Xela=q = J¢(@) |0| = | —(d2 + d1) cos(q1) | - (2.47)
q=q
0 0

Daraus folgt allgemein, dass die erste Spalte der geometrischen Jacobi-Matrix J,(q)
die Momentangeschwindigkeit im Aufgabenraum anzeigt, wenn das erste Gelenk
mit ¢ = 1 bewegt wird. In diesem Beispiel ist (2.47) eine reine translatorische
Geschwindigkeit v,,. Der Faktor (d2 + d4) entspricht dem momentanen Abstand
des Endeffektors zur Drehachse ¢; und die Terme —sin(g;) und — cos(q1) geben die
Richtung an, welche parallel zur y4-Achse liegt, vgl. Abb. 2.5. Analog dazu beschreiben
die zweite und dritte Spalte von J4(q) die translatorischen Geschwindigkeiten zufolge
G2 =1 bzw. g3 = 1 gemaf

0 0
Vg, = 0 ) Vg = 0
—(da + dy) —dy

Beide Geschwindigkeiten zeigen in die negative zp-Richtung, wobei die Achse ¢o den
Abstand do 4+ d4 und die Achse g3 nur den Abstand d4 zum Endeffektor aufweist.
Die berechneten Geschwindigkeiten vg,, i = 1,2, 3 sind fiir die Konfiguration q in
Abb. 2.10 eingezeichnet.
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Abbildung 2.10: Translatorische Geschwindigkeiten v,, und Drehwinkelgeschwindig-
keitn w,, am Endeffektor des 3-Achs-Roboters in der Konfiguration
4 = [q1 § 0] zufolge der Gelenksgeschwindigkeiten ¢; = 1,7 = 1,2, 3.

Im néchsten Schritt werden die obigen Zusammenhénge auch fiir dem Vektor
der Drehwinkelgeschwindigkeiten w, am Endeffektor mithilfe der Jacobi-Matrix
J.,(q) nachvollzogen. Die Rotationsmatrix R3(q) des Endeffektorkoordinatensystems
(044y424) in (2.43) lautet

cfh(_sq23q3 + quc%) —Sq1 Cq (Sq2cq3 + cqzs%)
4 _
Ry(a) = Sq1(—Sg28gs T C2Cas)  Cq1 Squ(SgaCqs + Cqn5q3) | > (2.48)
—Sq2Cq3 — Cq25q3 0 —Sq25q3 + Cq2Cq3

unter Verwendung der Notation aus (2.11). Der Vektor der Drehwinkelgeschwindig-
keiten w, folgt daraus mithilfe des schiefsymmetrischen Operators (2.37) gemé&f

) 0 i cos(q1) (g2 + ds)
S(we) = R§(Rg) = i 0 sin(q1)(d2 + ds)
—cos(q)(d2 +ds) —sin(q)(da + d3) 0
(2.49)

zu
—sin(q1)(g2 + 43)

we = | cos(q1)(g2 +q3) | - (2.50)
qQ1
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Der Rotationsteil der Jacobi-Matrix J,(q) mit (2.42) gemé&f

5 0 —sin(q1) —sin(q1)

We

Ju(a) = 94 0 cos(q1)  cos(qr) (2.51)
1 0 0

berechnet. Wird nun wiederum die erste Achse mit ¢; = 1 bewegt wihrend die
anderen im Stillstand sind, ¢ = g3 = 0, d.h. @ = [1 0 0], so ergibt sich der Vektor
der Drehwinkelgeschwindigkeit w,, zufolge der ersten Achse in der Form

0
—a=4Ju(@ 0| = |0] . (2.52)
=4 )

Dies entspricht einer reinen Rotation des Endeffektorkoordinatensystems um die
zo-Achse, welche parallel zur ¢1-Achse liegt. Die Drehwinkelgeschwindigkeiten zufolge
der Achsen ¢o und ¢3 ergeben sich zu

— sin(q1) —sin(qp)
wg, = | cos(q1) wg, = | cos(q1) | »
0 0

welche parallel zur y;1-Achse bzw. der ¢o- und g3-Achse sind. Hier ist zu beachten, dass
der Abstand zur Drehachse hier keine Rolle spielt, da die Drehwinkelgeschwindigkeiten
an allen Punkten des Endeffektorkoordinatensystems gleich ist. Die Norm aller
Drehwinkelgeschwindigkeiten ist gleich der vorgegebenen Achsgeschwindigkeit, d. h.
|lwgll = ¢ = 1, i = 1,2,3. Diese geometrischen Zusammenhénge sind auch in
Abb. 2.10 ersichtlich.

Sowohl (,i’)e als auch w, beschreiben Drehgeschwindigkeiten des Endeffektorkoordinaten-
systems. Das zeitliche Integral von we, also [ w, d¢, fithrt allerdings zu keinem sinnvollen
Ausdruck fiir die Orientierung. Im Gegensatz dazu ist ¢, = [ ¢, dt ein giiltiger Zusammen-
hang, denn geméB (2.35) ist ¢, eine echte Zeitableitung der Minimalkoordinatendarstellung
¢, und beschreibt die momentane Drehwinkelgeschwindigkeit in diesen Koordinaten. Dies
illustriert das folgende Beispiel.

Beispiel 2.6 (Integral des Vektors der Drehwinkelgeschwindigkeiten). Es sei die
Orientierung eines Starrkorpers zum Zeitpunkt ¢ = 0 bekannt. Beginnend bei dieser
Orientierung wird der Starrkérper mit zwei unterschiedlichen Zeitverlaufen fiir den
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Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeit gedreht, ndmlich

[z 0 o}T fiir 0 <t < 1

wi(t) = L2 T (2.53)
0 5 0 fir1<r<2
und
T
05 o firo<t<i
wa(t) = T . (2.54)
(5 00 fir1<r<2
Das Integral {iber den gesamten Zeitverlauf 0 <t < 2 liefert fiir beide Falle
2 T
wi)dt=|z2 = o , i=12, 2.55
fjewa=[5 5 o (259

jedoch kommt in beiden Féllen eine ganz unterschiedliche Lage fiir den Starrképer
zum Zeitpunkt ¢ = 2 heraus, wie dies in Abb. 2.11 dargestellt ist.

20
w1 (t)
Yo
Zo
20
wa(t)
Yo
Zo
Abbildung 2.11: Bewegung des Starrkérpers, welcher mit w1 (¢) bzw. mit ws(t) rotiert
wird [2.2].

Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen ée und w, diskutiert. Zunéchst wird
der Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeiten des Endeffektors w, mithilfe von (2.12) bzw.
(2.15), (2.37) und geméaf

S(we) = R(¢.)R"(9,) (2.56)

ausgedriickt. Wie in (2.39) zeigt sich, dass w, linear in qbe ist. Dies bedeutet, dass ein
linearer Zusammenhang zwischen ¢, und w,. mit einer Transformationsmatrix T(¢,)
geméf

We = T(¢e)d)e (257)

existieren muss. Diese Matrix T(¢,) = T;;i(¢,.) folgt fiir die gewéhlte Konvention der
Minimalkoordinatendarstellung i, j, k € {z,y, z} aus dem Vektor der Drehwinkelgeschwin-
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digkeiten w, in der Form

T(6,) = Tijp(d,) = aj)we (2.58)

und lautet fiir die klassischen EULER-Winkel
0 —sin(p) cos(p)sin(6)
T.y-(¢.) = |0 cos(¢) sin(y)sin(f) (2.59)
1 0 cos(6)
und fiir die RPY-Winkel
0 —sin(a) cos(a)cos(pf)
Toye(@.) = |0 cos(a) sin(a)cos(B)| - (2.60)
1 0 — sin(5)

Schliellich folgt mit (2.57) der Zusammenhang zwischen den Jacobi-Matrizen J4(q)
und J,(q)

[pe N lp 1" % ls@a. e
we|  |T@0d.| |0 T@)||d.| [0 T(e)

——

Xe Jg(q)

Der Zusammenhang (2.61) zeigt also, dass die geometrische und die analytische Jacobi-
Matrix fiir translatorische Geschwindigkeiten p, identisch sind. Da die beiden Matrizen
lediglich unterschiedliche Darstellungen fiir die Drehrate verwenden, wird hierfiir die
Matrix T(¢,) zum Umrechnen benotigt, siche (2.57).

Beispiel 2.7 (Konstante Drehwinkelgeschwindigkeiten). Dieses Beispiel untersucht den
nichtlinearen Zusammenhang (2.57) zwischen dem Vektor der Drehwinkelgeschwindig-
keiten w,. und der Drehrate ée in Minimalkoordinatendarstellung mit RPY-Winkel.
Dazu wird ein Starrkérper mit der Orientierung ¢, (0) = [0, 0, 0] zum Zeitpunkt
t = 0 in Rotation mit konstanter Drehrate versetzt.

Zunéchst wird eine konstante Drehrate (,‘beT =[1, 0.5, 0]rad/s in Minimalkoordina-
tendarstellung vorgegeben. Der Zeitverlauf der Orientierung des Starrkorpers ¢, (t)
ist direkt das Integral von (.ﬁe, d.h.

t
t .
¢e(t)=/0 ¢e(r)dr = [0.5¢| rad , (2.62)
0

withrend w,(t) zu jedem Zeitpunkt mithilfe von ¢, (t) und ¢, aus (2.57) berechnet
werden kann. Die Zeitverlaufe dieser drei Vektoren sind in Abb. 2.12 dargestellt.
Durch die nichtlineare Abbildung iiber die Matrix T,,.(¢,) aus (2.60) schwankt
der Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeit we(t) sinusférmig zufolge der konstanten

Fachvertiefung Automatisierungs- und Regelungstechnik (2025W)
©C. Hartl-Nesic, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.3 Differentielle Kinematik Seite 29

Drehrate ¢, in RPY-Winkel.

Im zweiten Schritt wird ein konstanter Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeiten
we = [1, 0.5, 0]T rad/s vorgegeben und die zugehorige Drehung in Minimalkoordina-
tendarstellung berechnet. Dazu wird (2.57) auf ¢, umgeformt und gemés

6= [ dur)dr = [ T (8w dr (269

integriert. In Abb. 2.13 sind die Zeitverldufe fiir diese Drehung veranschaulicht. Darin
ist deutlich zu sehen, dass der konstante Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeiten w,
auf eine schwankende Drehrate ¢, in Minimalkoordinatendarstellung fithrt. Weiters
entsteht durch die Verkopplung tiber die Matrix Ty, (¢,) in (2.63) eine Drehung in
allen drei Dimensionen von ¢,.

Dieses Beispiel zeigt, dass durch den nichtlinearen Zusammenhang (2.57) konstante
Geschwindigkeiten w, nicht auf konstante Geschwindigkeiten (i)e abgebildet werden
und umgekehrt.

1 1
4~ “““““““““““ —
v <05
o, -
0 1 1 0 1 1
0 2 4 0 2 4

Abbildung 2.12: Drehung eines Starrkérpers mit konstanter Drehrate (,i’)6 in Minimal-
koordinatendarstellung mit RPY-Winkel.

Abbildung 2.13: Drehung eines Starrkorpers mit konstantem Vektor der Drehwinkel-
geschwindigkeiten we.
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2.3.2 Singularitaten

In der Robotik bezeichnet der Begriff Singularitit jene Konfigurationen des Roboters bei
denen eine Bewegungseinschrankung auftritt. Es gibt eine Reihe von unterschiedlichen
Arten von Singularitdten, welche nach der Ursache kategorisiert sind. Im Folgenden werden
die hdufigsten Arten von Singularitdten fiir Roboter mit serieller Kinematik aufgelistet
und diskutiert.

Kinematische Singularitat

Wie in (2.42) gezeigt, bildet die geometrische Jacobi-Matrix J,(q) die Geschwindigkeiten im
Konfigurationsraum ¢ linear auf die Geschwindigkeiten im Aufgabenraum [p} (w.)T]T ab,
wobei die Jacobi-Matrix selbst im Allgemeinen nichtlinear von der Konfiguration q abhéngt.
Kinematische Singularitdten treten bei jenen Konfigurationen q auf, an denen es zu einem
Rangverlust im Zeilenrang der geometrischen Jacobi-Matrix J4(q) kommt. Das bedeutet,
dass die Abbildung (2.42) nicht mehr alle Geschwindigkeiten im Aufgabenraum [p; (w.)*]*
linear unabhéngig voneinander erzeugen kann. Fir einen kinematisch nichtredundanten
Roboter mit m = n ist J4(q) quadratisch und Konfigurationen q mit Rangverlust
kénnen direkt aus der Gleichung det(J,(q)) = 0 ermittelt werden. In der Néhe einer
Singularitdt hat die geometrische Jacobi-Matrix zwar vollen Rang, ist aber schlecht
konditioniert. Dadurch kénnen in der Néhe einer Singularitéit grofie Geschwindigkeiten ¢ im
Konfigurationsraum in einer oder mehreren Achsen auftreten, um bestimmte Bewegungen
Pe bzw. w, im Aufgabenraum hervorzurufen.

e Singularitdt am Rand des Arbeitsraums: Diese Art von Singularitét tritt immer
dann auf, wenn der Roboter ganz ausgestreckt oder ganz eingezogen ist. Mechanisch
bedingt kann der Roboter ohnehin nicht iiber den Rand seines Arbeitsraums hinaus
fahren. Durch die Singularitdt ist aber auch die entgegengesetzte Richtung nicht
mehr méglich. Daher wird der Rand des Arbeitsraums eines Roboters in der Praxis
gemieden.

e Singularitdt im Inneren des Arbeitsraums: Kinematische Singularitdten kon-
nen auch im Inneren des Arbeitsraumes auftreten, z. B. wenn die Rotationsachsen
von zwei oder mehreren Rotationsgelenken kollinear werden. Eine iibergeordnete
Pfadplanung muss daher im Vorhinein sicherstellen, dass der Roboter nicht in solche
kinematischen Singularitdten hineinfahrt oder in die Ndhe von solchen Singularitdten
kommt.

Beispiel 2.8 (Kinematische Singularitdten des 3-Achs-Roboters). In diesem Beispiel
werden die kinematischen Singularitdten des 3-Achs-Roboters aus Beispiel 2.2 be-
trachtet. Die geometrische Jacobi-Matrix J4(q) wurde bereits in Beispiel 2.5 mit
(2.45) bestimmt. Um die kinematischen Singularitdten beurteilen zu konnen, wird die
und deren Determinante

det(J4(q)) = dady sin(gs) (d4 sin(q2 + ¢3) + da sin(g2) ) (2.64)
S Sa
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berechnet. In (2.64) wurden die beiden Ausdriicke S und S eingefithrt: Wird einer
der beiden Ausdriicke gleich Null, so verschwindet die Determinante und es liegt eine
kinematische Singularitdt vor. Der Ausdruck Sy verschwindet, wenn der Roboterarm
entweder ganz ausgestreckt ist (¢g3 = 2kmw, k € Z, siehe Abb. 2.14a) oder ganz
eingezogen ist (g3 = (2k + 1)m, k € Z). Fiir bestimmte Konstellationen aus den
Winkeln go und g3 liegt der Endeffektor des Roboter auf der zo-Achse (p, = p, =0,
siehe Abb. 2.5) und damit ist der Ausdruck Sy gleich Null. Dies ist in Abb. 2.14b
dargestellt.

Abbildung 2.14: Kinematische Singularitidten des 3-Achs-Roboters: (a) Ausgestreckter
Roboterarm (S; = 0), (b) Endeffektor liegt auf zo-Achse (S2 = 0)
[2.2].

Beispiel 2.9 (Kinematische Singularititen des sphérischen Handgelenks). Ein sphéri-
sches Handgelenk weist kinematische Singularitdten auf, welche bei einem 6-Achs-
Roboter mit spharischem Handgelenk auch im Inneren des Arbeitsraums auftreten
konnen. Zur Analyse der kinematischen Kette, siche Abb. 2.8 wird daher der Vektor
der Drehwinkelgeschwindigkeiten mithilfe von (2.37) aus R§(q) zu

cos(qa) sin(gs)de — s sin(qa)
wg(‘l) = |sin(q) sin(gs)gs + g5 cos(qa) (2.65)
46 cos(gs) + qa

berechnet. Es folgt die zugehorige geometrische Jacobi-Matrix zu
0 —sin(qs) cos(gq)sin(gs)

Jg(@) = |0 cos(qs)  sin(qs)sin(gs) (2.66)
1 0 cos(gs)
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mit der Determinante det(J,(q)) = — sin(gs). Singularititen treten also fiir g5 = k,
k € Z auf. In diesen Fillen sind die Rotationsachsen der Gelenke 4 und 6 kollinear
und die Bewegungsfreiheit des Roboters ist damit eingeschrénkt: Ist ¢4 = —¢g, so wird
keine Bewegung am Endeffektor hervorgerufen. Weiters kann in dieser Singularitét
keine Rotationsgeschwindigkeit um die x5-Achse (sieche Abb. 2.8 fiir g5 = 0) erzeugt
werden, da alle Rotationsgelenke orthogonal dazu stehen.

Reprasentationssingularitat

Eine sogenannte Reprdsentationssingularitdt ist eine Singularitdt, die aufgrund der ge-
wahlten Koordinatendarstellung im Aufgabenraum auftritt. Die Ursache fiir diese Art der
Singularitét liegt daher nicht in der geometrischen Jacobi-Matrix J4(q) (die ausschliellich
die kinematische Kette beschreibt), sondern in der analytischen Jacobi-Matrix J,(q) bzw.
in der Transformationsmatrix T(¢).

Es lésst sich zeigen, dass bei allen Minimalkoordinatendarstellungen der Orientierung
Repréasentationssingularititen auftreten. Zur Analyse der Singularitdten wird die De-
terminante von T(¢) betrachtet. Fiir die klassischen EULER-Winkel lautet diese, siehe
(2.59)

det(T.,+($,)) = —sin(6) (2.67)

und fiir die RPY-Winkel, siehe (2.60), folgt

det(T.yz(.)) = —cos() . (2.68)

Eine Représentationssingularitiat liegt vor, wenn det(T(¢.)) = 0 gilt und damit die
Inverse T~ !(¢,) nicht existiert. In diesem Fall kann aus einem gegebenen Vektor der
Drehwinkelgeschwindigkeiten des Endeffektors w, keine zugehorige Winkelgeschwindigkeit
der EULER-Winkel ¢, berechnet werden, sieche (2.61). Zusitzlich degenerieren in einer
Représentationssingularitiat auch die Gleichungen (2.12) und (2.13) bzw. (2.15) und (2.16).
Es kénnen ¢ und v nicht mehr unabhéngig voneinander berechnet werden — nur noch
die Summe bzw. die Differenz von ¢ und 1. Diese Singularitéten lassen sich durch eine
Nicht-Minimalkoordinatendarstellung der Orientierung (z. B. Quaternionen) beheben.

2.4 Differentielle inverse Kinematik

Mit der inversen Kinematik in Abschnitt 2.2 werden Konfigurationen q im Konfigurati-
onsraum fiir eine gegebene Pose x. 4 im Aufgabenraum gesucht. Bei der differentiellen
inversen Kinematik werden nun zusétzlich die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
beriicksichtigt. Dadurch konnen nicht nur Lésungen fiir statische Posen x, 4 gefunden wer-
den, sondern es konnen gewiinschte Zeitverldufe x. 4(t), X¢ q(t) und %, 4(t) in Zeitverlaufe
im Konfigurationsraum q(t), q(¢) und ¢(t) iibertragen werden.

Im Folgenden wird ein numerisches Verfahren fiir die differentielle inverse Kinematik fiir
kinematisch nichtredundante Roboter, d. h. fiir n = m, fiir Geschwindigkeiten %X, 4(t) vorge-
stellt. Dieses Verfahren erlaubt es, die Roboterbewegung im Konfigurationsraum q(t) und
q(t) zu einer gegebenen Bewegung des Endeffektors im Aufgabenraum x. ¢(t) und %, 4(t)
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zu berechnen. Im darauffolgenden Abschnitt wird das Verfahren auf Beschleunigungen
X q(t) erweitert.

2.4.1 Differentielle inverse Kinematik fiir Geschwindigkeiten

Wenn die Anzahl m = dim(x.) der Koordinaten des Endeffektors im Aufgabenraum x.
gleich der Anzahl n = dim(q) der mechanischen Freiheitsgrade q des Roboters ist, d. h. m =
n, dann ist die analytische Jacobi-Matrix J,(q) quadratisch. Aulerhalb von Singularitaten
ist J,(q) reguldr und es konnen daher die Geschwindigkeiten im Konfigurationsraum g
direkt durch Inversion von J,(q) in der Form, siehe (2.35)

a=J."(a)%cq (2.69)

aus den gewiinschten Geschwindigkeiten im Aufgabenraum x. 4 bestimmt werden. Die
Trajektorie der generalisierten Koordinaten q(t) wird nun einfach iiber Zeitintegration
aus (2.69) mit der Anfangsposition q(0) geméf

at) = [ a(mdr+a (2.70)

berechnet. Bei der Implementierung in einem Digitalrechner muss allerdings eine Zeitdis-
kretisierung eingefithrt werden und (2.70) mit numerischen Methoden integriert werden,
z.B. dem expliziten EULER-Verfahren. Die resultierende Gleichung lautet

altre1) = qte) + Tud (q(te)) ke (2.71)

mit der Abtastzeit T, und dem Zeitindex k. Nach kurzer Zeit weicht allerdings die diskrete
Integration q(t;) von der zeitkontinuierlichen Trajektorie q(t) ab zufolge einer Drift bei
der numerische Integration.
Um das obige Problem zu beheben, wird der Fehler in den Koordinaten des Aufgaben-
raums gemaf
€=Xcq— Xe =Xcq— £(q) (2.72)

eingefithrt und dessen Zeitableitung ist

€= Xe,d - Ja(q)q > (2'73)

unter Verwendung der differentiellen Kinematik (2.36). Anstatt die Gelenksgeschwindigkeit
q gemaB (2.69) vorzugeben, wird nun der Fehler e in der Form

a=1J,"(q)(kea + Ke) (2.74)

mit der Verstarkungsmatrix K riickgefithrt. Eingesetzt in (2.73) ergibt sich das lineare
Fehlersystem
¢+ Ke=0, e(0)=ey=x.4(0)—1(q(0)) . (2.75)

Dieses Fehlersystem ist asymptotisch stabil, wenn die Verstiarkungsmatrix K positiv
definit gewahlt wird und die Konvergenzrate hangt von den Eigenwerten dieser Matrix
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ab. Zusétzlich werden die Fehlerdynamiken (2.75) entkoppelt, wenn K = diag(kq, ..., kn)

mit positiven Eintragen k;, ¢ = 1,...,m gewahlt wird und es folgt
d_ _ ke (0) = eo (2.76)
dtez = i€, € = €0,i .

Damit nehmen die Fehler mit den frei vorgebbaren Zeitkonstanten k; > 0 exponentiell
geméf
ei(t) = €0,; exp(—kit) . (2.77)

ab. Fiir systemtheoretische Betrachtungen sei auf die Vorlesung Automatisierung [2.3]
verwiesen.

Analog zu (2.71) kann auch fiur (2.74) eine zeitdiskrete Formulierung mithilfe des
expliziten EULER-Integrationsverfahrens gefunden werden. Mit (2.72) folgt daraus die
zeitdiskrete differentielle inverse Kinematik

alti1) = alty) + Td " (@(th)) (Realtr) + K(xea(t) — £@(t)) ,  (278)

mit der positiv definiten Verstdrkungsmatrix K.

2.4.2 Differentielle inverse Kinematik fiir Beschleunigungen

Mithilfe der vorgestellten Riickfithrung des Fehlers e in (2.74) und (2.78) kann eine
vorgegebene Bewegung des Endeffektors x. 4(¢) in den zugehorigen zeitlichen Verlauf
im Konfigurationsraum q(t) fiir einen kinematisch nichtredundanten Roboter umgerech-
net werden. Die Algorithmen liefern dabei die Position q(t) und die Geschwindigkeit
q(t) im Konfigurationsraum. Viele modellbasierte Regelungskonzepte, Trajektorien- und
Pfadplanungsalgorithmen bendtigen aber zusétzlich auch die Beschleunigungen im Konfi-
gurationsraum ¢(¢). Daher wird der obige Algorithmus im Folgenden auf Beschleunigungen
erweitert.

Der Zusammenhang zwischen den Beschleunigungen im Konfigurationsraum und im
Aufgabenraum wird als Zeitableitung von (2.35) gemaf

%e = Ja(Q)d + Jalaq, 4)q - (2.79)

gefunden. Fiir kinematisch nichtredundante Roboter lasst sich die analytische Jacobi-
Matrix J,(q) auBlerhalb von Singularitdten invertieren. Analog zu (2.69) wird diese
Gleichung auf ¢ zu

i = 351(a) (ke — Ju(a, @)a) (2.80)
umgeformt. Wird nun der Fehler e und der Geschwindigkeitsfehler é in der Form
i =3;" (@) (%ea + Kié + Koe — Jo(q, @) (2.81)

zuriickgefiihrt, so folgt die Fehlerdynamik zu

é+Kie+Kpe=0 (2.82a)
o(0) = e = xe.a(0) — £(q(0)) (2.82D)
é(0) = €9 = Xc,a(0) — Ja(q(0))q(0) (2.82¢)
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Mit den diagonalen Verstarkungsmatrizen Ko = diag(ko1, k0,2, .-, kom) und K; =
diag(k1,1,k12,...,k1,m) folgen die m entkoppelten Gleichungen der Fehlerdynamik

€ + kilﬂ'éi + kioﬂ'ei =0, +=1,...,m, (283)

welche mit kg; > 0, k1; > 0,7 =1,...,m asymptotisch stabil ist.
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3 Trajektorienplanung

Die Bewegung eines Roboters bzw. eines allgemeinen Starrkorpersystems als Funktion der
Zeit wird als Trajektorie bezeichnet. Eine Trajektorie kann sowohl die gesamte Roboter-
bewegung im Konfigurationsraum als Funktion q(¢) als auch die Endeffektorbewegung
im Aufgabenraum mit x.(¢) beschreiben. Bei manchen Anwendungen ist die Trajektorie
des Roboters vollstindig durch die zu 16sende Aufgabe vorgegeben, wenn beispielsweise
der Endeffektor einem Objekt folgen soll. Haufig wird aber auch nur eine Start- und
Zielkonfiguration oder eine Start- und Zielpose fiir eine Roboterbewegung vorgegeben
und die Bewegung zwischen diesen Punkten im Konfigurations- bzw. Aufgabenraum kann
frei gewédhlt werden. Die Aufgabe der Trajektorienplanung ist es nun, Trajektorien zu
berechnen, welche folgende Anforderungen erfiillen:

e Die Trajektorie muss eine hinreichend glatte Funktion der Zeit sein, damit sie durch
das Starrkorpersystem mit den vorhandenen Aktuatoren bzw. den unterlagerten
Regelkreisen ausgefiihrt werden kann.

o Die physikalischen Beschrinkungen fiir die Gelenkspositionen und Gelenksgeschwin-
digkeiten sowie die Beschleunigungen und Drehmomente miissen eingehalten werden.

e Die Berechnung einer Trajektorie kann viel Zeit in Anspruch nehmen, wenn vie-
le Randbedingungen wie Hindernisse im Aufgabenraum oder Zeitoptimalitét be-
riicksichtigt werden sollen. Die berechneten Trajektorien miissen hingegen einfach
auszuwerten sein, damit dies wahrend der Ausfithrung in Echtzeit passieren kann.

In diesem Kapitel wird eine allgemeine Trajektorie aus zwei Teilen zusammenge-
setzt, ndmlich einem Pfad, also einer rein geometrischen Beschreibung der Bewegung im
Konfigurations- oder Aufgabenraum, und einer Zeitparametrierung. In den weiteren Ab-
schnitten werden einerseits geradlinige Bewegungen zwischen einem Start- und Zielpunkt
berechnet und andererseits Bewegungen mit Zwischenpunkten, sogenannten Via-Punkten,
geplant.

3.1 Pfade und Trajektorien

Ein Pfad q(s) ist eine Abbildung des Pfadparameters s auf einen Punkt im Konfigurati-
onsraum des Roboters. Analog kann auch ein Pfad x.(s) im Aufgabenraum des Roboters
definiert werden. Dabei wird angenommen, dass s = 0 beim Startpunkt gilt und mit
s =1 der Zielpunkt erreicht wird. Weiters spezifiziert nun die Zeitparametrierung s(¢) den
Zeitverlauf von s und weist jedem Zeitpunkt ¢ zwischen dem Anfangszeitpunkt ¢ = 0 und
dem Endzeitpunkt t = T einen Wert zwischen 0 und 1 zu. Damit ist die Zeitparametrierung
als Funktion s : [0,7] — [0, 1] definiert.
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Ein Pfad x(s) zusammen mit einer Zeitparametrierung s(t) spezifiziert eine Trajektorie
x(s(t)) fur eine Koordinate im Konfigurations- oder Aufgabenraum. Die zugehorige Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung als Funktion der Zeit werden unter Verwendung der
Kettenregel geméaf

x = x(s(t)) (3.1a)

&= ?;;é (3.1b)
0 0?

= 8—§§ + a—sf.é? (3.1¢c)

berechnet.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wird die Trajektorienplanung im Weiteren fiir
eine skalare Funktion x(s(t)) vorgestellt. Die folgenden Konzepte koénnen gleichermafien auf
vorgegebene Pfade und Zeitfunktionen im n-dimensionalen Konfigurationsraum qq(s(t))
und m-dimensionalen Arbeitsraum x. 4(s(t)) angewendet werden.

3.2 Geradlinige Pfade

Eine haufige Aufgabe ist es, einen Roboter von einer Konfiguration in eine andere Konfigu-
ration zu bewegen, wobei der Roboter vor und nach der Bewegung im Stillstand sein soll
und die genaue Bewegung dazwischen ,frei“ ist. Diese Art der Bewegung wird Punkt-zu-
Punkt-Bewegung (engl. point-to-point motion, PTP) genannt und ist im einfachsten Fall
ein geradliniger Pfad im Konfigurationraum. Mit dieser Wahl des Pfades ist immer gewéhr-
leistet, dass die mechanischen Beschrankungen der Gelenkspositionen ¢; min < ¢ < i maz,
i =1,...,n, stets eingehalten werden. Solche geradlinigen Bewegungen sind auch im
Aufgabenraum des Roboters moglich und diese werden als Linearbewegung (engl. linear
motion, LIN) bezeichnet. Bei einer Linearbewegung ist hingegen nicht garantiert, dass die
Beschrankungen in den Gelenkspositionen erfiillt sind.

Fiir eine skalare Koordinate z im Konfigurations- oder Aufgabenraum wird ein gerad-
liniger Pfad z(s) von einem Startpunkt xp zu einem Zielpunkt x; mit s € [0,1] in der
Form

z(s) =z + s(z1 —xo) , s€[0,1] (3.2)
mit den Ableitungen, vgl. (3.1)
Ox

% =1 — X (33&)
0%z
52 =0 (3.3b)

definiert. Eine geradlinige Bewegung im Konfigurationsraum fithrt im Allgemeinen nicht zu
einer geradlinigen Bewegung im Aufgabenraum aufgrund des im Allgemeinen nichtlinearen
Zusammenhangs iiber die Roboterkinematik (1.2) bzw. (1.3). Dies soll im Folgenden
anhand des Beispiels eines 2-Achs-Roboters gezeigt werden.
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Beispiel 3.1 (Geradlinige Pfade eines 2-Achs-Roboters). In diesem Beispiel sollen
geradlinige Pfade fiir einen 2-Achs-Roboter sowohl im Konfigurationsraum als auch
im Aufgabenraum geplant werden. Der 2-Achs-Roboter mit den Gelenkswinkeln qT =
[¢1 ¢2] und den Abmessungen d; und ds ist in Abb. 3.1a dargestellt. Die Gelenkswinkel
sind mechanisch mit 0° < ¢; < 180° und 0° < ¢o < 150° beschrankt. Der Startpunkt
des Pfades ist qf = [g0,1 o,2] und der Endpunkt wird mit qf = [g1,1 q1.2] bezeichnet.

Konfigurationsraum Im Konfigurationsraum werden geradlinige Pfade in der Form
(3.2) fiir jedes Gelenk einzeln geplant, d. h.

q(s) = [ql(s)] =

q2(s)

g1+ s(q11 —qo1)

] , s€0,1], (3.4)

g2+ s(q12 — qo2)

bzw. in Vektorschreibweise

a(s) =qo+s(qi —qo), s€]0,1]. (3.5)

In den Abbildungen 3.1b und 3.1c ist der durch die Gelenkswinkelbeschréin-
kungen zuldssige Konfigurations- bzw. Aufgabenraum als hellgraue Flache
dargestellt. In Abb. 3.1b ist der geradlinige Pfad zwischen den Punkten qg und
q ersichtlich. Im Gegensatz dazu entsteht durch diese geradlinige Bewegung im
Konfigurationsraum eine kurvige Bewegung im Aufgabenraum, siche Abb. 3.1c.

Aufgabenraum Mithilfe der Vorwértskinematik des 2-Achs-Roboters f(q) geméf

. — [an] o = f(q) = [d1 cos(q1) + da cos(q1 + g2) (3.6)

di sin(q1) + dasin(q1 + ¢2)

werden zunéchst der Start- und der Endpunkt qg bzw. q; in den Aufgabenraum
gemaf

xo = f(qo) = [z01 20,2]"

x1 = f(qi) = [z11 212]"

tibertragen. Analog zu (3.2) wird nun im Aufgabenraum ein geradliniger Pfad
fiir den Endeffektor x.(s)

xe,l(s)]

Te2(S)

zo1 + s(z11 — o,1)

Xe(s) = [

=x0+ s(x1 —xp), s€][0,1],
T2 + s(T12 — 960,2)]

(3.9)
geplant. Um diese Bewegung auszufiihren, kann einerseits die inverse differentiel-
le Kinematik aus Abschnitt 2.4 verwendet werden. Damit wird zunéchst die Ro-
boterbewegung in den Konfigurationsraum umgerechnet und anschliefend kann
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diese mithilfe eines Reglers im Konfigurationsraum ausgefiihrt werden. Anderer-
seits kann die Regelung auch im Aufgabenraum erfolgen (siche Abschnitt 1.3.2)
und der Pfad (3.9) zusammen mit einer geeigneten Zeitparametrierung s(t)
kann direkt im geschlossenen Regelkreis vorgegeben werden.

Der geradlinige Pfad im Aufgabenraum des 2-Achs-Roboters ist in Abb. 3.1e
dargestellt, wahrend der zugehorige, kurvige Pfad im Konfigurationsraum in
Abb. 3.1d zu sehen ist. In beiden Darstellungen ist deutlich zu sehen, dass
der geplante Pfad den Arbeitsbereich des Roboter verldsst und die untere
Gelenkswinkelbeschriankung von ¢ verletzt wird. Dies zeigt, dass besonders
bei der Pfadplanung im Aufgabenraum auf die Einhaltung der mechanischen
und physikalischen Beschrinkungen der Gelenkswinkel, -geschwindigkeiten und
-beschleunigungen geachtet werden muss.

q2 A
180
A1
901
“qo R '
90 90 180 ¢
=901 () (c)
a2 )
180
i h *qi
90,
b ‘ ’
—90 90 180 @1
0T (@) (o)

Abbildung 3.1: Geradlinige Pfade eines 2-Achs-Roboters: (a) Roboterkinematik und
generalisierte Koordinaten q, (b) geradliniger Pfad im Konfigurations-
raum, (c) zugehoriger kurviger Pfad im Aufgabenraum, (d) kurviger
Pfad im Konfigurationsraum, welcher aus einem geradlinigen Pfad
im Aufgabenraum resultiert, (e) geradliniger Pfad im Aufgabenraum,
welcher die Gelenkswinkelbeschrankungen verletzt [3.1].
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3.3 Zeitparametrierung

Durch die Zeitparametrierung s(t) eines Pfades x(s) entsteht eine Trajektorie x(s(t)). Die
Zeitparametrierung s(t) gibt nun den zeitlichen Verlauf vom Anfangszeitpunkt ¢ = 0 mit
5(0) = 0 bis zum Endzeitpunkt ¢ = 7" mit s(7") = 1 vor. Durch die Wahl von s(t) kann
sichergestellt werden, dass die Roboterbewegung hinreichend glatt parametriert wird und
auch die Beschriankungen fiir die Geschwindigkeit und die Beschleunigung aller Gelenke
eingehalten werden.

Mit einer allgemeinen Zeitparametrierung s(t) ergibt sich aus (3.1) fiir den geradlinigen
Pfad (3.2) mit (3.3) die Trajektorie

x =x0+ s(x1 — o) (3.10a)
T = S(l‘l — xo) (310b)
&= §(z1 — x0) . (3.10c¢)

Im Folgenden werden zwei unterschiedliche Zeitparametrierungen s(t) vorgestellt. Einer-
seits wird eine Zeitparametrierung mithilfe von Polynomen 3. und 5. Ordnung konstruiert,
mit welchen bestimmte Anfangs- und Endbedingungen erfiillt werden. Andererseits wird
eine Bewegung intuitiv durch ein trapezférmiges Geschwindigkeitsprofil bestehend aus
einer Beschleunigungsphase, einer Phase konstanter Geschwindigkeit und einer Verzoge-
rungsphase beschrieben.

3.3.1 Polynom 3. Ordnung

Fiir die Zeitparametrierung mithilfe eines Polynoms 3. Ordnung in der Form

s(t) = ag + a1t + agt? + azt® (3.11a)
5(t) = a1 + 2ast + 3ast? (3.11b)

konnen insgesamt 4 Randbedingungen vorgegeben werden, um die vier Koeffizienten
ag, - - . ,as zu bestimmen. Fiir die Punkt-zu-Punkt-Bewegung entlang eines geradlinigen
Pfades wird nun gefordert, dass der Roboter zu Beginn (¢t = 0) bei s(0) = 0 im Stillstand
5(0) = 0 startet und nach einer vorgegebenen Zeit t = T bei s(T) = 1 wieder zum
Stillstand kommt, d.h. $(7") = 0. Aus diesen Bedingungen folgen die Koeffizienten geméaf
3 2

CLOZO, CL1:0, azzﬁ, agz—ﬁ. (312)
Die Trajektorie (3.10) zusammen mit (3.11) und (3.12) ist damit vollstandig spezifiziert
und in Abb. 3.2 schematisch dargestellt. Aus (3.11b) wird der Zeitpunkt ¢ = T'/2 bestimmt,
bei dem die maximale Geschwindigkeit

. 3
|$max| = ﬁh’}l - 330‘ (3.13)
auftritt, vgl. (3.10b). Die maximale Beschleunigung ist

. 6
|Zmaz| = ﬁ\xl — x| , (3.14)
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Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Funktionen s(t), $(¢) und §(¢) fir die Zeit-
parametrierung mithilfe eines Polynoms 3. Ordnung [3.1].

welche bei t = 0 und ¢t = T auftritt. Diese einfachen analytischen Zusammenhinge
erlauben es, die Geschwindigkeits- und Beschleunigungsbeschrénkungen des Roboters
bei einer vorgegebenen Endzeit T' zu tiberpriifen. Umgekehrt kann die schnellstmdégliche
Roboterbewegung berechnet werden, indem 7" aus (3.13) bzw. (3.14) berechnet wird.

Beim Polynom 3. Ordnung ist nur die erste Ableitung § stetig, wiahrend die zweite
Ableitung § bereits bei t = 0 und ¢ = T springt. Daher eignet sich dieser Ansatz nur fiir
Systeme, bei denen die Geschwindigkeit der Systemeingang ist, aber nicht fiir Systeme
mit einem Beschleunigungs- bzw. Drehmomenteingang. Weiters haben alle polynomialen
Ansétze die Eigenschaft, dass die maximale Geschwindigkeit nur zu einem Zeitpunkt
erreicht wird und sie eine lange Beschleunigungs- und Verzégerungsphase aufweisen. Damit
wird die Leistungsfidhigkeit des Robotersystems nicht optimal ausgeniitzt.

3.3.2 Polynom 5. Ordnung

Wird die Zeitparametrierung als Polynom 5. Ordnung in der Form

s(t) = ag + art + agt® + azt® + ast* + ast® (3.15a)
5(t) = a1 + 2ast + 3ast® + 4aqt’ + Sast! (3.15b)
5(t) = 2ag + 6ast + 12a4t* + 20ast® (3.15¢)

gewahlt, so kénnen im Vergleich zum Polynom 3. Ordnung noch zuséatzlich die zweiten
Ableitungen am Anfang und am Ende der Roboterbewegung mit §(0) = §(T) = 0
vorgegeben werden. D. h. es wird gefordert, dass die zweite Ableitung zu Beginn und am
Ende stetig ist. Mit diesen Bedingungen werden die Koeffizienten ayg, . .., a5 des Polynoms
(3.15a) gemaB

10 15 6

ﬁ y a4 = —ﬁ, as — ﬁ (316)

a=0, a1=0, a=0, a=
berechnet. In der schematischen Darstellung in Abb. 3.3 ist ersichtlich, dass die zweite
Ableitung §(¢) nun ebenfalls mit Null beginnt und endet. Damit ist diese Zeitparame-
trierung geeignet, um Beschleunigungen bzw. Drehmomente fiir die Bewegungen eines
Robotersystems vorzugeben.
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Abbildung 3.3: Schematische Darstellung der Funktionen s(t), $(¢) und §(¢) fiir die Zeit-
parametrierung mithilfe eines Polynoms 5. Ordnung [3.1].

A 0 ® 6
S§=a: §=0 §=—a
11 vl f ,

T t ta T—t, T t

Abbildung 3.4: Zeitparametrierung mit trapezférmigen Bewegungsprofil: (1) Beschleuni-
gungsphase, (2) Phase konstanter Geschwindigkeit v, (3) Verzogerungsphase
[3.1].

3.3.3 Trapezformige Bewegungsprofile

Bei den trapezformigen Bewegungsprofilen weist die erste Ableitung der Zeitparametrierung
5(t) oder die Geschwindigkeit der Trajektorie %az(s(t)) eines geradlinigen Pfades z(s)
einen trapezférmigen Verlauf auf, wie Abb. 3.4 zeigt. Trapezférmige Bewegungsprofile
bestehen aus drei Phasen, ndmlich einer Beschleunigungsphase (1), einer Phase konstanter
Geschwindigkeit (2) und einer Verzogerungsphase (3). Das zugehéorige Beschleunigungsprofil
mit dem konstanten Beschleunigungsparameter a lautet daher

a 0<t<t,
0 to <t<T —t
5(t) = ‘- ¢ (3.17)
—a T—t,<t<T
0 sonst

und durch einmalige Integration folgt das Geschwindigkeitsprofil zu

at 0<t<ty
ta<t<T—t
sty =1" o= o (3.18)
a(T —t) T—t,<t<T
0 sonst, ,

wobei in (3.17) und (3.18) die Geschwindigkeit v = at, und die Beschleunigungs- und Ver-
zogerungszeit t, eingefithrt wurde. Nochmalige Integration liefert die Zeitparametrierung
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s(t) in der Form

0 t<0
at? 0<t<t,

s(t) = Qut— & ta<t<T—t, (3.19)
UT—%—%@—ﬂz T—t,<t<T
vl — % sonst .

a

Das trapezférmige Bewegungsprofil bietet den Vorteil, dass die Geschwindigkeits- und
Beschleunigungsbeschriankungen des Roboters optimal ausgeniitzt werden kénnen. Aus
(3.17) und (3.18), eingesetzt in (3.10), lassen sich die Parameter v und a aus der maximalen
Geschwindigkeit i,,4, und der maximalen Beschleunigung &,,,, in der Koordinate x in
der Form

”U(.’L’l - 1‘0)‘ < x"maz (320)
|a(x1 - l’o)| < Emag (321)

bestimmen.

Die geradlinige Trajektorie (3.10) mit dem trapezférmigen Bewegungsprofil (3.17)—
(3.19) wird durch die drei Variablen v, a und T' parametriert. Es konnen aber nur zwei
davon unabhéngig gewéhlt werden, denn es wird die Bedingungen s(7") = 1 gefordert und
die Beschleunigungs- und Verzogerungszeit ¢, steht tiber ¢, = v/a im Zusammenhang.
Werden beispielsweise die Geschwindigkeit v und die Beschleunigung a vorgegeben — unter
der Bedingung v?/a < 1, sodass alle drei Phasen des Bewegungsprofils vorhanden sind —
so ergibt sich aus der Bedingung s(7") = 1 die erforderliche Zeitdauer T fir die Trajektorie

Zu 1
T=>4+2 (3.22)
v a

Weiters kann auch durch Vorgabe von v und T die erforderliche Beschleunigung a bestimmt
werden und wenn a und T vorgegeben wird, kann die zugehorige Geschwindigkeit v
berechnet werden.

Das trapezformige Bewegungsprofil mit drei Phasen weist allerdings den gleichen
Nachteil auf wie die Zeitparametrierung mittels eines Polynoms 3. Ordnung, nidmlich die
Unstetigkeit der Beschleunigung. Um Vibrationen und Schwingungen im Robotersystem zu
minimieren, wird meist die Anderungsrate der Beschleunigung, der sogenannte Ruck (engl.
jerk), beschriankt. Analog zur Zeitparametrierung mit einem Polynom 5. Ordnung (siehe
Abb. 3.3) kann auch ein trapezférmiges Bewegungsprofil mit sieben Phasen konstruiert
werden, welches diese Aufgabe erfiillt, siche Abb. 3.5. Anstatt sprungformig die maximale
Beschleunigung a aufzuschalten, wird die Beschleunigung linear mit beschranktem Ruck
hoch- und heruntergefahren.
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®
©

Abbildung 3.5: Zeitparametrierung fiir trapezférmiges Bewegungsprofil mit 7 Phasen:
(D Hochfahren der Beschleunigung, (2) konstante Beschleunigung a, (3)
herunterfahren der Beschleunigung, (4) konstante Geschwindigkeit v, (5)
hochfahren der Verzogerung, (6) konstante Verzogerung —a, (7) herunter-
fahren der Verzogerung [3.1].
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4 Roboterregelung

Ein Roboter kann eine Reihe von fundamental unterschiedlichen Aufgaben ausfiihren,
wobei fiir jede Aufgabe ein geeignetes Regelungskonzept eingesetzt werden muss.

Zunéchst kann ein Roboter vorgegebene Bewegungen — beschrieben im Konfigurations-
oder im Aufgabenraum — ausfithren, um so ein Objekt zu manipulieren oder ein Werk-
zeug entlang der Oberfliche eines Objektes zu fithren. Dies wird durch die sogenannte
Bewegungsregelung bewerkstelligt.

Ist der Endeffektor des Roboters im physischen Kontakt mit der Umgebung, so kdnnen
mithilfe einer Kraftregelung gewiinschte Krafte und Drehmomente auf die Umgebung
ausgelibt werden. Dies ist zum Beispiel notwendig, wenn zwei Objekte mit definierten
Kréiften zusammengefiigt werden sollen oder wenn die Oberfliche eines Werkstiicks mit
vorgegebenen Kréften geschliffen oder poliert werden soll.

Dariiber hinaus wird héufig bei kollaborativen Robotern die sogenannte Impedanzre-
gelung eingesetzt. Fine mechanische Impedanz beschreibt den Zusammenhang zwischen
der Positionsabweichung eines mechanischen Systems aus einer Ruhelage und den daraus
folgenden Reaktionskriften. Ein Beispiel fiir ein mechanisches System ist das Feder-
Masse-Dampfer-System: Wird die Masse aus der Ruhelage heraus bewegt, so entstehen
Reaktionskrifte, die der Auslenkung entgegenwirken. Mithilfe der Impedanzregelung kann
sich ein Roboter im Konfigurations- oder im Aufgabenraum wie ein virtuelles mecha-
nisches System verhalten, z. B. wie ein Feder-Masse-Dampfer-System mit vorgegebener
Masse, Dampfung und Steifigkeit. Dies ist niitzlich, wenn ein Roboter ein Objekt bear-
beiten soll, dessen Form nicht exakt bekannt ist, oder wenn der Roboter als haptische
Benutzerschnittstelle verwendet wird.

Schliefllich kénnen die obigen Regelungskonzepte auch kombiniert werden, indem unter-
schiedliche Regler fiir die jeweiligen Koordinaten des Aufgabenraums verwendet werden.
So kann ein Werkzeug bei der Oberflachenbearbeitung durch den Roboter mithilfe einer
Kraftregelung angedriickt und mit einer Bewegungsregelung entlang der Oberflache gefiihrt
werden.

Dieses Kapitel befasst sich mit der Bewegungsregelung von Robotersystemen fiir kine-
matisch nichtredundante Roboter. In den beiden folgenden Abschnitte 4.1 und 4.2 werden
zunachst geeignete Beschreibungen fiir das dynamische Robotermodell im Konfigurations-
raum bzw. im Aufgabenraum eingefiihrt. Anschlieend werden hiufig verwendete Regler
fiir die Bewegungsregelung vorgestellt. Im Abschnitt 4.3 wird die Implementierung der
vorgestellten Regler in einem Digitalrechner diskutiert.
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4.1 Konfigurationsraum

4.1.1 Dynamisches Modell im Konfigurationsraum

Die Bewegungsgleichungen eines Roboters mit n = dim(q) Freiheitsgraden lassen sich im
Konfigurationsraum in der Form

M(q)d + C(q,4)q + g(a) = (4.1)
anschreiben [4.1]. Es wird angenommen, dass der Roboter vollaktuiert ist, d.h. es gibt fiir
jeden mechanischen Freiheitsgrad einen unabhingigen Stelleingang 77 = [r1, 7o, ..., 7).

Hier ist zu beachten, dass sich die generalisierten Krafte 7 im Allgemeinen noch in die
dissipativen Kréifte und Momente 74, die Stelleingdnge 7. und die extern auf den Roboter
wirkenden Krafte und Momente 7., aufspalten lassen, d.h.

T=T4d+Te+ Text - (42)

Fiir die Massenmatrix M(q), die Matrix der Zentrifugal- und Coriolisterme C(q,q) und
den Vektor der Potentialkréifte g(q) gelten folgende Eigenschaften und Zusammenhénge:

o M(q) ist eine positiv definite und damit invertierbare Matrix. D.h. fiir alle q # 0
gilt §*M(q)q > 0, denn die kinetische Energie ist immer positiv.

e g¥(q) = %V(q) mit der potenziellen Energie V' (q) > 0.

4.1.2 Dezentrale Regler

Wie bereits in Abschnitt 1.3.1 eingefiihrt wurde, kann die Regelung im Konfiguration
nun zentral oder dezentral erfolgen. Bei der dezentralen Regelung wird jedes Gelenk des
Roboters getrennt voneinander geregelt und die mechanische Kopplung der Glieder bei der
Roboterbewegung wird als Storung aufgefasst. Dadurch reduziert sich der Reglerentwurf
auf den Eingrofenfall (SISO) mit der jeweiligen (verallgemeinerten) Gelenkskoordinate g;
als Ausgangsgrofie und der generalisierten Kraft bzw. dem Moment 75, j = 1,...,n als
Stelleingang.

Typischerweise liegt dem Entwurf ein einfaches Modell zweiter Ordnung zu Grunde.
In der Praxis hat es sich bewéahrt, hochdynamische unterlagerte Geschwindigkeitsregler
einzusetzen, welche etwa um den Faktor 5-10 schneller als der duflere Regelkreis sind.
Diese unterlagerten Regler werden meist in Form von einfachen PID- oder PD-Reglern mit
Reibungskompensation implementiert. Im Sinne einer klassischen Kaskadenregelung lassen
sich dann die unterlagerten Geschwindigkeitsregelkreise idealisiert als Durchschaltung

qj':(jdd‘:’u,j, jzl,...,TL (43)

mit den gewiinschten Gelenksgeschwindigkeiten u; = ¢4 ; als neue Eingangsgrofien be-
trachten. Mit den idealisierten unterlagerten Geschwindigkeitsregelkreisen reduziert sich
das mathematische Modell des Roboters (4.1) zum sogenannten kinematischen Roboter-
modell
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q=u, (4.4)

welches im Wesentlichen n unabhéngige Integratoren darstellt. Um nun auf die gewiinschte
Trajektorie im Konfigurationsraum ¢q ;(t) zu regeln, kann man das einfache PI-Regelgesetz

uj = —ki(gj — qa5(t)) — ko /(Qj —ga;(t)) dt (45)

mit geeigneten Koeffizienten kg > 0 und k; > 0 verwenden. Liegt auch die Sollgeschwin-
digkeit ¢4 j(t) der Trajektorie vor, so kann das Regelgesetz noch weiter verbessert werden
indem der Term ¢q ;(t) als Vorsteuerung zu (4.5) addiert wird.

4.1.3 PD-Regler mit Gravitationskompensation

Ein sehr bekanntes und einfaches Verfahren zur Stabilisierung eines Arbeitspunktes im
Konfigurationsraum (d.h. q = q4 und q = qq = 0) ist die PD-Regelung mit Gravitations-
kompensation

T = g(q) - Kqié¢y — Kpey (4.6)
~—~— — ——
Gravitationskomp. D-Anteil  P-Anteil

mit dem Regelfehler ¢, = q — qq und €, = q — 44 = ¢ und den positiv definiten
(symmetrischen) Reglermatrizen K; und K,,. Aufgrund des Terms g(q) in (4.6) muss
das Regelgesetz von einer zentralen Recheneinheit ausgewertet werden, in welcher die
Messwerte aller Gelenkspositionen q vorliegen. Damit zdhlt dieses Verfahren zu den
zentralen Reglern im Konfigurationsraum.

Setzt man (4.6) in (4.1) ein, so erhélt man fiir den geschlossenen Kreis

M(q)g + C(q,q)q + g(a) = g(a) — Kagq — Kpe, . (4.7)

Man erkennt, dass durch das Regelgesetz (4.6) der Gravitationsterm g(q) gekiirzt und
mit 7, = K,e, ein weiterer Term hinzugefiigt wird, der als Federkraft mit der Steifig-
keitsmatrix K, interpretiert werden kann. Im Speziellen lassen sich die Eintrdge von K,
als Federsteifigkeiten von fiktiven Federelementen im Konfigurationsraum interpretieren.
Diese Elemente sind zwischen der Konfiguration des Roboters q und der gewiinschten
Konfiguration des Roboters qq gespannt. Fiir die Kraft 7, gilt

o . \% 1 7
T, =Kye, = <aqu) mit V, = 2% Ke, , (4.8)
d.h. 7, stellt eine Potenzialkraft dar, wie sie in der Vorlesung Modellbildung eingefiihrt
wurde, siehe [4.1]. Aus (4.7) ist nicht unmittelbar einsichtig, dass die Ruhelage q = qq
und q = 0 des geschlossenen Kreises auch tatsdchlich asymptotisch stabil ist. Filir einen
Stabilitatsbeweis sei auf die Vorlesung ,,VU Grundlagen der Robotik* verwiesen.

4.1.4 Computed-Torque-Regler

Der PD-Regler mit Gravitationskompensation in Abschnitt 4.1.3 kann nur fiir die Stabi-
lisierung von Arbeitspunkten qq oder fiir langsam variierende Sollkonfigurationen qq(t)
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eingesetzt werden. Eine Bewegungsregelung im eigentlichen Sinn ist hingegen eine Trajekto-
rienfolgeregelung, beispielsweise mit dem Computed-Torque-Regler. Mit diesem Verfahren
folgt der Roboter im Konfigurationsraum einer vorgegebenen Solltrajektorie qq(t). Dabei
wird angenommen, dass die Solltrajektorie q4(¢) zumindest zweifach stetig differenzierbar
ist, d.h. q4(t) und q4(¢) sind zumindest stetig. Der Computed-Torque-Regler lautet

T =M(q)(d4(t) — K2g&q — K1) + C(q,q)dq + g(a) (4.9)

mit dem Trajektorienfehler e, = q — qq(t) bzw. &€, = q — qq(t) und den positiv defi-
niten Reglermatritzen K;, und Ky,. Ein Vergleich zwischen (4.1) und (4.9) zeigt die
strukturelle Ahnlichkeit des Computed-Torque-Reglers zum Robotermodell im Konfigu-
rationsraum. Tatséchlich werden durch den Computed-Torque-Regler die nichtlinearen
Terme des Robotermodells M(q), C(q,q) und g(q) kompensiert bzw. gekiirzt und es
bleibt ein lineares Systemverhalten iibrig. Deshalb wird dieses Verfahren auch inverse
Dynamik bezeichnet. Dazu miissen allerdings alle statischen und dynamischen Parame-
ter (Abmessungen, Schwerpunkte, Massen, Massentragheitsmomente) des Roboters sehr
genau bekannt sein, was in der Praxis eine Herausforderung darstellt. Weiters handelt
es sich beim Computed-Torque-Regler ebenfalls um ein zentrales Regelungskonzept im
Konfigurationsraum.
Setzt man (4.9) in (4.1) ein, so ergibt sich

M(q)g + C(q,q)q + g(a) = M(q)(qa(t) — Kzge; — Kigeq) + C(q,4)q +g(q) (4.10)

bzw.
M(q) (G — da(t) + Kagéy + Kigeq) =0 . (4.11)
H,—/
€q

Da M(q) fiir alle q positiv definit und damit invertierbar ist, muss fiir die Fehlerdyna-
mik

éq + Kgqéq -+ Klqeq =0 (412)

gelten. Wéhlt man fiir K, und Ky, Diagonalmatrizen in der Form K, = diag(ki4,1, .- -,
kign) und Koy = diag(kag,1, . - . , k2g,n) mit positiven Eintragen k4 5, kog; > 0,5 =1,...,n,
dann sind die Fehlerdynamiken der einzelnen Gelenkskoordinaten g; mit

€qj T k2qj€qj + Kk1gjeq; =0, j=1,....n (4.13)

entkoppelt. Schreibt man (4.13) als System von Differenzialgleichungen erster Ordnung
(Zustandsdarstellung) in der Form

dt ey —kig; —koq;j] |€q.

A

so erkennt man, dass die Matrix A in erster Standardform vorliegt und das Polynom
pj(8) = 8%+ kg js+ ki das charakteristische Polynom von A darstellt. Fiir kg, ; > 0 und
k1q,; > 0 ist pj(s) ein Hurwitzpolynom und mit den Koeffizienten ko, ; und k14 ; lassen
sich die Eigenwerte der Trajektorienfehlerdynamik wie gewiinscht vorgeben (Polvorgabe).

Fachvertiefung Automatisierungs- und Regelungstechnik (2025W)
©C. Hartl-Nesic, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



4.2 Aufgabenraum Seite 51

Bemerkung 4.1 (Computed-Torque-Regler mit Integralanteil). Man kénnte in (4.9)
noch einen Integralanteil im Regler hinzufiigen, womit das erweiterte Regelgesetz

T =C(q,4)q + g(q) + M(q) (dd(t) — K&y — Kige, — Koq/eq dt) . (4.15)

lautet. Wahlt man auch Ko, = diag(kog.1, - - -, kog,n) als Diagonalmatrix mit positiven
Eintrégen koq;, j = 1,...,n, dann miissen die Koeffizienten ko, j, k14,7 und kog ; so
festgelegt werden, dass die entkoppelten Fehlerdynamiken gewiinschte Eigenwerte
aufweisen (Polvorgabe) und die charakteristischen Polynome

pj(s) =g + k2q7j82 + qu,js + k()q’j (4.16)

Hurwitzpolynome sind.

Bemerkung 4.2 (Kompensation von dissipativen und externen Kréiften und Momenten).
Man beachte, dass sich 7 geméaf (4.2) im Allgemeinen aus dissipativen Kraften und
Momenten 74, Stelleingéngen 7. und extern auf den Roboter wirkenden Kréften und
Momenten T.;+ zusammensetzt. Sind Schitzungen 74 bzw. Tept von 74 bzw. Tept
oder zumindest von Teilen bekannt, dann kénnen diese im Regelgesetz beriicksichtigt
werden und 7. lautet dann

Te=T—Tq— Text (4.17)

mit 7 geméB (4.6), (4.9) oder (4.15).

4.2 Aufgabenraum

4.2.1 Dynamisches Modell im Aufgabenraum

Das dynamische Modell des Roboters (4.1) wurde als Funktion der Koordinaten im
Konfigurationsraum q und q angeschrieben. Eine Bewegungsregelung im Aufgabenraum
findet allerdings in den zugehorigen Koordinaten des Aufgabenraums x. geméf (1.2) und
%X, gemaf (2.35) statt. Es ist daher vorteilhaft, das dynamische Modell des Roboters (4.1)
in den Koordinaten des Aufgabenraums anzuschreiben.

Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten im Konfigurationsraum und den Koordi-
naten im Aufgabenraum sowie deren Ableitungen sind durch (1.2) und (2.35) gemaf

x. = f(q) (4.18a)
xe = Ja(a)q (4.18Db)
%e = Ja(Q)d + Ja(q, q)q (4.18c)

gegeben. Aus (4.18c) folgt unter der Annahme der Regularitit von J,(q), d. h. aulerhalb
der Singularitéiten, die Beziehung

G =J;"(a) (% — dula,@)a) - (4.19)
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Setzt man (4.19) in (4.1) ein, so erhdlt man
M(a)J; " (@)% + (Cla,a) —~ M(a)I; (@) Ju(a,@))a+gla) =7 (4.20)

RT . . . —-T 1\ T T -1 .
und durch Multiplikation der Gleichung mit J; ' (q) = (J;') (q) = (J a) (q) von links

a
ergibt sich das mathematische Modell des Roboters im Aufgabenraum zu

A(xe)Xe + po(Xe, Xe)Xe + Fy(xe) = F (4.21)
mit
A(xe) = 3. (@M(q)I; ' (q) (4.222)
p(xe, %) = 3, (@) (C(a, @) — M(a)J;  (a)da(a, )35 " () (4.22b)
Fy(xe) = J; ' (a)g(q) (4.22¢)
und der generalisierten Kraft F im Aufgabenraum
F=JTq)r, (4.23)

welche am Endeffektor des Roboters wirkt. Die Beziehung zwischen den Kréften und
Momenten im Konfigurationsraum und jenen im Aufgabenraum tber die Manipulator
Jacobi-Matrix wurde in der Vorlesung Modellbildung hergeleitet [4.1]. Man beachte, dass in
(4.22) der Zusammenhang ¢ = J; ' (q)%. gilt und q noch formal durch q = f~1(x.) ersetzt
werden muss, siehe (4.18). Handelt es sich jedoch um einen kinematisch redundanten
Roboter, d.h. n > m, so konnen die Vektoren x.,%X. € R™ nicht den gesamten Zustand
q,q € R" des Roboters darstellen. In diesem Fall miissen die Vektoren und Matrizen in
(4.22) als Funktion von q und ¢ anstatt von x, und %, ausgedriickt werden.

Die Multiplikation von (4.20) mit J; T(q) von links wurde ausgefiihrt, um beim Robo-
termodell im Aufgabenraum (4.21) eine dhnliche Struktur zu erhalten wie im Konfigurati-
onsraum (4.1). In (4.21) ist A(x.) die Massenmatrix, p(xe, X, ) ist die Coriolismatrix und
F4(x.) ist der Vektor der Gravitationskréfte im Aufgabenraum. Es kann gezeigt werden,
dass folgende Eigenschaften auch fiir das Robotermodell (4.21) erhalten bleiben:

o A(xc) ist eine positiv definite und damit invertierbare Matrix.

o (Xe, %) ist eine schiefsymmetrische Matrix, d.h. p(xe, %.) + pt (xe, %) = 0.

4.2.2 Computed-Torque-Regler

Der Computed-Torque-Regler im Aufgabenraum basiert direkt auf dem mathematischen
Modell des Roboters in den Koordinaten des Aufgabenraums (4.21) und lautet

F = A(x¢)(%e,d(t) — Kozer — Kizer) + p(xe, Xe)%Xe + Fg(xc) (4.24)

mit dem Trajektorienfehler im Aufgabenraum e, = x. — X 4(t) bzw. &, = %X — X 4(t)
und den Reglermatrizen Ky, und Ko,. Die Fehlerdynamik des geschlossenen Regelkreises
folgt durch Einsetzen des Reglers (4.24) in die Gleichung des Robotermodells (4.21) zu

Xe — )"(e,d +Ko.e, + Kie, =0. (425)
———

[
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Werden weiters die Reglermatrizen in der Form K, = diag(kiz.1, .- ., k1z,m) und Ko, =
diag(kog1,- - -, k2x,m) als Diagonalmatrizen mit positiven Eintragen ki, j, koyj, J =
1,...,m, gewéhlt, so sind die m Fehlerdynamiken des m-dimensionalen Aufgabenraums

€xj + Koz jérj + Kz jez; =0, j=1,...,m (4.26)

entkoppelt. Dies bedeutet, dass die Fehlerdynamik in jeder Koordinate individuell vorge-
geben werden kann und dass die Regelfehler unabhéngig voneinander mit der jeweiligen
Dynamik asymptotisch abklingen.

Wiéhrend (4.21) und (4.24) das Regelungskonzept mathematisch klar darstellen, ist die
Formulierung (4.24) des Computed-Torque-Reglers im Aufgabenraum jedoch ungeeignet
fiir eine Implementierung in der Praxis. Die Griinde dafiir sind, dass in den Matrizen (4.22)
mehrmals die Inverse der analytischen Jacobi-Matrix J,(q) auftritt und die Gleichungen
(4.18) nicht eindeutig umgekehrt werden konnen, siehe dazu Abschnitt 2.2. Weiters liegen
meist nur die Gelenkspositionen q als Messung am Roboter vor, nicht aber die Pose des
Endeffektors im Aufgabenraum x.. Daher kann die Messung der Gelenkspositionen q direkt
im Regelgesetz verwendet werden. Setzt man nun (4.22) und (4.23) in (4.24) ein, so erhélt
man den Computed-Torque-Regler im Aufgabenraum ausgedriickt im Konfigurationsraum
in der Form

=17, (q)F

S (s : e - (4.27)
= M(q)3; (@) (%c.a(t) — Kose, — Kize, — Ju(a, @)d) + C(a, @)a + g(a)
mit
€ = f(q) - Xe,d(t) (428&)
€, = Ja(q)q - Xe,d(t) . (428b)

Man beachte, dass in der Formulierung (4.27) und (4.28) lediglich die Vorwértskinematik
f(q) und die differentielle Kinematik mit J,(q) des Roboters bendtigt werden. Auch diese
Formulierung fithrt zur selben Fehlerdynamik (4.25).

4.3 Implementierung

In diesem Skriptum wurden eine Reihe von mathematischen Zusammenhéngen zur Ro-
boterkinematik, -dynamik, Trajektorienplanung und Regelung vorgestellt. Damit ein
geschlossener Regelkreis fiir einen Roboter implementiert werden kann, sind noch weitere
Schritte notwendig, die in diesem Abschnitt erldutert werden sollen.

Einen Uberblick iiber eine solche Implementierung gibt Abb. 4.1. Der eigentliche Roboter
ist auf der rechten Seite dargestellt und besteht aus den Aktoren, dem mechanischen
Aufbau und den Sensoren. Die Ansteuerung der Aktoren erfolgt tiber D/A-Wandler und
die Sensoren werden mithilfe von A/D-Wandlern ausgelesen. In praktisch allen heutigen
Automatisierungssystemen erfolgt die Kommunikation mit der zentralen Steuereinheit
(Digitalrechner) iiber ein Bussystem, iiber welches die digitalen Eingangs- und Ausgangs-
daten (digitale I/Os) ausgetauscht werden. Die digitalen I/Os stellen die Schnittstelle zu
den Aktoren und Sensoren dar. Die zugehorigen Signale haben noch keine physikalische
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Ubergeordnete Bedien-

Steuerung gerat
Digitalrechner Roboter
D/A- S = 5
> LB > Wandler z =
. . (] . —
Trajektorien- £l SE£E 2 B EO Mechanik %
generator 7% | 5 g5l 527" = 8
= o)) o
und Regler S0 | 283 Aa” A/D-
< H< S Wandler |

Abbildung 4.1: Blockschaltbild eines digitalen Regelkreises fiir einen Roboter.

Dimension: Beispielsweise liefert ein Inkrementalencoder 2¥ Inkremente pro Umdrehung
des Motors, wobei k der Auflésung des Encoders in bit entspricht. Weiters ist in einem
Industrieroboter in jedem Gelenk ein Getriebe mit einem Ubersetzungsverhéltnis u > 1
eingebaut. Die digitale Position eines Gelenks ¢ wird daher als eine Ganzzahl im Bereich
0 < ¢ < 2Fu dargestellt, wihrend der Regler mit einer physikalischen Position 0 < g < 27
arbeitet. Mithilfe der Hardware-Abstraktionsschicht werden die digitalen Sensorsignale
in physikalische Gréflen umgerechnet, z.B. fiir den Inkrementalencoder mit Getriebe im
Antriebsstrang gilt

A

q

Gleichermaflen werden auch die Stellgréfien fiir die Motoren zwischen physikalischen
Groéfen und digitale Ausgangsdaten umgerechnet. Eine weitere Aufgabe fiir die Hardware-
Abstraktionsschicht liegt beim Priifen und Validieren der Sensorgrofien und Stellgréfien.
Wird vom Regler eine ungiiltige oder zu grofie Stellgrofle angefordert, so konnen Sicher-
heitsfunktionen ausgefithrt und der Roboter zu einem sicheren Halt gebracht werden.
Der Regler und der Trajektoriengenerator miissen in Echtzeit mit einer vorgegebenen
Abtastzeit T, am Digitalrechner laufen. In jedem Zyklus wird die laufende Trajektorie
ausgewertet und durch den Regler wird die neue physikalische Stellgréie unter Verwendung
der physikalischen Sensorgréfien und des Robotermodells berechnet. Eine {ibergeordne-
te Steuerung bzw. ein Bediengerit (engl. Teach-Pendant) parametriert schliefllich den
Trajektoriengenerator und den Regler.

Der Block , Trajektoriengenerator und Regler® ist in Abb. 4.2 im Detail dargestellt. Die
physikalischen Sensorgréfien werden zunédchst mithilfe geeigneter Sensorfilter aufbereitet
und alle notwendigen Zustandsgroflen davon abgeleitet. Die Gelenksgeschwindigkeit ¢ kann
nicht direkt gemessen werden, sondern muss iiber einen Differenzierfilter aus der Gelenks-
position q berechnet werden. Mithilfe der gemessenen und berechneten Zustandsgrofien
des Roboters wird das Robotermodell ausgewertet, d.h. die Matrizen M(q), C(q, q) sowie
der Gravitationsvektor g(q). Die Trajektoriengeneratoren sowie die Reglerauswahl werden
iiber Befehle von einer iibergeordneten Steuerung bzw. einem Bediengerit gesteuert. Der
gewahlte Regler wird fiir die laufende Trajektorie ausgewertet und zusammen mit der
Reibungskompensation wird die Stellgréfle berechnet.
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Abbildung 4.2: Blockschaltbild der Implementierung eines Trajektoriengenerators und
Reglers fiir einen Industrieroboter.
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