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Polarkoordinaten

x(t) = r(t) cos(ϕ(t)) und y(t) = r(t) sin(ϕ(t))

Kugelkoordinaten

x(t) = r(t) sin(θ(t)) cos(ϕ(t)), y(t) = r(t) sin(θ(t)) sin(ϕ(t)), z(t) = r(t) cos(θ(t))

Resultierende Kraft in einem zentralen Kräftesystem

fR =
n∑
i=1

fi

Drehmoment:

τ (0) = r× f =

xy
z

×
fxfy
fz

 =

yfz − zfyzfx − xfz
xfy − yfx


Resultierendes Moment bezüglich des Punktes A

τ
(A)
R =

n∑
i=1

τ
(A)
i

Masse eines Starrkörpers

m =

∫
V
ρ(x, y, z) dV

Schwerpunkt eines zusammengesetzten Körpers

rS =

N∑
j=1

rSjmj

N∑
j=1

mj

Impulserhaltung einer Punktmasse

d

dt
p =

d

dt
(mv) = f

Impulserhaltung für Körper mit veränderlicher Masse

m(t)
d

dt
v = f − µw(t)

d

dt
m = −µ
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Drehimpulserhaltung
d

dt
l(0) =

d

dt
(r× p) = τ (0)

Massenträgheitsmoment
Verschiebung in einen allgemeinen Aufpunkt A (Satz von Steiner):

I(A)zz = I(S)zz +m

((
x
(A)
S

)2
+
(
y
(A)
S

)2)
Dissipative Kräfte

Körper in Fluid: fDev = −cWAρf
2
v2ev Widerstandsbeiwert cW > 0

Haftreibung: fH = µHfN Haftreibungskoeffizient µH > 0

Trockene Gleitreibung: fC = µCfN sign(ẋ) Gleitreibungskoeffizient µC > 0

Rollwiderstand: fR = µRfV Rollreibungskoeffizient µR > 0

Viskose Reibung: fr = µV ∆v viskoser Reibungskoeffizient µV > 0

Seilreibung: fS2 = fS1 exp(µα) Haftreibungskoeffizient µ = µH > 0

Elementare Drehmatrizen

Rz,φ =

cos(φ) − sin(φ) 0
sin(φ) cos(φ) 0

0 0 1


Ry,θ =

 cos(θ) 0 sin(θ)
0 1 0

− sin(θ) 0 cos(θ)


Rx,ψ =

1 0 0
0 cos(ψ) − sin(ψ)
0 sin(ψ) cos(ψ)


Kombinierte Rotation und Translation

p0 = R1
0p1 + d1

0

Homogene Transformation

H1
0 =

[
R1

0 d1
0

0 1

]
mit R1

0 ∈ SO(3)

Schiefsymmetrische Matrix S zur Berechnung der Drehwinkelgeschwindigkeit

S = ṘRT = −RṘT, S(ω) =

 0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0


Manipulator Jacobi-Matrix[

vlk

ωlk

]
=

[
(Jv)lk(q)

(Jω)lk(q)

]
q̇ = Jlk(q)q̇
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Translatorischer Anteil

vlk = ḋlk(q) =
n∑
j=1

(
∂

∂qj
dlk(q)

)
q̇j =

[
∂
∂q1

dlk(q) ∂
∂q2

dlk(q) . . . ∂
∂qn

dlk(q)
]︸ ︷︷ ︸

(Jv)
l
k(q)

q̇

Rotatorischer Anteil
ωlk = (Jω)lk(q)q̇

Symbolische Darstellung von Gelenken

ss s

ϕϕ

ϕ

Translation Rotation

Kinetische Energie
Translatorischer Anteil

Tt =
1

2
m
(
vS0
)T

vS0 =
1

2
m
(
ṗS0
)T

ṗS0

Rotatorischer Anteil

Tr =
1

2

(
ω1

0

)T
I0ω

1
0

Trägheitsmatrix

I0 =



∫
V

(
r2y + r2z

)
dm −

∫
V
rxrydm −

∫
V
rxrzdm

−
∫
V
rxrydm

∫
V

(
r2x + r2z

)
dm −

∫
V
ryrzdm

−
∫
V
rxrzdm −

∫
V
ryrzdm

∫
V

(
r2x + r2y

)
dm


Trägheitsmatrix im Inertialsystem

I0 = R1
0I1
(
R1

0

)T
Potentielle Energie zufolge Gravitation

V = −
∫
V
eTg p0dm = −mgeTg pS0
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Euler-Lagrange Gleichungen

d

dt

∂

∂q̇j
L− ∂

∂qj
L = fnpq,j , j = 1, . . . , n,

Vektor der generalisierten Kräfte

fq,f = ((Jv)e)
T
f e und fq,τ = ((Jω)e)

T
τ e

Bewegungsgleichungen in Matrixschreibweise

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = fnpq

Massenmatrix

M =
(
(Jv)10

)T
m(Jv)10 +

(
(Jω)10

)T
I0(Jω)10

Coriolis-Matrix

Ckj(q, q̇) =
n∑
i=1

cijk(q)q̇i

cijk(q) =
1

2

(
∂Mkj(q)

∂qi
+
∂Mki(q)

∂qj
− ∂Mij(q)

∂qk

)
Vektor der Potentialkräfte

g(q) =
[
g1(q) g2(q) . . . gn(q)

]T
mit gk(q) =

∂V (q)

∂qk
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Einige trigonometrische Beziehungen

sin(0) = 0 cos(0) = 1 tan(0) = 0

sin
( π

12

)
=

√
2(
√

3− 1)

4
cos
( π

12

)
=

√
2(
√

3 + 1)

4
tan
( π

12

)
= 2−

√
3

sin
(π

6

)
=

1

2
cos
(π

6

)
=

√
3

2
tan
(π

6

)
=

√
3

3

sin
(π

4

)
=

√
2

2
cos
(π

4

)
=

√
2

2
tan
(π

4

)
= 1

sin
(π

3

)
=

√
3

2
cos
(π

3

)
=

1

2
tan
(π

3

)
=
√

3

sin

(
5π

12

)
=

√
2(
√

3 + 1)

4
cos

(
5π

12

)
=

√
2(
√

3− 1)

4
tan

(
5π

12

)
= 2 +

√
3

sin
(π

2

)
= 1 cos

(π
2

)
= 0 tan

(π
2

)
=∞

sin(x± y) = sin(x) cos(y)± cos(x) sin(y)

cos(x± y) = cos(x) cos(y)∓ sin(x) sin(y)

sin(x)2 + cos(x)2 = 1
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