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1. Auf einen um Punkt A drehbar gelagerten Hohlzylinder (Masse my, Lange l;, Au- 8P|
Bendurchmesser d;, Innendurchmesser ds) wirkt ein externes Drehmoment 7., siehe
Abb. 1. Ein zweiter zylindrischer Stab (Masse mg, Lange lo, Durchmesser dy) ist
mit dem Hohlzylinder iiber eine Langsfeder (Federkonstante ¢, entspannte Lénge
sp) befestigt. Bei einer Relativbewegung beider Zylinder wirkt eine geschwindig-
keitsproportionale Dampferkraft Fp mit einem Dampfungskoeffizienten d(s). Dabei
ist der Dampfungskoeffizient zur Kontaktfliche zwischen den Zylindern proportional
(Proportionalitatsfaktor dy). Auf beide Zylinder wirkt die Erdbeschleunigung g. Die
Massentrigheitsmomente 65 und 65 _. der Zylinder um die jeweiligen eS-Achsen

1,2z 2,22
durch die Schwerpunkte sind als bekannt anzunehmen.

Abbildung 1: Mechanisches System.

a) Wéhlen Sie einen geeigneten Vektor q der generalisierten Koordinaten und 1P|
stellen Sie die Ortsvektoren r; und ry zu den Schwerpunkten der jeweiligen
Zylinder auf.

b) Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeiten der beiden Zylinder und die trans- 1P|
latorischen Geschwindigkeiten der Schwerpunkte.

c¢) Berechnen Sie die kinetische Energie der Zylinder in Abhéngigkeit der genera- 2P.|
lisierten Koordinaten q und deren Zeitableitung q.

d) Berechnen Sie die potentielle Energie der Feder und die Energie zufolge der 1P|
Gravitationskraft. Wéahlen Sie dabei als Bezugspunkt das Niveau y = 0.

e) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen des Systems mit Hilfe des Euler-Lagrange- 2P.|
Formalismus her.

f) Bestimmen Sie die Ruhelagen des Systems fir 7, = 0. 1P|



Losung:

a) Vektor der generalisierten Koordinaten und die Ortsvektoren:

e (0] [ L sing |0 la) | sing
1= [5]’ = [h} + 2 [—COSJ’ 2 = [h} * <S+ 2 ) |—cosp

b) Winkelgeschwindigkeiten der Zylinder und die translatorische Geschwindigkei-
ten der Schwerpunkte:

o .l fcosy] . . .| singp la) |cosep| .
w1 = Wy = ¢, Vl_rl_Q[singo]% V2—F2—S[_COS@ + 3+§ sin ¢ ¥

c) Kinetische Energie bestehend aus dem rotatorischen und dem translatorischen
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d) Potentielle Energie des Systems bzgl. dem Niveau y = 0:

1
V= ic(s — 50)% +mug (h - l21(:osg0> + mag <h - (s + l;) cosgo)

e) Bewegungsgleichungen des Systems:
1 I\’ l
(4m1l% + M <s + ;) +67,, + eizz) @+ 2my <s + 5) $p

I ly .
+9 m1§+m2 S+§ sin = T,
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f) Ruhelagen des Systems fiir 7. = 0:
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2. Ein halbkugelférmiger Strahler (Durchmesser d, Temperatur 75, Emissivitat ¢5) 6P|
heizt eine ebene Scheibe (Durchmesser D, Dicke H, Emissivitét 1, Warmeleitfahig-
keit A1) auf, sieche Abb. 2. Der Warmeaustausch durch Konvektion wird hierbei ver-
nachlassigt. Die Temperatur der Unterseite der Scheibe ist konstant und entspricht
der Umgebungstemperatur T,,. Die Aulenfliche des Strahlers und die Mantelfléche
der Scheibe sind ideal isoliert.

T Ty, Ag, 9

Strahler

Scheibe Ti, Ay

Abbildung 2: Aufheizen einer Scheibe.

a) Bestimmen Sie die Sichtfaktoren Fj_o, Fy_ 1, Fy_5 und Fy_3. Der Sichtfaktor 3P.|
Fi_3 zwischen der Scheibe und der imaginaren Fliache A3 ist bekannt. Geben
Sie zuerst den Sichtfaktor F5_, an.
Hinweis: Nutzen Sie hierbei die Summationsregel fiir die Strahlungsrdume
bestehend aus A;, A3 und der Umgebung sowie A und As. Die Oberflidche
einer Kugel mit Radius R betrigt 47 R2.

b) Schreiben Sie die Warmeleitgleichung mit den Randbedingungen fir die Schei- 3P|
be unter der Annahme einer homogenen Temperaturverteilung in radialer und
axialer Richtung sowie bekannter Warmestromdichte ¢; an. Bestimmen Sie
das stationdre Temperaturprofil der Scheibe in z-Richtung und die Oberfla-
chentemperatur 7} fir A\;(z) = exp(—2).



Losung:
a) Sichtfaktoren:

D? 1
Fz3 =1 Fi o=1F3, 5= EFP& Fy g = B} Fy 3

b) Wirmeleitgleichung in z-Richtung mit den Randbedingungen:

pcpaatT(z,t) = (98,2 (Al(z)aazT(z,t)>
M) T(0,0) =
T(H,t) =T
Stationdares Temperaturprofil der Scheibe in z-Richtung:
Tu(2) = Too + 1 (e = o)
Oberflichentemperatur der Scheibe T} :

Ty =Too+ i (e = 1)



3. In diesem Beispiel wird eine rechteckférmige Platte der Lénge [ und der Breite b
in z-Richtung durch einen Freistrahl angestromt, siehe Abb. 3. In der Mitte der
Platte befindet sich ein kleines (ideales) Rohr, in dem das Fluid aufsteigen kann.
Der Durchmesser des Rohrs ist sehr klein, das Rohr ist nach oben offen und das
Fluid im Rohr befindet sich in Ruhe. Weiters gilt ds < H. Das Fluid stromt an der
Stelle 1 mit der Geschwindigkeit u; aus einem Spalt mit der Lange d; und der Brei-
te b in z-Richtung. Der Umgebungsdruck ist mit p,, gegeben und das Schwerefeld
wird durch die Erdbeschleunigung g reprasentiert. Das Problem kann zweidimensio-
nal, reibungsfrei und inkompressibel angenommen werden. Weiters sei angenommen,
dass das Fluid tiberall den Umgebungsdruck p., besitzt.

Gegeben: uy,dy, b, H,l, pso, g
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Abbildung 3: Angestromte horizontale Platte.

a) Welche Vereinfachung kann zufolge der Inkompressibilitit vorgenommen wer-
den?

b) Geben Sie die Bernoulli-Gleichung fur die Stromlinie von 1 nach 2 an. Bestim-
men Sie die Abstromgeschwindigkeit uy. Bestimmen Sie aus der Massenerhal-
tung fiir den stationaren Fall die Hohe dy der umgelenkten Strahlen.

c) Geben Sie die Bernoulli-Gleichung fur die Stromlinie von 1 nach 3 an. Berech-
nen Sie die Hohe h des Fluids im Rohr.

d) Geben Sie die allgemeine Gleichung fiir die instationére, reibungsfreie Impul-
serhaltung an. Wie lautet die stationdre Impulserhaltung fiir das vorliegende
Problem in Abhéngigkeit von der Kraft F', die auf die Platte wirkt, sowie der
Gewichtskraft Fy des Fluids?

e) Geben Sie die Gewichtskraft Fy des Fluids an, indem Sie die Masse mg; des
Strahls 1 sowie die Masse mgs des Strahls 2 bestimmen, siehe Abb. 3.
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Hinweis: Fiir die Berechnung der Masse des Strahls 1 geben Sie die Bernoulli-
Gleichung fiir eine Stromlinie von 1 nach y an, wobei y € (0, H — ds). Be-
rechnen Sie hieraus die Geschwindigkeit u(y) sowie die Lénge d(y) mittels der
stationdren Massenerhaltung. Durch Integration iiber die Koordinate y kann
die Masse mg; bestimmt werden.

f) Wie lautet die Kraft F', die auf die Platte wirkt? 1P|
Anmerkung: Vereinfachen Sie das Ergebnis soweit wie moglich und bertick-
sichtigen Sie hierbei dy < H. Verwenden Sie die Ergebnisse der vorhergegan-
genen Teilaufgaben.



Losung:

a) Die Figenschaft inkompressibel hat zufolge, dass die Dichte p als konstant an-
gesehen werden kann.

b) Die Bernoulli-Gleichung fir die Stromlinie 1 nach 2 lautet:
u3 | pa

L 2 ghi = 2+ 2 1 ghy
2 p

Es gilt hy =0, ho = H, da dy < H und p1 = ps = pso und somit ergibt sich
die gesuchte Geschwindigkeit us zu

uy = \/u? — 2gH.

Fiir das vorliegende Problem lautet die stationdre Massenerhaltung wie folgt

/ v-ndS =0
)%
b(—u1d1 + Ugdg + U2d2> =0.

Mithilfe der obigen Gleichung ergibt sich die Hohe do der umgelenkten Strahlen
2u

1
dy = =14,

_2’LL2

¢) Die Bernoulli-Gleichung fir die Stromlinie 1 nach 3 lautet:

u? u?
71"‘]24‘9}1,1:734‘124‘9}13
2 p 2 p

Es gilt hy =0, h3 = h+ H, p1 = p3 = pso und da das Fluid an der Stelle 3 in
Ruhe st gilt us = 0. Somit ergibt sich fir die gesuchte Hohe h

d) Instationdre Impulserhaltung:

0
g av / n)dS = S"F.
ot /V(t) prav V(L) pv(v-n) Z

Die stationdre Impulserhaltung fiir das vorliegende Problem lautet:
-n)dS=F+ F;.
Ly 0 0) 5

Die beiden Krifte F und F; haben nur Komponenten in y-Richtung und daher
benotigt man nur die Impulserhaltung in diese Richtung

—puidib=F + Fy.
e) Die Bernoulli-Gleichung fir die Stromlinie 1 nach y lautet:

u? u(y)?
—1+@+gh1= ) +@+gy
2 p 2 p




Es gilt hy = 0 und p1 = py = Do und somit ergibt sich fir die gesuchte

Geschwindigkeit u(y)
uly) = \ui — 2gy.

Mithilfe der stationdren Massenbilanz b(—uydy + u(y)d(y)) = 0 ergibt sich fir
die Linge d(y) der folgende Zusammenhang

Die Massen mg; und mgs lauten:

pbu1 d1

e — b /OH—dz d(y)dy = (Ul — \/u% —2¢g(H — dz))

1
Mgy = pdalb = = pLd,lb
2 U2

Gewichtskraft Fy des Fluids:

urd lu
Ff = (m51 + mSQ)g = pgb ( 1g 1 (Ul — \/u% - 29(H - dz)) + 2u1d1l>
2

f) Mit dy < H wvereinfacht sich uy — \/u% —2¢g(H — dy) zu uy —ug und somit folgt
fir die gesuchte Kraft F

1 1
F = pbuyd, <u2 — igl )

U2



4. Im folgenden Beispiel wird eine Trommel mit dem Radius r und dem Massentrag- 8P.|
heitsmoment © betrachtet, siche Abb. 4. Die Trommel dreht sich mit der Winkelge-
schwindigkeit w(f) und hat anfangs die Winkelgeschwindigkeit w(t = 0) = wp. Der
Drehwinkel der Trommel ist mit ¢(t) gegeben, wobei dieser am Anfang gleich Null
ist. Die Trommel soll durch einen Bremshebel der Lange L zum Stillstand gebracht
werden. Hierbei ist der Bremshebel an der Stelle z = 0 drehbar gelagert. An der
Stelle x = L wirkt eine externe Kraft ' und bei x = [ kommt es zu einem reibungs-
behafteten Kontakt zwischen dem Hebel und der Trommel. Die Reibung an diesem
Kontakt wird durch Gleitreibung mit dem Koeffizienten p charakterisiert.

Gegeben: [, L, ©,wq, 1, pt, F', Moy, ¢, d

é? , Mm
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Abbildung 4: Trommel mit Bremshebel.

Fir die Unterpunkte 4a bis 4e gilt, dass die Trommel reibungsfrei im Punkt A
gelagert und das externe Moment M,,; gleich Null ist:

a) Schneiden Sie die Trommel und den Bremshebel frei und tragen Sie alle re- 1.5P.]
levanten Kréafte ein. Bestimmen Sie die Normalkraft Fly zwischen dem Hebel
und der Trommel sowie die Reibkraft Fz.

b) Geben Sie den Drehimpulssatz fiir die Trommel an sowie die entsprechenden 0.5P.|
Anfangsbedingungen.

c) Losen Sie fiir konstante Kraft F' die Differentialgleichung und bestimmen Sie 2P.|
mittels der Losung die Zeit ¢, und den Drehwinkel ¢, bis zum Stillstand.

d) Wie lautet die kinetische Energie Ty und T der Trommel im Anfangszustand 0.5 P.|
sowie im Endzustand (Stillstand)?

e) Der Winkel ¢, bis zum Stillstand kann auch aus der Reibarbeit W berechnet 1P.|
werden. Die verrichtete Reibarbeit ergibt sich aus dem Arbeitssatz zu W =
Tr —Tp. Berechnen Sie die Anzahl der Umdrehungen n, bis zum Stillstand aus
der Reibarbeit.
Hinweis: Die Reibarbeit lautet W = [* Mrdp, wobei Mp das Reibmoment
definiert.

10



Fir die Unterpunkte 4f bis 4g gilt, dass im Punkt A eine Drehfeder mit der Fe-
derkonstanten ¢, eine Dampfung mit der Konstanten d sowie das externe Moment
M., # 0 wirkt. Die Feder ist im Ruhezustand entspannt:

f) Welche zusitzlichen Momente wirken nun an der Trommel? Geben Sie den 1P|
Drehimpulssatz fiir die Trommel an.

g) Schreiben Sie das resultierende Gleichungssystem als System von Differential- 1.5P.|
gleichungen 1. Ordnung an und bestimmen Sie die Ruhelagen.

11



Losung:

a) Der freigeschnittene Bremshebel sowie die Trommel sind in Abb. 5 dargestellt.
Mittels dem Momentengleichgewicht ergibt sich die Normalkraft Fy und die

F
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Abbildung 5: Freischnittskizze der Trommel und des Bremshebels.
Reibkraft Fp zu
L

L
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b) Impulserhaltung und Anfangsbedingungen:

. L ’
Op = —rfp=—ru7lF  9(0)=0, $(0) = wo.

¢) Der Drehwinkel und die Winkelgeschwindigkeit lauten:

rulF

LOTEY
ruLlF

Ol

2 + wot

t 4+ wyp

Im Stillstand gilt p(t) = 0 und somit folgt fir die Zeit ty und den Drehwinkel
s = @(ts) bis zum Stillstand

)]
s ruLFwO
el
P QTMLFWO'
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d) Die kinetische Energie des Anfangszustands sowie des Endzustands lautet:

1
T() = 5@&)3
Ty =0
e) Mithilfe des Arbeitssatzes W =Ty — Ty und W = [* Mrdp mit Mp = —rFpg
ergibt sich die Anzahl der Umdrehungen zu

n _ps O wh
T on dmruLF

f) Zufolge der Drehfeder und der vorhandenen Dampfung missen die beiden Mo-
mente My = cp und My = do bericksichtigt werden und somit lautet die
Impulserhaltung wie folgt

@90 + dSO + CSO = Mext - TFR Sgn(gb)'

g) Der Zustandsvektor x ist gegeben durch xT = [p, ¢] und somit ergibt sich die
Zustandsraumdarstellung zu

(o 1 0
= c/o —dfo| X T |(Mai—rFrsme)/o] -

Die entsprechenden Ruhelagen lauten

1

Y = —Megt
C

o =0.
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