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13P.
1. In dieser Aufgabe soll das Aufschmelzen eines thermoplastischen Polymers ausge- |

hend von der Raumtemperatur T, betrachtet werden. Abb. 1a zeigt den Querschnitt
der zylinderférmigen Apparatur. Um den Kunststoff im Inneren zu schmelzen, fiih-
ren Heizmatten auf der Auflenseite eines Hohlzylinders aus Stahl der Lénge L kon-
stant die Leistung P zu. Bei der sogenannten Glasiibergangstemperatur wird die
kristalline Struktur des Polymers in eine fliissige Schmelze gewandelt. Die dafiir
benotigte Energie kann ersatzweise durch eine von der Kunststoffttemperatur 7;, ab-
héngige spezifische Wéarmekapazitét c,, = ¢, ,(1,) beschrieben werden, siche Abb.
1b. Die Heizbander sollen mit homogener Temperaturverteilung 7j und vernach-

Cpp ¢
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(a) Querschnitt Massezylinder. (b) Verlauf der spez. Warmekapazitét.

lassigbarer Dicke modelliert werden. Durch freie Konvektion kommt es zum Ener-
gieaustausch mit der Umgebung. Diese kann ebenso wie der Warmetibergang vom
Heizband auf den Massezylinder und der Ubergang vom Zylinder auf den Kunst-
stoff durch Randbedingungen dritter Art der Form ¢; = o;AT;, i € {00, hz, zp} mit
konstanten Warmetibergangskoeffizienten «a; beschrieben werden.

a) Stellen Sie das gekoppelte Differentialgleichungssystem inklusive Anfangs- und
Randbedingungen des vorliegenden Warmeleitproblems mit dem Systemein-
gang P auf. Die Warmeleitung in axialer Richtung kann dabei vernachléssigt
werden. 4P|
Hinweis: Berechnen Sie die Heizbandtemperatur 7}, als Funktion der Leistung
P, der Raumtemperatur 7,, und des Warmestroms ¢ .

Vernachlédssigen Sie fiir die folgenden Aufgaben die Warmekapazitiat des Metall-
zylinders und nahern Sie den Kunststoff als konzentrierte Masse mit homogener
Temperatur 7}, an.

b) Geben Sie ein RC-Ersatzschaltbild des Wéarmeleitproblems der vorigen Auf-
gabe an und bestimmen Sie alle auftretenden Ersatzgrofien inklusive deren
Einheiten. 3P|

c) Bestimmen Sie den Zeitverlauf der Kunststofftemperatur 7}, in einem Bereich
mit konstanter spezifischer Warmekapazitét c,, = konst. ausgehend von To,. 4P|

d) Skizzieren Sie qualitativ den Zeitverlauf der Kunststofftemperatur 7, bis zum
Erreichen der Fliissigphase des Polymers. Unterteilen Sie dafiir den Aufschmelz-
vorgang in drei Phasen: Aufheizen bis Tj;, Aufschmelzen bis T, sowie das
Erwarmen auf die Endtemperatur 7),(¢.) = 1. > Tyo. 2P|



Losung:

a) e Zylinderwand:

; 10 0
pCpTo(r, 1) = A, <;E <T§Tz(7’, t)))

Randbedingungen:
e = e T, D,
by = e T, Dl
Anfangsbedingung:
T.(r,0) = Tu
e Polymer:

: 1o/ 0
PoCop(Tp)Tp(r,t) = Ay <; o <T§Tp (r, t)) )
Randbedingung:

) 0
qu = )\I)ETP(T, t)‘rzri
Anfangsbedingung:
T,(r,0) =T
o Warmestromdichten fiir Randbedingungen:

QZp = azp(TZ(Ti) - TP(TZ))
th = Qp (Th - Tz(ro))
O‘hZ/aoo§ + o (Too = T2(10))

1 + ah’z/aoo
b) e Ersatzschaltbild
Rhoo th

C) Tw T, = G@) | 1,

Abbildung 2: Ersatzschaltbild.




o Auftretende Griflen:

1
2rom Lo
Cp= rizﬁLppcp,p(T)

Rhoo -

Der Widerstand zwischen Heizband und Polymer

1
Rppy = ——F—
e 2r,mLk(r,)
ergibt sich mit dem Wdrmedurchgangskoeffizienten
1 1

r_1 1 (T_o) 1
ApzTo + Az log T + QzpTy

ZU

R 1 1 N 1 | <ro> N 1
= — — log( — )
" or apTo A & T QpTi

o Finheiten der Groffen im ESB:

[R] = KW
[C]=JK™
[Pl =W
[T]=K

c) Im Allgemeinen lautet die ODE fiir das RC Ersatzschaltbild

(th + Rhoo)cp(Tp) Tp = Too + PRhoo — Tp .

7(Tp)

Fiir den Fall c,, = konst. ergibt sich die Losung der ODE fiir die Anfangsbe-
dingung T,(0) = T und konstanter Leistung P zu

Ty(t) = Too + PRpoo(1 — exp(—t/7)) .

d) Temperaturverlauf der homogen und konzentriert angenommenen Kunststoff-
Masse bei konstanter Heizleistung:
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8P.
2. In Abb. 3 ist der Massezylinder mit der Lénge L der vorigen Aufgabe mit sei- |

ner Umgebung dargestellt. Der Zylinder gibt iiber freie Konvektion Warme an die
Umgebungsluft mit der fixen Temperatur 7T, ab. Zusatzlich geht Warme an die
umgebenen Oberflichen durch thermische Strahlung verloren. Das Maschinenbett
hat die Oberflachentemperatur 75 und ist auf der Unterseite ideal isoliert.

2r,

Maschinenbett, T5, &9

AN

< »
< »

Abbildung 3: Querschnitt.

Alle Oberflachen sind diffuse, graue Strahler. Die Halle, in der sich die Maschine
befindet, soll als unendlich weit ausgedehnte Hiille angendhert werden, deren Ober-
flaiche hingegen ein schwarzer Strahler mit der Temperatur 7., ist. Vernachlassigen
Sie weiters einen Energieaustausch iiber die Stirnflichen des Zylinders sowie iiber
die Seitenflichen des Maschinenbettes.

a) Um die Zylindertemperatur 7; konstant zu halten, missen die Warmeverluste
kompensiert werden. Dies soll von am Umfang verteilten Heizelementen mit der
Gesamtleistung P erreicht werden. Geben Sie die benotigte Heizleistung unter
Beriicksichtigung von freier Konvektion mit dem Proportionalitétsfaktor aq (7})
und einer allgemeinen Warmestromdichte ¢; durch thermische Strahlung an. 2P|

Nun soll der Warmeaustausch mithilfe der Netto-Strahlungsmethode zwischen Zy-
linder, Maschinenbett und der Halle bestimmt werden. Der Sichtfaktor Fj5 und die
Emissivitaten £; und e, seien gegeben.

b) Berechnen Sie alle auftretenden Sichtfaktoren der in Abb. 3 dargestellten Kon-
figuration. 3P|

c¢) Skizzieren Sie die weiteren Schritte zur Berechnung der Nettowédrmestrome
und geben Sie alle auftretenden Grofien an. (Die explizite Bestimmung der
Wérmestrome durch Matrixmultiplikationen muss nicht durchgefithrt werden!)

3P|



Losung:

a) Die bendtigte Leistung berechnet sich zu

P = ZT’OL(Oél(Tl)(Tl — TOO) + Q1) .

b) Da die Oberflichen des Massezylinders sowie des Maschinenbetts konvex sind,

gilt Fi1 = 0,Fy = 0. Aus der Summationsregel der Sichtfaktoren fir den
Korper 1

Fii+ Fio+ Fio =1
folgt somit
Fieo =1—Fpy
bzw. fir Korper 2
Foy + Foy + Fos =1
folgt
oo =1—Fy

mit Fo; = 2’"6",” Fi9 aus dem Reziprozititsgesetz. Da die Halle als unendlich weit

ausgedehnt angenommen wird gilt Ao, — 00. Somit folgt aus dem Reziprozi-
tatsgesetz Foo1 = Fioo = 0 und aus

Foooo+Fool+Foo2:1

direkt Foooo = 1.

Die Nettowdrmestromdichten konnen mit
q=(E - F)(E — (E — diage)F) ' diageoT*

berechnet werden. Es gill q = [41aQ2aqm]T7 T = [T17T27T00]T7 €= [51,627500]T;

0 Fi2 Fio
F=|F 0 Fx
0 0 Few
und die Finheitsmatriz E, wobei die Halle als schwarzer Strahler (oo = 1)

beschrieben wird.



3. Im Sportklettern wird haufig mobiles Sicherungsgerit benutzt, wenn beispielsweise
keine fest installierten Sicherungsgerite zur Verfligung stehen. Ein beliebtes, mo-

dernes Utensil ist der sogenannte “Friend” bzw. “Cam

7 welcher aufgrund von Haft-

reibung zwischen Gerat und Fels die Kréfte beim Sturz eines Kletterers auffangen
kann. Die beiden Segmente (siche Abb. 4) werden dabei durch die Last F' selbst
gegen den Stein gepresst, wodurch eine hohe Belastbarkeit erreicht wird.

= b N

F

Abbildung 4: Ein Friend mit kreisférmigen Segmenten, welcher in einer Felsspalte der

Breite b haftet.

a) Skizzieren Sie die auftretenden Kréfte und bestimmen Sie die Haftbedingung
des Friends fiir einen fest vorgegebenen Haltewinkel agy.

b) Aufgrund der kreisformigen Gestaltung der Segmente (siehe Abb. 4) ist der
Haltewinkel von der Breite der Felsspalte abhéngig. Schreiben Sie die Haft-
bedingung in der Form p > f(§) mit § = b/2r an und skizzieren Sie grob
den Verlauf von f(¢) fiir sinnvolle Werte von 4. Zeichnen Sie weiters fiir ein
bestimmtes p die Menge der Spaltbreiten ein, fiir welche der Friend haftet.

Hinweis: Verwenden Sie den Zusammenhang

; (1 ()) ; rz+1 1—=z
an| — arccos(z) | = tan| arccos = .
2 2 14+«

7P|

2P|

5P



Abbildung 5: Verlauf von f(§) und Menge der zuldssigen bezogenen Breiten As(pu).



4. Zum Transport von schweren Lasten werden haufig Laufkatzen verwendet, welche 12P.|
auf einer oder mehreren Schienen gleiten. Abbildung 6 zeigt eine vereinfachte Skizze.
Durch einen Motor wird eine Kraft F' auf die Laufkatze aufgebracht, welche eine zy-
linderférmige Last (Masse my, Tréagheitsmoment ;) tiber ein ndherungsweise starr
angenommenes Seil bewegt. Zwischen Schienen und Laufkatze wird viskose Reibung
mit Koeffizienten d sowie Haftreibung mit Koeffizienten p angenommen. Durch die
zusétzliche Haftreibung kommt es zu sog. Stick-Slip-Effekten, welche durch Um-
schalten zwischen zwei dynamischen Systemen - einem haftenden und einem glei-
tenden Modell - analysiert werden konnen. Im Folgenden soll zuerst ein Modell
fiir eine gleitende Laufkatze erstellt werden und daraus ein haftendes Modell samt
Umschaltbedingungen ermittelt werden.
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Abbildung 6: Skizze einer Laufkatze mit zylinderférmiger Last.

a) Berechnen Sie die Position der Last p; und deren Geschwindigkeit py, in Ab- 4P|
héangigkeit der Freiheitsgrade s und . Nutzen Sie die Ergebnisse, um die ki-
netische Energie T'(q) und die potentielle V(q) mit q = [s, p]T zu bestimmen.
Bestimmen Sie die potentielle Energie derart, dass V(0) = 0 gilt.

—

b) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen mittels Euler-Lagrange Formalismus 4 P.|
unter Vernachlassigung der Haftreibung.

c¢) Leiten Sie die Bewegungsgleichung der haftenden Laufkatze, d.h. fir s = § =0, 1P/
aus dem obigen Resultat her.

d) Bestimmen Sie Haftbedingung fiir die Laufkatze und beschreiben Sie, wann 3P|
von haftendem auf gleitendes Modell und vice versa umgeschaltet wird.
Hinweis: Betrachten Sie die erste Gleichung des vollstandigen Modells fiir den
Fall s = § = 0 unter Berticksichtigung der Haftreibung. Die Normalkraft Fly
muss nicht als Funktion von q und dessen Ableitungen bestimmt werden.



Losung:

a)

b)

d)

Aus der Geometrie folgt
_|s+Isin(yp) . |$+Isin(p)¢
bL = [ —lcos(p) und  pr = [sin(p)p |
Mit dem Geschwindigkeitsbetrag

HpLHQ = 5% 4+ 20% + 250l cos ¢

lasst sich die kinetische Energie als
1 1 1
T~ .9 + . 2 _922 .9
MK+ 2mL||PL|| T 50=¢
schreiben. Die potentielle Energie ergibt sich direkt zu V = —mpglcos p + Vj.

Durch die Eichbedingung folgt schliefslich
V =mpgl(1 — cosy).

Mit der Lagrange-Funktion L =T —V ergeben sich die Bewegungsgleichungen
des gleitenden Systems zu

aoL oL,
dtog oq ™
mit den einzelnen Bestandteilen
oL [ 0
T ™ |mutonstos s o)

oL [ (my +m)$ +mplecosp
9q (0.. + mpl?) +mplscos ¢

d oL _(mL—i-mK)é—l-le@cosw—le(pQ sin ¢
dt 9¢ (0. + mpl?)@ + mplscos p — mplspsing

und
l—dKé + F]
f,, = .

0

Aus der zweite Zeile der Bewegungsgleichungen erhdlt man mit § = § = 0 direkt
die Bewegungsgleichung des haftenden Systems,

(0. +mpl?)@ + mylgsin = 0,
was einem frei schwingenden Pendel mit Gravitation entspricht.

Durch Einfiihren einer resultierenden Haftkraft Fry gemdfs

—dgs+ F+ Fy
£, = 0

liefert die erste Zeile der vollstandigen Bewegungsgleichungen im Falls = § =0
die Haftbedingung

[Pl = \lesb cos p — mplp* — F\ < uFy.
Die Winkelbeschleunigung ¢ ldsst sich mit dem Ergebnis aus c¢) eliminieren.

Dies liefert die Bedingung

+mply® + F

2[2 :
‘gmL Sin  cos Y SMFN.

ezz + mLP

Wihrend diese Bedingung eingehalten wird und s = 0 gilt, haftet das System.
Ansonsten muss das gleitende System betrachtet werden.
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