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1. Gegeben ist das in Abbildung 1 dargestellte Experiment zur Bestimmung eines 4 P.|
Reibmodells. Dazu wurde mit einer externen Kraft fe die Masse m für verschiedene
konstante Geschwindigkeiten ẋ über die Oberfläche bewegt. Die erforderliche exter-
ne Antriebskraft fe in Abhängigkeit der Geschwindigkeit ẋ ist in einer Messkurve
(Abbildung 1b.)) dargestellt.
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Abbildung 1: Reibkennlinie.

a) Welche Reibungsarten treten gemäß der dargestellten Messkurve auf? Geben 2 P.|
Sie die entsprechenden Reibgesetze dazu an.

b) Bestimmen Sie die entsprechenden Reibparameter des Modells anhand der ein- 1 P.|
gezeichneten Messwerte. Wählen Sie dazu m = 0.1 kg und approximieren Sie
die Erdbeschleunigung mit g = 10 m s−2.

c) Wie ändert sich die Reibkennlinie aus Abbildung 1b.) für einen Haftreibungs- 1 P.|
koeffizienten µH = 0.15. Skizzieren Sie diese.
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Lösung:

a) Haftreibung: fH = µHmg

Trockene Gleitreibung: fC = µCmg sign ẋ

Viskose Reibung: fr = µV ẋ

Fallunterscheidung:

fe =







fH für ẋ = 0

fC + fr sonst

b) Reibkoeffizienten

µV =
0.1 N

1 m s−1
= 0.1 N s m−1

µC =
0.1 N

mg
= 0.1

µH =
0.1 N

mg
= 0.1

c) Haftreibung
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2. Betrachten Sie den Drehteller aus Abbildung 2, welcher sich mit konstanter Winkel- 8 P.|
geschwindigkeit ω dreht. Die Geschwindigkeit ẋm sowie die Beschleunigung ẍm der
Masse m sind für die nachfolgende Untersuchung Null. Der Haftreibungskoeffizient
zwischen dem Drehteller und der Masse m beträgt µH . Der Winkel β, die Länge l,
der Abstand xm, sowie die entspannte Länge der Feder x0 und die Federkonstante
c sind bekannt.

g
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Oberfläche

Abbildung 2: Drehteller.

a) Skizzieren und benennen Sie alle auftretenden Kräfte. Drücken Sie die Kräfte 2 P.|
als Funktionen der gegebenen Größen aus.

b) Zerlegen Sie die Kräfte in Normal- und Tangentialkomponenten in Bezug auf 1 P.|
die Oberfläche.

c) Bestimmen Sie die Haftbedingungen damit die Masse in Ruhe bleibt. 2 P.|

d) Ermitteln Sie die kritischen Winkelgeschwindigkeiten ωkrit, ab welcher sich die 3 P.|
Masse m in Bewegung setzen würde.
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Lösung:

a) Fliehkraft Ff = m(xm + l)cos(β)ω2, Gewichtskraft Fg = mg,
Federkraft Fc = c(xm − x0), Reibkraft (siehe Punkt b) Fr = (Fg,n + Ff,n)µH ;

ω

β

Ff,tFf,n

Ff
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Fg

Fg,t

Fg,n Fr

Abbildung 3: Auftretende Kräfte.

b)

Ff,t = m(xm + l)cos(β)2
ω2

Ff,n = m(xm + l)cos(β)sin(β)ω2

Fg,t = mgsin(β)

Fg,n = mgcos(β)

c) Haftbedingungen

Ff,t − Fg,t − Fc > µH(Fg,n + Ff,n) → Bewegung nach außen

Ff,t − Fg,t − Fc < −µH(Fg,n + Ff,n) → Bewegung nach innen

d) Bedingung 1:

Ff,t − Fg,t − Fc > µH(Fg,n + Ff,n)

m(xm + l)cos(β)2
ω2 − mgsin(β) − c(xm − x0) > µH

(

mgcos(β) + m(xm + l)cos(β)sin(β)ω2
)

ω2 >
mgsin(β) + c(xm − x0) + µHmgcos(β)

m(xm + l)cos(β)2 − µHm(xm + l)cos(β)sin(β)

ω1 >

√

√

√

√

mgsin(β) + c(xm − x0) + µHmgcos(β)

m(xm + l)cos(β)2 − µHm(xm + l)cos(β)sin(β)

ω2 < −

√

√

√

√

mgsin(β) + c(xm − x0) + µHmgcos(β)

m(xm + l)cos(β)2 − µHm(xm + l)cos(β)sin(β)
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Bedingung 2:

Ff,t − Fg,t − Fc < −µH(Fg,n + Ff,n)

m(xm + l)cos(β)2
ω2 − mgsin(β) − c(xm − x0) < −µH

(

mgcos(β) + m(xm + l)cos(β)sin(β)ω2
)

ω2 <
mgsin(β) + c(xm − x0) − µHmgcos(β)

m(xm + l)cos(β)2 + µHm(xm + l)cos(β)sin(β)

ω3 <

√

√

√

√

mgsin(β) + c(xm − x0) − µHmgcos(β)

m(xm + l)cos(β)2 + µHm(xm + l)cos(β)sin(β)

ω4 > −

√

√

√

√

mgsin(β) + c(xm − x0) − µHmgcos(β)

m(xm + l)cos(β)2 + µHm(xm + l)cos(β)sin(β)
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3. Gegeben ist der in Abbildung 4 dargestellte Zahnriemenantrieb. Der Schlitten mit 9 P.|
der Masse ms ist über einen Zahnriemen mit den beiden Riemenscheiben verbun-
den. Die Riemenscheibe 1 wird über einen Motor mit dem Moment M1 angetrieben.
Die Trägheitsmomente bzw. die Drehwinkel der Riemenscheiben sind mit θi und ϕi,
i ∈ {1, 2} bezeichnet. Der Radius der beiden Riemenscheiben ist r. Das elastische
Verhalten des Zahnriemens wird mit Hilfe der drei Federelemente c1, c2 und c3 be-
rücksichtigt. Die Position des Schlittens ist mit s bezeichnet. Die Reibung zwischen
Schlitten und Schlittenführung wird als viskose Reibung mit dem Reibkoeffizienten
µV charakterisiert.

M1

s

µV

ϕ1 ϕ2

θ1 θ2

c1 c2

c3 rr

ms

Schlitten

Riemenscheibe

Abbildung 4: Schema des Zahnriemenantriebs.

a) Wählen Sie einen geeigneten Vektor der generalisierten Koordinaten q. 1 P.|

b) Berechnen Sie die kinetische Energie des Systems in Abhängigkeit der genera- 1 P.|
lisierten Koordinaten q und deren Zeitableitung q̇.

c) Ermitteln Sie die potentielle Energie des Systems in Abhängigkeit der genera- 1 P.|
lisierten Koordinaten q.

d) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen des Systems mit Hilfe des Euler-Lagrange- 3 P.|
Formalismus her.

Unter der Annahme von θ1 ≫ θ2 kann der Zahnriemenantrieb aus Abbildung 4
näherungsweise als Zwei-Massen-Schwinger betrachtet werden, siehe Abbildung 5.

M1

s

µV

ϕ1

θ1

c1

c2c3r

ms

Schlitten

Abbildung 5: Schema des Zwei-Massen-Schwingers.

e) Fassen Sie die Federelemente c1, c2 und c3 zu einer Gesamtsteifigkeit c zusam- 1 P.|
men.

f) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen für das vereinfachte System aus Abbil- 2 P.|
dung 5 auf.
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Lösung:

a) Generalisierte Koordinaten

q =







ϕ1

ϕ2

s







b) Kinetische Energie

T =
1

2
θ1ϕ̇1

2 +
1

2
θ2ϕ̇2

2 +
1

2
msṡ

2

c) Potentielle Energie

V =
1

2
c1(s − rϕ1)

2 +
1

2
c2(rϕ2 − s)2 +

1

2
c3r2(ϕ1 − ϕ2)

2

d) Mit der generalisierten Kraft

fnp =







M1

0
−µV ṡ







folgen die Bewegungsgleichungen

ϕ̈1 =
1

θ1

(

M1 + c1r(s − rϕ1) − c3r
2(ϕ1 − ϕ2)

)

ϕ̈2 =
1

θ2

(

−c2r(rϕ2 − s) + c3r
2(ϕ1 − ϕ2)

)

s̈ =
1

ms

(−c1(s − rϕ1) + c2(rϕ2 − s) − µV ṡ)

e) Gesamtsteifigkeit der Federn

c = c1 +
c2c3

c2 + c3

f) Bewegungsgleichungen des Zwei-Massen-Schwingers

ϕ̈1 =
1

θ1

(M1 + cr(s − rϕ1))

s̈ =
1

ms

(−c(s − rϕ1) − µV ṡ)
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4. In einer isolierten Rohrleitung strömt Heißdampf mit der Temperatur TD. Die Tem- 9 P.|
peratur der Umgebung ist TL. Die Wärmeübergangszahl an der Rohrinnenseite be-
trägt αi, die Wärmeleitfähigkeit der Rohrleitung ist λ und die Wärmeübergangszahl
an der Rohraußenseite beträgt αa. Die Innen- und Außendurchmesser 2ri bzw. 2ra

sind gegeben.

αa,
Ta

αi,
Tiλ

TR(r)
2ri 2ra

Rohrleitung

Dampf

TL

TD

Abbildung 6: Heißdampfleitung im Querschnitt.

a) Vereinfachen Sie die Wärmeleitgleichung ∂TR

∂t
= a∆TR mit einer allgemeinen 1.0 P.|

Konstanten a für den stationären Fall und einer unendlich langen Leitung.
Hinweis: Zylinderkoordinaten ∆ = ∂2

∂r2 + 1

r
∂
∂r

+ 1

r2

∂2

∂ϕ2 + ∂2

∂z2

b) Zeigen Sie, dass die Funktion f(r) = c0

r
mit einer Konstanten c0 die Differen- 1.0 P.|

tialgleichung erfüllt.
Hinweis: Für diese Aufgabe ist die Substitution ∂TR

∂r
= f(r) erforderlich.

Hinweis: Die Teilaufgaben 4c) bis 4e) sind unabhängig von den Teilaufgaben 4a)
und 4b) lösbar.

c) Lösen Sie nun die verbleibende Differentialgleichung ∂TR

∂r
= f = c0

r
. Geben 1.5 P.|

Sie den stationären, radialen Temperaturverlauf TR(r) in der Rohrleitung in
allgemeiner Form an. Bezeichnen Sie die Integrationskonstante mit c1.

d) Bestimmen Sie die Konstanten c0 und c1 für gegebene Temperaturen an Innen- 2.5 P.|
und Außenwand Ti bzw. Ta. Geben Sie die Funktion TR(r) an.
Hinweis: Nehmen Sie die Temperaturen Ti und Ta als bekannt an.

e) Stellen Sie die Randbedingungen Q̇i = fi(Ti) und Q̇a = fa(Ta) dar. Vereinfa- 3.0 P.|
chen Sie anschließend den in der Leitung mit der Länge L auftretenden Wär-
mestrom Q̇λ = −λA(r)∂TR

∂r
mit der Fläche A(r). Wie stehen die Wärmeströme

Q̇i, Q̇a und Q̇λ in Verbindung zueinander?
Hinweis: Der Wärmestrom ist das Flächenintegral über die Wärmestromdich-
te: Q̇ =

∫

A

q̇dA.
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Lösung:

a) Aus

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

folgt

∂2TR

∂r2
+

1

r

∂TR

∂r
= 0.

b)

f ′ +
f

r
= −c0r−2 +

1

r
c0r

−1 = 0

c)

∂TR

∂r
=

c0

r

dTR =
c0

r
dr

TR(r) = c0ln(r) + c1

d) Aus

Ti = c0ln(ri) + c1

Ta = c0ln(ra) + c1

folgt

c0 =
Ti − Ta

ln
(

ri

ra

)

c1 = Ti −
(Ti − Ta)

ln
(

ri

ra

) ln(ri)

TR(r) = Ti +
(Ti − Ta)

ln
(

ri

ra

) ln
(

r

ri

)

.

e)

Q̇i = αiAi(TD − Ti)

Q̇λ = −λA(r)
∂TR

∂r
= −λ2πrL

(Ti − Ta)

ln
(

ri

ra

)

ri

r

1

ri

= −2πλL
(Ti − Ta)

ln
(

ri

ra

)

Q̇a = αaAa(Ta − TL)

Q̇i = Q̇a = Q̇λ
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