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1. Gegeben ist die in Abbildung 1 dargestellte Kurbelschwinge, welche zur Umwand- 10P.|
lung einer Drehbewegung in eine translatorische Bewegung genutzt wird. Dabei
treibt die rotierende Kurbel (Antriebsmoment My, Radius 7, Tragheitsmoment
Ik um Drehpunkt, vernachléssighare Masse) die Schwinge an. Die Schwinge (Masse
mg mit Schwerpunktsabstand lg vom Drehpunkt A und Trigheitsmoment Ig um
Schwerpunkt) wiederum bewegt einen masselosen Schlitten hin und her, an welchem
eine Feder (Federkonstante kr und entspannte Federlidnge [r) befestigt ist.
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Abbildung 1: Kurbelschwinge.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung der Kurbelschwinge sind folgende Teilauf-
gaben zu losen:

a) Geben Sie den Schwingenwinkel g als Funktion des Kurbelwinkels ¢x an. 2.0P.|
Berechnen Sie in weiterer Folge die Ableitung des Schwingenwinkels ¢g in
Abhéngigkeit von ¢ .

d

. fe. d _ 1
Hinweis: - arctan (z) = -5

b) Bestimmen Sie die Lange der Feder [ als Funktion des Winkels ¢g. 0.5P.

c¢) Stellen Sie den Vektor zum Schwerpunkt der Schwinge auf und berechnen Sie 1.0P.|
daraus die Geschwindigkeit des Schwerpunkts vg der Schwinge in Abhéngigkeit
der Winkelgeschwindigkeit ¢g.

d) Ermitteln Sie die kinetische Energie der Kurbel Tx = Tk (¢ ) und der Schwin- 2.0 P.|
ge Ts = Ts(ps).

e) Ermitteln Sie die potentielle Energie der Schwinge Vg zufolge der Schwerkraft 2.0P.|
und die potentielle Energie der Feder Vr in Abhingigkeit von ¢g.

f) Ermitteln Sie die generalisierte Kraft @) beziiglich der Minimalkoordinate ¢y 0.5P.
zufolge des Antriebsmomentes M.

g) Geben Sie die Lagrange-Funktion L und die Euler-Lagrange Gleichungen zur 2.0P.|
Ermittlung der Bewegungsgleichung des Systems in Abhéngigkeit der Minimal-
koordinate ¢y an. Sie miissen die Ausdriicke nicht explizit auswerten.

Hinweis: Sollten Sie in Aufgabe la keine Losung fiir ¢g und ¢g erhalten
haben, setzen Sie diese in allgemeiner Form, d.h. als ¢5 = ps(¢k) und ¢g =

sk, k) an.



Losung:

a) Schwingenwinkel:

ri cos(¢k) )

hx + 71 sin(¢k)

B ri(rr + sin(px)hg)
r% + 2sin(pg)hgrix + h3

(s = arctan (

Sbs = YK

b) Linge der Feder:
lF = hs tan(gpS) + QZFO

c¢) Schwerpunktsvektor und Schwerpunktsgeschwindigkeit:

re— 1 [Sin(%*)]

* |cos(is)
cos(ps) | .
vg =1 .
; [— Sm(@s)] o
d) Kinetische Energien:
1.

1 .
Ty = 5(IS + msz§)¢§
e) Potentielle Energien:

Vs = lgmgg cos(ps)
1
VF = 5]{5}7(}15 tan(gos) + lF())2

f) Generalisierte Kraft:
Q = Mk
g) Lagrange-Funktion L und Euler-Lagrange-Gleichungen:

ri(ri + sin(px)hi) )2) 2

r% + 2sin(¢g ) hgri + h% K

Ti cos(pk)
— lgmgg cos| arctan
§Msg < (hK +ri sin(ng)>>

1 T cos(pK) 2
— —kp(h +1
2 F( ShK+TKsin(g0K) o

afoLy_ oL _,
dt \ Ok dor

L:T—V:%(IK+<IS+mSl§)<




2. Ein Block mit der Masse m; hédngt nach Abbildung 2 an einem masselosen Seil.
Das Seil wird reibungsfrei iiber eine masselose Rolle gefiihrt und auf einer Trommel
(Masse mso, Trégheitsmoment O,) aufgewickelt. Die Trommel rollt iiber die Kon-
taktfliche ohne dabei zu gleiten. Zudem wirkt eine Feder ohne Vorspannung mit
der konstanten Federsteifigkeit k& der Bewegung der Trommel entgegen. Das gesam-
te System befindet sich im Schwerefeld.
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Abbildung 2: Bewegte Masse.

a) Zerlegen Sie das System in einzelne Korper (Block, Rolle, Trommel) und zeich-
nen Sie alle Kréfte ein.
Hinweis: Beachten Sie auch die Tragheitskrafte und die Reibkraft.

b) Geben Sie das Kréftegleichgewicht in y-Richtung fiir die Trommel an.

c¢) Stellen Sie die Impulsbilanz in z-Richtung sowie die Drehimpulsbilanz fir die
Trommel um den Punkt S auf.

d) Bestimmen Sie die Impulsbilanz in y-Richtung fiir den Block.

e) Wie lautet der kinematische Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit &
und der Drehwinkelgeschwindigkeit ¢ sowie den Beschleunigungen # und ¢ der
Trommel.

f) Geben Sie den kinematischen Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit & 4
des Punktes A und der Drehwinkelgeschwindigkeit ¢ der Trommel sowie den
Zusammenhang fiir die Beschleunigung 4 an. Wie lautet der Zusammenhang
zwischen der Geschwindigkeit ©, des Punktes A und der Geschwindigkeit g
des Blockes sowie den entsprechenden Beschleunigungen &4 und 7 Begriinden
Sie ihre Aussage.

g) Geben Sie die Bewegungsdifferentialgleichung des Schwerpunktes S an. Elimi-
nieren Sie dabei alle unbekannten Grofien, sodass die Gleichung in der Form
&= f(x,my,mg, O, 1,74, k,g) dargestellt werden kann.

Hinweis: Falls Sie die Aufgaben 2e und 2f nicht gel6st haben, verwenden Sie
die folgenden Zusammenhénge & = ap und § = bp.

10P.|

2.0P,|

0.5P,|
1.0P.|

0.5P,|
1.0P.|

2.0P.|

3.0P.|



Losung:

a) Freischneiden des Systems: Siehe Abbildung 3
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Abbildung 3: Freischneiden des Systems.

b) Kriftegleichgewicht in y-Richtung fir die Trommel:
N —meg =0
c) Impulsbilanz in x-Richtung fir die Trommel:
F—R—kx—mest =0
Drehimpulsbilanz um den Schwerpunkt S der Trommel:
riF+r,R— 00 =0
d) Impulsbilanz in y-Richtung fir den Block:
mig—F —my =20

e) Die Trommel rollt iber den so genannten Momentanpol M, d.h. die Geschwin-
digkeit vy an dieser Stelle ist gleich null, und infolgedessen gilt fir die Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunktes S (siehe Abbilding 4)

T ="Tep

T =71q.

f) Bei einem ungedehnten Seil ist die Geschwindigkeit y des Blocks gleich der Ge-
schwindigkeit © 4 des Punktes A, d.h. §y = &4. Daraus folgt (siehe Abbilding 4)

y=(ri+7ra)p

§=(ri+r.)é.
g) Die Bewegungsdifferentialgleichung des Schwerpunkts S lautet:

 om(ri+r)rag — rika
— mu(r + 1)+ mar? + O,




Abbildung 4: Geschwindigkeiten an der Trommel.

3. In Abbildung 5 ist ein elektrisches Kabel der Lange L bestehend aus einem elek- 11P.]
trischen Leiter und einer Isolierung dargestellt. Durch den elektrischen Leiter flief3t
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Abbildung 5: Elektrisches Kabel bestehend aus einem Leiter und einer Isolation.

der Strom [ und erzeugt dadurch Warme (ohmsche Wéarmequelle). Das Kabel be-
findet sich in einem mit Luft gefiillten Raum konstanter Temperatur T.,. Dieser
Raum wird von einer Wand mit konstanter Temperatur T,,, der Emissivitat e, und
der Seitenléngen a,, und b,, umgeben. Zwischen der Isolierung und ihrer Umgebung
(Luft und Wand) findet ein Wérmeaustausch Q® statt.
Der elektrische Leiter besitzt die Parameter:

e Radius 7y

e Dichte p;, spezifische Wéarmekapazitit ¢;, Warmeleitfahigkeit A,

e Spezifischer ohmscher Widerstand w,
Die Isolierung hat die Parameter:

e Radius r; (Leiter plus Isolierung)

e Dichte p;, spezifische Warmekapazitat ¢;, Warmeleitfahigkeit \;, Emissivitét ¢;

An dieser Stelle sei angemerkt, dass alle Materialparameter konstant sind und die
Lange L des Kabels sehr viel grofler ist als die Radien r; und r;, d.h. L > r;, r;.



a)

Geben Sie die instationdre Wéarmeleitgleichung in allgemeiner Form fiir den
Leiter Tj(r,t) und die Isolierung T;(r,t) sowie den entsprechenden Definiti-
onsbereich in radialer Richtung an. Vereinfachen Sie die beiden Warmeleit-
gleichungen infolge der geometrischen Gegebenheiten und begriinden Sie diese
Vereinfachungen. Welche Bedingungen hinsichtlich der Temperaturen T;(r,t)
und T;(r,t) miissen an den Stellen r = 0, r = r; und r = r; gelten?

Hinweis: An der Stelle r = 0 kommt die Symmetrie zum Tragen.

Wie lauten die stationdren Warmeleitgleichungen fiir das vorliegende Problem?

Verifizieren Sie, dass die folgenden beiden Gleichungen die stationdren War-
meleitgleichungen erfiillen

Tl(r):Tl—i—i—?;\ll(l—:—?) r e [0,r] (1)
In(r/r;)

Ti(r) =T+ (Th — T3) € [r1,7i (2)

In(r;/7;)
Hierbei beschreibt T die Temperatur an der Stelle r; und 75 jene an der Stelle
r; und g ist die volumetrische Warmequelle.

Fertigen Sie eine schematische Skizze des Temperaturverlaufs tiber den Ra-
dius 7 € [0,7;] an. Beriicksichtigen Sie dabei die in Aufgabe 3a) definierten
Bedingungen an den Stellen » = 0 und r = ;.

Bestimmen Sie die volumetrische Warmequelle g infolge der ohmschen Last,
d.h. g = g(I,w,;). Geben Sie einen Zusammenhang zwischen der in das System
eingebrachten Wéarme W und dem Strom I an.

Hinweis: Es gilt W = JygdV.

Die Teilaufgaben 3e) bis 3g) kénnen unabhéngig von den Teilaufgaben 3a) bis 3d)
gelost werden.

Der Warmestrom Q“ setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Einerseits kommt
es zwischen der Isolierung und der Luft zu einem konvektiven Warmeiibergang,
der durch den Wéarmeiibergangskoeffizienten « charakterisiert ist, und andererseits
tauscht die Isolierung mit der Wand Energie in Form von Strahlung aus.

2.0P,|

1.5P]

1.5P,|

1.5P,|

e) Bei der Strahlungsberechnung mittels der Netto-Strahlungsmethode muss man 1.5P.|

Sichtfaktoren bestimmen. Geben Sie die beiden bei der Berechnung der Sicht-
faktoren niitzlichen GesetzméafBigkeiten an. Welche Eigenschaft gilt bei konve-
xen Korpern?

Hinweis: Der Strahlungsraum besteht aus N Teilstiicken mit der Oberflache
A, i=1,...,N.

Berechnen Sie die Sichtfaktoren fiir das vorliegende Problem und bestimmen
Sie die Warmestromdichte ¢¢ infolge von Strahlung.

Hinweis: Bei der Berechnung der strahlungs-bedingten Warmestromdichte ¢¢
sind nur die Matrizen E und F sowie die Vektoren € und T zu definieren. Die
Formel muss nicht ausgewertet werden.

Bestimmen Sie die Warmestromdichte ¢i infolge von Konvektion. Wie lautet
der gesamte Warmestrom Q% an der Auflenseite » = r; der Isolierung.

2.0P.|

1.0P,|



Losung:

a)

b)

d)

Wdérmeleitgleichung fiir Isolation und Kabel;

P

OTirt) | (10 ( OT(r0) | 1PT(t)  0°Tiro)
o \rar\' ar r2  0p? 0z
oT;(r,t) 10 ( 0Ti(r,t) 1 02Ty(r,t)  O*Ty(r,t)
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In beiden Gleichungen kann die z-Koordinate infolge des unendlich langen Ka-
bels vernachldissigt werden und weiters kann aufgrund der Symmetrie die Ab-
hangigkeit beziiglich ¢ entfallen.

Basierend auf der Symmetrie muss an der Stelle r = 0

>+g r e [0,7]

PiCi ot =\

o1,

or| =0

r=0

gelten. Die Wirmeleitgleichung ist eine parabolische Differentialgleichung und
bedingt, dass die Losung 2-mal stetig differenzierbar ist und infolgedessen kann
der Temperaturverlauf keine Unstetigkeit aufweisen. Daher gilt an der Kon-
taktstelle r = r; zwischen dem Kabel und der Isolierung

Tiy(ri, t) = Ti(r, t).

Das Kabel samt Isolation tauscht mit der Umgebung Energie in Form von Kon-

vektion und Strahlung aus und somit gilt an der Stelle r = r;

aT;(r,t)
or

oY = ().

r=r;

Die stationdren Gleichungen lauten

(10 om(r)
0—)\z<;§<7“7>>+g r € [0,7]

B o0 ( OT;(r,t)
0—§<T7> r € [r,mi

und ausgehend von diesen beiden Gleichungen kann einfach nachgeprift wer-
den, dass die beiden angegebenen Temperaturprofile die stationdren Gleichun-
gen erfiillen.

Ortlicher Temperaturverlauf: Siche Abbildung 6. Hier gilt Ty = T, + %.
Mit Hilfe des spezifischen Widerstands w; des Kabels folgt die volumetrische

Wiéirmequelle g zu
7\?
s=(5)

Die in das System eingebrachte Warme W lautet

. L
W = grirL = wQLIQ,
rimw
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Abbildung 6: Ortlicher Temperaturverlauf.

v

e) Zur Berechnung der Sichtfaktoren verwendet man einerseits die Reziprozitdts-
regeln und andererseits die Summationsregeln

AiFij = AjFy;

N
j=1

Bei konvexen Kérpern ist der Sichifaktor Fy; gleich null.

f) Die strahlungs-bedingte Wairmestromdichte erhalt man aus der Formel
ds = (E — F)(E — (E — diag{e})F) " diag{e}oT*

mit den Vektoren ¢, = [¢*,¢*]", T = [Ty, T,,]" und e = [g;,e,]", der Einheits-

matric
10
=y Y
und der Sichtfaktormatriz
F = [ r97r 1 1ri7r 1
aw+byw B aw+byw

g) Die konvektive Wirmestromdichte gi ergibt sich zu g, = a(To—T3) und daraus
folgt direkt der Wirmestrom Q% an der Stelle r = r; zu

Q" = 2rwL(qy + 45



