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1. Eine Person mit der Masse m steigt auf die in Abb. 1 dargestellte, masselose Lei-
ter mit der Léange L. Der Haftreibungskoeffizient zwischen Leiter und Wand sowie
zwischen Leiter und Boden betrigt pu.

Abbildung 1: Eine Person auf einer Leiter (Aufgabe a-c). rechts: Eine Person auf einer
mit einem Seil fixierten Leiter (Aufgabe d).

a)

Zeichnen Sie alle auf die Leiter wirkenden Kraftevektoren mit ihren z- und
y-Komponenten ein.

Geben Sie die Beziehungen dieser Kréfte fiir statisches Gleichgewicht an.
Stellen Sie die Zusammenhénge zwischen Haftreibung und Normalkraft dar.

i. In welchem Bereich kann die Person klettern, ohne dass die Leiter weg-
rutscht?

ii. Wie steil muss die Leiter aufgestellt (Winkel ) werden, damit die Person
mit der Masse m bis ganz oben klettern kann?

Um ein Wegrutschen zu verhindern, wird die Leiter nun mit einem Seil ge-
sichert, das in der Hohe hg an der Leiter montiert ist, siche Abb. 1 rechts.
Bestimmen Sie die Seilkraft Fg, die erforderlich ist, damit die Person mit der
Masse m bis ganz oben klettern kann.

hs tan(a) )

Rechnen Sie mit dem bekannten Winkel des Seils, § = arctan -
Lsin(a) — hg

Hinweis: Geben Sie alle zur Bestimmung notwendigen Gleichungen an. Sie
missen das Gleichungssystem nicht auflosen.
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Losung:

)

Kriftegleichgewicht ey: Fay — Fpy =0
Kriftegleichgewicht ey: Fay+ Fp,y, — G =0 ,G =mg
Momentengleichgewicht in B (Fufende der Leiter):
2eG — Lcos(a)Fa,y — Lsin(a)Fa, =0

¢) Haftbedingungen:

FA,y < ,LLFA,x
FB,x S MFB7y

Grenzen der Haftbedingungen in b) einsetzen und auflosen:

FA,y - MFA,J: FB@ = ,LLFB,y
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d) Lésen des Gleichungssystems mit den Variablen Fyu ., Fp, und Fg

Fyu— pnFp, —cos(B)Fs =0
,uFA,m + FB’y — Sin(ﬁ)Fs G
_(Lu cos(ar) + Lsin(a))FA + sin(5) + cos(f) |hgFs = —Lcos(a)G
* tan(a)
Do hg tan(a)
mit = arctan(LSin<a) — hg>

ergibt fir die Seilkraft
Fe_ G Ltan(a) cos(a)(pu? + 1)
° ((a — hg(p? + 1)) cos(B) + au sin(a)) tan(a) — sin(B)hs(u? + 1)

mit a = L(sin(a) + ucos(a))



2. Gegeben ist das mechanische System aus Abb. 2. Der Wagen hat die Masse myy, die 9P|
Lange Iy sowie die Hohe hy, und ist mit zwei gleichartigen linearen Federn (Feder-
konstante ¢, entspannte Lange ly) auf einer schiefen Ebene (Winkel o) befestigt. Auf
diesem Wagen rollt ein Zylinder mit der Masse my, dem Massentragheitsmoment
.. um die z-Achse und dem Radius R. Wie in der Abbildung ersichtlich, wird mit
sy die Position des Mittelpunktes des Wagens, mit sz die Position des Zylinders
und mit dessen Winkel ¢ deren Lage beschrieben. Die Erdbeschleunigung wirkt in
negativer y-Richtung. Bestimmen Sie nun die Bewegungsgleichungen mit Hilfe der
Euler-Lagrange Gleichungen.

Abbildung 2: Mechanisches System mit einem Zylinder auf einem Wagen.

a) Im folgenden Beispiel sollen die generalisierten Koordinaten q = [sy,sz]T 1P.|
verwendet werden. Wie hangen diese mit den alternativen Koordinaten q =
[sw, ]! zusammen?

b) Stellen Sie die Ortsvektoren ry und rz vom Ursprung des eingezeichneten 2P.|
Koordinatensystems zu den Schwerpunkten des Wagens und des Zylinders in
Abhéngigkeit der generalisierten Koordinaten q auf.

c¢) Berechnen Sie die kinetische Energie Ty des Wagens und des Zylinders 77 in 1,5 P.|
Abhéangigkeit von q und q.

d) Berechnen Sie die potentielle Energie Vi, des Wagens und des Zylinders V; in 1P|
Abhéngigkeit von q und §. Normieren Sie diese so, dass Vi/(0) = Vz(0) = 0
gilt.

e) Berechnen Sie die potentielle Energie Vy; und Vy, der beiden Federn in Abhén- 1,5P.|
gigkeit von q und q.

f) Geben Sie allgemein die Bewegungsgleichungen des betrachteten Systems in 2P|
Form der Euler-Lagrange Gleichungen an und werten Sie diese aus.
Bestimmen Sie aulerdem die Bereiche, in denen diese Gleichungen giiltig sind.



Losung:

a) Das System besitzt 2 Freiheitsgrade, wobei der Winkel ¢ und die Position des
Zylinders sz durch eine Rollbewegung miteinander verknipft sind. Mit die Fest-
legung von sy und sz folgt daher $; — Sy = —Rp.

b) Ortsvektoren:

= B =] () )]

¢) kinetische Energie:

1

1 10.. . :
TZ = imzszz + 5%(8[/{/ — 82)2
d) potentielle Energie:
Viy = —mygsin(a)sw
Vy = —myzgsin(a)sy

e) potentielle Energie der Federn:

1 1 l 2
Vfl = §C(lf1 — l0)2 = 26<$W — 7W — lo)

1% —1(1 —1)2—1 L—sw— 2
f2—2C 12 0 —26 Sw 9 0

f) Lagrange Funktion:
L=T-V=Tw+Tz—Viw =Vz = Vp = Vp

FEuler Lagrange Gleichungen:

dt 88W 85W
afoLy oL
dt 832 aSZ
fur das betrachtete System:
mwSw + ﬁ(sw — §7) = mygsin(a) — C(2sy — L) fiir - < sy <L-— 5
0.. . . . . [
mzéz—ﬁ(sw—sz):ngsm(a) fiir SW—%V—}-RSSngW—l—?W—R



3. Durch eine diinne, stromdurchflossene Schiene mit der homogen verteilten Tempe-
ratur 77 werden zwei eingefasste Schienen erhitzt, deren Unterseite durch geeignete
Kiihlung konstant auf T, gehalten wird (siehe Abb. 3). Es wird angenommen, dass

alle

drei Strahlungskorper néherungsweise thermisch isoliert und in die Tiefe un-

endlich ausgedehnt sind und nur durch Strahlung Wérme austauschen. Die obere
Schiene 1 wird von einem Gleichstrom I durchflossen und erwarmt sich durch den
spezifischen Widerstand p;. Da der Strahlungsraum nicht geschlossen ist, wird er
durch eine mit Temperatur T, strahlende, unendlich ausgedehnte Umgebung ver-
vollstandigt. Im Folgenden sollen die Temperaturen im stationaren Fall abhangig
vom beaufschlagten Strom I und der Umgebungstemperatur 7, berechnet werden.
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Abbildung 3: Skizze des Strahlungsraumes (links) und Winkeldefinitionen zur Berechnung
des Sichtfaktors (rechts).

a)

Angenommen, der Sichtfaktor Fy, = F ist gegeben. Bestimmen Sie die Sicht-
faktormatrix fir den Strahlungsraum i,j € {1,2,3,00}. Hinweis: Aufgrund
der unendlichen Ausdehnung der Umgebung gilt F.,; = Fs = F3 = 0 und
Foo = 1.

Berechnen Sie F explizit durch Integration entlang der Kontur (siehe Abb 3).

Aufgrund der Symmetrie der Anordnung wird sich stationér T, = T3 ergeben,
weshalb die beiden Schienen zu einem Korper mit Oberflichentemperatur 7}
zusammen gefasst werden konnen. Zudem kann der Einfluss der strahlenden
Umgebung vernachlassigt werden. Geben Sie die Eintrdge Fiy, Fi4, Fy; und
F,, der reduzierten Sichtfaktormatrix F,.q an. Hinweis: Beachten Sie die Ad-
ditionsregel A;F;; = A; F;,; + A, F,,; fiir die Zusammensetzung der Fléchen
A=A, + A,

Im Folgenden wird angenommen, dass die Warmestrome ¢ in Abhangigkeit der
Temperaturen, also ¢;(77,Ty) und ¢4(74,Ty), bekannt sind.

d)

)

In den beiden Schienen 2 und 3 wird sich aufgrund des Wéarmestromes ¢, ein
stationdres Profil T (2) einstellen. Geben Sie die stationdre Warmeleitgleichung
mit beiden Randbedingungen an und losen Sie diese.

Stellen Sie das nichtlineare Gleichungssystem zur Bestimmung von 7} und T}
auf. Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis des vorherigen Punktes und die
stationare Leistungsbilanz in Schiene 1.
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Losung:

a) Aufgrund der ebenen Oberflichen ergibt sich Fi3 = Fys = F33 = 0 sowie mit-
tels Symmetrie und Reziprozitit Flo = Fi3 = Fy = F31 = F. Da sich die
beiden Schienenoberflichen nicht sehen, folgt direkt Fbs = F3o = 0. Aus den
Summationsregeln folgt Fioo = 1 —2F sowie Fyoo = Fyoo = 1 — F. Fiir die Um-
gebung folgt aufgrund der ndherungsweise unendlich groffen Oberfliche schliefs-

lich Foo1 = Fiaoo = Fioz = 0 und Fooo = 1. Damit ergibt sich zusammenfassend

0 F F 1-2F
F_ F 0 0 1-F
|F 0 0 1-F

0 0 0 1

b) Mit den geometrischen Zusammenhdngen
L— 2L —
sin(fq) = i und  sin(fe;) = i
a?+ (L — x)? \/a2—|—(2L—a:)2

folgt durch Substitution des Nenners

1 [VaT¥arz VT2
/ da—/ do

1 L :
= ﬁ/o sin(01) —sin(Oro)dv = o |

1
=57 V@ + 412 + a - 2Va? + 17].

c) Aus der Flichenaddition Ay = Ay + As folgt wegen %A4 = Ay = A3 die Sicht-

faktoren B B
F41 =F und F14 =2F
und damit _
0 2F
Fred - [ﬁ 0 ‘|'
d) Die stationdre Warmeleitgleichung
92
@TS(Z) =0

mit den Randbedingungen
—)\QT (0) =g¢ Ts(b) =T,
Oz S = {4, S — 1
besitzt die Losung '
qa
A

e) Im stationdren Fall missen sich die Leistungen zu Null bilanzieren. Aus der
lingenbezogenen Leistungsbilanz der Schiene 1

L L rc J\2
/ a1 dx:/ / Q1(> drdz
0 o Jo cL

; 01 ;9
= —]°
q1 o2

Ts(z) =T + —(b— 2).

folgt



Gleichzeit muss die Oberflachentemperater Ty der Schienen 2 und 3 genau der
stationdren Liosung am Rand entsprechen, also Ty = Ts(0). Daraus folgt das
nichtlineare Gleichungssystem

. 01 ;9
Q1(T1,T4) - CFI =0

qa(T1,Ty)

b=0.
A

T4 - Too -
Alternativ ist es auch mdglich, in Punkt d) die Neumannsche Randbedingung
durch Ts(0) = Ty zu ersetzen. Die zweite Bedingung lautet dann, dass der sich
einstellende Warmestrom mit der einfallenden Strahlung tibereinstimmt, also

0
_)\@TS(O) = qu(Th, Ty).



