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1. Gegeben ist der in Abb. 1 dargestellte Mechanismus, bestehend aus den zwei Stdben 10 P.|
S1 und S2 sowie einer Masse m. Die zwei Stabe S1 und S2 sind drehbar gelagert
und tber eine Drehfeder mit Drehsteifigkeit cp gekoppelt, die Lagerung der Sta-
be ist als reibungsfrei anzusehen. Die Massen der Stidbe betragen m; bzw. may, die
Stablédngen [, bzw. [; und die Massentragheitsmomente der Stabe um ihren Schwer-
punkt Jg; bzw. Jg,. Fir a — 8 = 0 gilt fiir das Moment der Drehfeder M = 0. Das
freie Ende von Stab S1 ist mittels eines Feder-Démpfer-Systems an einem Fixpunkt
aufgehangt. In der Berechnung soll angenommen werden, dass diese Aufhédngung
reibungsfrei so nachgefiihrt wird, dass Feder- und Déampferkraft immer in vertikaler
Richtung wirken. Fiir a = 0 ist zudem die Feder ¢ der Aufhingung entspannt. Die
grin dargestellte Masse m ist axial verschiebbar auf Stab S2 gelagert, die gesamte
Federkraft der Aufhdangung ist durch Fr(z) gegeben. Zwischen Masse und Stab S2
sollen Haftreibung und viskose Reibung mit den entsprechenden Koeffizienten iy
bzw. py berticksichtigt werden. Die an der Masse m angreifende Kraft Fj,, wirkt
immer in Richtung des Stabes S2.
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Abbildung 1: Gestange in Ausgangslage (durchgezogen) und ausgelenkt (strichliert)

a) Welche Freiheitsgrade beschreiben dieses System vollstandig? 1P|

b) Schneiden Sie nun alle Kérper frei. Zeichnen Sie alle wirkenden Kréfte und 3P|
Momente ein. Geben Sie weiters alle Feder- und Dampferkréifte sowie das Fe-
dermoment in Abhéngigkeit der Freiheitsgrade an.

c) Geben Sie die Haftbedingung fiir die Masse m an. 1P|

Hinweis: In den folgenden Punkten ist die Haftreibung zwischen Masse m und Stab
S2 zu vernachléssigen. Die viskose Reibung soll weiterhin beriicksichtigt werden.

d) Wenden Sie nun den Impuls- bzw. Drallsatz auf die freigeschnittenen Korper 3P.|
an und berechnen Sie die entsprechenden Bewegungsgleichungen. Dazu sollen
vorerst keine Vereinfachungen bzgl. der Winkel der Stabe zur Horizontalen
getroffen werden, d.h. in diesem Punkt diirfen diese Winkel nicht als klein
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angesehen werden. Den Einfluss der Masse m auf das Tragheitsmoment des
Stabes S2 kénnen Sie vernachlassigen.

Nehmen Sie nun an, dass die Winkelauslenkungen der beiden Stédbe sehr klein
sind. Geben Sie die daraus resultierenden Vereinfachungen an. Die vereinfach-
ten Bewegungsgleichungen miissen nicht mehr explizit angegeben werden.

Konnen die Federsteifigkeiten ¢ und ¢p so dimensioniert werden, dass fiir das in
Ruhe befindliche System a = 8 = 0 gilt? Wenn ja, geben Sie die entsprechenden
Berechnungsvorschriften an. Wenn nein, begriinden Sie ihre Antwort.

1P|

1P|



Losung:

a) Freiheitsgrade:

a=fo 5 o

b) Freischneiden der Korper

F.+ Fy M

Fiir die eingezeichneten Krifte und Momente gilt:

F, = cl; sin(a)
Fy = dliécos(a)
M = cp(a— )
Fn = mgcos(B)
F4 = mgsin(p)

Aufgrund der Rotation des Stabes S2 wirkt zusdtzlich eine Fliehkraft auf die
Masse m, die sich gemafs Friien, = m(lo — x)52 berechnet. Diese konnte aber in
der Berechnung vernachldassigt werden.

c) Haften wenn |Fo, + Fao — Fp(z)| = |Fan + mgsin(f) — Fr(z)| < mgcos(B)pn
und & = 0.

d) Bei der Anwendung des Drallsatzes muss beriicksichtigt werden, dass die Trig-
heiten der Stibe S1 und S2 um den Schwerpunkt gegeben sind, der Drehpunkt
jedoch an den Stabenden liegt. Daher ist hier der Satz von Steiner anzuwen-
den. Der Einfluss der Masse m auf das Trigheitsmoment von Stab S2 konnte
vernachldssigt werden.

i

J, = JS,l +mi—=
4
l2

Jo = JS,Q + mgi



JiG = mlgl21 cos(a) — cpla — ) — (cl1 sin(a) + dl& cos(a))l1 cos(a)

T = el — 5) — mag 2 cos(5) — mg(ls — ) cos(5)

mi = Fy, — Fr(x) — puyd + mgsin(f)

e) Fir kleine Winkel o und B kénnen die Niherungen sin(a) = «, sin(8) = 3,
cos(a) = 1 und cos(f) = 1 verwendet werden.

f) Es ist nicht moglich, die Federkonstanten so zu dimensionieren, dass sich eine
Ruhelage bei o« = 3 = 0 einstellt. In dieser Position des Mechanismus ist die
Feder ¢ in entspannter Position und bt damit keine Kraft aus. Die Drehfeder

ist ebenfalls entspannt, d.h. es gilt M = 0. Damit ist es nicht maoglich, die durch
die Gewichtskrifte entstehenden Momente auszugleichen.



2. Ein dinnwandiges Vierkantrohr (Lénge L, Temperatur 7)) wird von einem Fluid 11P.|
(p, ¢p, A\) mit konstanter Stromungsgeschwindigkeit v durchstromt, siche Abb. 2.
Das Fluid fliet mit der Temperatur Ty > T, in das Rohr an der Stelle x = 0 ein
und verldsst das Rohr an der Stelle x = L mit adiabater Randbedingung zweiter Art
(Neumannsche Randbedingung). Die Temperatur des Fluids wird in Léngsrichtung
des Rohres mittels Fourierscher Wéarmeleitgleichung, d.h.,

2

0 0 0 4
PCp (atT(:v,t) + U&ET(x,t)> = )\@T(x, t) + d—hqw(x,t), x € (0,L) (1)

mit dem hydraulischen Durchmesser d;, und der Warmestromdichte ¢, (z, t) beschrie-
ben. Die Fluidtemperatur sei in Querschnittsrichtung des Rohres ortsunabhéngig.
Bekannt: p, ¢, v, A, di, L, T, To

T

Tw

/

Abbildung 2: Skizze eines vom Fluid durchstromten Vierkantrohres.

a) Bezeichnen Sie die GroBlen ¢,, A und geben Sie ihre SI-Einheiten an. 1P|

b) Ergénzen Sie die Warmeleitgleichung (1) mit sinnvollen Randbedingungen. 1P|

c¢) Bestimmen Sie die Wéarmestromdichte ¢, (z,t) zwischen Rohrwand und Fluid. 1P|
)

d) Das Rechengebiet der Warmeleitgleichung (1) wird nun 6rtlich gemafi Abb. 3 4P|
in Gitter mit den Fluidtemperaturen an den Gitterpunkten eingeteilt.

o N 7 To

X
—

Az Ax Ax
L

< >
< P,

Y
>

A4
A
A4
A

<€
<€

Abbildung 3: Gitterpunkte fiir die 6rtliche Diskretisierung.

Leiten Sie eine Differentialgleichung fiir den Zustandsvektor T(t) der Form
peT(t) + pe,o(KT(t) + by) = A(DT(t) + by) + - (T)

her. Verwenden Sie die im Unterpunkt (b) definierten Randbedingungen.

(i) Wéhlen Sie hierzu einen geeigneten Zustandsvektor T(t).
(ii) Ersetzen Sie die ortlichen Ableitungen in (1) durch Differenzenquotienten:
Riickwértsdifferenz fiir 9T (z,t) /Ox und zentrale Differenz firr 9T (z, t) /0.
(iii) Bestimmen Sie die Matrizen K, D und die Vektoren b,, b, und q,(T).

e) Berechnen Sie aus (1) ein stationdres Temperaturprofil 7'(z) des Fluids unter 4P|
Annahme, dass Warmediffusion im Fluid vernachlédssigbar ist und lediglich die
Dirichlet-Randbedingung an der Stelle x = 0 gilt. Hinweis: Verwenden Sie
dabei einen Losungsansatz T'(z) = pgexp(pix) + po.



Losung:

a) Spezifische Warmekapazitit ¢, in J/(kgK), Warmeleitfihigkeit X in W/(mIK)
b) An der Stelle x =0 gilt T(0,t) = Ty und bei x = L gilt 0T (L,t)/0z = 0.
¢) Gu(T) = (T, — T(x,1))
d) Diskretisierung mittels finite Differenzen
(i) T(t) = [T1(1) To(t) To(t)]"
(ii) Rickwartsdifferenzen fir 1. Ableitung: 0T (Ax,t)/0x = (11 — Ty)/Ax und
IT (iAx,t)/0x = (T; — T;,—1)/ Az fir i = 2,3.
Zentrale Differenzen fiir 2. Ableitung: 0*T (iAx,t)/0x? = (Tj_1 — 2T; +
Tiv1)/Ax? fiiri=1,2 und O*T(L,t)/0x* = (2Ty — 2T3)/ Ax?

(iii)
BERCE . 2 1 0
K=—|-1 1 0 D=—|1 -2 1
? 2
Azl _q 1 Ar?l g 9 o
-1 1
TO TO .
b, =—~|0 |, by = —2 |0 W(T) = a(T,1 —T
Ar 0 A AmQO 4u(T) = o )

e) Das stationdre Temperaturprofil ergibt sich unter den Annahmen zu

T(x) = (Ty — Tw) exp(— ZL‘) + T

pcpudy,



3. In dieser Aufgabe wird eine Laufkatze mit einem Coilhaken, d.h. einem Lasthaken 9P.|
zur Aufnahme von aufgewickelten Stahlbandern (Coils), betrachtet. Eine schemati-
sche Darstellung dieses Systems ist in Abb. 4 gegeben. Die gesamte translatorische
Wagenmasse (Laufkatze und Seiltrommel) betrdgt myy, der Schwerpunkt des Wa-
gens liegt im Punkt Sy,. Die Position des Wagenschwerpunktes bezogen auf das
Inertialsystem wird mit xy bezeichnet. Hub- und Senkbewegungen der Last erfol-
gen durch eine Hubtrommel mit Radius r7 und Massentragheitsmoment J7, bezogen
auf die Drehachse. Der Rotationswinkel der Hubtrommel sei mit ¢ bezeichnet, das
zugehorige Antriebsmoment mit Mp. Coilhaken und Coil besitzen eine Gesamtmas-
se myp, der zugehorige Schwerpunkt ist durch Sy und die gesamte Massentragheit um
den Schwerpunkt mit J; gegeben. Es wird angenommen, dass die Pendelbewegung
der Last mit dem Pendelwinkel v ausschlieflich in der (z,y)-Ebene stattfindet. Fir
die abgewickelte Seillange [(p) soll [(0) = [y gelten (siehe dazu Abb. 4 rechts).
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Abbildung 4: Laufkatze mit Coilhaken und Coil allgemein (links) und in der Seitenansicht
fir a = 0 (rechts)

Fiir das Gesamtsystem sollen im Folgenden die Bewegungsgleichungen fiir die ge-

T
neralisierten Koordinaten q = {xw o go} mit dem Euler-Lagrange-Formalismus
bestimmt werden.

a) Konnen fir dieses System noch andere Koordinaten zur vollstandigen Beschrei- 1P|
bung gefunden werden? Wenn ja, nennen Sie ein Beispiel.

b) Stellen Sie alle erforderlichen Ortsvektoren, bezogen auf das Inertialsystem 2P.|
(z7,yr), in Abhéngigkeit der generalisierten Koordinaten q auf.
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c)

Geben Sie alle notwendigen Geschwindigkeits- und Winkelgeschwindigkeitsvek-
toren an. Berechnen Sie daraus die kinetischen Energien der Einzelkorper sowie
die gesamte kinetische Energie im System in Abhéngigkeit von q und q.

Berechnen Sie die potentiellen Energien der Einzelkorper sowie die gesamte
potentielle Energie im System, bezogen auf das Inertialsystem, in Abhéngigkeit
von q und (.

Geben Sie den Vektor der generalisierten Kréfte 7 an. Berticksichtigen Sie dabei
auch allgemein eine Reibkraft Fr, die auf den Wagen wirkt.

Geben Sie die Lagrange-Funktion und die Euler-Lagrange-Gleichungen explizit
an. Sie miissen diese Gleichungen jedoch nicht auswerten.

3P|

1P|

1P|

1P|



Losung:
T
a) Ja, 2.B. mit dem Vektor der generalisierten Koordinaten q = [SCW TIr yIL] ,

wobei xry, und yr, die Koordinaten des Lastschwerpunktes im Inertialsystem
definieren. Zwischen den beiden mdglichen Vektoren der generalisierten Ko-
ordinaten existiert ein Zusammenhang, der durch den Ortsvektor zum Last-
schwerpunkt im Inertialsystem gegeben ist. Fine weitere Maoglichkeit ist durch

q= [xw Q@ Z}T gegeben, wobei | die abgewickelte Seilldnge bezeichnet.

b) Ortsvektoren

T Ty —do — dy + xp, — (lp + r7¢p) sin(«)
ryw = |0 r; = —yr, — (lo + rrp) cos(a)
0 0

c) Geschwindigkeits- und Winkelgeschwindigkeitsvektoren:
Zu beachten ist hierbei, dass Lasthaken mit Coil keine Rotation um den Schwer-
punkt aufweisen, d.h. die kinetische Energie der Last besitzt keinen rotatori-

schen Anteil.

Ty Tw — rrgsin(a) — (lp + rrp) cos(a)d 0
ry =10 I, = | —rppcos(a)+ (lo+ rre)sin(o)a wr = {0
0 0 &
Kinetische Energie:
1 .9
Tw = §mW:cW
I,
Tr = §JT902

1
Ty = smu((w = rrgsin(@) = (lo + 1) cos(a))?

+ (=rpp cos(a) + (lp + roe) sin(a)@)?)

Tes:TW+TT+TL

g

d) Potentielle Energie:

Viy =0
Vi = —mpg(yr + (lo + rrp) cos(a))
‘/ges =V

e) Generalisierte Krifte:
Da die angreifenden Krdfte und Momente unmittelbar auf entsprechende ge-
neralisierte Koordinaten wirken, kann der Vektor der generalisierten Krifte

unmittelbar angegeben werden mit:

Fan_FR
T = 0
My

f) Lagrange-Funktion und Euler-Lagrange-Gleichungen

L= Tges - %es
0oL oL
ot " 0q oq
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