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1. Um den Kiirbis-Weitschuss Wettbewerb zu gewinnen, soll die Dynamik des dazu
benodtigten Katapults analysiert werden. Es ist bekannt, dass ein Trebuchet, wie
in Abb. 1 skizziert, die beste Effizienz aller Wurfmaschinen aufweist. Ein schweres
Gegengewicht mit der Masse M sorgt dabei fiir die Beschleunigung des Projektils
mit der Masse m. Der Wurfarm habe die Lange L+ und das Gegengewicht ist iiber
eine Pendelvorrichtung der Lange h mit dem Wurfarm verbunden. Eine Schlaufe
mit der Lange r sorgt fiir zuséatzliche Reichweite. Vereinfachend kann angenommen
werden, dass das Tragheitsmoment des Wurfarmes vernachléssigt werden kann.

a)

d)

e)

Abbildung 1: Wurfmaschine

Das Projektil gleitet in der ersten Phase der Bewegung entlang einer Rinne am
Boden. Geben Sie die notwendige Zwangsbedingung f(6,1) = 0 abhéngig von
den Winkeln ¢ und 1 an. Der Winkel des Wurfarms im initialen Zustand sei
00 < 0.
Fir die folgenden Punkte miissen Sie die Zwangsbedingung nicht explizit ein-
setzen!

Geben Sie die Ortsvektoren zu den Massen M und m abhangig von den Mini-
malkoordinaten 6, ¢ und ¢ an.

Berechnen Sie die absoluten Geschwindigkeiten der Massen M und m. Beach-
ten Sie dabei, dass die Bewegung des Projektils in der ersten Phase durch die
Zwangsbedingung eingeschrankt ist, jedoch nachdem das Projektil den Kon-
takt mit dem Boden verliert sich frei bewegen kann.

Hinweis: Sie erhalten fiir das Projektil zwei unterschiedliche Geschwindigkeits-
vektoren v,, ; und vy, 9.

Bestimmen Sie die kinetischen Energien des Systems. Vereinfachen Sie die Aus-
driicke fiir Phase 2 so weit wie moglich.
Hinweis: sin(x; & z5) = sin(x;) cos(xs) £ cos(z1) sin(z2).

Berechnen Sie die potentiellen Energien des Systems fiir beide Phasen.
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Losung:
a) Zwangsbedingung

f(0,v) = Lsin(f) — Lsin(6y) — rcos(yp) =0

b) Ortsvektoren

rn = 0

| —Isin(f) — hcos(¢)
[—Lcos(f) —r sin(@b)]

[ 1 cos(#) — hsin(g) ]

r, — 0
| Lsin(#) — rcos(v)

¢) Geschwindigkeiten

[—1sin(6)0 — h cos(¢)¢]

VM = 0
= 008(9)6’ + hsin(gb)gf)
[Lsin(0)0 — r cos(1)1)]

Vm,1 = 0
L O o
[Lsin(0)0 — r cos(1)y]

Vm2 = 0
L 005(9)9 +7r sin(@b)z/}_

d) Kinetische Energien

m(L sin(0) — r cos(w)@[)) ’

m(L292 + r%)? — 2Lrfi sin (0 — @Z)))

1 ' ) ..
T, = §M(l292 + h2¢? + 2lh0¢sin(H — ¢)) +

1 ' . ..
T, = §M(l292 + h*¢? + 2lh0¢sin(H — ¢)) +

N~ DN~

e) Potentielle Energien

Vi = Mg(—lsin(6) — hcos(¢)) + Varo
Vio = mg(Lsin(0) — rcos(v)) + Vino

Vi=Wu
Vo=Va+ Vi



2. Es wird das mechanische Feder-Masse-Dampfer System aus Abb. 2 betrachtet. 10P.|
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Abbildung 2: Feder-Masse-Dampfer System mit zwei Massen.

Gegeben sind die Massen m; und ms, die linearen Dampferelemente mit den po-
sitiven Dampfungskoeffizienten d;, ds, d3 und dy, die linearen Federelemente mit
den positiven Federsteifigkeiten ¢y, ¢o, c3 und ¢4 sowie den entspannten Federlangen
S01, So2, Soz und spq. Auf beide Massen wirkt die Erdbeschleunigung g. Die Massen
sind ideal (reibungsfrei) gefiihrt, wodurch eine Verdrehung der Massen verhindert
wird. Es kann damit nur eine Bewegung in z-Richtung stattfinden, siehe dazu auch

Abb. 2.

a) Fassen Sie die in Serie geschalteten Federn zu einem Ersatzfederelement mit der 1.5P.|
Steifigkeit ¢ und die parallel geschalteten Dampfer, mit den Dampfungskoeffi-
zienten ds und dy, zu einem Ersatzddmpferelement mit dem Dampfungskoeffi-
zienten d zusammen. Geben Sie auch die entspannte Lange $, der Ersatzfeder
an.

b) Wenden Sie nun den Impulserhaltungssatz auf beide Massen in z-Richtung an. 2P|
Berticksichtigen Sie auch die externe Kraft f; und die Erdbeschleunigung g.
Hinweis: Sie konnen hier ¢, d und §, benutzen.

c¢) Stellen Sie mit den soeben ermittelten Differentialgleichungen ein mathemati- 1.5P.|
sches Modell in kompakter Matrixschreibweise auf. Dabei sollen auf der linken
Seite die Massenmatrix M, die Dédmpfungsmatrix D und die Steifigkeitsmatrix
C vorkommen. Die rechte Seite soll in der Form k + b f;, mit den konstanten
Vektoren k und b dargestellt werden. Es gilt q = [s1, so]”.

d) Berechnen Sie die erforderliche Kraft f, damit sich die stationire Position der 1P|
Masse mo zu h ergibt. Welche stationare Position stellt sich fiir die Masse my
ein?

Mit einem Forderband wird nach dem in Abb. 3 dargestellten Geschwindigkeitspro-
fil Schiittgut vom linken Rand auf die Masse mo aufgeladen. Das Schiittgut wird als
Linienlast ¢(§) = 1 4 cos(§) mit der Einheit N/m eingefiihrt (es gilt die Beziehung
dfr = q(&)d). Fur die folgenden Berechnungen wird ein korperfestes Koordina-
tensystem verwendet, welches sich wie in Abb. 3 dargestellt mit dem Schiittgut
mithbewegt.

e) Das Schiittgut lauft zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem Geschwindigkeitsprofil aus 3P|



Abb. 3 vom linken Rand der Masse my nach rechts. Stellen Sie die Geschwin-
digkeit v(t) sowie den zurtickgelegten Weg [(t) in den Zeitintervallen [to, 1],
[t1,t2] und [to,t3] als Funktionen der Zeit dar.

f) Welche Kraft f, stellt sich damit als Funktion der Zeit ¢ ein? 1P|
Hinweis: Sie brauchen den Ausdruck fur /(¢) nicht in die Gleichung einzuset-
zen.

a)

- C3Cy
C =
C3+ Cyq
S0 = S03 + So4
d=ds;+d,
b)
m181 = —myg — c1(s1 — Sp1) — d181 + C2(S2 — 81 — So2) + da($2 — $1)
M2y = —Mag — Ca(S2 — 81 — Sp2) — da(82 — $1) — E(S2 — 50) — ds2 — f1,

c)

my 0. |di+ds ~—d2 ‘4 c1+ca —co _ |7y + 1801 — C2S02 I
0 mo —d2 d+ dg —C9 cy+¢C —mag + ég() + C2S02

M D C K
d)
CLtcCy  —Cy ||S1]| _ |="g + CiSo1 — Casoz n 0 f
—co  ca+c||h —Mag + €50 + 2502 1| 7*
——
C Kk b

(01 + 02)81 — Cgh = k’l
—C981 + (02 + é)h = kg — fL

woraus folgt

CQ(/{Zl + Cgh)

fr= I (ca + &) + ks
k’l + Czh
§1 = ————
c1+ co
§
q(¢) !
u(t)
Ty .
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Abbildung 3: Schiittgutbeférderung mit Geschwindigkeitsprofil.
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3. Die analytische Sichtfaktor-Berechnung in einem zweidimensionalen Strahlungsraum 9 P.|
wird haufig mit Hilfe der sogenannten Methode der gekreuzten Faden (Crossed
Strings Method) durchgefiihrt. Die Sichtfaktoren zwischen beliebig geformten Ober-
flachen werden dabei auf Basis der Sichtfaktor-Algebra bestimmt. Im Folgenden wird
diese Methode hergeleitet.

Abb. 4 zeigt zwei allgemeine Strahler-Oberfléchen 1 und 2 mit den Endpunkten I, 11
und II1, IV, zwischen denen die direkte Sicht durch weitere Objekte eingeschrinkt
wird. Zwischen den Endpunkten werden Faden a, b, ¢, d, z, y als Verbindungslini-
en gespannt. Es gilt, dass jeder Lichtstrahl von Strahler 1 zu Strahler 2 im Gebiet
begrenzt durch abdc, sowie auch in den Gebieten begrenzt durch abz, ady, bey, cdx
liegen muss und dabei die Diagonalen x und y schneidet. Weiters sind im Strah-
lungsraum abcd die begrenzenden Faden a, b, ¢, d, sowie die Diagonalen = und y
konvex.

I Strahler 2 v

Strahler 1

Abbildung 4: Methode der gekreuzten Faden

a) Bestimmen Sie im Gebiet abr die Sichtfaktoren F,,, Fy, Fy, der Fiden a, b 1P.|
und x auf sich selbst.

b) Strahler 1 und Faden a haben die Léngen (Flacheninhalte) /; und /,. Bestimmen 1P|
Sie durch Reziprozitit die Sichtfaktoren F,; und Fj, zwischen Strahler 1 und
Faden a.

c¢) Benutzen Sie im Gebiet abr die Summationsregel und stellen Sie ein Glei- 2P.|
chungssystem fiir die unbekannten Sichtfaktoren Fgp, F,., Fya, Foz, Fras Fre
auf.
Hinweis: Drei Gleichungen sind ausreichend.

d) Benutzen Sie nun die Reziprozitétsregel fiir Sichtfaktoren, um das erstellte 2P|
Gleichungssystem auf drei Unbekannte zu reduzieren. Zeigen Sie fiir das Gebiet
b o+ 1y — 1
Fa _ a b~ lx . 1
’ 2, (1)

Dabei sind [,, Iy, I, die Langen der Faden a, b, x.

e) Bestimmen Sie analog zu (1) den Sichtfaktor F,; und iiber die Summationsregel 2P.|
den Sichtfaktor Fj,.



f) Zeigen Sie mit Hilfe der in den vorigen Punkten berechneten Ergebnisse, dass 1P|
fir den Sichtfaktor F}5 von Strahler 1 zu Strahler 2

F12 - i Y (2)

gilt.



Losung:

a) Sichtfaktoren konvexer Flichen auf sich selbst:

Foa =0
Fp, =0
F..=0

b) Sichtfaktoren zwischen a und Strahler 1:

Fa1:1
la

Fia=-2
1 ll

c) Summationsregel:

1:Fab+FaJ3
1:Fba+Fbx
1:Fma+Fmb

d) Gleichungssystem:
1 1
la
I|=|# 0
1

Aufiésen des Gleichungssystems ergibt (eine der Losungen ist ausreichend):

b _latl—l a4l =1 Al —l,
ab — 2la ) ar — QZa ) br — 2lb
e)
lo +1g—1
Fpg=-""14""%
ad QZa
P
21,

f) Die Faden a und b sind minimale konvexe Hiillen der Strahler 1 und 2. Ein
Lichtstrahl, der a bzw. b schneidet, trifft daher immer auf den entsprechenden
Strahler auf. Damit gilt

e le lely+l,—lb—1lg L+l —l—1
F12—F10—EFcl—aFca—E 2lc - 2[1 .
Falscher Losungsweg: Multiplikation der Sichifaktoren von Strahler 1 bis
Strahler 2. Diese Betrachtungsweise ist nicht zuldssig, da dies bedeuten wiirde,
dass an den Fdiden a und c die Strahlungsflisse akkumuliert und diffus neu

ausgestrahlt wirden.
FEinzige Ausnahme ist, wenn der Sichtfaktor genau 1 ist, da die Strahlung dann
keinen anderen Weg nehmen kann.



