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1. In dieser Aufgabe wird das mechanische System aus Abbildung 1 betrachtet. Der 11P.|
Aufbau besteht aus drei Trägern i = {1, 2, 3} mit den charakteristischen Längen li,
den Massen mi und den Trägheitsmomenten θi bezogen auf den jeweiligen Schwer-
punk Si. Träger 1 ist in der konstanten Höhe h drehbar gelagert. Die Lagerung
außerhalb des Schwerpunktes kann dabei als ideal reibungsfrei angenommen wer-
den. An den beiden Enden von Träger 1 sind die Träger 2 und 3, wiederum ideal
reibungsfrei drehbar gelagert. Bei allen Trägern kann von einer homogenen Dich-
te sowohl über den Querschnitt als auch über die Länge ausgegangen werden. Wie
aus Abbildung 1 ersichtlich, wirkt die Erdbeschleunigung g in negative ey-Richtung.
Außerdem greift am freien Ende von Träger 2 eine externe Kraft fe =

[
−fe,x 0

]T
an.
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Abbildung 1: Mechanisches System.

a) Wählen Sie einen geeigneten Vektor q der generalisierten Koordinaten und 2P.|
stellen Sie die Ortsvektoren r1, r2 und r3 zu den jeweiligen Schwerpunkten der
Träger auf.

b) Bestimmen Sie die Geschwindigkeiten ṙ1, ṙ2 und ṙ3 und deren Betragsquadrate 2P.|
‖ṙ1‖2

2, ‖ṙ2‖2
2 und ‖ṙ3‖2

2. Vereinfachen sie dabei so weit wie möglich.
Hinweis: sin(α± β) = sin(α) cos(β)± sin(β) cos(α)

cos(α± β) = cos(α) cos(β)∓ sin(β) sin(α).
c) Berechnen Sie die kinetische Energie T des Systems in Abhängigkeit der gene- 2,5P.|

ralisierten Koordinaten q und deren Zeitableitungen q̇.
d) Berechnen Sie die potentielle Energie V des Systems. 1,5P.|
e) Geben Sie die Lagrange-Funktion und die Euler-Lagrange-Gleichungen in all- 1 P.|

gemeiner Form an. Sie müssen diese Gleichungen jedoch nicht auswerten.
f) Geben sie den Vektor der generalisierten Kräfte fq an. 2P.|
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Lösung:

a)

q =
[
ϕ1 ϕ2 ϕ3

]T

r1 =
[
0
h

]
+ l1

6

[
cos(ϕ1)
sin(ϕ1)

]

r2 =
[
0
h

]
+ 2l1

3

[
cos(ϕ1)
sin(ϕ1)

]
+ l2

2

[
cos(ϕ2)
sin(ϕ2)

]

r3 =
[
0
h

]
+ l1

3

[
− cos(ϕ1)
− sin(ϕ1)

]
+ l3

2

[
− cos(ϕ3)
− sin(ϕ3)

]

b)

ṙ1 = l1
6

[
− sin(ϕ1)
cos(ϕ1)

]
ϕ̇1

ṙ2 = 2l1
3

[
− sin(ϕ1)
cos(ϕ1)

]
ϕ̇1 + l2

2

[
− sin(ϕ2)
cos(ϕ2)

]
ϕ̇2

ṙ3 = l1
3

[
sin(ϕ1)
− cos(ϕ1)

]
ϕ̇1 + l3

2

[
sin(ϕ3)
− cos(ϕ3)

]
ϕ̇3

‖ṙ1‖2
2 =

(
l1
6

)2

ϕ̇2
1

‖ṙ2‖2
2 =

(
2l1
3

)2

ϕ̇2
1 +

(
l2
2

)2

ϕ̇2
2 + 2

3 l1l2 cos(ϕ1 − ϕ2)ϕ̇1ϕ̇2

‖ṙ3‖2
2 =

(
l1
3

)2

ϕ̇2
1 +

(
l3
2

)2

ϕ̇2
3 + 1

3 l1l3 cos(ϕ1 − ϕ3)ϕ̇1ϕ̇3

c)

T = 1
2m1‖ṙ1‖2

2 + 1
2m2‖ṙ2‖2

2 + 1
2m3‖ṙ3‖2

2 + 1
2θ1ϕ̇

2
1 + 1

2θ2ϕ̇
2
2 + 1

2θ3ϕ̇
2
3

= 1
2

m1

(
l1
6

)2

+m2

(
2l1
3

)2

+m3

(
l1
3

)2

+ θ1

ϕ2
1

+ 1
2

m2

(
l2
2

)2

+ θ2

ϕ2
2 + 1

2

m3

(
l3
2

)2

+ θ3

ϕ2
3

+ 1
3m2l1l2 cos(ϕ1 − ϕ2)ϕ̇1ϕ̇2 + 1

6m3l1l3 cos(ϕ1 − ϕ3)ϕ̇1ϕ̇3

3



d)

V = m1geT
y r1 +m2geT

y r2 +m3geT
y r3

= m1g

(
h+ l1

6 sin(ϕ1)
)

+m2g

(
h+ 2l1

3 sin(ϕ1) + l2
2 sin(ϕ2)

)

+m3g

(
h− l1

3 sin(ϕ3)−
l3
2 sin(ϕ3)

)

e)

L = T − V

d
dt
∂L

∂ϕ̇i

− ∂L

∂ϕi

= fq,i , i ∈ {1, 2, 3}

f)

re =
[
0
h

]
+ 2l1

3

[
cos(ϕ1)
sin(ϕ1)

]
+ l2

[
cos(ϕ2)
sin(ϕ2)

]

fT
q = fT

e

∂re

∂q

=
[

2l1
3 sin(ϕ1) l2 sin(ϕ2) 0

]T
fe,x
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2. Betrachten Sie die Klappbrücke aus Abbildung 2. Um das Überqueren des Kanals 9P.|
sowie das Passieren von Schiffen im Kanal zu ermöglichen, kann die Brücke durch
Ziehen an Seil 2 hochgeklappt werden. Die Brücke mit Masse mB und Schwerpunkt
SB ist im Punkt B drehbar gelagert. Der Träger mit Masse mT ist außerhalb seines
Schwerpunkts ST im Punkt A drehbar gelagert. Die Länge von Seil 1 ist so gewählt,
dass Träger und Brücke stets parallel orientiert sind. Zur Reduktion der Zugkraft
in Seil 2 ist am linken Ende des Träger eine Ausgleichsmasse m montiert. Seil 2
umschlingt den zylindrischen Teil des Trägers mit Radius R und ist in Punkt C
fixiert. Für die nachfolgenden Betrachtungen können beide Seile als masselos und
alle Lager als ideal reibungsfrei angenommen werden. Die Erdbeschleunigung g wirkt
wie in Abbildung 2 dargestellt.
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Abbildung 2: Klappbrücke.

a) Nennen Sie die Anzahl der Freiheitsgrade, die das System vollständig beschrei- 0,5 P.|
ben und begründen Sie ihre Antwort.

b) Schneiden Sie die Brücke frei und zeichnen Sie alle wirksamen Kräfte und Mo- 2P.|
mente ein. Schreiben Sie die entsprechenden Gleichgewichtsbedingungen expli-
zit an und berechnen Sie die Zugkraft fS1 im Seil 1.

c) Schneiden Sie den Träger frei und zeichnen Sie alle wirksamen Kräfte und Mo- 2,5P.|
mente ein. Schreiben Sie die entsprechenden Gleichgewichtsbedingungen ex-
plizit an und berechnen Sie die Zugkraft fS2 im Seil 2 zwischen Träger und
Rolle.

d) Wie muss die Ausgleichsmasse m gewählt werden, damit sich die Brücke für 1P.|
f = 0 im Gleichgewicht befindet?
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e) Nehmen Sie an, dass sich die Brücke als rechteckige Platte mit der konstanten 1P.|
Dichte ρ und den Abmessungen l, d und b wie in Abbildung 3 beschreiben lässt.
Berechnen Sie das Massenträgheitsmoment θB um die Drehachse B.
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Abbildung 3: Brücke als rechteckige Platte.

f) Zum Zeitpunkt t = 0 reißt nun Seil 1. Berechnen Sie Ausgehend von einem 2P.|
stationären Kippwinkel der Brücke (ϕB(0) = ϕ0 und ϕ̇B(t=0) = 0) die Win-
kelgeschwindigkeit ϕ̇B zum Zeitpunkt des Aufpralls (ϕB = 0).
Hinweis: Vergleichen Sie die Energie am Beginn und am Ende der Bewegung.
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Lösung:

a) Anzahl der Freiheitsgrade = 1.

mBg

fB,y

fB,x

fs

ϕB

Abbildung 4: Lösung zum Freischneiden von Unterpunkt b.

b)

Kräftegleichgewicht

ex : 0 = fB,x

ey : 0 = fB,y −mBg + fS1

Momentengleichgewicht um B

ez : 0 = −mBglB cos(ϕB) + fS1ls cos(ϕB)

fS1 = mBg
lB
ls

mg

fA,y

fA,x

fS1

mTg
fS2

Abbildung 5: Lösung zum Freischneiden von Unterpunkt c.

c)

Kräftegleichgewicht

ex : 0 = fA,x

ey : 0 = −mg − fS2 + fA,y −mTg − fS1
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Momentengleichgewicht um B

ez : 0 = mglm cos(ϕB) + fS2R−mTglT cos(ϕB)− fS1ls cos(ϕB)

fS2 = mBglB +mTglT −mglm
R

cos(ϕB)

d)

m = mBlB +mT lT
lm

e)

θB =
∫
V
r2 dm = ρ

∫
V
r2 dV

= ρb
∫ l

0

∫ d
2

− d
2

(
y2 + z2

)
dz dy

= mB

(
l2

3 + d2

12

)

f)

ϕ̇B = −
√

2mBglB
θB

sin(ϕ0)

8



3. Der in Abbildung 6 dargestellte Absorber (Dicke da, Länge L, Absorptionsgrad αa, 10P.|
Reflexionsgrad 1−αa) wird von der (homogenen) Sonnenstrahlung q̇S erwärmt. Dar-
unter befindet sich ein Rohr mit der Dicke dw und der Länge L. Am linken Rand
(x = 0) strömt Wasser mit der Geschwindigkeit vw und der Temperatur T in

w (t) in
das Rohr. Das Wasser (mit der Temperatur Tw(x, t), Wärmeleitfähigkeit λw, Wär-
mekapazität cw, Dichte %w) tauscht mit dem Absorber (mit der Temperatur Ta(x, t),
Wärmeleitfähigkeit λa, Wärmekapazität ca, Dichte %a) durch erzwungene Konvek-
tion Energie aus (Wärmeübergangskoeffizient αaw). Der Wärmeaustausch an der
isolierten Unterseite und an den seitlichen Wänden kann vernachlässigt werden.
Aufgrund der Geometrie (L � dw und L � da) werden die Temperaturen unab-
hängig von den Koordinaten y und z angenommen.

y

x

q̇s

q̇s

Sonne

Absorber
da

dw

Ta(x, t), λa, %a, ca

Tw(x, t), vw λw, %w, cwT in
w

Va

Vw

dx

q̇w

q̇a

q̇aw

q̇s

vw

L

Abbildung 6: Absorber mit Rohrleitung.

Hinweis: Erster Hauptsatz der Thermodynamik (Wärmestromdichte q̇(x, t), Flä-
chennormalvektor n, volumetrische Wärmequelle g(x, t, T )):∫

V
%cp

∂T (x, t)
∂t

dV = −
∫

∂V
q̇(x, t) · n dA+

∫
V
g(x, t, T ) dV

a) Berechnen Sie die Wärmestromdichte q̇aw(x, t) zwischen Absorber und Wasser- 1P.|
rohr.

b) Berechnen Sie die Wärmestromdichte q̇w(x, t) im Wasser in x-Richtung. Be- 1P.|
rechnen Sie ebenso die Wärmestromdichte q̇a(x, t) im Absorber in x-Richtung.

c) Stellen Sie eine Differentialgleichung für Ta(x, t) auf. Betrachten Sie dazu die 2.5P.|
Energiebilanz für ein Kontrollvolumen Va.

d) Stellen Sie eine Differentialgleichung für Tw(x, t) auf. Betrachten Sie dazu die 2.5P.|
Energiebilanz für ein Kontrollvolumen Vw.
Hinweis: Beschreiben Sie den Energieaustausch zufolge der konstanten Ge-
schwindigkeit v des Wassers als volumetrische Wärmequelle in der Form

g(x, t, T ) = −%cp(v · ∇T (x, t))

e) Wie viele Randbedingungen benötigen Sie für das gesamte System? 1P.|
f) Geben Sie diese Randbedingungen an. 2P.|
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Lösung:

a)

q̇aw(x, t) = αaw(Ta(x, t)− Tw(x, t))

b)

q̇a(x, t) = −λ ∂
∂x
Ta(x, t)

q̇w(x, t) = −λ ∂
∂x
Tw(x, t)

c)

%aca
∂

∂t
Ta(x, t) = λ

∂2

∂2x
Ta(x, t) + αa

da

q̇s −
αaw

da

(Ta(x, t)− Tw(x, t))

d)

%wcw

(
∂

∂t
Tw(x, t) + vw

∂

∂x
Tw(x, t)

)
= λ

∂2

∂2x
Tw(x, t) + αaw

dw

(Ta(x, t)− Tw(x, t))

e) 4 Randbedingungen, (2 pro DGL 2. Ordnung)
f)

q̇a(0, t) = q̇a(L, t) = 0
Tw(0, t) = T in

w (t)
q̇w(L, t) = 0
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