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1. In dieser Aufgabe soll die in Abbildung 1 dargestellte Anordnung von zwei Feder- 7P|
elementen mit einer konzentrierten Punktmasse untersucht werden.

Im Rahmen der Berechnungen soll lediglich die Bewegung der Punktmasse m in
x-Richtung betrachtet werden. Die Position der Masse wird mit s bezeichnet. Die
Position s = s¢; entspricht der entspannten Lénge des Federelementes mit der Stei-
figkeit ¢;. Die Position s = sgy entspricht der entspannten Lénge des Federelementes
mit der Steifigkeit co. Weiteres soll ¢; > 0 und ¢y > 0 gelten.

Bekannt: C1, So15 C2, S02.
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Abbildung 1: Eindimensionale Feder-Massekonfiguration.

a) Geben Sie fiir f, = 0 die Federkrifte, eine Gesamtsteifigkeit ¢, und die dazu- 3P|
gehorige entspannte Lange so4 an.

b) Ermitteln Sie die Bewegungsgleichung der Punktmasse tiber den Impulserhal- 1P|
tungssatz.

c) Bestimmen Sie den stationdren Punkt sp fiir eine konstante externe Kraft 2P|

fe=F.
d) Nach einer geeigneten Koordinatentransformation ergibt sich die Bewegungs- 1P|
gleichung des Systems aus Abbildung 1 fiir f, = 0 zu m& = —cy2. Verwenden

Sie den Losungsansatz z(t) = xgcos(wot). Bestimmen Sie die Eigenfrequenz wy
und zeigen Sie, dass es sich bei der Relation z(t) = xgcos(wpt) um eine Losung
der Differentialgleichung mi = —c,x handelt.



Losung:

a) Federkrifte, Gesamtsteifigkeit und entspannte Linge

fi= 01(8 - 801)
fo= 02(8 - 802)
Cg = C1+C2

€1501 + C2S02

Sog = .
b) Bewegungsgleichung

ms = —cy(s — Sog) + [e
c¢) Stationdrer Punkt

o F + cys04
Cq
d) FEigenfrequenz
o= [3



2. Zwei Punktmassen m; und ms sind durch einen masselosen Faden konstanter Linge 8P.|

L = r 4+ h verbunden. Der Faden gleitet durch ein Loch in einer Ebene, wobei die
Masse mo an dem Faden vertikal bewegt werden kann und die Masse m; auf der
Ebene um das Loch mit dem Radius » und dem Winkel ¢ rotiert, siehe Abbildung 2.
Dabei wird angenommen, dass das Seil stets gespannt sei und keine Reibung im
System auftritt. Zusétzlich soll eine externe Kraft f. berticksichtigt werden, welche
an me in Richtung e, wirkt.

Abbildung 2: Zwei mit einem Seil verbundene Massen.

a) Wie viele Freiheitsgrade hat das System? Begriinden Sie ihre Antwort.

b) Stellen Sie die Lagrange-Funktion des Systems auf. Verwenden Sie dabei ge-
eignete unabhéngige Koordinaten aus der Menge {r, h, p}.

¢) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen des Systems mithilfe des
Euler-Lagrange Formalismus.

d) Nun wird angenommen, dass die Position der Masse m fixiert ist. Bestimmen
Sie die Anzahl der Freiheitsgrade und die Bewegungsgleichungen ausgehend
von der vorherigen Losung. Interpretieren Sie das Ergebnis.
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Losung:

a) Ein Korper im freien Raum hat mazimal drei Freiheitsgrade. Das System be-
stehend aus zwei Korpern hat durch die vier Zwangsbedingungen z; = 0, x9 =

ys = 0 und 2o + /22 +y? = L schlieflich 2 - 3 — 4 = 2 Freiheitsgrade.

b) Die Losung ist abhingig von der Wahl der generalisierten Koordinaten:

q= Lﬂ Schwerpunkt von Masse 1:

— oS
ri=(L—h)| singp
0
Schwerpunkt von Masse 2:
0
ro = 0
h

Geschwindigkeit der Masse 1:

(L—h)gbsingo—%fzcosgo
I = [(L—h)pcosp — hsinyp

0
Geschwindigkeit der Masse 2:
0
f'2 == 0
h
Translatorische kinetische Energie
1 1
,I‘t = émlr?rl + émgrgrg
Rotatorische kinetische Energie T, = 0, da es sich um zwei Punktmassen
handelt.
Potentielle Energie
V = —maygh

Lagrange-Funktion

1 . 1 .
L=T, -V = §m1((L - h)2<p2 + h2) + §m2h2 + magh

q= [r] Schwerpunkt von Masse 1:

¥
—cosp

ry=r| sing

0

Schwerpunkt von Masse 2:

0

ro = 0
L—r



Geschwindigkeit der Masse 1:
rYsin e — 7 cos
ry = |rpcosp +rsing
0

Geschwindigkeit der Masse 2:

0
f'2 == 0
—7
Translatorische kinetische Energie
I . I .
Tt = 577’?,11';1‘['1 + 577121'5[‘2

Rotatorische kinetische Energie T, = 0, da es sich um zwei Punktmassen
handelt.
Potentielle Energie (Abhdngig von der Wahl von V (r =0))

V = —mag(L —7)

Lagrange-Funktion

1 1 .
L=T, -V = §m1(r2gb2 + 7'“2) + §m2h2 + maog(L — 1)

c) Die Losung ist wieder abhdingig von der Wahl der generalisierten Koordinaten.:

q= Lﬂ Externe Kraft

Generalisierte Krdifte

or
_ 12
=0t =,

fcpzo

Bewegungsgleichungen

_ Jetmag —ma(L — h)¢?

i
my + Mo
_2ph
(L—h)
q= LZ] Externe Kraft
0
f.=10
Je



Generalisierte Krdifte

or
_ g2
fr_fe ar fe
ftpzo

Bewegungsgleichungen

—fe — mag + myr¢?
my + mao
207

r =

gb =

,

d) Da h = zy = konst. gilt, muss auch r = konst. und somit h=0,7=0 gel-

ten. Das System hat nun nur mehr einen Freiheitsgrad, den Winkel ¢. Somit

folgt aus der Bewegungsgleichung ¢ = 0 und daraus ¢ = konst.. Die Masse

my bewegt sich somit auf einer Kreisbahn mit der konstanten Winkelgeschwin-

digkeit ¢ um den Ursprung, welche ausschliefSlich von den Anfangsbedingungen
abhdngt.



3. Betrachtet wird der in Abbildung 3 dargestellte elektrische Leiter mit dem lén- 7P.|
genbezogenen elektrischen Widerstand R’ (Einheit Qm™'). Der Leiter wird vom
zunachst unbekannten Strom I durchflossen, hat eine homogene Temperatur 7; und
ist mit einer elektrischen Isolationsschicht umgeben. Die Warmekapazitat der elek-
trischen Isolierschicht ist vernachléassigbar. Die Oberfliche tauscht mit der Umge-
bung (Lufttemperatur T,,) Wéarme in Form von Konvektion mit dem gemittelten
Warmetibergangskoeffizienten «, aus. Der Warmeiibergang an der Kontaktflache
zwischen Leiter und Isolationsschicht wird durch den Warmetibergangskoeffizienten
«; charakterisiert.

Umgebungsluft T,

Isolation Esol(r)v Aisolv Cp,isol = 0

Leiter T}, \j — 00, p1, ¢py

Abbildung 3: Stromdurchflossener Leiter mit elektrischer Isolationsschicht.

a) Geben Sie den auf die Leiterlange L > r, bezogenen Warmestrom ¢° vom 2P|
Leiter zur Umgebung fiir unbekanntes / in Abhéngigkeit von 7; und T, an.

b) Aus dem Energieerhaltungssatz folgt fir die Temperatur eines Kérpers mit 3P|
dem Volumen V

dT .
- — P
/Vpcpdt V=0 + P,

mit dem iiber die Berandung 9V von V zugefithrten Wérmestrom Q sowie der
zugefithrten elektrischen Leistung P.;. Geben Sie die vollstédndige Differenti-
algleichung fiir die Temperatur des Leiters 7; aus den gegebenen Groéflen an.
Gehen Sie hierbei davon aus, dass der Strom I nun bekannt ist.

c¢) Bestimmen Sie die Temperatur 7; als eine Funktion der konstanten Stromstérke 2P|
I im stationaren Fall.



Losung:

a) Der lingenbezogene Warmestrom durch die Isolierung lautet

27
i)
"= (1 —Tx) 7 T Lty 1
Ti0y Aisol T Tolo
—ko

b) Da 1y, pi, ¢, homogen verteilt sind gilt

dT; dT;
/Vplcmg dy = TiQWPleJLE .

Mit der zugefihrten elekirischen Leistung (Joulsche Wirme) Py = I?R'L und
Q = —¢°L ergibt sich die Differentialgleichung fiir die Temperatur des Leiters

AL, —° + PR
At rimpicyy

c¢) Uber die stationdre Lisung % =0 folgt

I’R'

T =T
! + 1

fur die Temperatur des Leiters bei bekanntem Strom I.



4. Abbildung 4 zeigt einen doppelwandigen zylinderféormigen Behélter. Dieser ist durch
eine Vakuumschicht zwischen den zwei Wanden isoliert. Es soll die stationare War-
meiibertragung untersucht werden.

Der Behélter ist mit einem Gasgemisch mit einer konstanten mittleren Temperatur
befiillt. Der vom Gasgemisch ausgehende, auf die Rohrlange bezogene Wéarmestrom
sei ¢& in W/m (positiv nach aulen). Die Zylinderwénde seien vernachléassigbar diinn.
Die Oberflache A; soll als schwarzer diffuser Strahler betrachtet werden. Die Ober-
fliche As ist ein grauer diffuser Strahler. An die umgebende Oberfliche, welche im
mittel die feste Temperatur T}, besitzt, geht Warme ausschliellich tiber freie Kon-
vektion an der dufleren Oberfliche verloren. Die Warmeverluste iiber die Grund-
und Deckflache, sowie jene der thermischen Strahlung zwischen der Oberflachen A,
und der Umgebung kénnen vernachlassigt werden.

Bekannt: g, dqi, 61 =1, da, 2 < 1, a, Tw.
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Abbildung 4: Zylinderférmiger Gasbehélter.

a) Berechnen Sie basierend auf den angegebenen bekannten Grofien die Tempe-
ratur T, des Auflenrohrs.

b) Bestimmen Sie fiir die thermische Strahlung in der Vakuumkammer die Sicht-
faktoren zwischen den Oberflichen A; und A,. Geben Sie die Sichtfaktormatrix
an.

¢) Ermitteln Sie die Zusammenhédnge der Nettowdrmestromdichten an den Ober-
flachen A; und A, zufolge von thermischer Strahlung in der Vakuumkammer.
Wihlen Sie hierfiir die Vektoren g = [¢1  ¢o]*, T* = [T} Ty]" und
e =11 EQ]T. Zeichnen Sie die Nettowdrmestromdichten ¢; und ¢ an den
Oberflichen A; und A mit zwei Pfeilen in Abbildung 4 ein.

d) Bestimmen Sie die Temperatur 77 des Innenrohrs unter der Annahme, dass
zusatzlich zu den gegebenen Groflen auch Tp bekannt ist.
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Losung:

a) Temperatur Ty

b) Sichtfaktoren

A; istkonvex :

Summenregel :
Reziprozitatsgesetz :

Summenregel :

F11:0
Fiu+Fi=1 Fp=1
A1
Foy = —Fjy =
21 A, 12 =

Foy+Fyp=1 Fyp=1-D

dy

A1F12 = A2F21 d
2

0 1
F:b1—J

c¢) Nettowdrmestromdichten

i)

d) Temperatur Ty

¢ =

[0S0 1 -1 T14
82(1—D)+1 -D D T24

(X))

ith=— 72
I;), mi e(1—D)+1

'0

= k(13 -
(e

1
i
QG+T24)
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