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1. In dieser Aufgabe sollen die auf ein Windrad einwirkenden statischen Kréfte berech- 8P|
net werden. Die Anordnung ist in Abbildung 1 dargestellt. Das Windrad besteht aus
einem Rotor R mit 3 Rotorblattern und dem Masten M. Das Windrad wird von ei-
nem konstanten Wind mit der Geschwindigkeit v,,;,q umstromt, wobei angenommen
wird, dass das Windrad in den Wind ausgerichtet steht.

Fiir das gesamte Beispiel wird die Einwirkung einer Gravitationskraft

vernachlassigt.
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(a) Windrad mit den verwendeten Koordinatensyste- (b) Schematische Darstellung oben,
men und den konzentrieren Kréften und Massen. der Rotor in der y-z-Ebene als System
konzentrierter Massen unten.

Abbildung 1

Auf jedes einzelne Rotorblatt wirkt dabei die Antriebskraft Fr, in tangentialer
Richtung. Diese Kraft wirkt konzentriert im Abstand [ vom Rotorzentrum. Die
Gleichung zur Modellierung der Antriebskraft lautet
1
Fr,= §capAR/012uind . (1)
Der Generator im Zentrum C' des Rotors entzieht ein Drehmoment 74. Zuséitzlich
wirkt ein geschwindigkeitsproportionales Reibmoment in der Form

To = Wity - (2)

Die bekannten Groflen sind vying, Cas P, AR, o
Bearbeiten Sie folgende Punkte:



a) Berechnen Sie die Drehwinkelgeschwindigkeit w*, welche sich stationdr ein- 1P|
stellen wird als Funktion der Windgeschwindigkeit v, und des Generator-
moments 7g.

b) Der Rotor wird nun als System konzentrierter Massen mq, mq, ms betrachtet 1P.|
(Abbildung 1b). Berechnen Sie fir allgemeine Massen mq, mo, ms die in den
Stdaben 57, Sy, S3 aufgrund der Rotation auftretenden Krafte Fsy, Fiso, Fis3. Es
gilt weiterhin w = w* = konst. .

¢) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der y— und z— Komponenten der Sum- 2P|
menkraft im Rotorzentrum Fo an. Berechnen Sie die Differenz der resultieren-
den Kraft F zwischen den beiden Fallen

i mp =Mmg =Mz =1M
. m=11m, mo=mz=m
d) Der Mast sei nun wie in Abbildung 2a gezeigt von zwei Abspannseilen Ay, Ay 2P|
gestiitzt. In der Mastspitze wirke die Widerstandskraft F,,, welche den Luft-
widerstand der Rotorblatter modelliert, sowie eine allgemeine Summenkraft

F¢. Berechnen Sie die Seilkréfte Fl4q, F'42 und die Kraft im Masten F); durch
geignete Momenten- und Kréftebilanzen.
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(a) Durch Seile abgestiitztes Windrad.  (b) Rotorblétter als lineare Federelemente.

Abbildung 2

e) Die Stabe der Rotorblatter werden nun wie in Abbildung 2b gezeigt als lineare 2P|
Federn modelliert, wobei fiir die Federkraft

Fs;=ci(lp; —lro) , 1€ {1,2,3} (3)

gilt. Berechnen Sie die gestreckte Lénge [r; eines Rotorblattes ¢ in Abhéangig-
keit der Drehzahl w.



Losung:

a) Die Antriebskrifte (1) je Rotorblatt erzeugen im Rotorzentrum das Drehmo-
ment

TR,a = BFR,alR . (4>

Im eingeschwungenen Zustand (stationdr) muss die Momentenbilanz Null er-
geben

TRae =Tc + Ty - (5)
Durch FEinsetzen von (2) folgt die Beziehung
* — FR,alR - TG (6)
Lo

b) Die Impulserhaltung angeschrieben fir die Masse my (siehe auch Beispiel 2.1}
der VU Modellbildung) lautet

[y

mii = —Fg1 cos (7)
miy = —Fgising . (8)
Da sich die Masse auf einer Kreisbahn bewegt gilt
x = lgcosp 9)
y=Igsingp . (10)

Durch zweimaliges Differenzieren von (9) mit ¢ = w = 0 (stationdr) folgt
schliefslich

Fgl :mllRw2 (11)

was natirlich genau der Zentrifugalkraft entspricht'. Die Beiden anderen Stab-
krifte folgen analog zu

FSQ = m2lRw2 (12)
Fsg = mglRw2 . (13)
c¢) Die drei Stibe sind zueinander jeweils um %” verdreht, vektorielle Addition

liefert

Fo = (14)

Fg cos(p) + Fsycos(p + 2{) + Fog COS((p — %”)
Fgisin(p) + Fsasin(p + %’T) + Fg3 Sin((p — 2%)

i. fur den requldren Fall mi; = ms = mg = m folgt fir Fo

o _ [minw?(cos(e) + cos(io 4 3) +cos(p — 5))
7 [l (sin(p) +sin(ip + 2) + sin(p - %))

Die Klammerausdriicke (COS((,O) + cos ((p + 2{) + cos ((p — %’r)) bzw.

} (15)

sin(p) + sin (gp + 2%) + sin (90 — 2%)) ergeben jeweils 0 was einerseits gra-
sch oder durch anwenden der Summensdtze

cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(«) sin(f) (16)
sin(a + ) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(3) (17)

nachgewiesen werden kann.

'Das Ergebnis kann mit ausreichender Begriindung auch direkt angeschrieben werden!
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it. im zweiten Fall ist die Masse my schwerer (z. B. durch Vereisung). Es gilt

mlRw2(1.1 cos(p) + Cos(go + %’f) + COS(go _ %))

Fo= milpw? (1.1 sin(y) + sin(cp + 2%) + sin(gp — %”)) ] (18)
und

(1.1 cos(p) + cos (ap + 2;) + cos (cp 2;)) = (19)
0.1cos(p) + <cos(go) + cos (ap + 2;) + cos (cp 2;)) (20)
(1.1 sin(p) + sin| ¢ + 23 ) + sin ((p 23)) = (21)
0.1sin(y) + (sin(go) + sin ((p + 3) + sin (gp 2;)) . (22)

Somit gilt )
Fo = 0.1mlpw? [:if((zﬂ . (23)

d) Zundchst werden die Krifte im Angriffspunkt der Seile angeschrieben. Durch
die gegebenen Ldngenverhdltnisse gilt im Angriffspunkt

F;gw =2FR.w (24)
Fg{y =2Fg, (25)
Féz =Fg, . (26)

Schreibt man nun die Krdftebilanz um diesen Angriffspunkt an

T 2Fpy = (Fa1 + Fa2) COS(Z) COS(Z) (27)
Y 2Fcy = (—Fa1 + Fa2) COS(Z) sin(Z) (28)
z . FM_<FA1+FA2)SH1<Z> _FC,Z s (29)

erhdlt man ein Gleichungssystem aus 8 Gleichungen fiir die 3 unbekannten
Grofien Fay, Fao, Frr. Die einfach zu ermittelnde Losung lautet

Fa = 2Fp. — 2Fc, (30)
Fay = 2Fp., + 2F¢, (31)
Fy = 2V2Fg,, — Fo. (32)

e) Es muss folgende Gleichung geldst werden:

FS,i = Cf(lR,i — lRO) = milRﬂ-aﬂ (33)
Die Losung folgt zu
CflRO
lpi = ——— 34
f cp — mw? (34)



2. In dieser Aufgabe sollen die Bewegungsgleichungen fiir ein ebenes Doppelpendel 7P.|
untersucht werden. Die Anordnung ist in Abbildung 3 dargestellt. Die Arme des
Doppelpendels haben jeweils die Lange [ und die homogen verteilte Masse m. In
negativer y-Richtung wirkt die Erdbeschleunigung g.

Y

Abbildung 3: Ebenes Doppelpendel.

Bearbeiten Sie folgende Punkte:

a)

b)

)

d)

)

Wieviele Freiheitsgrade hat das System? Wahlen Sie geeignete generalisierte
Koordinaten q fiir das System.

Bestimmen Sie die Lage der Massenschwerpunkte der Pendelarme relativ zum
eingezeichneten Koordinatensystem.

Berechnen Sie fiir einen Pendelarm das Massentragheitsmoment 6 fiir Drehun-
gen um den Massenschwerpunkt und bestimmen Sie die kinetische Energie T
des Systems.

Bestimmen Sie die potentielle Energie V' des Systems aufgrund der Erdbe-
schleunigung.

Zeigen Sie, dass die Berticksichtigung des Einflusses der Erdbeschleunigung al-
ternativ zur potentiellen Energie V' auch durch eine externe Kraft f. erfolgen
kann. Vergleichen Sie hierzu die relevanten Terme in den Bewegungsgleichun-
gen.

Hinweis: Es gentigt, die Terme fir V aus Punkt 2d und f, in den Fuler-
Lagrange-Gleichungen zu betrachten.

1P|
1P|

2P|

1P|

2P|



Losung:

a) Das Doppelpendel hat zwei Freiheitsgrade - siehe Abbildung 4. Fine gute Wahl
der Koordinaten wéiren z.B. qT = [«, (], oder auch q* = |a, B—a]. Konsistente
Orientierungen (z.B. a und B im mathematisch positiven Sinn) sind ebenfalls

hilfreich.

Abbildung 4: Ebenes Doppelpendel; Koordinatenwahl.
b) Die Massenschwerpunkte a und b befinden sich bei homogener Massenvertei-
lung in der Mitte der Pendelarme, d.h.

sin(«)

) l— Cos(a)] (33)

b= i[—sgé(s%)l +i [—Slcrégo(g)] (36)

c) Das Massentragheitsmoment fiir Drehungen eines Pendelarms um seinen Mas-
senschwerpunkt lautet

1 12 l2
9:/2r2dm:%/2r2dr:m— (37)

2 |sin(«)
- 18 [cos(B) cos(a)
b= 2 [sin(ﬂ)} l [sin(a)} (39)
Daraus ergibt sich die kinetische Energie
T = ml? (2d2 + 152 + 1 cos(a — 6)@5’). (40)
3 6 2

d) Die potentielle Energie aufgrund der Beschleunigung g lautet

1
V= —mgl(i cos(a) + 5 cos(ﬁ)). (41)
e) Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen folgt mit L =T —V  (vgl. Formelsamm-
lung)
d 0 0 da 0Ob
——T=—-V+fI =+ —| 42
dt 0q oq il <8q + 8q> (42)
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Setzt man nun V =0, so muss die Erdbeschleunigung als externe Kraft

fezl 0 ] (13)

angesetzt werden. Fs ist nicht notwendig, den gesamten Lagrange-Formalismus
nachzuvollziehen, da ja nur der Einfluss von V geindert wird. Die entsprechen-
den Terme miissen also dasselbe Ergebnis liefern, d.h. zeige

ov da 0Ob ov da 0b ob
OV _pr(0a  Ob _O (G2 L) PPy
da ¢ (804 * 804) und B e (35 * 35) ©op (49
Tatsdachlich gilt:
ov._ 3mgl .
~%a =5 sin(«) (45)
Jda 0Ob 3l
T va vb _ Q0 s
£ (8& + 804) mg sin(a) (46)
und
ov. mgl .
s (47)
db [
Tob b
£ 5 mgs sin(f3). (48)
U



3. Eine Teetasse wird mit Wasser befiillt und danach auf eine Heizplatte gestellt. Ab- 7.,5P.]
bildung 5 zeigt das betrachtete System, bestehend aus dem Tassenboden B, der
Tassenwand W, dem eingefiillten Fluid F und der Umgebung U.

Es wird angenommen, dass F, W, B und U jeweils die homogenen Temperaturen
Tw, Ty, Tg und Ty annehmen. Dabei werden Ty und - vereinfachend - auch Tg als
konstant angesetzt. Die Temperaturen Ty (t) und Ty (t) seien zeitabhéngig (mit der
Zeit t). Die Massen mp und my und die spezifischen Warmekapazititen ¢, und
cpw von F und W seien konstant und bekannt.
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Abbildung 5: Befiillte Teetasse, drehsymmetrische Anordnung.

Modellieren und untersuchen Sie das System wie folgt:

a) Die Wérmetibertragung wird durch thermische Widerstande zwischen F und 2,5P.|
W (Rpw), zwischen F und B (Rpp), zwischen F und U (Rpy), sowie zwischen
W und U (Rwy) modelliert. Zeichnen Sie das RC-Ersatzschaltbild fir die An-
ordnung. Stellen Sie sicher, dass alle verwendeten Bauteilwerte in Abhéngigkeit
von den gegebenen Grofien definiert sind. Die Wéarmetibertragung durch ther-
mische Strahlung sei vernachléssigbar.

b) Bestimmen Sie nun die Differentialgleichungen, welche den zeitlichen Verlauf 2,5P.|
von Tr und Ty festlegen.

c¢) Auf welcher Temperatur 75 r muss B gehalten werden, damit Tr(¢) im statio- 2,5P.|
naren Fall einen vorgegebenen Wert Ty p annimmt?



Losung:

a) Das RC-Ersatzschaltbild ist in Abbildung 6 dargestellt. Die Wirmeiberginge
sind als Widerstinde umgesetzt, konstante Temperaturen sind Spannungsquel-
len und verdnderliche Temperaturen sind Kapazitdten.

Ryu
—
|
Rpp Rpw Rwu
— — —
T T T

Ts () TF,CP,F — Tw,cp,w:: Ty ()

Abbildung 6: RC-Ersatzschaltbild.

b) Aus Abbildung 6 ergeben sich die Dynamikgleichungen sofort zu

d To — Te(t)  Tw(t) — Te(t) Ty — Telt)
—Tr(t) = 4
Crr dt r(l) Rpp * Rpw - Ry (49a)
d Ty —Tw(t) | Tr(t) — Tw(t)
—Twl(t) = . 49h

c) Gesucht wird nun eine Bodentemperatur Ty g fir die vorgegebene stationdre
Fluidtemperatur Ty g. Durch Nullsetzen von (49) erhdlt man

0— [RFWRFU RyppRpy ] [TB,R]

0 —Rpw — Rwu | |Tw,r
_ RewRypu + RegRyu + RepRew  —ResRew | | Tr R (50)
—Rwu —Rrw | |Tur|
Ausrechnen von Iy r fiihrt auf
TBR _ RppRyyu + RrpgRrw + Ry Rwu + RruRrw + ReuRwu Tor
Rpu(Rpw + Rwu) ’
_ ReRyu + RegRew + ResRwu T (51)
Reuy(Rpw + Rwu)
als Lésung.
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4. Sie wollen die Lufttemperatur (7},s) in einem Liiftungsrohr messen. Dazu instal- 7.5P.|
lieren Sie ein Thermometer (th) mittig im Liiftungsrohr. Das Thermometer tauscht
durch Konvektion Warme mit der Luft aus. Um eine moglichst genaue Messung zu
erhalten sollen die Warmeiibertragung durch thermische Strahlung zwischen Ther-
mometer und Rohrwand (w) berticksichtigt und die Messung entsprechend korrigiert
werden.

ﬂuft

‘ Tk, €th, Qe
th.k ) y Lt
q ’ </

ch,s

Abbildung 7: Temperaturmessung in eimem Liiftungsrohr.

Annahmen:

Das Thermometer wird als vernachléssigbar klein im Vergleich zur Umgebung (Rohr)
und als konvexer Korper angenommen. Weiters seien die Wandtemperatur 7., die
Emissivitat der Thermometeroberfliche ¢, sowie der Warmeiibergangskoeffizient
zwischen Luft und Thermometer a4, bekannt und konstant. Sowohl Wand als auch
Thermometer werden als diffuse, graue Strahler behandelt. Die Gasstrahung in der
Luft wird vernachléssigt.

Die Grolen Ty, Tip, €, € und ayy, sind bekannt. Eine Formel fiir die wahre Luft-
temperatur Tj,; ist gesucht.

Es sind dazu folgende Punkte zu bearbeiten.

a) Stellen Sie die Sichtfaktormatrix F fiir die gegebene Geometrie unter Beriick- 1P|
sichtigung der getroffenen Annahmen auf.

b) Berechnen Sie die Nettowdrmestromdichten zufolge thermischer Strahlung ¢, s 2P|
und ¢y, s in Abhéngigkeit der Temperaturen 7T),, T}, fiir allgemeine Werte
Ew # 07 Eth -

c¢) Berechnen Sie die Warmestromdichte ¢, zwischen Thermometer und Luft 1P|
aufgrund der Konvektion.

d) Bestimmen Sie eine Gleichung zur Berechnung der Lufttemperatur T, aus 2P|
den beiden bekannten Temperaturen T, und 7T},, unter der Annahme statio-
narer Bedingungen. 1.5P.]

e) i. Welche GroBen des Messsystems miissen wie verandert werden, um den fiir
die Messung storenden Einfluss der Warmeiibertragung durch thermischer
Strahlung zwischen Thermometer und Rohrwand zu verringern?

ii. Welchen Einfluss hat die Emissivitdt des Rohres €, auf das Messergebnis?
Antworten und begriinden Sie verbal.
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Losung:

a) Gesucht ist die Sichtfaktormatriz F welche die dargestellte Situation beschreibt.
Da die einzig strahlenden Korper die Wand und das Thermometer sind hat die
Matriz F die Dimension 2 X 2.

Fw w Fw th
F = ’ . 52
lFth w Fth,th] (52)

Zudem ist durch die geschlossene Wandfiiche ein abgeschlossener Strahlungs-
raum gegeben, was die Anwendung der Summationsregel erlaubt.

Die erste Annahme besagt, dass die Abmessungen des Thermometers verschwin-
dend sind, daraus folgt direkt bzw. mit dem Reziprozititsgesetz

Fow=1. (53)
Mit der Summationsregel fiir abgeschlossene Strahlungsrdume folgt unmittelbar
Fomn=0". (54)

Das Thermometer wird als konvexer Korper angenommen, der dadurch nicht
auf sich selbst strahlen kann. Damit und mit der Summationsregel folgen die
fehlenden beiden FEintrdge von F zu

Finin =0, Fypup=1. (55)

b) Durch Einsetzen und Umformen folgt aus

q = (E - F)(E — (E — diag{e})F) " diag{e}oT* , (56)
Gus] [0 O]f[t O] [t—e, 0 ] 1o ‘lgw
Gins| |—1 1/\[0 1 0 1—egu| |1 0 0 TﬁL
(57)
Gws| [0 0 ew 0] [ew 0] [T (58)
Gins|  |—1 1] |em—1 1 0 T;; '
- | ———
L1 0
vl —em ew
Qw,s 0
L7 = 59
th,s] L?thU(T T4)1 (59)
¢) Die Warmestromdichte Gy i aufgrund der Konvektion folgt zu
Ginge = Cun(Tin — Thuge) - (60)

Die Wirmestromdichte G, wurde hier vom Thermometer wegzeigend positiv
angenommen um gleiche Orientierung mit der Warmestrahlung sicherzustellen.

d) Stationdr muss natirlich
Ghge + Gins = 0 (61)
gelten, woraus
(T = Thuge) + o (T, — T) = 0 (62)

folgt. Die Gleichung zur Bestimmung von Ty,z ergibt sich schlieflich durch
Umformen zu
EthT
Toue =T+ ——(Tj = T) - (63)

Qth
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e) Man erkennt aus Gleichung (63), dass fiir einen geringeren Strahlungseinfluss
die Emissivitdt des Thermometers ey, verringert oder der Wdirmetibergangsko-
effizient oy, erhéht werden muss. Ersteres kann relativ einfach durch geeignete
Wahl des Materials fir die Thermometeroberfliche (spiegelnde Oberfiiche) er-
reicht werden. Um den Widirmeiibergangskoeffizienten oy, zu erhéhen muss die
Umstromung des Thermometers verdandert werden. Zum Beispiel konnte man
versuchen turbulente Stromungsverhdltnisse zu erzeugen (kleine Abmessungen
des Thermometers, hohe Stromungsgeschwindigkeit des Fluides) da im turbu-
lenten Bereich der Wirmetibgergangskoeffizient héher als im Laminaren ist.
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