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1. In dieser Aufgabe wird die in Abbildung 1 dargestellte Briickenwaage betrachtet. 5P|
Mit dieser kann unter Verwendung eines Tariergewichtes G mit der Gewichtskraft
F die Gewichtskraft Fp, einer Last L bestimmt werden. Die Briickenwaage selbst
besteht aus mehreren starren Staben, die gelenkig miteinander verbunden sind.
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Abbildung 1: Schematische Darstellung einer Briickenwaage

Zu bestimmen sind die auftretenden Kréfte in den Stdben und die Abmessungen
der Hebel, sodass das erforderliche Tariergewicht unabhangig von der Position z der
Last wird. Bearbeiten Sie dazu folgende Punkte:

a) Schneiden Sie den Stab D-E frei. Zeichnen Sie alle auftretenden Kréfte ein. 1,5P.]
Berechnen Sie die unbekannten Kréfte in Abhéngigkeit der Lastkraft F7.

b) Schneiden Sie den Stab F-H frei. Zeichnen Sie alle auftretenden Kréfte ein. 1,5P.]
Berechnen Sie die unbekannten Krafte wiederum in Abhéngigkeit der Lastkraft
Fr.

¢) Schneiden Sie den Stab A-B-C frei. Zeichnen Sie alle auftretenden Kréfte ein. 1,5P.]

Berechnen Sie die unbekannten Krafte und die Tariergewichtskraft Fi; in Ab-
héngigkeit der Lastkraft F7p.

d) In welchem Verhéltnis miissen die Abmessungen b, ¢, e und f stehen, damit 0,5P.|
das Tariergewicht unabhéngig von der Position x der Last ist? In welchem
Verhéltnis stehen F und Fz dann?



Losung:

Abbildung 2 zeigt die freigeschnittenen Stibe D-E, F-H und A-B-C.
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Abbildung 2: Freigeschnittene Stabe der Briickenwaage

a) Stab D-E: Aus den Gleichgewichtsbedingungen (siehe Abbildung 2) folgt
x
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b) Stab F-H: Aus den Gleichgewichtsbedingungen (siche Abbildung 2) folgt
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c) Stab A-B-C: Aus den Gleichgewichtsbedingungen (siche Abbildung 2) folgt
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d) Damit das Tariergewicht G unabhdngig von der Position x der Last wird, muss
der Koeffizient von x in der Bestimmungsgleichung von Fg zu Null werden.
Dies ist erfillt fir

Ist dies erfiillt, gilt Fo = FL%



2. In dieser Aufgabe wird der in Abbildung 3 dargestellte Wagen mit Doppelpendel
betrachtet. Auf den Wagen wirken eine Antriebskraft F,,, und eine Federkraft Fr =
e (zw — 20) + c2(xw — 20)°. Die Bewegung des Wagens auf dem Untergrund erfolgt
reibungsfrei. Das Doppelpendel besteht aus dem Stab S1 und der Punktmasse M.
Der Stab S1 besitzt die Masse m;, die Lange [; und das Tragheitsmoment um den
Schwerpunkt J;. Der Schwerpunkt des Stabes S1 befindet sich in der Stabmitte bei
l1/2. Die Verbindung S2 der Punktmasse M mit dem Stab S1 sei masselos und starr,
die Lange [, ist jedoch variabel, d.h. es gilt I3 # const. Die Verstellung der Léange [,
erfolgt durch die Kraft F),.

Abbildung 3: Wagen mit Doppelpendel

a) Wie viele Freiheitsgrade hat dieses System? Geben Sie die Freiheitsgrade ex-
plizit an.

b) Geben Sie die Ortsvektoren vom Inertialsystem zum Schwerpunkt fir den Wa-
gen W, den Stab S1 und die Masse M an.

c¢) Berechnen Sie die Geschwindigkeiten und Winkelgeschwindigkeiten von Wagen
W, Stab S1 und Masse M. Beachten Sie dabei, dass die Lange [y nicht konstant
ist.

d) Berechnen Sie die kinetische Energie des Systems. Sie miissen die Geschwin-
digkeiten aus c) nicht explizit einsetzen.

e) Berechnen Sie die potentielle Energie des Systems unter Verwendung Ihrer
Ergebnisse aus b).

f) Geben Sie den Vektor der generalisierten Kréfte an.

g) Nehmen Sie nun an, dass die Masse M keine Punktmasse mehr ist, sondern
zusatzlich die Massentréagheit Jo um Ihren Schwerpunkt besitzt. Wie miissen
fiir diesen Fall die kinetische und die potentielle Energie des Systems verdandert
werden?

h) Nehmen Sie nun an, dass die Beschleunigung a,, = [aM@ aM,y}T der Masse
M bekannt ist. Berechnen Sie die Kraft im Stab S2 unter Vernachlassigung der
Massentragheit J, d.h. es gilt Jo = 0. Hinweis: Eine Moglichkeit zur Berech-
nung der Stabkraft ist durch die Impulsbilanz gegeben.
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Losung:

a)
b)

d)

Das System besitzt die vier Freiheitsgrade q = [xw 01 V2 ly].

Ortsvektoren:

Wagen W:

Stab S1:

N [xw + % sin(gpl)l
51 =
—%1 cos(p1)

Punktmasse M:

I a7 + Iy sin(¢1) + [ sin(ps)
M= cos(p1) — Iz cos(¢2)

Geschwindigkeiten und Winkelgeschwindigkeiten:
Wagen W:

Stab S1:

Punktmasse M:

Vi = FW + by cos(p1)¢r1 + Ly sin(pa) + Iy 005(902)9521
l1sin(p1)@1 — la cos(pa) + Iy sin(ws) 2

WM = P2
Die kinetische Energie des Systems setzt sich zusammen aus der translato-

rischen kinetischen Energie von Wagen W, Stab S1 und Masse M und der
rotatorischen kinetischen Energie von Stab S1. Daraus folgt

1 1 1

T, = iv%,vwmw + ivglvsﬂnl + ivﬂTﬂMmM
1

Tr = §W%J1

T=1T +1T,.

Die potentielle Energie des Systems setzt sich aus der potentiellen Energie von
Stab S1 und Masse M und der in der Feder gespeicherten Energie zusammen.
Damit gilt



I
Vi = —mlggl cos(p1) — marg(ly cos(ip1) + Iy cos(p2))

Tw
Ve = / Fe(7) di

0
1 1
=30 (xw — x0)2 + ZCQ(.’EW — ;1:0)4

V=V,+Vr

f) Vektor der generalisierten Krifte
Kraft F,, auf den Wagen:

T
[Fan 00 0]
Kraft Fyy auf die Punktmasse M:
_ — sin(¢p2)
Far = FM[ cos(i) ]
I ET l1sin(p1) + lo sin(ps9)
P —l1 cos(ip1) — Iz cos(ip2)

or T
TFM ( 9F:M> I M
— sin(wg)

_F —ly sin(pa) cos(p1) + 11 cos(p2) sin(py)
= Fy 0

-1
Fiir den Vektor der generalisierten Krdfte gilt dann

T =TF,, + Try-

g) Wird die Masse M nicht mehr als Punktmasse vorausgesetzt, sondern besitzt
die Massentrdgheit Jo, bleibt die potentielle Energie des Systems unverdndert.

Die kinetische Energie des Systems muss jedoch um die rotatorische kinetische
Energie Ty, der Masse M erginzt werden. Diese berechnet sich durch

1

Tarr = §w§4J2.

Fiir die gesamte kinetische Energie des Systems gilt dann

T:E+TT+TM,T'
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Abbildung 4: Auf die Punktmasse M wirkende Kréfte.

h) Stabkraft S2: Fir die Berechnung der Kraft im Stab S2 bietet sich die Anwen-
dung des Impulssatzes an. Dazu wird das System wie in Abbildung 4 gezeigt
freigeschnitten.

Die Impulsbilanz fiir die x- und die y-Richtung mit der als bekannt vorausge-

T
setzten Beschleunigung ay; = {aM,x aMyy] der Masse M lautet

—Fgosin(py) — Fyy sin(ps) ]

mvaM = lFSQ cos(pa) + Far cos(pe) — mag

Daraus folgt die Stabkraft Fso zu

Fgy = mM( — appsin(pa) + any Cos(cp2)> — Fyp + marg cos(ps).



3. Ein in Abbildung 5 dargestellter rotationssymmetrischer Raum mit einem kuppelfér- 7P.|
migen Dach wird durch eine FuBBbodenheizung beheizt. Es sollen zwei verschiedene
Heizungstypen miteinander verglichen werden:

e Elektrische Fulbodenheizung, welche nach dem Einschalten konstant die Lei-
stung P,; in Warme umsetzt

o Warmwasser-FuBlbodenheizung, bei der die Heizschicht nach dem Einschalten
sofort die konstante Temperatur Ty, annimmt

Im Fufiboden (Zylinder mit Durchmesser D und Dicke d, Seitenflichen adiabat),
wird Warmeleitung (Warmeleitfihigkeit A, Temperaturleitfahigkeit a) betrachtet.
Die Warmeabgabe der Heizschicht (Dicke vernachlassigt, Unterseite adiabat) erfolgt
bei z = 0 mit idealem thermischen Kontakt zum Fufbodenmaterial. Die Temperatur
T(t,z) im FuBboden ist homogen in radialer und tangentialer Richtung.

An der FuBBbodenoberflache ergibt sich die vorerst unbekannte Gesamtwarmestrom-
dichte ¢p(t) aus
e konvektivem Wirmeiibergang (Warmetibergangskoeffizient ap) zur Raumluft
(Temperatur Tg)
e Strahlungsaustausch zwischen Fubodenoberfliche (Emissivitit ) und Kup-

peloberflache (Flache Ag, Emissivitit e, Temperatur Tk)

Ty und Tr sind konstant und bekannt.
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ZI = ' T(t,z) Aa ]
e - Isolation
. D .| Heizschicht

Abbildung 5: Fulbodenheizung in Kuppelraum

a) Bei der Ermittlung der durch Strahlung tibertragenen Warme werden Absorp- 1P|
tion und Emission von Wérmestrahlung durch die Raumluft vernachléssigt.
Geben Sie die Sichtfaktoren Fpy, Fxp, Fpp und Fig an.

b) Berechnen Sie fiir einen Emissionskoeffizienten 5 = 1 die durch Strahlung von 2P|
der FuBbodenoberfliche abgegebene Nettowiarmestromdichte ¢p g(¢) in Abhén-
gigkeit der Oberflichentemperatur T'(¢, d).

c) Geben Sie die Gesamtwarmestromdichte ¢g(¢) an der Fulbodenoberfliche in 1P|
Abhéangigkeit der Oberflachentemperatur 7'(¢, d) an.

d) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird die Heizung eingeschaltet, der Fuboden habe bis 2P|
dahin iiberall die Temperatur Tj. Geben Sie sowohl fiir die elektrische als auch
fiir die Warmwasser-Fulbodenheizung die Differenzialgleichung, welche die in-
stationdre Temperaturverteilung T'(¢,z), 0 < z < d im FuBboden beschreibt,
mit allen jeweils auftretenden Anfangs- und Randbedingungen an. Die Rand-
bedingung bei z = d kann dabei in Abhéngigkeit der Gesamtwérmestromdichte
Gp(t) an der FuBbodenfliche angegeben werden.
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e) Wie éndert sich bei ansonsten unverédnderten Parametern der in den Raum 1P|
stationér iibertragene Gesamtwarmestrom, wenn fiir den Fuflboden ein ande-
res Material mit einer geringeren Warmeleitfahigkeit A\ e, < A verwendet wird?
Nimmt er zu, nimmt er ab oder bleibt er gleich? Beantworten Sie die Frage so-
wohl fiir den Fall der Beheizung mittels der elektrischen Heizung, als auch fir
den Fall der Beheizung mittels der Warmwasser-Heizung. Es reichen begriin-
dete verbale Antworten.
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Losung:

iB,s = 5BU(T4(t: d) — Tf{)

i = 4p,s + a(T(t,d) — Tg)

d)
OT(t,z) _ GGQT(t, 2)

ot 022’
Anfangs- und Randbedigungen

T(O, Z) = T() 5
oT(t, z) j
0z

t,z=d
unabhdngig vom Heizungstyp und

oT(t, z)
0z

14P,
=——— ! , elektrische Heizung,
A A\ D?r

T(t,0) =Tw, Warmwasserheizung.

e) Eine schlechtere Warmeleitfahigkeit des Fuf$bodenmaterials hat eine VergrifSe-
rung des Warmewiderstands zur Folge.

Bei der elektrischen Heizung bleibt der abgegebene Gesamtwdrmestrom Qp =
P, gleich, wird allerdings bei einem héheren Temperaturniveau in den Raum
abgegeben. Bei der Warmwasserheizung sinkt bei ansonsten unveranderten Pa-
rametern der abgegebene Warmestrom, da die Heizschicht die konstante Tem-
peratur Ty hat.
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4. Abbildung 6 zeigt einen stationdr betriebenen Gegenstrom-Warmetauscher. In die 8P|

obere Kammer stromt an der linken Seite heifles Wasser mit der gegebenen Tempe-
ratur 7j; und dem gegebenen Massenstrom 7, ein. In die untere Kammer stromt
an der rechten Seite kaltes Wasser mit der gegebenen Temperatur 7., und dem ge-
gebenen Massenstrom i, ein. Die Warmekapazitit ¢, des Wassers ist bekannt und
konstant. Die Trennwand zwischen oberer und unterer Kammer hat iiber die gesam-
te Lange L die gleiche Breite B und den konstanten Warmedurchgangskoeffizienten
k. Alle Aussenflichen des Wéarmetauschers sind adiabat.

Die Wassertemperaturen in den jeweiligen Kammern hangen nur von = ab (homoge-
ne Temperatur quer zur Hauptstromungsrichtung). Die Warmeleitung in z-Richtung
wird vernachléssigt. Gesucht werden die stationdren Temperaturverldufe 7},(z) des
heiflen und 7,(x) des kalten Wassers.

Ideale Isolation
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Abbildung 6: Gegenstrom-Warmetauscher
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Abbildung 7: Kontrollvolumen
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a)

b)

Zeichnen Sie in Abbildung 7 alle in die Kontrollvolumen 0V, und 9V, ein-
und austretenden Wéarme- und Enthalpiestrome ein und geben Sie diese in
Abhéngigkeit der Temperaturen T} (z) bzw. T,(z) an.

Ermitteln Sie anhand einer Wéarmebilanz tiber jedes Kontrollvolumen aus Ab-
bildung 7 das Differentialgleichungssystem samt den dazugehorigen Randbe-
dingungen, welches die stationdren Temperaturverlaufe T}, (z) und T.(z) be-
schreibt.

Losen Sie fiir den speziellen Fall ri,c, = 11.c, = C das Differentialgleichungs-
system aus Punkt b) und berechnen Sie die Temperaturverlaufe 7j,(x) und
T.(x).

Hinweise: Die Rechnung vereinfacht sich, wenn die Differentialgleichungen fiir
Ty (z) und T,(x) passend addiert /subtrahiert werden und die resultierende Dif-
ferentialgleichung fur die Differenztemperatur D(z) = Ty (x) — T.(z) gelost
wird. Beachten Sie, dass Thre Losung nicht mit den in der Formelsammlung
angegebenen Funktionen tibereinstimmen muss.

Nehmen Sie nun fir die Temperaturverldufe die Funktionen
Th(z) =a+ bz,
To(x) =c+bx

mit bekannten Konstanten a, b, c, B, k aber unbekannten Massenstromen 7,
und i, an. Berechnen Sie damit den insgesamt im Warmetauscher tibertrage-
nen Wérmestrom Q).

Beschreiben Sie zwei konstruktive MaBnahmen, mit denen Q erhoht werden
kann.
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Losung:

b)

d)

¢)

ey Th(z) — mpe,Th(x + dz) — kB(Ty(z) — Te(x)) dz =
mecyTe(x + dx) — mec,T.(z) + kB(Th(x) — T.(z)) dz =

mit

Q =kB(a—c)L

i. Vergréferung der Ubertragerfliche durch gréfiere Bauform
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ii. Vergriferung der Ubertragerfliche durch Einsatz von berippten Rohren
oder Lamellenrohren

iii. Verringern des Wirmewiderstands der Ubertragerfliche durch Einsatz von
Materialien mit besserer Wirmeleitfahigkeit und/oder geringerer Wand-

stdarke
. Erhohung des Wdarmedurchgangskoeffizienten durch Erzwingen einer tur-
bulenten Stromung des Fluids
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