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1. Betrachtet wird der Mechanismus in Abbildung 1. Die vertikale Position p des mas- 12 P.|
selosen Gestänges wird durch die von der Seiltrommel R3 abgewickelten Länge des
masselosen Seiles bestimmt. Das Gestänge wird dabei mithilfe der Gleitlager L2
und L3 geführt. Die Rollen R1, R2 und R3 haben den Durchmesser d. Die Rolle
R3 ist zusätzlich mit einer kleineren Rolle mit dem Durchmesser d/2 starr verbun-
den. Alle Rollen können als masselos angenommen werden. Der Federmechanismus,
bestehend aus vier Federn mit den linearen Federkonstanten c1, c2, c3 und c4, wird
dabei durch die Kraft f und die Gewichtskraft der Masse m gespannt. Die Masse
m ist direkt in der Mitte des Gestänges befestigt. Reibungseffekt im Mechanismus
sind zu vernachlässigen, d. h. es tritt keine Seil- oder Lagerreibung auf.
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Abbildung 1: Mechanismus

a) Fassen Sie die vier Federn des Federmechanismus zu einer Ersatzfeder zusam- 1.5 P.|
men und bestimmen Sie die Federsteifigkeit c dieser Ersatzfeder.

Hinweis: Nehmen Sie für die Aufgaben b) - d) an, dass sich die Kräfte und Momente
des Seilzugs im Gleichgewicht befinden und somit keine Bewegung stattfindet (sta-
tische Rechnung). Die Position p wird für diese Rechnungen nicht benötigt.

b) Schneiden Sie alle Rollen (R1, R2 und R3) frei und zeichnen Sie alle wirksamen 3 P.|
Kräfte und Momente ein. Schreiben Sie die entsprechenden Gleichgewichtsbe-
dingungen explizit an.

c) Bestimmen Sie alle Seilkräfte in Abhängigkeit der Kraft f und der Masse m. 1.5 P.|
d) Bestimmen Sie die Kräfte in x- und y- Richtung in den Lagern L1, L4, L5 und 3 P.|

L6 in Abhängigkeit der Kraft f und der Masse m.

Hinweis: Nehmen Sie nachfolgend die Ersatzfeder mit der Federsteifigkeit c als be-
kannt an. Im Folgenden wird das dynamische Verhalten des Mechanismus unter-
sucht.

e) Stellen Sie die Impulsbilanz für das Gestänge mit Masse m auf. Verwenden Sie 1 P.|
dazu die Position p. Die Feder c hat dabei die entspannte Länge p0.

f) Bestimmen Sie die kinetische Energie T und die potentielle Energie V des 2 P.|
Mechanismus.
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Lösung:

a) Die resultierende Federsteifigkeit ergibt sich zu

c = c1(c2 + c3)c4

(c2 + c3)c4 + c1c4 + c1(c2 + c3)
.

b) Freigeschnittene Rollen:

R1: R2: R3:

fS1 fS1

fS2
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fS2

fS2
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fy6

f
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Abbildung 2: Freigeschnittene Rollen.

Kräftegleichgewicht R1:

ey : 0 = fS2 − 2fS1 − mg

Kräftegleichgewicht R2:

ex : 0 = fx4 + fS2

ey : 0 = fy4 − fS2

Kräftegleichgewicht R3:

ex : 0 = fx6 + f

ey : 0 = fy6 + fS1

Momentengleichgewicht R3:

ez : 0 = f
d

4 − fS1
d

2

c) Seilkräfte:

fS1 = f

2
fS2 = 2fS1 + mg = f + mg

d) Lagerkraft L1:

fx1 = 0
fy1 = −fS1
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Lagerkraft L4:

fx4 = −fS2

fy4 = fS2

Lagerkraft L5:

fx5 = fS2

fy5 = 0

Lagerkraft L6:

fx6 = −f

fy6 = −fS1

e) Impulsbilanz:

mp̈ = mg − fS2 + 2fS1

Seilkräfte einsetzen

fS2 = c(p − p0)

p̈ = g − c

m
(p − p0) + f

m

f) Potentielle Energie

V = −mgp + 1
2c(p − p0)2

Kinetische Energie

T = 1
2mṗ2
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2. In dieser Aufgabe wird der um seine Hochachse drehende Fliehkraftsimulator aus 12 P.|
Abbildung 3 betrachtet. Der Aufbau besteht aus einem um den Ursprung des In-
ertialkoordinatensystems (x0, y0, z0) drehbar gelagerten Ausleger, auf welchem ein
Schlitten im Abstand X befestigt ist. Der Ausleger hat die Masse mA und das Mas-
senträgheitsmoment ISA,zz bezüglich des Schwerpunktes SA. Vom Schlitten ist die
Masse mS und das Massenträgheitsmoment ISS,zz bezüglich des Schwerpunktes SS

bekannt. Eine Ausgleichsmasse mG mit dem Massenträgheitsmoment ISG,zz bezüg-
lich des Schwerpunkts SG dient zur Reduktion der Unwucht der Anlage. Der Flieh-
kraftsimulator wird mithilfe eines Motors mit dem Massenträgheitsmoment IM,zz

und dem Drehmoment τ angetrieben, siehe Abbildung 4. Die Elastizität des An-
triebsstranges wird durch die Steifigkeit c und die Dämpfung d modelliert. Im Dreh-
punkt des Fliehkraftsimulators wird ein quadratisches Dämpfungsmoment (τdiss =
−dF (φ̇F )2) mit dem konstanten Beiwert dF angenommen.
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Abbildung 3: Fliehkraftsimulator.

Fliehkraftsimulator, IF,zz

Motor, IM,zz

d c

τ

τdiss

φM

φF

x0

z0

Abbildung 4: An-
trieb mit Elastizi-
tät.

a) Geben Sie den Abstand A vom Drehpunkt des Fliehkraftsimulators zum Schwer- 2.5 P.|
punkt SA des Auslegers an und berechnen Sie explizit das Massenträgheitsmo-
ment ISA,zz des Auslegers um dessen Schwerpunkt SA. Dieser wird vereinfacht
als Quader mit der Dichte ρ und den Seitenlängen L × B × H angenommen.
L und B sind in Abbildung 3 ersichtlich, H ist die Dimension des Auslegers in
z0-Richtung.

b) Bestimmen Sie das resultierende Massenträgheitsmoment IF,zz des gesamten 1.5 P.|
Fliehkraftsimulators um dessen Drehpunkt.

c) Stellen Sie mithilfe des Drehimpulssatzes die Bewegungsgleichungen des Sy- 3 P.|
stems auf. Berücksichtigen Sie dazu die Elastizität des Antriebs. Das zugehö-
rige Ersatzschaltbild ist in Abbildung 4 dargestellt.

d) Bestimmen Sie die Drehzahl φ̇F des Fliehkraftsimulators, welche sich für den 2 P.|
Betrieb der Anlage mit einem konstanten Antriebsmoment τ einstellt. Geben
Sie explizit die physikalisch sinnvolle(n) Lösung(en) an. Geben Sie weiters die
Winkeldifferenz φM − φF für diesen Fall an!

e) Es wird nun ein Getriebe mit einer unendlich hohen Steifigkeit und einer ver- 1 P.|
schwindenden Dämpfung angenommen (c → ∞, d → 0). Schreiben Sie die
Bewegungsgleichung des Systems für diesen Fall an.
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f) Bestimmen Sie den Verlauf der Drehzahl des Fliehkraftsimulators mit der Be- 2 P.|
wegungsgleichung aus dem Punkt e) unter der Annahme der Anfangsdrehzahl
ωF (0) = ω0 und des Moments τ = 0.
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Lösung:

a) Der Schwerpunkt des Auslegers befindet sich mit

1
ρBHL

ρBH
∫ L

0
xdx = L

2

in der Mitte des Körpers. Der Abstand vom Drehpunkt des Auslegers zum
Schwerpunkt SA beträgt daher A = L/2 − C. Für das Massenträgheitsmoment
IA,zz gilt:

ISA,zz = ρ
∫ B/2

−B/2

∫ L/2

−L/2

∫ H/2

−H/2

(
x2 + y2

)
dzdydx = ρH

∫ B/2

−B/2

∫ L/2

−L/2

(
x2 + y2

)
dydx

ISA,zz = ρHBL︸ ︷︷ ︸
mA

(
L2

12 + B2

12

)

b) Das Massenträgheitsmoment des Fliehkraftsimulators um den Drehpunkt:

IF,zz = ISA,zz + mA

(
L

2 − C
)2

︸ ︷︷ ︸
IA,zz

+ ISS,zz + mSX2︸ ︷︷ ︸
IS,zz

+ ISG,zz + mG(C + D)2︸ ︷︷ ︸
IG,zz

c) Die Bewegungsgleichung des Systems:

IM,zzφ̈M = τ − c(φM − φF ) − d(φ̇M − φ̇F )
IF,zzφ̈F = −dp(φ̇F )2 + c(φM − φF ) + d(φ̇M − φ̇F )

d) Vernachlässigung der Zeitableitungen in c) und Einsetzen der ersten in die
zweite Differentialgleichung führt auf

0 = −dp(φ̇F )2 + τ

bzw. auf die Drehzahl

φ̇F =
√

τ

dF

.

e) Die Bewegungsgleichung des Systems:

(IM,zz + IF,zz)︸ ︷︷ ︸
Izz

φ̈F = −dp(φ̇F )2 + τ

f) Substitution von ωF = φ̇F und Separation der Variablen führt auf

Izz
1

ω2
F

dω = −dpdt.

Integration und Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt

ω(t) = Izzω0

dptω0 + Izz

.
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3. In Abbildung 5 ist ein mechanisches System in der Form eines Parallelogramms 16 P.|
dargestellt. Das Parallelogramm wird als ein planarer Manipulator betrachtet und
besteht aus vier rotatorischen Gelenken und vier Stäben. Die Stäbe 2 und 4 ha-
ben die Länge b. Die Länge des ersten und dritten Stabes sind a bzw. a + r.
Der zweite und dritte Stab werden als masselos betrachtet. Das Massenträgheits-
moment des ersten Stabs I1 = diag

([
I1,xx I1,yy I1,zz

])
bzw. des vierten Stabs

I4 = diag
([

I4,xx I4,yy I4,zz

])
um die Schwerpunkte, sowie die Massen m1 und m4

sind bekannt. Am Endeffektor des Manipulators ist die Punktmasse mE montiert,
und auf diese Masse wird die externe Kraft fE =

[
fE,x fE,y fE,z

]T
(im Inertialsy-

stem definiert) ausgeübt. Zwischen den Schwerpunkten S1 und S4 ist eine lineare
Feder (Steifigkeit c , entspannte Lage bei q1 = π, q2 = π

2 ) verbaut.
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Abbildung 5: Parallelogramm

Im Folgenden soll das kinematische und dynamische Verhalten des Systems beschrie-
ben werden.

a) Berechnen Sie ϑ12(q) und ϑ43(q) als Funktion der generalisierten Koordinaten 1 P.|
q =

[
q1 q2

]T
.

b) Geben Sie die homogenen Transformationen H1
0(q), H2

1(q), H4
0(q), und H3

4(q) 2 P.|
zwischen den Koordinatensystemen an.

c) Geben Sie die homogene Transformation zwischen dem Ursprung und dem 2 P.|
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Endeffektor HE
0 (q) explizit an. Vereinfachen Sie das Ergebnis soweit wie mög-

lich!
Hinweis: Es gilt sin(x ± y) = sin(x) cos(y) ± cos(x) sin(y),
cos(x ± y) = cos(x) cos(y) ∓ sin(x) sin(y).

d) Berechnen Sie die Ortsvektoren der Schwerpunkte ps1
0 , ps4

0 und psE
0 als Funktion 1.5 P.|

der generalisierten Koordinaten q =
[
q1 q2

]T
.

e) Geben Sie die zugehörigen Jacobi-Manipulator-Matrizen (Jv)s1
0 , (Jv)s4

0 und 1.5 P.|
(Jv)sE

0 an.
f) Berechnen Sie die Matrix S(ωs1

0 ) und die zugehörige Jacobi-Manipulator-Matrix 2 P.|
(Jω)s1

0 .
g) Berechnen Sie den Anteil der Massenmatrix M1(q) zufolge des ersten Starr- 1.5 P.|

körpers (Stab 1).
h) Berechnen Sie die gesamte potentielle Energie V (q) des Systems.Vereinfachen 2.5 P.|

Sie das Ergebnis soweit wie möglich!
i) Bestimmen Sie den Vektor der verallgemeinerten Kräfte fq zufolge der externen 1 P.|

Kraft fE.

j) Berechnen Sie für q =
[
π π

2

]T
die externe Kraft fE so, dass sich das System 1 P.|

im Gleichgewicht befindet.
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Lösung:

a)

ϑ12 = q1 − q2

ϑ43 = π − q1 + q2

b)

H1
0 =


cos(q1) − sin(q1) 0 0
sin(q1) cos(q1) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

, H2
1 =


cos(q2 − q1) − sin(q2 − q1) 0 a
sin(q2 − q1) cos(q2 − q1) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

,

H4
0 =


cos(q2) − sin(q2) 0 0
sin(q2) cos(q2) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

, H3
4 =


− cos(q1 − q2) sin(q1 − q2) 0 b
− sin(q1 − q2) − cos(q1 − q2) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



c)

HE
0 = H4

0H3
4HE

3 =


− cos(q1) sin(q1) 0 −r cos(q1) + b cos(q2)
− sin(q1) − cos(q1) 0 −r sin(q1) + b sin(q2)

0 0 1 0
0 0 0 1



d)

ps1
0 =

ls1 cos(q1)
ls1 sin(q1)

0

, ps4
0 =

ls4 cos(q2)
ls4 sin(q2)

0

,

psE
0 =

−(d + r) cos(q1) + b cos(q2)
−(d + r) sin(q1) + b sin(q2)

0



e)

(Jv)s1
0 =

−ls1 sin(q1) 0
ls1 cos(q1) 0

0 0

, (Jv)s4
0 =

0 −ls4 sin(q2)
0 ls4 cos(q2)
0 0

,

(Jv)sE
0 =

 (d + r) sin(q1) −b sin(q2)
−(d + r) cos(q1) b cos(q2)

0 0


f)

S(ωs1
0 ) =

 0 −q̇1 0
q̇1 0 0
0 0 0

, (Jω)s1
0 =

0 0
0 0
1 0


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g)

M1(q) =
[
m1l

2
s1 + I1,zz 0

0 0

]

h)

V (q) = g sin(q1)(m1ls1 + mE(d + r))
+ g sin(q2)(m4ls4 + mEls4)

+ 1
2c(

√
l2
s1 + l2

s4 − 2ls1ls4(cos(q1 − q2)) −
√

l2
s1 + l2

s4)2

i)

fq,q1 = (d + r)(sin(q1)fE,x − cos(q1)fE,y)
fq,q2 = −b(sin(q2)fE,x − cos(q2)fE,y)

j)

fE,0 =

 0
mEg + m1gls1

r+d

0


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