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1. Betrachtet wird eine unmogliche Tischdekoration, wie sie in Abbildung 1 darge- 10,5P.]
stellt ist. Fir diese Aufgabe sei die Struktur als 2-dimensionale Konstruktion mit
homogener Dichte p und gleichen Querschnittsflichen A der Stabe der A-férmigen
Struktur angenommen. Die obere A-formige Struktur sei mit der Deckenplatte fest
verbunden. Die untere A-formige Struktur liegt auf der Bodenplatte lediglich auf.

Oberer und unterer Teil der Konstruktion sind mit Seilen verbunden.
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Abbildung 1: Unmégliche Tischdekoration: Foto (a) und schematische Skizze (b).

Hinweis: Die Aufgaben a), b), d) und e) konnen unabhéngig voneinander gelost
werden.

a) Berechnen Sie die Gesamtmasse m,, und die Lage des Schwerpunkts rg, = 2P,

T
{7‘5@@ TSy O} der unteren A-formigen Struktur beziiglich des Inertialkoor-
dinatensystems. Vereinfachen Sie die Ausdriicke so weit wie moglich.

=

Schneiden Sie die untere der beiden A-formigen Strukturen frei und berechnen 2P|

Sie die Lagerkréfte in Abhangigkeit einer allgemeinen Seilkraft fg 5/, des griinen
Seiles aus Abbildung 1(b).

c) Geben Sie die Bedingung fiir die Seilkraft fs); an, sodass das Lager II nur 2P,
auf Druck belastet wird. Welche Konsequenz héatte die Wahl b = 0 fiir diese
Bedingung?

d) Schneiden Sie den oberen Teil der Konstruktion (A und Deckenplatte) frei und 2P|
berechnen Sie die Seilkréfte fg s des grilnen und fs g des roten Seils. Nehmen
Sie dazu an, dass die Gesamtmasse m, und die Lage des Gesamtschwerpunkts

T
rso = [?”s,o,m TS0y O} bekannt sind.



Abbildung 2: Skizze zu kippendem .

e) Nehmen Sie nun an, dass das rechte Lager (II) des unteren A entfernt wird  2.5P.|

und damit diese A-férmige Struktur um ihr linkes Lager (I) zu kippen beginnt.
Geben Sie die Bewegungsgleichung des Systems in Abhéngigkeit des Winkels
@ an. Bestimmen Sie dazu im ersten Schritt die Lage des Schwerpunktes sowie
des Angriffspunktes der Seilkraft als Funktion des Winkels . Nehmen Sie dazu
das gesamte Tragheitsmoment I,,, der unteren A-formigen Struktur um den
Drehpunkt als gegeben an. Nehmen Sie weiters an, dass die Seilkraft fg s
konstant und immer in y-Richtung gerichtet ist.



Losung:

m., = pA(3a + b)
a a2
s
(32 + 2ab) sin(60°)
0

rg, =
5 3a+b

b) Aus Kraft- und Momentengleichgewicht

mug + fsm = fi+ fu

b b
0= ifI + (2 + CL) fir = rsuaMug
folgt:
fr=mug( 1= ) fon (14
a 2a 2a
o TS,u,x i . i
fir = mu9< 2a> fs,M %
c)
fir>0
TS, b b
” T > R
mn g( a 2a> fS’MQ(z

Aus b =0 folgt
mug(rsw) >0
a

und die Bedingung ist immer gegeben. Die untere A-formige Struktur kann
daher mit b = 0 und einer senkrecht wirkenden Kraft fsa nie kippen.

d) Aus Momentengleichgewicht
b b
O=mog|atg+ctrsos |~ fom|atg+e

b
0= mog7s,oc — fS,R <CL + 5 + C)

folgt:
TS0,z
=myg| 1+ =
fSM g( +g+c>
TS0,z
=m,
fs.r g —1—3—1—0



e) Transformation auf Kipppunkt (I):

b
TS,z — 2
rsui(p=0)=| 7Tsuy | =Tsulo0
TS,z
rs.u1(#) =R, orsu10
~———
Lage des Schwerpunktes
_b
2
s [e)
rfs,MJ(QD = O) = |2a Sln<60 ) = Tfg 1,0
0
rfs,MJ(QO) = Rzmrfs,MJ,O
—_————
Angriffspunkt der Kraft
mit der Rotationsmatrix
cos(p) —sin(p) 0
R., = [sin(¢) cos(yp) O
0 0 1

Bewegungsgleichung:

Lowp = [sm7 fsprLe(0) = MugTsu12(9)



2. In dieser Aufgabe wird eine Rutsche mit Looping, wie in Abbildung 3 dargestellt, 10,5P.|
untersucht. Die Ente mit der Punktmasse m rutscht die trockene Rutsche mit dem
Winkel o und dem Reibungskoeffizienten gz herab. Die Ente bewegt sich anschlie-
Bend auf dem Looping um schlieSlich Punkt III zu erreichen.

Im Looping herrscht ebenfalls trockene Gleitreibung mit dem Reibungskoeffizient
ir. Der Radius des Loopings sei R.

Abbildung 3: Rutsche mit Looping.

Hinweis: Die Aufgaben a), b) und ¢) kénnen unabhéngig voneinander gelst werden.

a) Geben Sie Normal- und Tangentialkraft fiir die Ente der Masse m auf der 5P|
Rutsche mit dem Winkel o an. Schreiben Sie die Differentialgleichungen zur
Beschreibung der Geschwindigkeit der Ente auf der Rutsche an. Berechnen Sie
auBerdem fiir eine gegebene Anfangsgeschwindigkeit vy die Loopingeingangs-
geschwindigkeit v; o am Punkt I.

b) Wie grof muss die Geschwindigkeit v, am Punkt II des Loopings (¢ = 3P|
180°) sein, sodass die Ente nicht vom Looping abhebt? Geben Sie dazu alle
Tangential- und Normalkréifte an, die auf die Ente wirken.

¢) Vernachlassigen Sie nun die Reibung, d.h. ugr = 0. Wie gro8 ist die Tangenti- 25P,|
algeschwindigkeit der Ente an den Punken I, IT und III?



Losung:
a) Normal- und Tangentialkraft:

fnv = mgcos(a)
fr = prmg cos(a)
Differenzialgleichung:
mv = mg(sin(a) — pg cos(a))

Geschwindigkeit:

/Ot odr = /Ot g(sin(a) — pg cos(a))dr
v(t) — w = g(sin(a) — g cos(a))t

vo

U(tena) = vio = vo + g(sin(a) — pir cos())tend

ML topg AUS

ten ten
/ oo vodT = / ’ g(sin(a) — pg cos(a))rdr
0 0

2

t@n :
S(tend) —Votena — $(0) = g—d(sm(a) — prcos(a)) = tena
= R
1

b) Normal- und Tangentialkraft:

fulp) = 00

7 + mg cos(p)

mv*()
R

fol) = =mgsin(e) = un (" + mgeos(o) )

2
mujy,
Fn(180°) = % —mg

R
Aus der Normalkraft an Punkt 11 folgt die Bedingung

mv2
Jr(180°) = —;m(“op - mg)

Ul top 2 + gR

damit die Ente nicht fallt.
c) Energieerhaltung:

v vt
mg \h/OJ —i—m;zmg\h;—km;—)vl

14

11 sin(a) ,,0
2 2
(% (%
mg hi +m—1 =mg hit —le — V11
—~ 2 ~~ 2
R(1—cos(a)) 2R
2 2

v U
mg\hL—l—mEI =mg @ —|—m% — VI

“©

0 l2 sin(a)



3. Abbildung 4 zeigt ein Labormodell eines Helikopters. Das Labormodell ist sowohl 19P,|
um die Hoch- als auch um die Querachse drehbar gelagert. Der Rumpf des Heli-
kopters wird durch einen langen, schlanken Stab mit der Masse mz und dem Massen-
trégheitstensor I = diag(0, Igyy, Irz.) (um den Schwerpunkt Sg im kérperfesten
Koordinatensystem) dargestellt. Der Hauptrotor (dargestellt durch die Auftriebs-
kraft f4) kann in Langsrichtung des Rumpfes verschoben werden, die Verschiebung
ist durch die Koordinate x definiert. Die Auftriebskraft wirkt immer rechtwinklig
auf die Léngsachse des Rumpfes. Der Heckrotor ist durch die Masse my und die
Kraft fy repriasentiert. Die Abhéngigkeit des Schwerpunktes Sr und des Massen-
tragheitstensors Iz von der Koordinate x ist zu vernachlassigen. Etwaige Krafte auf
den Helikopter (Luftwiderstand, Seitenwind etc.) sind durch die im Inertialsystem
(7o, Yo, 20) definierte Kraft fi, = [ fwa  fwy fW,Z] berticksichtigt, die konzentriert
im Punkt Py angreift. Zwischen Hochachse und Rumpf ist eine Drehfeder mit der
Steifigkeit cp befestigt, fiir go = o ist die Drehfeder entspannt.

Abbildung 4: Labormodell eines Helikopters.

Hinweis: Die Drehfeder ist in den Punkten a) - g) zu vernachlassigen.

a) Welcher Satz von Freiheitsgraden beschreibt dieses System? Wahlen Sie aus 1P|
den gegebenen Moglichkeiten aus und begrinden Sie Ihre Antwort.

i q'=|q 7] iii. q¥ =g ¢ 7]
ii. qf = |:q2 x} iv. qT = {ql QG T x}

b) Geben Sie die homogenen Transformationen H}(q), H3(q), H3(q) und HY(q)  2,5P/
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explizit in Abhéngigkeit der Freiheitsgrade an. Werten Sie dabei alle Terme

aus.

¢) Geben Sie die Vektoren pj® zum Schwerpunkt Sg, p§ zum Heckrotor und p}/’ 2P|
zum Angriffspunkt der externen Kraft fy, im Inertialsystem (xo, yo, z0) an.

d) Geben Sie die Manipulator-Jacobi-Matrix (J,)5® und die Matrix S(w?) an. 3P|

e) Berechnen Sie die Geschwindigkeit pgR und die Winkelgeschwindigkeit w? des 3,5P.|
Helikopterschwerpunktes sowie die Geschwindigkeiten pyY des Punktes Py, und
pl des Heckrotors.

f) Wie berechnet sich die kinetische Energie des Systems? 2P|

Hinweis: Die Terme zur Berechnung der kinetischen Energie miissen nicht ex-
plizit ausgewertet werden. Geben Sie aber alle zur Berechnung erforderlichen
Groflen und Rechenschritte an.

g) Berechnen Sie explizit die generalisierte Kraft zufolge der Windkraft fy,, die auf 2P,
den Helikopter wirkt. Geben Sie weiters alle notwendigen Rechenschritte und
Groflen zur Berechnung der generalisierten Kraft zufolge der Auftriebskraft fy
an (die Berechnung muss nicht explizit durchgefithrt werden).

Hinweis: In den folgenden Unterpunkten ist die Drehfeder zu berticksichtigen.

h) Berechnen Sie die potentielle Energie des Systems. 1,5P.]

i) Wie muss der Parameter ¢o ¢ der Drehfeder dimensioniert werden, damit sich 1,5P.|
@1 = qu0, 2 = @2r = 7 und x = 1z fiir die gegebenen Kréfte f4 = 0 und
fir = 0 als Ruhelage einstellt?



Losung:

a) Freiheitsgrade

qT: {(h qz x}

(1)

Mit q1 und qo ist die Orientierung des Helikopters im Raum eindeutig festgelegt.

Die Koordinate x definiert den translatorischen Freiheitsgrad.

b) Bei den homogenen Transformationen ist zu beachten, ob der Drehsinn der Ro-
tation positiv oder negativ (wie z.B. bei H} ) ist. Die homogene Transformation
HE beschreibt eine reine Translation.

¢) Ortsvektoren

d)

[ ¢y S 0 O]
1 _ |=5a Cq 00
H, = 0 0 10
) 0 0 1]
[ ¢ 0 s 0]
0O 1 0 O
2 _
Hy = —Sg 0 ¢y h
. 0 0 0 1]
[ C¢pCe S CpSe O
2 _ | 7 S5a1Ce2 Cq1 T Sq15¢ 0
Hy = —Sg 0 Cq h
| 0 0 0 1
1 0 0 z+b+c+
010 0
E __
H, = 001 0
0 0 0 1
[ bcy, Cq
pgR = | —bsg ¢y
__bsém +h
__aCQ1CQ2
Py = | 450.Cq
[asq, + 1
[ (x4 b+ c+d)eg ey
Py = | —(z+b+c+d)sg,cy
—(z4+b+c+d)sy, +h
__bsth Cp  —bCqy g, 0]
(Jv)gR = |=bcgcg, 0S4 8g, 0
0 —bcg, 0]
[0 G G2Cqy

=| —q 0  —@2sq

__(bcth Q25q1 0

10
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e) Geschwindigkeiten und Winkelgeschwindigkeit
Der Geschwindigkeitsvektor pgR kann entweder mithilfe der Manipulator-Jacobi-
Matriz (3,)5% berechnet werden, oder durch zeitliche Differentiation des Orts-
vektors py®. Der Winkelgeschwindigkeitsvektor w? kann aus der Matriz S(w?)
bestimmt werden.

_b(h Sq1Cqy — bd2cq1 Sqy
pgR = _bQ'1CQ1CQ2 + bQQSQ1 Sqo (11)
_bQQC%
Q2SQ1
wg = ngcql (12)
|~

Die Geschwindigkeiten pt und py werden durch zeitliche Differentiation der
jeweiligen Ortsvektoren berechnet. Bei py ist zu beachten, dass die Koordinate
x ein Freiheitsgrad ist.

[ BCq Cq — (T 4+ b+ ¢+ d)(§154,Cq5 + G2Cgy 505)

Py = | %84, — ( + b+ ¢+ d)(dicy Cqp — G254, 545) (13)
I —&Sg, — (x + b+ ¢+ d)gacy,

aqG18q, Cgy + AG2Cqy Sgy

pé{ = GQ1CQ1 Cqr — GQQSCH Sq2 (14)
a(bcfh

f) Die kinetische Energie setzt sich aus drei Komponenten zusammen: der transla-
torischen kinetischen Energie Tr der Rumpfmasse und Ty der Heckrotormasse,
sowie der rotatorischen kinetischen Energie T,,; des Rumpfes, d.h.

T=Tr+Ty+ T . (15)

Translatorische Anteile: bei der Berechnung kann ausgenutzt werden, dass sich
Tr und Ty ident berechnen, nur die Abstinde zur Drehachse (a bzw. b) sind
verschieden.

T = & (03" mpi” (16)
= SE(@ve, + i3e?) (17)
Ty = 3 (0 T (18)
= S (iae, + ia?) (19)
(20)

Rotatorischer Anteil: Fir die Berechnung des rotatorischen Anteils muss der
Tragheitstensor Jg, der im korpferfesten System des Rumpfes definiert ist,
in das Inertialsystem transformiert werden. Die Transformation erfolgt dabei
durch

Jro=R3Ir(RY)". (21)
Trot kann dann berechnet werden durch
1
TRot = i(wS)TJR’Owg. (22)

11



g) Da die Kraft fyy und der Vektor pi/ im Inertialsystem definiert sind, kann die
generalisierte Kraft zufolge fyy unmittelbar berechnet werden. Daraus folgt

—(z + b+ c+ d)(fwaSe Ce + fwyCaCar)
fQ(fW) - —(.1' +b+c+ d) (fW,qul Sga — fVVvySQI Sqa + fW,zCQQ) (23)
JwaCq Cor — fWySq1Con — fW2S4s

Die Auftriebskraft wirkt im korperfesten Koordinatensystem (g, yg, zg) in der
Richtung von zg, d.h.

Daher muss £4 erst gemdfs
£0 = R2f, (25)

in das Inertialsystem transformiert werden (oder der Ortsvektor zum Angriffs-
punkt der Kraft im korperfesten System), um die generalisierte Kraft £,(f4)
berechnen zu konnen.

h)

c
V =mpgg(ase + h) + mrg(—bs,, + h) + ?F(qg - q2,0)2 (26)

i) Die Berechnung von qao kann einerseits durch Z—Z = 0 erfolgen, oder durch
Berechnung der Momentenbilanz um die Querachse.

gc
420 = 42,R + %(mfia — mpgb) (27)
F
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