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1. Gegeben ist das in Abbildung 1 skizzierte Einrad. Die linke Abbildung zeigt das 95P.|
Einrad im Gleichgewicht (strichliert) und um die Radachse geneigt (durchgezogene
Linien). Es befindet sich auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel . Es
wirkt als externe Kraft die Pedalkraft fp.

Das Einrad besteht aus folgenden Komponenten:

« Rad: Das Rad hat den Innenradius r; und den Auflenradius r,.

o Gabel: Die Gabel ist im Mittelpunkt des Rads um eine in z-Richtung verlau-
fende Achse drehbar und reibungsfrei gelagert.

o Sattel: Der Sattel wird zur Vereinfachung als quaderférmig angenommen und
hat die Kantenldngen a, b und c. Die Dichte des Sattels p(y) ist in y-Richtung
richtungsabhéngig gemif der Funktion p(y) = 2 + 3y + 5y

o Kurbeln: Die Kurbeln haben die Lange [.
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Abbildung 1: Schematische Skizzen des Einrads in zwei Perspektiven.

a) Berechnen Sie fiir den Sattel die Masse mg und die Lage des Schwerpunkts rg ¢ 3P|
fiir v = 0 relativ zum Koordinatensystem.

b) Das Einrad wird, wie in der linken Abbildung gezeigt, von einer horizontalen 55P.
Stange abgestiitzt. Die Stange ist immer so gelagert, dass sie in z-Richtung
verlauft. Das Einrad kippt zusédtzlich um den Winkel v um die z-Achse. Der
Winkel 8 verdandert sich mit der Drehbewegung der Kurbeln.

Berechnen Sie in Abhéngigkeit von den Winkeln v, 5 und der Pedalkraft fp die
Kraft in der Stange sowie die Krifte im Kontaktpunkt A, die wirken miissen,
damit sich das System im Gleichgewicht befindet und sich Gabel und Sattel
trotz Neigung um den Winkel v nicht bewegen.



Hinweis: Nehmen Sie die Gesamtmasse mes und den Gesamtschwerpunkt 7g ges
als gegeben an. Betrachten Sie zudem nur den planaren Fall in der yz-Ebene
(s. linke Abbildung) und vernachléssigen Sie jede Bewegung aus dieser Ebene.

c) Geben Sie eine Bedingung fiir p. an, so dass das Rad nicht rutscht. 1P|



Losung:

a) Masse der Sattels:
mg = / p(y)dV = cba<2 + ¢ + ga + 3ls + 5lg + 515(1)
v

Schwerpunkt des Sattels:

rsae = 07

1 be ) 5 5
rsy = o yp(y)dV = ms((ls +a)? =1+ (s+a)P -1+ Z(ZS +a)t — 4l§)>
rs. = 0

b)

fo— o sin(a)(fp + mgesg) + frlx cos(B) — Mmgesgrs sin(7y)
5 lgsin(y) + 74 cos()
far— (= cos(@)mygesgrs — sin(a)ls(mgesg + fp)) sin(y) + cos(a) cos(5) frlx
A lgsin(y) + rq cos(a)
Fan = ((— cos(a)Myesgrs — sin(a)ls'(mgesg + fp))sin(y) + cos(a) cos(ﬁ)fle> tan(a)
lssin(y) + rq cos()

fP Mgesg
cos(a)  cos(a)

i
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2. Die Abbildung 2 zeigt einen Schlitten (Masse m, Tragheitmoment I,, um z-Achse
im Schwerpunkt), welcher sich entlang einer Rampe (Winkel 3) bewegen kann. Die
Position des Schwerpunktes dargestellt im Koordinatensystem &, 7,z wird mit &
und 7, bezeichnet. Der Schlitten wird durch eine nichtlineare Feder (Federkraft
fr=c1(& —&po) + c3(&s — Epo)?, entspannte Lange €70 > 0) beschleunigt, wobei die
Feder fir £ > &y vom Schlitten abhebt und damit keine Kraft mehr ibertragen
kann. Die Auflagepunkte A und B des Schlittens auf der Rampe werden in Form
von idealisierten Punktkontakten modelliert. Auf das gesamte System wirkt die
Erdbeschleunigung g.
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Abbildung 2: Skizze des Schlittens auf einer Rampe.

Es wird angenommen, dass die Reibung an den Punkte A und B jeweils durch
fr = dcsign(fs) beschrieben wird. Bestimmen sie die gesamte potentielle und
kinetische Energie des Systems fiir 0 < § < &y9. Nehmen Sie dabei an, dass
der Schlitten nicht kippt.

Der Schlitten wird vom Startpunkt & = & < o, ve = £ = 0 mit Hilfe
der Feder beschleunigt. Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Schlittens zum
Zeitpunkt, an dem & = &y gilt. Berticksichtigen Sie dabei die Reibung im
System.

Im Zeitintervall ty; < t < t; befindet sich der Punkt A des Schlittens noch
auf der Rampe, wiahrend sich der Punkt B bereits tiber die Kante der Ram-
pe bewegt hat (strichlierte Skizze in Abb. 2). Wéahlen Sie als Freiheitsgrade
des Schlittens die Position & des Schwerpunktes sowie den Winkel v, der die
Verdrehung des Schlittens relativ zur £-Koordinate beschreibt. Berechnen Sie
die Lage des Schwerpunktes 1y in n-Richtung als Funktion der Freiheitsgrade
unter der Annahme, dass der Punkt A immer auf der Rampe liegt. Berechnen
Sie weiterhin 7, und 7js als Funktion der Freiheitsgrade und deren zeitlicher
Ableitungen.

Geben Sie die Differentialgleichungen zur Beschreibung der Lage (&, 7s) sowie
der Orientierung 1 des Schwerpunktes an. Verwenden Sie dazu eine allgemeine
Normalkraft im Punkt A und vernachlissigen Sie die Reibung.
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Losung:

a) Gesamtenergie: E = V; 4+ V, +T mit

és P | 1
Vf = /~ ff(fs)dfs = 701(55 - 6]‘0)2 + 703(55 - 6]‘0)4
§s=§f0 2 4
V, = —mgé, sin(5) - Vg
1 .
b) Die Energieerhaltung lautet
To+Vo=T.+Ve+ W,

mit der kinetischen und potentiellen Energie zum Beginn

To - 0
Vo = ;61(50 —&p0)? + i%(fo — &50)' — myg&osin(B) — Vyo,

der kinetischen und potentiellen Energie zum Ende

1 . 1
Te = 7m€§€ = *mUS
2 ’ 2
Ve = —mg&posin(B) — Vgo

und
5f0 . 2 ~
W, = /£ . 2design(€)dE, = 24.(Eg0 — &)
=G0

Auflosen nach der Geschwindigkeit v, ergibt das gesuchte Ergebnis
2 2 . 1 2 1 4
v, = m(mg sin(83) (0 — &o) + 501(50 —&ro)” + 163(50 —&r0)" — 2de(Ef0 — fo))

c) Hilfsgrofen

Damit ergibt sich ns zu

Ns = Tssin(¢ + 0)

Ns = rscos(y + 0)Y

fls = 75 cO8( + 0)1h — 1y sin(h + 0)y

d) Impulserhaltungen und Drehimpulserhaltung

mfs = mgsin(f)
mijs = —mg cos(B) + fn,a
L) = — fnarscos(i + 6)



3. Abbildung 3 zeigt die kinematische Kette eines Roboters. Der Roboter ist mit drei 19,5 P.|
Freiheitsgraden q7 = [ql q2 q;),} ausgestattet, die eine Rotation ¢; im Gelenk 1,
eine translatorische Bewegung ¢, des Gelenks 2 und eine Rotation im Gelenk 4
bewirken. Das Gelenk 3 ist dauerhaft bei einem Drehwinkel von 7/3 fixiert. Der
Endeffektor hat die Masse mpg. Alle anderen Bestandteile des Roboters sind als
masselos zu betrachten. Im Koordinatenursprung des Endeffektors greift die Stor-
kraft fl = [ fez fEy fE’z} an. Auf den Roboter wirkt die Erdbeschleunigung g.
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Abbildung 3: Skizze des Roboters.

a) Geben Sie die homogenen Transformationen H}(q), H2(q), H3(q), Hi(q) und 4P|
HE(q) explizit in Abhéngigkeit der Freiheitsgrade an. Werten Sie dabei alle
Terme aus.

Hinweis: In den weiteren Unterpunkten (bis auf den letzten Unterpunkt g) wird der
erste Freiheitsgrad vernachléssigt ¢; = 0 und es gilt q = [qg qg}.

b) Berechnen Sie die homogene Transformation HY (q;.). 5P|

c¢) Berechnen Sie den rotatorischen und translatorischen Anteil der Manipulator 4P|
Jacobi-Matrix (Jw)OE bzw. (JV)OE fiir den Endeffektor im Inertialsystem.

d) Berechnen Sie die potentielle Energie V(q,) des Roboters. 1P|



e) Berechnen Sie den translatorischen Anteil der kinetischen Energie T; des Ro-
boters.

f) Berechnen Sie die generalisierte Kraft f, s, die zufolge der Storkraft fg auf den
Roboter wirkt.

Hinweis: In dem nachfolgenden Unterpunkt wird der dritte Freiheitsgrad vernach-
lissigt g3 = 0 und es gilt qF = [ql qQ] Sie konnen diesen Unterpunkt getrennt von
den vorherigen Unterpunkten berechnen.

g) Fiir eine gewisse Konfiguration des Roboters ist die Massenmatrix durch

M = mE<qz+lg+l3)2+3/4IE’y 0
0 meg

gegeben. Berechnen Sie fiir diese Konfiguration den Eintrag C7; der Coriolis-

. _ - Cy C
matrix C(qr,qr) = [C; C;j
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Losung:

a) Homogene Transformationen:

1 0 0 [
! 0 Ca “Sa 0
HO o 0 81]1 CQ1 0 (1)
o 0 0 1
1 0 0 0 7
2 (01 0 g+ %2
Hi=lo 01 o (2)
0 0 0 1 |
5 700
w2 2 03 ;
2710 0 10 (3)
| 0 0 0 1]
1 0 0 07
4 _ |0 cgy —8g l3
H; = 0 sy ¢y O (4)
0 0 0 1]
1T 0 0 0
Hi=10 0 1 0 (5)
0 0 0 1
b) Mit gy =0 ergibt sich
1 0 0 [
1100100
Ho=10 0 1 0 (6)
000 1
und damit
% _§Cq3 §SQ3 h = §l3(0% + 1)
H{ (q,) = B ey 384 @l (e +1) ™)
0 SCIB ng nglg
0 0 0 1

c) Manipulator Jacobi-Matrizen fiir den rotatorischer und translatorischen Anteil

0 1
B /3
Ju)y =10 % (8)
0 0
5 _O ?qulg
Uv)o = |1 —3840s (9)
_0 C!I313

d) Potentielle Energie unter Vernachlissigung der konstanten Terme

V3

V(q,) = —TmEgcqglg (10)



e) Translatorischen Anteil der kinetische Energie T,

1

T = EmE(Qg — Sg53G2G3 + l§q’§) (11)
f) Generalisierte Kraft £, g
fE Yy ]
fom = ’ 12
e [*égs%l?,fﬂz - %ngli’)fE,y + Cosl3 .2 (12)

g) Fintrag Cyy der Coriolismatriz

Cii =mg(g+l+13)¢ (13)
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