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1. Gegeben ist das Katapult aus Abbildung 1. Auf einem quaderférmigen Arm ist ein
Korb vernachlissigbarer Masse befestigt, in dem ein kugelférmiger Stein liegt. Der
Stein soll geworfen werden, indem die in einer Drehfeder gespeicherte Energie iiber
den Arm tbertragen wird. Wahrend der Beschleunigung des Steins sind Arm und
Stein als fest verbunden anzunehmen. Der Koordinatenursprung befindet sich im
Drehpunkt des Armes und der Wurf findet in der x-z-Ebene statt. Die Erdbeschleu-
nigung g wirkt in negativer z-Richtung.

Der Arm besitzt die homogene Dichte p4, die Hohe h, Breite d und Lénge .

Der Stein besitzt den Radius 7 und die homogene Dichte pg. Der Stein besitzt
weiters die Masse mg = pg% und das Massentragheitsmoment Ig,, = pg 871%"5

beziiglich einer Achse durch den Schwerpunkt.

Die Drehfeder ist bei ¢ = ¢nax entspannt und besitzt die Federkonstante cp.

Hinweis: Alle Unterpunkte konnen unabhéngig voneinander gelost werden. Setzen
Sie Ergebnisse eines Unterpunktes bei darauffolgenden Punkten nicht ein, sondern
verwenden Sie die gegebenen Formelzeichen (z.B. I, aus Unterpunkt a oder die
Winkelgeschwindigkeit w; aus Unterpunkt b).

a)

Abbildung 1: Katapult.

Berechnen Sie die Masse m 4, die Lage des Schwerpunkts pg des Armes sowie
das Trégheitsmoment 1, ,, des Armes um seinen Schwerpunkt. Berechnen Sie
weiters das Gesamt-Tragheitsmoment /,, um den Drehpunkt (nehmen Sie dazu
an, dass Arm und Stein fest miteinander verbunden sind, siche Abbildung 1).

Vor einem Wurf ist die Drehfeder gespannt und der Arm fixiert, es gilt ¢(t) =
0 fiur ¢ < 0. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird der Arm gel6st, zum Zeitpunkt ¢,
gilt v(t1) = Ymax und der Stein verldsst den Arm. Berechnen Sie aus der
Energiebilanz die Winkelgeschwindigkeit w; unmittelbar vor dem Zeitpunkt ¢;.

Geben Sie die Geschwindigkeitskomponenten v, und v, des Steins zum Zeit-
punkt ¢; an. Geben Sie den rotatorischen Anteil 7}, und den translatorischen
Anteil T; der kinetischen Energie des Steins explizit an.

Ab dem Zeitpunkt t; wirkt zusétzlich zur Erdbeschleunigung ¢ (in negativer
z-Richtung) eine Kraft zufolge des Luftwiderstandes fr = k||v||* entgegen der
Bewegungsrichtung auf den Stein. Geben Sie das Differenzialgleichungssystem
fir die Koordinaten und Geschwindigkeiten des Schwerpunkts s,.(t), s, (t), v, (t)
und v, (t) fir ¢ > t; mit den dazugehorigen Anfangsbedingungen an.
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e) Beschreiben Sie die Bewegung des Steins bei Vernachlassigung des Luftwider- 2P|
standes (k = 0) in der z-z-Ebene: Geben Sie s,(t), s,(t),v,(t) und v,(t) fir
t >t an.

Musterlosung

a)

mag = pAhdl
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Tayy = pahdl—
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Kinetische Energie: Ty =0

Potentielle Energie der Feder: Vg = cp Prmax

Potentielle Energie der Schwerkraft: Vo =0
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Ve (t1) = wi(l 4+ 7) sin(@max)
(%3 (tl) = w1 (l + T) Cos(gpmax)
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fr = k|v|]*(—ey) = —k||V||2m = —k|lv|lv
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msv(t) = v||[v — mgge.
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dtvz(t) msy/vx—l—vz v, — g
k
N=— " sls — ge.
5(0) =~ 8]} - ge
sz(t1) = —(l + 1) cos(¢Ymax)
s2(t1) = (I + 1) sin(Pmax)
'Ux(tl) = w1 (l + T) Sin(@max)
v,(t1) = w1 (l + 1) cos(Pmax)
e)
Uﬂﬁ(t) = Uy (tl) = w1 (l + T) Sin(‘pmax)
Uz<t> - Uz(tl) - g<t - tl) - wl(l + T‘) Cos(gpmax) - g(t - tl)
Sz (t) = sz (t1) + v (t1)(t — t)
5. () = s.(ty) + va(t)(t— 1) — g(t 1)’



2. Ein Block wird riickwirkungsfrei iiber eine Feder von einem zweiten Korper gezogen.  12.5P.|
Abbildung 2 stellt die Situation dar.

Der Block hat die homogen verteilte Masse m, sowie die Lange a und Hohe b — die
raumliche Tiefe ist nicht relevant. Der Block steht iiber zwei masselose Stiitzen der
Hohe s im Kontakt mit dem Untergrund. Am rechten Kontaktpunkt zum Boden (A)
wird Haftreibung mit dem Koeffizienten pp, viskose Reibung mit dem Koeffizienten
d und eine Coulomb’sche Reibkraft Fz angenommen. Der linke Bodenkontakt ist
reibungsfrei.

Der ziehende Korper bewegt sich mit der Geschwindigkeit ve, > 0 in 2-Richtung.
Die Feder ist linear mit der Federkonstante ¢ und hat die entspannte Lange [y. Sie
ist in der Mitte des Blocks bei y = b/2 parallel zum Untergrund montiert.
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Abbildung 2: Block, Feder und ziehender Korper.

Fiir die Aufgaben (a)—(d) gelte v = vy = 0.

a) Schneiden Sie den Block mit den Stiitzen frei und zeichnen Sie sdmtliche  1.5P.|
Schnittgrofien ein.

b) Berechnen Sie die Schnittgrofen am Bodenkontakt in Abhéngigkeit von der 2.5P
Federkraft.

c¢) Stellen Sie durch eine Ungleichung dar, bis zu welcher angreifenden Federkraft 1P|
der Block in z-Richtung am Untergrund haftet.

d) Wie groB miisste der Haftreibungskoeffizient py mindestens sein, damit der 1.5P|
Block iiber die Vorderkante (A) kippen kann?

Fir die Aufgaben (e)—(g) gelte vey = const > 0. Der Haftreibungskoeffizient uy sei
klein genug, dass der Block nicht {iber die Vorderkante (A) kippen kann.

e) Es sei [(t) die relative Langung der Feder, definiert durch 3P|

[(t) = Texs(t) — z(t) — lo.

Stellen Sie die Impulsbilanz in z-Richtung fiir den Block auf und schreiben Sie
das System von Differentialgleichungen erster Ordnung in den Unbekannten
[(t) und v(t) an.
f) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gehe der Block vom Haften zum Gleiten in z-Richtung 1.5P,|
tiber. Leiten Sie mit Hilfe der Haftbedingung aus Punkt (c) die Anfangsbedin-
gungen fiir /(0) und v(0) her.



g) Nehmen Sie an, dass fir ¢ > 0 auch v(t) > 0 gilt. Es existieren dann Losungen

der Form ¢ =0, € = 0 der Differentialgleichungen aus Punkt (e). Geben Sie

diese an.

Musterlosung

a) Freischnitt:

b) Krifte- und Momentenbilanz (bzgl. Punkt I):

T O:fF,x_fR
y: 0= fnr+ fnep—mg

a b
I: 0= —afne+-mg— -fra—5fr

2 277
Losung:
fR - fF,:z:
1 2s+b
fnL = smg — —— fF,x
2 2a
—

~

1
Inr=mg — fnp = §m9 +7fFa

c¢) Haftbedingung:
1
fre < pafNR = H <2mg + Vngc>
1
= (L= yuu)fr. < SMIiH
d) Kipp-Bedingung: fy; < 0. Setze also fy = 0.

1
— 0= img—yfpw

Aus der Haftbedingung von Punkt (c) folgt dann

1.5P,|



e) Impulsbilanz:

muv = fF,x - fRa fF,:c =c ($ext - — lO), fR = d'U + Sign(v)fc
———
l

DGL-System:

l(t) = VUext — U(t)
mi(t) = cl(t) — dv(t) — sign(v(t)) fe

f) In der Haftbedingung aus (c) gilt nun Gleichheit und es folgen die Anfangsbe-
dingungen

HETY
(0) = —————
)= 20t = pam)
v(0) = 0.
g) Stationdre Losungen:
. — dvext + fC
o c
Vs = Vext



3. Das Modell eines Schaufelbaggers soll untersucht werden. Abbildung 3 stellt den
Drehturm des Baggers und den Arm dar. Die Achsen y;, 2 und y3 sind parallel
ausgerichtet, wenn o = 0 ist.

Der Drehturm habe die Masse my, sowie den Schwerpunkt pi' = [0, 0, 0], bezogen
auf das korperfeste Koordinatensystem (0,21, 21). Der erste Tréger des Baggerarms
mit der Linge [ habe die Masse my, sowie den Schwerpunkt p3? = [1/2,0, 0], bezo-
gen auf das korperfeste Koordinatensystem (Ogxay229). Der zweite Trager mit der
Schaufel habe die Masse mj3, sowie den Schwerpunkt ps® = [c, 0, d], bezogen auf das
korperfeste Koordinatensystem (0sz3ys23).

Hinweis: Beachten Sie, dass im Allgemeinen ¢ # a und d # b sind.

Die Freiheitsgrade des Systems seien q = [«, 3, 7].

Zo Yo

Abbildung 3: Modell eines Schaufelbaggers: Drehturm und Arm.

a) Ermitteln Sie die homogenenen Transformationen Hg_l und HJ fir j=1...3
zwischen den Koordinatensystemen.

b) Geben Sie die Lage pg des Punktes F im Inertialkoordinatensystem (0pzoy020)

an. Bestimmen Sie weiters die Manipulator-Jacobimatrix (J, ).

¢) Im Gelenk zwischen den Teilkérpern 2 und 3 ist ein Motor eingebaut, der das
Moment 7., erzeugt. Berechnen Sie den Vektor der verallgemeinerten Kréfte
£77 zufolge dieses Moments. Verwenden Sie dazu die Drehzmatrizen

[cos(ar) cos(B) —sin(a) cos(a)sin(f)

R; = [sin(a)cos(B) cos(a) sin(a)sin(B)

| —sin(p) 0 cos(f)

[cos(ar) cos(B +7) —sin(a) cos(a)sin(B + )

Rj = |sin(a)cos(B8+7) cos(a) sin(a)sin(B + )

—sin(8 +7) 0 cos( + )

d) Bestimmen Sie die gesamte potenzielle Energie des Systems zufolge der Gravi-
tation g (in negative zo-Richtung).
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e) Ermitteln Sie den Wert fiir 7, im stationdren Zustand (q = ¢ = 0) so, dass 2P|
sich das System im Gleichgewicht befindet.



Musterlosung

a) Iterative homogene Transformationen:

cos(a) —sin(a) 0 0 cos(f) 0 sin(f) r
— sin(a)  cos(a) 0 0 — 0 1 0 0

0o — 1 .
0 0 1 h —sin(B) 0 cos(B) 0
0 0 0 1 0 0 0 1

cos(y) 0 sin(y) I

5 0 1 0 0

H; = .
—sin(y) 0 cos(y) 0
0 0 0 1

Transformationen ins Inertialsystem:

[cos(a) cos(5) —sin(a) cos(a)sin(fB) cos(a)r

B2 sin(a) cos(8) cos(a) sin(a)sin(5) sin(a)r
— sin(f) 0 cos(3) h

L 0 0 0 1

[cos(a) cos(f + ) —sin(a) cos(a)sin(f + ) cos(a)(cos(B)l + 1)
— sin(a) cos(f 4+ ) cos(a)  sin(a)sin(f+ ) sin(a)(cos(B) + )

’ —sin(f + 7) 0 cos(f + ) —sin(B)l + h
L 0 0 0 1

b) Ortsvektor pr im Koordinatensystem (Ogxoyozo):

cos(a)(cos(B)l — sin(fB + )b + cos(B + v)a + 1)
pe = [sin(«a)(cos(B)l — sin(B + )b + cos(8 + v)a + 1)
—sin(8 + v)a — cos(f + )b — sin(5)l + h

Manipulator-Jacobimatrix:

— sin(a)(cos(B)l — sin(B 4+ v)b + cos(B + vy)a +r)  cos(a)(—sin(B)l — cos(B + v)b — sin(B + v)a) cos(a)(— cos(B + v)b — sin(B + v)a)
(Jv)f = cos()(cos(B)l — sin(B + v)b + cos(B + v)a + 1) sin(a)(— sin(B)l — cos(B + v)b — sin(B + v)a) sin(a)(— cos(B + v)b — sin(B + v)a)
0 —cos(B + v)a + sin(B + v)b — cos(B)l —cos(B +v)a + sin(B + )b

c¢) Drehwinkelgeschwindigkeiten:

— sin(a) —sin(a) (3 +7)
wp = | Beos(a) | wh= 1| cos(a)(f+7)

Manipulator-Jacobimatrizen:

0 —sin(a) 0 0 —sin(a) —sin(a)
(Jo)i =10 cos(a) 0| (Ju)o= |0 cos(a) cos(a)
1 0 0 1 0 0
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Motor-Moment im Inertialsystem:
— sin(a)
Tyo = | cos(a) |7y
0

Eingepragte verallgemeinerte Kraft:
np,T 2 3 T
£77 = (=(J)f + (Ju)}) To= |0

d) Es gilt:

V=Vi+Va+ Vs
Vi = migh = const, Vi =maghy V3= maghs.

Die Hohenkoordinaten lauten:

hy = —1/2 sin(B)l + h
hs = —sin(8 + v)c + cos(f + v)d — sin(5)l + h

e) Aus (c) und (d) folgt das Kréiftegleichgewicht
oV, OV
2 9V

p— np7T

dq  9q
also
0
—1/2my g cos(B)l + mg g(— cos(B + v)e — sin(B + v)d — cos(5)l)
mg g(—cos(B + v)c — sin(B8 + v)d)

Das erforderliche Motor-Moment ergibt sich zu

7, = —mg g(cos(B + v)c + sin(S + v)d)
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