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1. Das dargestellte System in Abbildung 1 beschreibt ein Modell, welches aus einer 11.5 P. |
Punktmasse m besteht, die an zwei Seilen aufgehängt ist. Die Seile verlaufen über
zwei ideale Rollen B und C (reibungsfrei) welche sich auf gleicher Höhe befinden.
Das System ist symmetrisch zwischen den beiden Punkten B und C. Über eine
weitere Rolle A wird eine äußere horizontale Kraft f aufgebracht. Die Rolle A wird
zunächst als ideal angenommen, d.h. reibungsfrei. Die geometrischen Parameter des
Systems sind in der Abbildung 1 definiert.
Hinweis: Der Unterpunkt d) kann unabhängig von den anderen Punkten gelöst wer-
den.
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Abbildung 1: Flaschenzugsystem zum Heben einer Masse.

a) Schneiden Sie die Masse m sowie die Lager I - III frei. Fertigen Sie eine 3 P. |
Schnittskizze an und zeichnen Sie alle relevanten Kräfte ein.

b) Berechnen Sie alle Kräfte (Seilkräfte, Kraft f) als Funktion von z so, dass das 3 P. |
System im Gleichgewicht ist.
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Abbildung 2: Detailansicht der Rolle A.

c) In Abbildung 2 ist eine Detailansicht der Rolle A dargestellt. Es wird angenom- 2 P. |
men, dass sich die Rolle A nicht drehen kann und dass f < fs gilt. Berechnen
Sie für z = z0 den Haftreibungskoeffizienten µH zwischen Seil und Rolle A, so
dass das Seil nicht rutscht.
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d) Ein in Abbildung 3 dargestellt Körper besteht aus verschiedenen aufgestapelten 3.5 P. |
Materialien mit den gegebenen Dichten und Dimensionen. Berechnen Sie die
Masse und die Lage des Schwerpunkts des Körpers in x- und y-Richtung. Dabei
sind ρ1 und ρ3 homogene Dichten. Die Dichte des zweiten Materials ρ2 ist
inhomogen und wird durch ρ2(y) = ρ21 + ρ22y beschrieben.
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Abbildung 3: Der Polyeder mit verschiedenen aufgestapelten Materialien.
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Lösung:

a) Schnittskizze: siehe Abbildung 4
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Abbildung 4: Freischnitt Bsp. 1.

b) Winkel α

sin(α) = H − z√
(H − z)2 + L2

oder

α = arctan
(

H − z

L

)

Lager I

x : fIx = −fsAB
− f

z : fIz = 0

Momentenbilanz : 0 = (fsAB
− f)r

fsAB
= f

Lager II

x : fIIx = fsAB
− fs1 cos(α)

z : fIIz = fs1 sin(α)

Momentenbilanz : 0 = (fsAB
− fs1)r

fsAB
= fs1

Lager III

x : fIIIx = fs2 cos(α)
z : fIIIz = fs3 + fs2 sin(α)

4



Momentenbilanz : 0 = (fs3 − fs2)r
fs3 = fs2

Masse
x : 0 = −fs1 cos(α) + fs2 cos(α)
fs1 = fs2

z : 0 = −mg + fs1 sin(α) + fs2 sin(α)

fs1 = fs2 = f

f = mg

2 sin(α)
Seilkräfte

fs1 = fs2 = fs3 = fsAB
= f

fIx = −2f = − mg

sin(α)
fIz = 0

fIIx = fsAB
− fs1 cos(α) = (1 − cos(α)) mg

2 sin(α)
fIIz = f sin(α) = mg

2

fIIIx = f cos(α) = mg cos(α)
2 sin(α)

fIIIz = (1 + sin(α))f = (1 + sin(α)) mg

2 sin(α)

c)
z = z0

α0 = arctan
(

H − z0

L

)
fs = mg

2 sin(α0)
fs ≤ feµHφ

Umschlingungswinkel φ = π

ln

(
fs

f

)
≤ µHπ

µH ≥ 1
π

ln

(
fs

f

)
= 1

π
ln

(
mg

2 sin(α0)f

)
d) Massen

m1 = ρ1V1 = ρ1
lb

2 h

m2 =
∫ l

0

∫ b

0

∫ 2h

h
ρ2(y) dz dx dy = lb

(
ρ21h + ρ22

3h2

2

)
m3 = ρ3V3 = ρ3lbh

m = m1 + m2 + m3
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Schwerpunkt

Richtung x : rx = m1rx1 + m2rx2 + m3rx3

m

rx1 =
∫ l

0
∫ 3h

2h

∫ b(1− y
h

)
0 ρ1x dz dy dx

m1

= lρ1
∫ 2h

h

∫ b(1− y
h

)
0 x dy dx

m1

=
lρ1

∫ 3h
2h [x2

2 ]b(1− y
h

)
0 dy

m1

=
lρ1

∫ 3h
2h

b2(1− y
h

)2

2 dy

m1

= b

3

rx2 =
∫ l

0
∫ b

0
∫ 2h

h xρ2(y) dz dx dy

m2

=
l b2

2

(
ρ21h + ρ22

3h2

2

)
m2

= b

2
rx3 = b

2

Richtung y : ry = m1ry1 + m2ry2 + m3ry3

m

ry1 =
∫ l

0
∫ b

0
∫ h(3− x

b
)

2h ρ1y dydx dz

m1

= 7h

3

ry2 =
∫ l

0
∫ b

0
∫ 2h

h yρ2(y) dz dy dx

m2

=
lb
(

3
2ρ21h

2 + 7
3ρ22h

3
)

m2

=

(
3
2ρ21h + 7

3ρ22h
2
)

(
ρ21 + ρ22

3h
2

)
ry3 = h

2
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rx = m1rx1 + m2rx2 + m3rx3

m

=
m1

b
3 + m2

b
2 + m3

b
2

m

=
ρ1

b
6 +

(
ρ21 + ρ22

3h
2

)
b
2 + ρ3

b
2

ρ1
2 +

(
ρ21 + ρ22

3h
2

)
+ ρ3

ry = m1ry1 + m2ry2 + m3ry3

m

=
m1

7h
3 + m2

( 3
2 ρ21h+ 7

3 ρ22h2)
(ρ21+ρ22

3h
2 ) + m3

h
2

m

=
ρ1

7h
6 +

(
3
2ρ21h + 7

3ρ22h
2
)

+ ρ3
h
2

ρ1
2 +

(
ρ21 + ρ22

3h
2

)
+ ρ3
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2. Das in Abbildung 5 dargestellte Starrkörpersystem hat drei Freiheitsgrade q = 17.5 P. |[
q1 q2 q3

]T
, wobei es sich bei q1 und q3 um rotatorische und bei q2 um einen trans-

latorischen Freiheitsgrad handelt. Das erste Gelenk ist in der Höhe h in z0 Richtung,
im Bezug auf das Ursprungskoordinatensystem, montiert. Weiters besitzt das erste
Gelenk die Masse m1 und die Trägheitsmatrix I1 = diag

([
I1,xx I1,yy I1,zz

])
, ge-

geben im körperfesten Koordinatensystem (01x1y1z1). Das zweite Gelenk wird als
masselos angenommen. Die starre Verbindung mit einer Länge von lE vom dritten
Gelenk zum Endefektor wird ebenso masselos angenommen. Am Endeffektor ist ei-
ne Masse mE befestigt, welche die Trägheitsmatrix IE = diag

([
IE,xx IE,yy IE,zz

])
,

gegeben im körperfesten Koordinatensystem (0ExEyEzE), besitzt. Eine lineare Feder
mit der Federkonstante c und der entspannten Länge s0 ist zwischen dem Ursprung
des zweiten Gelenks und der Masse mE am Endeffektor gespannt. Die Erdbeschleu-
nigung g wirkt in negativer z0-Richtung.
Hinweis: Der Unterpunkt h) kann unabhängig von den anderen Punkten gelöst wer-
den.
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h
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Abbildung 5: Starrkörpersystem.

a) Geben Sie die homogenen Transformationen H1
0, H2

1, H3
2, HE

3 zwischen den 3.5 P. |
Koordinatensystemen in den jeweiligen Punkten sowie HE

0 zwischen dem Ur-
sprung und dem Koordinatensystem am Endeffektor in Abhängigkeit von q
an.

b) Berechnen Sie den Vektor des Schwerpunkts ps1
0 zum Punkt s1 im Basiskoor- 1 P. |

dinatensystem (00x0y0z0).
c) Berechnen Sie den translatorischen Anteil der Manipulator-Jacobi-Matrizen 1.5 P. |

(Jv)s1
0 , (Jv)E

0 .
d) Berechnen Sie die Matrizen S(ωs1

0 ) und S(ωE
0 ) sowie den rotatorischen Anteil 4 P. |

der Manipulator-Jacobi-Matrizen (Jω)s1
0 und (Jω)E

0 .
e) Berechnen Sie die Massenmatrix M(q) des Starrkörpersystems unter der An- 3 P. |

nahme q1 = 0.
f) Geben Sie die potentielle Energie V (q) an. 2 P. |

g) Am Endeffektor greift die externe Kraft f e
E =

[
fx fy fz

]T
, gegeben im kör- 1 P. |

perfesten Koordinatensystem (0ExEyEzE), an. Berechnen Sie die generalisierte
Kraft fq,f .
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h) Handelt es sich bei den folgenden Matrizen um gültige Rotationsmatrizen 1.5 P. |
R ∈ SO(3)?

A1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, A2 =


√

3
2 −1

2 0
0 0 −1
1
2

√
3

2 0

, A3 =


√

5
4 −

√
3

2 0√
5

4

√
3

2 0
0 0 1

.

Begründen Sie mathematisch.

9



Lösung:

a)

H1
0 =


cq1 −sq1 0 0
sq1 cq1 0 0
0 0 1 h
0 0 0 1

, H2
1 =


1 0 0 l1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



H3
2 =


cq3 0 sq3 q2
0 1 0 0

−sq3 0 cq3 0
0 0 0 1

, HE
3 =


1 0 0 lE
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



HE
0 =


cq1cq3 −sq1 cq1sq3 cq1cq3lE + cq1q2 + cq1l1
sq1cq3 cq1 sq1sq3 sq1cq3lE + sq1q2 + sq1l1
−sq3 0 cq3 −sq3lE + h

0 0 0 1


b)

ps1
0 =

cq1ls1
sq1ls1

h


c)

(Jv)s1
0 =

−sq1ls1 0 0
cq1ls1 0 0

0 0 0



(Jv)E
0 =

−sq1cq3lE − sq1q2 − sq1l1 cq1 −cq1sq3lE
cq1cq3lE + cq1q2 + cq1l1 sq1 −sq1sq3lE

0 0 −cq3lE


d)

S
(
ωs1

0

)
=

 0 −q̇1 0
q̇1 0 0
0 0 0

, (Jω)s1
0 =

0 0 0
0 0 0
1 0 0



S
(
ωE

0

)
=

 0 −q̇1 cq1 q̇3
q̇1 0 sq1 q̇3

−cq1 q̇3 −sq1 q̇3 0

, (Jω)E
0 =

0 0 −sq1

0 0 cq1

1 0 0


e)

M(q) =

I1,zz + s2
q3IE,xx + c2

q3IE,zz + l2
s1m1 + (cq3lE + l1 + q2)2mE 0 0

0 mE −lEmEsq3

0 −lEmEsq3 l2
EmE + IE,yy


f)

V (q) = m1gh + mEg(−sq3lE + h) + k

2

(√
q2

2 + l2
E + 2lEq2cq3 − s0

)2

g)

fq,f =

fy(cq3lE + l1 + q2)
fxcq3 + fzsq3

−lEfz
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h) A1: ja, ist trivial.
A2: ja, da AT

2 A2 = E und det(A2) = 1.
A3: nein, da sowohl AT

3 A3 ̸= E als auch det(A3) ̸= 1.
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3. Betrachten Sie das System in Abbildung 6. Die Masse m1 ist über die Feder c1 und 11 P. |
den Dämpfer d1 mit der Stange verbunden. Die Masse m2 ist am rechten Ende der
horizontalen Stange befestigt. Die Richtung von f entspricht immer der Richtung
von y.
In dieser Aufgabe wirkt die Gravitation auf die Massen m1 und m2. Die horizontale
Stange hat eine Länge 3a und wird als masselos angenommen. Es wird angenommen,
dass φ ≈ 0◦ und sich φ nur geringfügig ändert.
Die Federkraft fc1 für die erste Feder wird durch fc1 = c11(y1 − y10) + c13(y1 − y10)3

beschrieben wobei c11 die lineare Federkonstante und c13 die nichtlineare Federkon-
stante für die erste Feder ist. Die Federkraft fc2 wird für die zweite Feder beschrieben
durch fc2 = c21(y2 − y20) + c23(y2 − y20)3.

m2

m1

aa

d2 c2

f

c1

aφ

y

x

d1 gy1

Abbildung 6: Massen mit einer Stange.

a) Geben Sie die Bewegungsgleichung für den Abstand y1 und den Winkel φ an. 5 P. |

b) Wie groß müssen die Federkräfte fc1, fc2 sein, damit sich das System im Gleich- 2 P. |
gewicht befindet?

Es wird weiter angenommen, dass φ = 0 gilt.
c) Wie groß ist die in den Federn gespeicherte potentielle Energie? 2 P. |

d) Nun wird angenommen, dass die Federn linear sind. Zu Beginn bewegt sich die 2 P. |
Masse m1 in einer Höhe y1 = y10 mit einer Anfangsgeschwindigkeit ẏ1 = v10.
Berechnen Sie, welche Energie durch den Dämpfer d1 dissipiert wird.
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Lösung:

m1

m2

aa
f

fd2

m2g

m1g

fc2

fc1 fd1

aϕ
y

x

fc1 fd1

Abbildung 7: Massen mit einer Stange.

a) Mithilfe der Abbildung 7:

m1ÿ1 = −m1g + fc1 + fd1

Jφ̈ = −a(fd1 + fc1) − 2a(fd2 + fc2) + 3af − 3am2g

mit

fc1 = c11(aφ + y1 − y10) + c13(aφ + y1 − y10)3

fc2 = c21(2aφ − y10) + c23(2aφ − y10)3

fd1 = d1(aφ̇ − ẏ1)
fd2 = d2(2aφ̇)
J = m2(3a)2

b) Im Gleichgewicht gilt ÿ1 = 0, φ̈ = 0, ẏ1 = 0 und φ̇ = 0:

fc1 = m1g

fc2 = 1
2(−m1g + 3f − 3m2g)

c)

Ec1 =
∫ y1

y10
fc1 dy = 1

2c11(y1 − y10)2 + 1
4c13(y1 − y10)4

Ec2 =
∫ y2

y20
fc2 dy = 1

2c21(y2 − y20)2 + 1
4c23(y2 − y20)4

d) Energieerhaltung Ekin + V

Einitial = 1
2c11(y10 − y10)2 + 1

2m1(v10)2 + m1gy10

Efinal = 1
2c11(y1final − y10)2 + 1

2m1(0)2 + m1gy1final

Ediss = Einital − Efinal = m1g(y10 − y1final) − 1
2c11(y1final − y10)2 − 1

2m1(v10)2
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y1final : m1g = c11(y10 − y1final)

y1final = m1g

c11
+ y10

Ediss = m1g
(

2y10 + m1g

c11

)
− 1

2c11

(
m1g

c11

)2
− 1

2m1(v10)2
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