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1. Betrachten Sie den Starrkérper in Abbildung 1 mit der ortsabhingigen Dichte 10P. |
p(x,y) = zy* und den Abmessungen a,, a,, a,, welcher im kartesichen Koordinaten-
system platziert ist. An den Punkten A, B und C des Korpers greifen die folgenden
Krafte an:

0 f 0
fa=|f|, fe=|0], fc=10
f 0 f

Die entsprechenden Vektoren vom Ursprung zu den Angriffspunkten sind wie folgt
definiert:
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Abbildung 1: Schematische Darstellung eines Starrkorpers.

a) Berechnen Sie die Masse m, den Schwerpunkt rg sowie das Massentrigheits- 3P. |
moment I, des Starrkorpers fiir eine Drehung um die y-Achse.
b) Bestimmen Sie die Kraft fp = [fp., fpy, [p.]", den Angriffspunkt rop = 3P. |

[7D.2 7Dy, 0T sowie das Drehmoment T,y = [0, 0, Teut..]" s0, dass der Starrkér-
per im Gleichgewicht ist.

Ein Feuerwerkskorper der Masse m wird durch eine Treibladung unter einem Winkel
a beschleunigt (siehe Abb. 2). Die Kraft der Treibladung auf das Projektil wird
durch f; = kcos(sg;) beschrieben. Zu Beginn befindet sich der Feuerwerkskoérper
bei s = 0 und steht still. Die Erdbeschleunigung wirkt in negative z-Richtung.

c¢) Stellen Sie die Bewegungsgleichung des Feuerwerkskorpers im Bereich 0 < s <1 2P. |
auf. Beriicksichtigen Sie dabei die Luftreibung mit der Querschnittsfliche A
und dem Luftwiderstandsbeiwert c,, des Korpers sowie der Dichte p;, der Luft.
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Abbildung 2: Feuerwerkskorper.

d) Vernachlassigen Sie die Luftreibung und bestimmen Sie die Austrittsgeschwin- 2P. |
digkeit s flir s = [ des Feuerwerkskorpers.



b)

—f
fp = —f
—2f +mg
a,(4mg — 3f)
T = ————————
P 6mg — 12f
a.f
Tpy = ———
Py omg —4f
 3agf*+6ay f* — 3a.f* +mgf(a, — 3a,)
e 6mg — 12f
Masse:
az fray/2 Ay
m:/p(m,y)dV:/ / / xy? dx dy dz
v 0 —ay /2 J0
a‘y/2 Qg
= az/ y? dy/ x dx
—ay/2 0
@ a2 203q,
:az~—y-%: a0, a
12 2 24
Schwerpunkt:

1 1 az [ray/2 az 9 o
TSz = — xp(x,y)dVZf/ / / x*y* dx dy dz
m Jo 0

m Jy —ay/2
24 ai ad  2a,
— . az - =
azaza, 12 3 3
rsy, =0 (da y* ungerade tiber symmetrisches Intervall)
aZ
TrS. = ?

—
o
I
1
NS Qw‘g
I —

(14)



Massentrigheitsmoment I, :

Iy = /(95 +2%)p(w,y) dV (15)
ay /2 Ay
= / / / / (2% + 2H)ay? do dy dz (16)
ay/2
ay /2 ay/2
:/ / / / x?’dexdydz—i—/ / / / x22y? do dy dz (17)
ay/2 —ay /2
at ad 3.2 43
a, y a, a, y
= T T . . =< 1
“TH 1273 2 12 (18)
atada, aladad
=Tk Tm (19)

c) Bewegungsgleichung mit Luftreibung:
Die auf den Feuerwerkskérper wirkenden Krdfte in Flugrichtung s sind:
o Treibkraft: f; = kcos(%)
o Gewichtskraftkomponente entgegen der Bewegungsrichtung: —mg sin(«)
o Luftwiderstandskraft: Fr, = —%chpLSQ

Die Bewegungsgleichung nach dem zweiten Newtonschen Gesetz lautet:
ms = fy —mgsin(a) — Fp, (20)
1
ms = kcos(Zf) — mgsin(a) — ichpo (21)

d) Austrittsgeschwindigkeit ohne Luftreibung:
Ohne Luftreibung gilt fir die Energieerhaltung:

Eechem = Eyin + Epot (22)
B — S(l);m (23)
E,ot = mglsin (a) (24)

Eoern = / kcos ds = % (25)

(26)

Auflosen nach $(1) ergibt

\/M — 2¢glsin (a) (27)

Alternativ kann auch wie folgt die Differentialgleichung geldst werden:
Ohne Luftreibung gilt:

ms = kcos(Z';) — mgsin(«a) (28)

Mit der Substitution v =§ und § = ‘C%’ = %% = U%} folgt:
mv(;z = kcos(Z?) — mgsin(a) (29)
vdv = [:@ cos(Z?) -9 sin(oz)] ds (30)



Integration von s = 0 bis s = | mit der Anfangsbedingung v(0)

U;U:ni.iFm(ﬂ>—ﬁmm}—gthW
UQQ(Z) — :L . il 1 — glsin(a)
v Q(Z) - i”ii — glsin(«)

Die Austrittsgeschwindigkeit ergibt sich zu:

V(1) = 4—kl —2nglIl( )

\/M—2glsm (a)

sl:Jm<w_m“mm0

S

=0:



18P. |
2. Abbildung 3 zeigt schematisch die kinematische Kette eines Beines eines vierbeini-
gen Laufroboters. Die Gelenke in der Hiifte sind iiber einen masselosen Stab verbun-
den. Die Verbindung zwischen der Hiifte und dem Knie ist schematisch durch den
Korper K reprasentiert. Er besitzt die Ersatzmasse myg und die Tragheitsmatrix
im korperfesten Koordinatensystem Ix = diag([0 0 Ik ..]), welche im Schwerpunkt

T
pg" = [% 0 0} definiert ist. Der Fufl (Opzpyrpzp) mit der Masse mg und der

Tragheitsmatrix im korperfesten Koordinatensystem Ip = diag([/g .z [5yy 15 22))
T
hat den Schwerpunkt p?EE = [O 0 O} .
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Abbildung 3: Schematische Darstellung des Roboterbeins

Im Folgenden soll das dynamische Verhalten des Systems beschrieben werden. Ver-
wenden Sie dabei die generalisierten Koordinaten q = [q1 g2 ¢3]*. Bearbeiten Sie
folgende Punkte:

a) Bestimmen Sie die homogenen Transformationen Hy, H?, H3 sowie HY. 4P. |

b) Berechnen Sie den Ortsvektor des Schwerpunktes pox. 25P. |

¢) Geben Sie die zugehérigen Manipulator-Jacobi-Matrizen (J,)5%, und (J,)5% 3,5P. |
des Schwerpunktes pgK an.

d) Berechnen Sie die Massenmatrix Mg (q) des Teilkorpers K. 4P. |

e) Das Kniegelenk besitzt eine nichtlineare Drehfeder mit der potentiellen Energie 1,5P. |
Vi(qs) = g(q3 —q30)®+ %(q;; — q30)*, wobei g3 die entspannte Lage der Feder
bezeichnet. Weiterhin wirkt auf das System die Erdbeschleunigung g. Geben
Sie die gesamte potentielle Energie V' (q) des Systems an.

f) Berechnen den Vektor der Potentialkrifte g(q). 2,5P. |



a) Homogene Transformationen:
Mit ¢; = cos(q;) und s; = sin(g;):

_Cl —S1 0 O] Co
1_ st a 00 s |0
Hy = 0 0 1 0 Hy = -5
0o 0 o0 1] 0
[0 —C3 S3 d] 1 0
1 0 0 0 01
3 _ E _
H; = 0 s3 ¢3 0] Hy = 0 0
0o 0 0 1] 00

Fir HE = HYH2H3HE :

_—81 01(8283 — C2C3) C1<82C3 + C283)
RE = | c1 s1(8283 — cac3)  81(s2c3 + €283)
| 0 S9C3 + C283 —8983 + Ccac3
[ —gcl[($3 — 2)62 + 8203]
dg = —gsl[(sg — 2)02 + 3263]
_g[—% + (83 — 2)s9 — Cac3]

b) Ortsvektor des Schwerpunktes:

£lC1C2
S
Py = d15102
—4(s2+1)

¢) Manipulator-Jacobi-Matrizen:

—%8102 —%0132
Sk _ | d _d
(Jv)o = | z76C2 15152
0 _%62
0 —S1 0
J)oE =10 ¢ 0
1 0 O

d) Massenmatrix des Teilkorpers K:

Mk(q) = Mg+ + Mg,
Translatorischer Anteil:

Mpc; = m (Ju)55 " (Jv)6

2
mgd” 2

16 2 2
= 0 =0
0 0 0

0
0

(39)

(40)
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(44)

(45)



Rotatorischer Anteil mit I = diag([0,0, Ik ..]):

MK,T - (JW)gKTRé(IKR(?T(Jw)gK

Il
~
=
IS
0
- 1
¥
[N \V]
O OO
o

Gesamt:

e) Gesamte potentielle Energie:

Viq) =V, +V;

mit der Gravitationsenergie:

d d
Vo = —gmg (SQ + )

4 4
mped[ 1
g 2E |:—2 + (83 — 2)82 — C2C3
und der Federenergie:
k k
Vi==(q5 — %,0)2 + *S(Q:a - Q3,0)4
2 4
Somit:
d dr 1
V(g) = 5 sy + 1) + T2EC | - 4 (53— 2)s2 — cacs
4 2 2
k k
+ =(g3 — Q3,0)2 + *3(% - q3,0)4
2 4
f) Vektor der Potentialkrifte:
ov |
glq) = 9a = 192
q
g3
mit:
myd mpd
g2 = i 4K Co + J 2E [(s3 — 2)c2 + sacs]
mgd
g3 = J 2E [sac3 + cas3] + k(g3 — g30) + k3(gs — 430)°

(51)

(52)

(53)

(55)

(56)



3. In Abbildung 4 ist schematisch eine gedampfte Aufhangung dargestellt. Die Rolle 12P. |
A ist fixiert. Die Rollen B und C sind masselos und frei drehbar, wobei Rolle B
ein Trégheitsmoment Iz aufweist und frei in vertikale Richtung bewegbar ist. Am
Drehpunkt der Rolle B ist iiber einen masselosen Balken eine Masse my befestigt.
Das masselose Seil ist an einem Ende fest am Punkt Pr mit der Rolle A verbunden
und zwischen Rolle und Seil wirkt der Reibungskoeffizient p4. Am anderen Ende
ist das Seil fest mit dem Korper K1 mit Masse m; verbunden, der auf einer Ebene
gleitet. Zwischen K1 und der Ebene wirken trockene Gleitreibung mit Reibungsko-
effizient p. und viskose Reibung mit Reibungskoeffizient p,,. Auf der anderen Seite
ist K1 mit der Wand iiber ein Feder-Dampfer-System mit Dampfungskonstante d
und Federkonstante k¢ verbunden, wobei die Feder bei ;1 = 0 entspannt ist.

a, Uy 3
TC /
pf A4
C
L
\1 2 ™~
L§:]
_______ : o
Ip

Abbildung 4: Skizze des Flaschenzugs.

a) Schneiden Sie die Rollen A, B und C, den Korper K1 sowie die Masse my frei 3P. |
und zeichnen Sie alle relevanten Kréifte und Momente ein.

b) Wie viele Freiheitsgrade hat das System? Stellen Sie die Bewegungsgleichung 5P. |
des Systems auf. Eliminieren Sie dabei alle Schnittkréfte.

c¢) Berechnen Sie die stationére Position x; ¢ des Kérpers K1 und die stationdren 2P. |
Seilkrafte an den Punkten 1, 2 und 3, unter Vernachlassigung aller Reibungs-
anteile.

d) Geben Sie fiir den stationdren Fall die Bedingung fir den Umschlingwinkel « 2P. |
des Seils um die Rolle A so an, dass an dem Fixierpunkt Pr des Seils nur %
der Gewichtskraft der Masse msy angreift.

a) See Abbildung 5
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Abbildung 5: Skizze des Flaschenzugs.

b) Momentengleichgewicht fiir die Rollen und Massen:

A: oz —frpsin(a) + fa. =0 (59)
Y frp cos(a) + fay—fa=0 (60)
R, frera+Ta— fs1ma =0 (61)
B: x: 0=0 (62)
Yy fao+ feo—fu2=0 (63)
R, fsorg — faire = Ippp (64)
C: z: foo+ fs3=0 (65)
y: foy—f2=0 (66)
R, fsarc — fearc =0 (67)
Ki: x: — [+ kpmy + diy + fo+ o = —mudy (68)
y: fu1 —mug =0 (69)
me T 0=0 (70)
Y Jar2 — mag = mayy (71)
Zwangsbedingungen.:
Ty = —rppp = —2Y, (72)
T1 = —TpPp = —2Y, (73)
(74)
Reibungskrifte auf K1:
fe = pesign(in) fur = pesign(i)mag (75)
fo =i (76)

AUS (67) — f52 = fsS'
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d)

Aus (71), (63) und (64):
Js1 = —fs2 + mag + mayy

fs2 = 5(_E§DB + Meg — imle)

Zusammen mit (68)

I msy. .. . o .
(mq + 782 +=2)i = —kyry — (d+ p,)T1 — pesign()mig + —mag
2rg 4 5

1 meag
21,8 + 2ng T15 T
Mog
f83 = f82 - fsl - 72
_mag
s2 2
mag mag
fre = o exp(—pac) = 72 exp(—pract) = 72
2 ()

— exp (—pae) = 5 —a=
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