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1. Abbildung 1 zeigt zwei aufeinander gestapelte Platten (homogene Dichte) mit der 12 P. |
Masse m, der Länge a und der Höhe h. Die Platten liegen auf einer Stütze und einer
Rolle die als massefrei zu betrachten sind. Jede Platte ist von ihrer Unterlage um
den Abstand d ≥ 0 verschoben. Zusätzlich wirkt auf die obere Platte eine Kraft f
negativer y-Richtung. Die Gravitation g wirkt in negativer y-Richtung.

m

m

f

d d

h
h
h
h

a

g

x

y

Abbildung 1: Zwei aufeinander gestapelte Platten.

a) Schneiden Sie beide Platten frei und fertigen Sie je eine Schnittskizze an. Tragen 2 P. |
Sie alle relevanten Kräfte ein.

b) Berechnen Sie die Lagerkräfte unter der Annahme, dass die Konstruktion ruht 5 P. |
und nicht kippt.

Für die Aufgaben c) und d) wirkt keine externe Kraft auf die Konstruktion, d.h.
f = 0.

c) Berechnen Sie den maximalen Abstand d, sodass die Konstruktion nicht kippt. 3.5 P. |
Welche Platte kippt zuerst? Benutzen Sie die Lagerkräfte für die Berechnung!

d) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Konstruktion bezüglich des in Abbildung 1.5 P. |
1 eingezeichneten Koordinatensystems.
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Lösung:

a) Die freigeschnittenen Platten sind in Abbildung 2 gegeben.
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Abbildung 2: Freigeschnittene Platten.

b)
fAy = −d
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f + a−2d
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c) Damit die obere Platte nicht um den Punkt B kippt muss gelten fAy ≥ 0 und
für die untere Platte um den Punkt D muss fCy ≥ 0 mit den eingezeichneten
Richtungen gelten. Daraus folgt für die obere Platte d ≤ a/2 und für die untere
Platte d ≤ a/3. Die untere Platte (ganze Konstruktion) kippt vor der oberen
Platte.

d)

rS =
−a+3d

2
5h
2


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2. Abbildung 3 zeigt eine flexible mechanische Welle, die eine Turbine auf der linken 9.5 P. |
Seite mit einem Generator auf der rechten Seite verbindet. Die Turbine mit dem
Massenträgheitsmoment IT erzeugt das Drehmoment τT und der Generator mit
dem Trägheitsmoment IG hat das Lastmoment τG. Zusätzlich wirkt an der Turbine
die nichtlineare Reibung τT,r = dTω3

T. Die Flexibilität der Welle wird durch eine
Drehfeder mit dem nichtlinearen Federmoment τc = c(φT − φG)3 und einem Dreh-
dämpfer mit der Dämpferkonstante dTG = d modelliert.

IT IG

τT τGcTG

dTG

ϕT ϕG

Turbine Welle Generator

Abbildung 3: Flexible mechanische Welle.

a) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen für das System in der Form ẋ = f(x, u) 2.5 P. |
mit den Zuständen x = [ωT, ωG, φTG]T und den Eingängen u = [τT, τG]T auf,
wobei φTG = φT − φG die Verdrehung der Welle darstellt.

b) Berechnen Sie die gesamte gespeicherte Energie im System. 2 P. |

c) Der Generator rotiert mit einer konstanten Drehwinkelgeschwindigkeit ωG = ωs 2.5 P. |
und erzeugt ein konstantes Drehmoment τG = τs. Berechnen Sie die Geschwin-
digkeit der Turbine ωT, das Moment der Turbine τT und die konstante Verdre-
hung der Welle φTG.

Im Folgenden sei die Welle als steif angenommen, d.h. es handelt sich um eine Welle
ohne Drehfeder und Drehdämpfer.

d) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen für das System mit steifer Welle auf. 0.5 P. |

e) Das Turbinen- und Generatormoment werden zum Zeitpunkt t0 = 0 sprungar- 2 P. |
tig auf τT = τG = 0 gesetzt. Die Wellengeschwindigkeit hat den Wert ωs zum
Zeitpunkt t0. Berechnen Sie die notwendige Zeit bis die Geschwindigkeit den
Wert ωs/2 erreicht.
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Lösung:

a)

ẋ =


1

IT
(u1 − dTx3

1 − cx3
3 − d(x1 − x2))

1
IG

(−u2 + cx3
3 + d(x1 − x2))

x1 − x2


b)

E = 1
2ITω2

T + 1
2IGω2

G + 1
4cφ4

TG

c)
ωT = ωs
τT = τs + dTω3

s
φTG = 3

√
τs
c

d)
ω̇ = 1

IT+IG
(τT − τG − dTω3)

e)
ts = 3

2
IT+IG
dTω2

s
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3. Die folgenden Aufgaben können unabhängig voneinander gelöst werden. 18.5 P. |

a) Gegeben ist die kinematische Kette aus Abbildung 4. Der 3-Achs-Roboter mit 3.5 P. |
den Freiheitsgraden q = [q1 q2 q3]T bewegt den Endeffektor im Sichtbereich
der Kamera.

i. Berechnen Sie die homogenen Transformationen H1
0, H2

1, H3
2, H4

3 sowie H5
0. 2.5 P. |

Vereinfachen Sie so weit wie möglich.
ii. Geben Sie eine Berechnungsvorschrift für die homogene Transformation H5

4 1 P. |

an. Hinweis: Diese Berechnungsvorschrift muss nicht ausgewertet werden.

x0

x1

x2
x3

x4

x5

y0
y1

y2

y3

y4

y5

z0z1

z2 z3

z4

z5

q1

q2
q3

d1

d2

d3

l1

l2

l3

Kamera

Endeffektor

Abbildung 4: Kinematische Kette.

b) Gegeben ist ein Kegel mit der Masse m, konstanter Dichte ρ, der Höhe H 4 P. |
und dem Radius der Basisfläche R im Koordinatensystem (00x0y0z0), siehe
Abbildung 5.

i. Berechnen Sie die Lage des Schwerpunktes in z-Richtung rS,z. 2 P. |

ii. Berechnen Sie das Massenträgheitsmoment Izz,A bezüglich der Achse A. 1.5 P. |

iii. Berechnen Sie das Massenträgheitsmoment Izz,z0 bezüglich der Achse z0. 0.5 P. |

Hinweis: Geben Sie den vollständigen Rechenweg an.
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Abbildung 5: Kegel.
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c) Gegeben ist der planare Manipulator aus Abbildung 6. Die beiden Glieder 1 7.5 P. |
und 2 werden als Punktmassen m1 bzw. m2 modelliert und die Massenträg-
heitsmomente werden vernachlässigt, d.h. I1 = I2 = 0. Auf den Freiheitsgrad
q1 wirkt das Drehmoment τ1 und auf den Freiheitsgrad q2 wirkt die Kraft f2.
Die Gravitation g wirkt in die negative y0-Richtung. Der Vektor der generali-
sierten Koordinaten ist q = [q1 q2]T.

i. Berechnen Sie die Massenmatrix M(q) mithilfe der Manipulator Jacobi- 4 P. |

Matrizen der Punktmassen (Jv)m1
0 (q) und (Jv)m2

0 (q).
ii. Berechnen Sie die den Eintrag C11(q, q̇) der Coriolis-Matrix C(q, q̇). 2 P. |

iii. Berechnen Sie den Gravitationsvektor g(q). 1 P. |

iv. Bestimmen Sie den Vektor der verallgemeinerten Kräfte fnp
q zufolge τ1 und 0.5 P. |

f2.
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Abbildung 6: Planarer Manipulator.

d) Bei welchen der Matrizen A1, A2 und A3 handelt es sich um einen gültige 1.5 P. |
Rotationsmatrix R ∈ SO(3)? Begründen Sie mathematisch und detailliert.

i. A1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , ii. A2 =


1
2 0 −

√
5

2
0 1 0√
5

2 0 1
2

 , iii. A3 =


0 −1 0√
2

2 0 −
√

2
2√

2
2 0

√
2

2


e) Gegeben sind die allgemeinen homogenen Transformationen 2 P. |

H1 =
[
R1 d1
0 1

]
, H2 =

[
R2 d2
0 1

]
.

i. Zeigen Sie, dass homogene Transformationen im Allgemeinen nicht kom- 1 P. |

mutieren, d.h. H1H2 ̸= H2H1.
ii. Betrachten Sie weiters den Spezialfall einer Translation und Rotation um 1 P. |

die selbe Achse, z.B. R1 = Rx,α, d1 = 0, R2 = E und d2 = [x, 0, 0]T.
Kommutieren für diesen Fall die beiden Transformationen?
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Lösung:

a) i.

H1
0(q1) =


cos(q1) − sin(q1) 0 0
sin(q1) cos(q1) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 , H2
1(q2) =


cos(q2) 0 sin(q2) 0

0 1 0 0
− sin(q2) 0 cos(q2) d1

0 0 0 1

 ,

H3
2(q3) =


cos(q3) 0 sin(q3) 0

0 1 0 0
− sin(q3) 0 cos(q3) d2

0 0 0 1

 , H4
3(q3) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 d3
0 0 0 1

 ,

H5
0 =

Ry,π

l1 − l3
0
l2


0 1

 =


−1 0 0 l1 − l3
0 1 0 0
0 0 −1 l2
0 0 0 1


ii.

H4
0(q1, q2, q3) = H1

0(q1)H2
1(q2)H3

2(q3)H4
3

H5
4 =

(
H4

0(q1, q2, q3)
)−1

H5
0

b) i.

rS,z = 1
m

∫ H

0

∫ 2π

0

∫ R−z R
H

0
zρr dr dφ dz = 1

12
πρ

m
H2R2

ii.
Izz,A =

∫ H

0

∫ 2π

0

∫ R−z R
H

0
r2ρr dr dφ dz = 1

10πρR4H

iii.
Izz,z0 = Izz,A + mR2

c) i.

p1 =

 l1 cos(q1)
l1 sin(q1) + l0

0

 , (Jv)1
0(q) = ∂p1

∂q =

−l1 sin(q1) 0
l1 cos(q1) 0

0 0

 ,

p2 =

 (l2 + q2) cos(q1)
(l2 + q2) sin(q1) + l0

0

 , (Jv)2
0(q) = ∂p2

∂q =

−(l2 + q2) sin(q1) cos(q1)
(l2 + q2) cos(q1) sin(q1)

0 0

 ,

M(q) =
2∑

i=1

(
(Jv)i

0

)T
mi(Jv)i

0 =
[
m1l

2
1 + m2(l2 + q2)2 0

0 m2

]
=
[
M11 M12
M21 M22

]

ii.

C11 = c111q̇1 + c211q̇2 = m2(l2 + q2)q̇2

c111 = 1
2

(
∂M11

∂q1
+ ∂M11

∂q1
− ∂M11

∂q1

)
= 0

c211 = 1
2

(
∂M11

∂q2
+ ∂M12

∂q1
− ∂M21

∂q1

)
= m2(l2 + q2)
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iii.

V (q) =
2∑

i=1
mig

[
0 1 0

]
pi = m1g(l1 sin(q1) + l0) + m2g((l2 + q2) sin(q1) + l0)

g(q) =
(

∂V

∂q

)T

=
[
m1gl1 cos(q1) + m2g(l2 + q2) cos(q1)

m2g sin(q1)

]

iv. τ1 und f2 wirken jeweils direkt an einer generalisierten Koordinate. Daher
sind dies direkt die Einträge in fnp

q bei den zugehörigen generalisierten
Koordinaten. Es ist

fnp
q =

[
τ1
f2

]
.

d) i. A1 = E ist die triviale Rotationsmatrix, da z.B. Rz,0 = E gilt.
ii. A2 =

[
a1 a2 a3

]
ist keine Rotationsmatrix, da AT

2 A2 ̸= E. Dies ist
direkt ersichtlich, da es Einträge mit Betrag größer 1 gibt, z.B.

∣∣∣−√
5

2

∣∣∣ > 1.
Diese dürfen nicht auftreten, da ∥ai∥2 = 1, i = 1, 2, 3 für eine gültige
Rotationsmatrix gelten muss.

iii. Für A3 gilt

AT
3 A3 = E ,

det(A3) = 1 .

Aus diesen beiden Bedingungen folgt A3 ∈ SO(3).
e) i.

H1H2 =
[
R1R2 R1d2 + d1

0 1

]
,

H2H1 =
[
R2R1 R2d1 + d2

0 1

]

Es gilt im Allgemeinen H1H2 ̸= H2H1.
ii. Für den Spezialfall R1 = Rx,α, d1 = 0, R2 = E und d2 = [x, 0, 0]T gilt

H1H2 =

Rx,α Rx,α

x
0
0


0 1

 =

Rx,α

x
0
0


0 1

 = H2H1 .
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