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1. Abbildung 1 zeigt, wie eine Masse M mit Volumen V aus einem Bergsee mit Dichte

py geborgen werden soll. Hierfiir ist ein Rahmen tiber Lager an Punkten 3 und 4 an
dem Berg befestigt. Der Rahmen tragt einen Seilzug mit idealen Seilen A, B und
C, welche an Rollen 1 und 2 mit Radien r abrollen. Schliellich ist das Seil C iiber
eine Rolle mit Radius r an einer Masse m mit Radius R angebracht, welche mit
einer Reibungskraft f, auf dem Berghang H mit Steigung « liegt. An der Masse m
wird zuséatzlich mit der Kraft f gezogen. Die Gravitationskonstante betréigt g. Die
Masse M erfahrt neben Gravitation zusétzlich im Wasser eine Auftriebskraft, die
im Betrag gleich der Gewichtskraft des durch das Volumen V' verdrangten Wassers
ist. Rahmen und Rollen werden als masselos angenommen.
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Abbildung 1: Seilzug mit Massen M und m, Rollen 1 und 2 sowie Lagern 3 und 4.

a) Schneiden Sie die beiden Massen M und m, die Rollen 1 und 2 und den Rahmen
frei und zeichnen Sie alle relevanten Kréfte ein. Nehmen Sie an, dass die Masse
M das Wasser nicht verlasst.

Nehmen Sie im Weiteren an, dass das System ruht, d.h., dass sich keine Massen,
Rahmen oder Rollen bewegen. Daher wird das System nun schrittweise statisch
berechnet. Falls Sie bei einem Unterpunkt nicht weiter kommen, rechnen Sie weiter,
als seien die resultierenden Krafte bekannt.

b) Berechnen Sie die Schnittkraft in der Verbindung zwischen Masse M und Rolle
1 anhand des Freischnitts der Masse M.

c¢) Berechnen Sie die Seilkrafte in den Seilen A, B und C anhand der Freischnitte
der Rollen 1 und 2.

d) Berechnen Sie die Reibungskraft f,. zwischen Masse m und Berghang H sowie
die Kraft f anhand des Freischnitts der Masse m.

e) Berechnen Sie alle Lagerkréfte in den Punkten 3 und 4, indem Sie den freige-
schnittenen Rahmen und Rolle 2 betrachten.

f) Zwischen der Masse m und dem Berghang H herrsche Haftreibung. Wie grof3-
muss der Haftreibungskoeffizient py mindestens sein, damit die Masse m auf
dem Berghang nicht abrutscht?
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Abbildung 2: Schnittskizze des Systems.

Lésung:
a) Schnittskizze: siche Abbildung 2.
b) fr=Mg— fo=(M—psV)g
¢) fa=fe=fc=3(M—p;V)g

d) f, = YE(M = p,V)g + tmgsina

f = Leh (M = pV)g — Smgsina
e) fsz=54(M —p;V)g

fay = =52 (M = psV)g

fay = %(hc% +2+4sina — 37{)(M—pr)g

f) fu=mgcosa
1fr]
1994 > fu



2. Ein Wassermolekiil kann ndherungsweise wie in Abbildung 3 modelliert werden: Zwei
homogene, kugelférmige Massen my, die sich in y-Richtung bewegen konnen, sind
an Punkten 1 und 2 miteinander tiber eine lineare Feder mit Federkonstante cpg
und entspannter Lange [ verbunden. Zudem sind beide Massen tiber lineare Federn
mit Federkonstanten cpoy und entspannten Léngen [ mit dem Koordinatenursprung
0 verbunden. Die Abstande der Massen 1 und 2 zum Punkt 0 in z-Richtung betragen
jeweils d. Durch einen Laser wird auf Masse 2 eine externe Kraft f ausgetibt.
Hinweis: Die Unterpunkte a,b), ¢) und d) konnen unabhéngig voneinander gelost
werden.

Abbildung 3: Modell eines Wassermolekiils.
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a) Schneiden Sie die beiden Massen 1 und 2 frei und fertigen Sie Schnittskizzen an. 4.5P. |

Geben Sie die Bewegungsgleichungen an, wobei Rotationen der Massen nicht
beriicksichtigt werden sollen.
Hinweis: Ubersehen Sie die externe Kraft f nicht!

Nehmen Sie nun [ = 0 an. Berechnen Sie die Werte fiir y; und y-, bei denen
das System ruht, d.h. 3j; = 9o = 97 = v = 0.

Nehmen Sie nun an, dass sich eine Kugel mit Masse my zum Zeitpunkt ¢y = 0
mit einer Schwerpunktgeschwindigkeit v§ (to) = [vo, v, 0]" und einer Winkel-
geschwindigkeit wy um eine Drehachse durch den Schwerpunkt frei durch den
Raum bewegt. Berechnen Sie die konstante Kraft £5 sowie das konstante Dreh-
moment 7 entlang der Drehachse, die aufgewendet werden miissen, damit zum
Zeitpunkt t; fur die kinetische Energie T'(t;) = 0 gilt.

Hinweis: Fiir homogene Kugeln hat das Tragheitsmoment entlang aller Achsen
durch den Schwerpunkt denselben Wert I.

Berechnen Sie die Kraft f(z,y, z), welche sich aus der potentiellen Energie

Vi) - k((é) _ln@)

ergibt, wobei £ > 0, £ > 0 gilt.
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Abbildung 4: Schnittskizze des Systems.

Lésung:

a) Schnittskizze: siche Abbildung 4.
Bewegungsgleichungen:

. - 2
ity = exn (A + (2 =00~ 1) et — com (4 1) s

v 2 Yoy 2 2 Y
mtis = s (1 + (g~ 0)? 1) 7 o (P 4 4 — 1)
b) yr = mf
Y2 = ontennresm
__Mmpgpvo
t1
c) f§ = | —maw
0
S
0
d) f(x,y,2) = 0
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3. Der in Abbildung 5 dargestellte Manipulator verfiigt iiber drei Freiheitsgrade q* = 17.5P. |
[ql G2 Q3}. Der Freiheitsgrad ¢; bewirkt eine translatorische Bewegung des Ge-
lenks 1 und die Freiheitsgrade ¢ bzw. ¢3 bewirken Rotationen in Gelenk 2 bzw.
Gelenk 3. Der Endeffektor hat die Masse mg und das Trigheitsmoment Ip =
diag(Ig za: LB gy, IE.22), gegeben im korperfesten Koordinatensystem des Endeffek-
tors. Alle anderen Bestandteile des Manipulators sind als masselos zu betrach-
ten. Das Gelenk 2 und der Endeffektor sind durch eine lineare Feder, die eine
Federkonstante ¢ > 0 besitzt und fir g3 = g3 entspannt ist, miteinander ver-
bunden. Im Koordinatenursprung des Endeffektors wirkt das externe Stérmoment
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Abbildung 5: Manipulator.

a) Geben Sie die homogenen Transformationen Hj(q), H3(q), H3(q) und HE(q) 2P. |
zwischen den Koordinatensystemen als Funktion der generalisierten Koordina-

ten an.

b) Berechnen Sie die homogene Transformation zwischen dem Ursprung und dem 3P. |
Endeffektor des Manipulators HE (q).

c) Berechnen Sie die Matrix S(w/) und den rotatorischen Anteil der Jacobi- 4P. |

Manipulator-Matrix (Jw)OE des Endeffektors.

d) Berechnen Sie den translatorischen Anteil der Manipulator Jacobi-Matrix (J, ) 2P. |
fiir den Endeffektor.

e¢) Berechnen Sie den rotatorischen Anteil der kinetischen Energie des Manipu- 1P. |
lators. Hinweis: Sie miissen den Ausdruck fiir die kinetische Energie nicht
vereinfachen.

f) Berechnen Sie die potentielle Energie V(q) des Manipulators zufolge der Feder. 3P. |



g) Berechnen Sie die generalisierte Kraft f, g, die zur Folge des externen Stérmo- 1P. |

ments 7, wirkt.

Der folgende Punkt ist unabhéngig von den Punkten a)-g) zu lésen:

h) Begriinden Sie bei welcher der folgenden Matrizen es sich um Rotationsmatri-  1.5P. |
zen € SO(3) handelt und bei welcher nicht?

010 1 0 0 1L g
2 2

Ay=10 0 1|, Ay=|0 =L 2| A;=]0 1 0
100 o f 2 40}



b)

d)

/)

9)

h)

1 0 0 0 Cep 0 54, o
01 0 O 0 1 0 0
1 _ 2 _
Ho=1p 0 1 |’ Hy = —Sg 0 ¢ O
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 100 O
0 ¢ —Sgs ! 010 O
3 _ q3 q3 '3 E
H= 1o Sgs  Cgs O] Hy =10 01 —lg
0 0 0 1 000 1
Cqo Sq2Sqs Sq2Cqs  ~5q2Cqs g+ 1o
HE 0 Cys —Sgs Sgslp + 13
0 TS¢2 CgeSqz CqaCqs —CqaCys le+a
0 0 0 1

0 _CQ2C¢I3ZE SQ2SQ3ZE
(J)g = |0 0 CoslE
1

Sqy Cq:le Cq25q3 ZE

1
T, = 5(wy) Ry1e(Ry) wy

1 2
Vi(q) = 20(\/Z§ B~ 2glpsy — B+ B — 213zEsq3,0)

fq,E =

0
TEy
CeTE,x — Sq2TE 2

o Ay ja, weil det(A)) =1 und ATA, =1
o Ay nein, weil det(A;) # 1
o Az ja, weil det(A3) =1 und AT A3 =1



