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1. Nehmen Sie an, dass das in Abbildung 1 dargestellte Fahrzeug mit Rädern mit dem 12P. |
Radius r, der Masse m und dem Trägheitsmoment Izz eine schiefe Ebene (Winkel
α) ideal herunterrollt, ohne zu gleiten. Die Räder sind durch ein masseloses lineares
Feder-Dämpferelement mit der entspannten Länge xr = (x2 − x1) = 0 verbunden.
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Abbildung 1: Fahrzeug auf schiefer Ebene mit freiem Fall.

a) Schneiden Sie die Räder frei, fertigen Sie eine Schnittskizze an und zeichnen 1,5 P. |
Sie alle relevanten Kräfte ein.

b) Geben Sie die Bewegungsgleichung der Schwerpunkte xi(t) der Räder an. Eli- 4,5 P. |
minieren Sie alle unbekannten Kräfte.

c) Berechnen Sie die potentielle Energie des Fahrzeugs bezogen auf den Koordi- 1 P. |
natenursprung.

d) Berechnen Sie die kinetische Energie der Räder. 1 P. |

e) Zu einem Zeitpunkt t = 0 stößt das vordere Rad voll unelastisch an die Wand 2,5 P. |
am Ende der schiefen Ebene, wodurch sich seine Geschwindigkeit schlagartig
auf ẋ2 = ẍ2 = 0 reduziert. Berechnen Sie die minimale Ausdehnung der Feder
s = (x2 − x1) für ẋ1(t = 0) = vs.
Hinweis: Sie können die Wirkung des Dämpfers für die Berechnung vernach-
lässigen.

f) Nehmen Sie nun an, dass sich die Gesamtfeder aus zwei einzelnen Federn mit 1,5 P. |
Federsteifigkeiten c1 und c2 zusammen setzt. Leiten Sie die Gesamtfedersteifig-
keit her für den Fall, dass die Federn parallel geschaltet sind.
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Lösung:

a) Schnittskizze: siehe Abbildung 2
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Abbildung 2: Freischnitt.

Fg = mg
vi = 2πrω v̇i = 2πrω̇i

b) Izzω̇i = rFR,i
ẍ1
(
m+ Izz

r2

)
= −c(x1 − x2) − d(ẋ1 − ẋ2) + sin(α)mg

ẍ2
(
m+ Izz

r2

)
= c(x1 − x2) + d(ẋ1 − ẋ2) + sin(α)mg

c) Epot = 1
2c(x1 − x2)2 − sin(α)mg(x1 + x2)

d) Ekin = 1
2

(
Izz

r2 +m
)
v2

1 + 1
2

(
Izz

r2 +m
)
v2

2

e) 1
2

(
Izz

r2 +m
)
v2
s + smg sin(α) = 1

2cs
2

s1,2 =
(
mg sin(α)

c

)
±
√(

mg sin(α)
c

)2
+ 1

c

(
Izz

r2 +m
)
v2
s

f) c = c1 + c2
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2. In Abbildung 3 ist die kinematische Kette eines Manipulators zu sehen. Die Gelenke 18P. |
sind jeweils über masselose Stäbe miteinander verbunden. Ein Werkzeug der Masse
m und der Massenträgheitsmatrix I = diag(Ix, Iy, Iz) bezüglich des Koordinatensy-
stems 3 ist im Ursprung desselben angebracht. Die Gravitationsbeschleunigung g
wirkt in die negative z0-Richtung.
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Abbildung 3: Kinematische Kette.

a) Wie viele Freiheitsgrade besitzt der in Abbildung 3 dargestellte Manipulator 1 P. |
und um welche Art von Gelenken handelt es sich dabei?

b) Bestimmen Sie die homogenen Transformationen H1
0, H2

1, H3
2, sowie H3

0. 5 P. |
In allen folgenden Punkten ist der Winkel q2 = α = const. zu verwenden. Die
Achse q2 wird als starr angenommen und nicht mehr als Freiheitsgrad.

c) Berechnen Sie die Manipulator Jacobi Matrix der Translation (Jv)3
0 des End- 1 P. |

effektors gegenüber dem Ursprung.
d) Berechnen Sie die Manipulator Jacobi Matrix der Rotation (Jω)3

0 des Endef- 3 P. |
fektors gegenüber dem Ursprung.

e) Bestimmen Sie den ersten Eintrag M1,1 der Massenmatrix des Manipulators. 4 P. |
f) Berechnen die gesamte potenzielle Energie V (q) bezüglich des Ursprungs des 2 P. |

Koordinatensystems 0 sowie den Vektor der Potenzialkräfte g(q).
g) Nehmen Sie an, dass im Ursprung des Koordinatensystems 3 zusätzlich die 2 P. |

externe Kraft f ext3 =
[
fx fy fz

]T
und das Drehmoment τ ext3 =

[
τx τy τz

]T
angreifen. Bestimmen Sie den Vektor der generalisierten Kräfte fq(q) und ver-
einfachen Sie.
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Lösung:

a) 3 Freiheitsgrade, 2 rotatorische, 1 translatorischer (prismatischer) Freiheitsgrad
(RRP)

b)

H1
0(q) =


0 0 −1 0

sin(q1) cos(q1) 0 0
cos(q1) − sin(q1) 0 h1

0 0 0 1



H2
1(q) =


cos(q2) 0 sin(q2) h2

0 1 0 0
− sin(q2) 0 cos(q2) 0

0 0 0 1



H3
2(q) =


1 0 0 q3
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


c)

H3
0(q) =


sin(q2) 0 − cos(q2) sin(q2)q3

sin(q1) cos(q2) cos(q1) sin(q1) sin(q2) sin(q1)(cos(q2)q3 + h2)
cos(q1) cos(q2) − sin(q1) cos(q1) sin(q2) cos(q1)(cos(q2)q3 + h2) + h1

0 0 0 1


d)

(Jv)3
0(q) =

 0 sin(α)
cos(q1)(cos(α)q3 + h2) sin(q1) cos(α)

− sin(q1)(cos(α)q3 + h2) cos(q1) cos(α)


e)

(Jω)3
0(q) =

−1 0
0 0
0 0


f)

M1,1 =
(
mq2

3 − Ix + Iz
)(

cos2(α)
)

+ 2h2mq3 cos(α) + h2
2m+ Ix

g)
V = −(cos(q1)(cos(α)q3 + h2) + h1)gm

g =
[
sin(q1)(cos(α)q3 + h2)mg

−mg cos(q1) cos(α)

]

h)

fq =
[
− sin(α)τx + (fyq3 + τz) cos(α) + fyh2

fx

]
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3. Dargestellt ist ein System bestehend aus zwei Drachen der Massen m1 und m2, 10P. |
welche durch ein masseloses starres Seil verbunden sind. Die Drachen werden durch
die Auftriebskraft einer Luftströmung mit Geschwindigkeit v in der Luft gehalten.
Das Seil ist im Punkt C fest im Boden verankert. Die effektive Querschnittsfläche
der beiden Drachen beträgt A1 und A2. Dabei ist die Dichte der Luft ρ. Alle Kräfte
greifen in den Schwerpunkten der Drachen an.
Hinweis: Die Auftriebskraft eines Drachens berechnet sich auf die gleiche Weise wie
die Widerstandskraft in einem Fluid, wobei der Widerstandsbeiwert cw durch den
Auftriebsbeiwert ca ersetzt wird. Die Auftriebskraft zeigt in positive y-Richtung.
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Abbildung 4: Doppeldrachen

Bearbeiten Sie nachfolgend:

a) Schneiden Sie die beiden Drachen frei und fertigen Sie eine Schnittskizze mit 2,5 P. |
allen relevanten Kräften an.

b) Berechnen Sie die Seilkraft am Ankerpunkt C und geben Sie diese explizit an. 5 P. |
Hinweis: Beginnen Sie mit der Berechnung am oberen Drachen. Wenn Sie einen
Ausdruck für einen Winkel aus bekannten Größen bestimmt haben, dürfen Sie
mit diesem Winkeln als gegeben weiter rechnen.
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Abbildung 5: Drachentragstruktur

Die nachfolgenden Aufgaben können unabhängig von den vorherigen bearbeitet
werden.
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Die Tragstruktur eines Drachen kann als zwei parallel verlaufende rechteckige
Profile angenommen werden. Dabei haben die Profile jeweils eine Länge von L
eine Breite von b und die Höhen von h1 und h2. Die Profile haben eine homogen
verteilte Dichte von ρ.

c) Berechnen Sie das Massenträgheitsmoment Ixx des Profils. Gehen Sie dabei 2,5 P. |
davon aus, dass die x-Achse durch die Schwerpunkte der Profile verläuft.
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Lösung:
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Abbildung 6: Doppeldrachen Schnittbild

a)
b)

β = tan−1
( 1

2ρv
2A2cw

1
2ρv

2A2ca −m2g

)
FS2 = FW2

sin(β)
(1)

α = tan−1
( 1

2ρv
2cw(sin2(β)A2 + A1)

1
2ρv

2(ca + cos(β) sin(β)cw) −m2g

)
FS1 = sin2(β)FW2 + FW1

sin(α)
(2)

c)

Ixxi
= ρ

∫∫∫
x,y,z

(y2 + z2)dzdydx = ρ

x
[1

3y
3z + 1

3z
3y
]L

2

− L
2

h
2

− h
2


b
2

− b
2

(3)

Ixx = 1
12ρLh1b(h2

1 + b2) + 1
12ρLh2b(h2

2 + b2) (4)
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