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Hinweis: Die Unterpunkte a), b) konnen von den Punkten c¢), d) und e) unabhdingig
gelost werden.

. Gegeben ist ein Flaschenzug mit masselosen Rollen und idealen Seilen nach Ab- 10P. |
bildung 1. Die Rollen 1 und 2 drehen sich reibungsfrei um ihren Mittelpunkt. Im
Punkt B sind alle drei Seile mit der Achse der Rolle 2 verbunden.
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Abbildung 1: Skizze des Flaschenzugs.

a) Schneiden Sie die beiden Rollen und die Stange frei und zeichnen Sie alle wir- 3,5 P. |
kenden Krafte und Momente ein.

b) Berechnen Sie die Kraft fs, die Kraft f;,, die Federkraft und die Krafte im  2,5P. |
Punkt A, sodass der Aufbau im statischen Gleichgewicht ist.

Gegeben ist eine Rolle mit reibungsfreiem Lager, die in y-Richtung fest eingespannt
ist, siche Abbildung 2. Die Rolle dreht sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit der Anfangsge-
schwindigkeit ¢(0) = ¢9 und hat den Winkel ¢(0) = 0. Die Rolle, mit Massentrag-
heitsmoment /, wird mit der Kraft f, in negative z-Richtung, an eine starre Wand
gepresst. Rolle und Wand haben den Coulomb’schen Reibungskoeffizienten pic.
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Abbildung 2: Skizze der Rolle.

c) Geben Sie die Bewegungsgleichung des Rollenwinkels, sowie den zeitlichen Ver- 2P. |
lauf ¢(t) an. Eliminieren Sie dabei alle unbekannten Grofien.

d) Berechnen Sie die Kraft f, sodass die Rolle zum Zeitpunkt ¢ = T zum Stillstand 1P. |
kommt, das heifit ¢(7') = 0.

e) Berechnen Sie die dabei durch Reibung dissipierte Energie. 1P. |
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a) Freischnitt Skizze:

)
@ fi
z x
b)

Js=mg
fo =mg
fr=2mg
fa,:c =mg
fa,y =

¢) Freischnitt Skizze:

d)




2. Gegeben ist ein mechanisches Starrkorpersystem bestehend aus drei Teilkérpern
wie in Abb. 3 dargestellt. Auf einem um die zy-Achse mit dem Winkel ¢; dreh-
bar gelagerten Zylinder (Masse my, Schwerpunkt Sy) ist ein beweglicher Kolben
(Masse my, Tragheitsmatrix um den Schwerpunkt im kérperfesten Koordinatensy-
stem Ix = diag([[ Kar Ixyy 1 KZZD’ Schwerpunkt Sk ) befestigt. Der Kolben ist
entlang des Freiheitsgrades ¢, verschiebbar. Am Ende des Kolbens ist ein Pendel
drehbar mit dem Winkel g3 befestigt, welches aus einem masselosen Stab der Lange
g und einer Punktmasse (Masse mg) am Ende des Stabes besteht. Im Schwerpunkt
des Zylinders wird eine externe Kraft f; aufgebracht und auf den Kolben und den
Zylinder wirkt eine externe Kraft fx in zo-Richtung bzw. in negative xo-Richtung.

Abbildung 3: Planare Darstellung des Starrkérpersystems.

Im Folgenden soll das dynamische Verhalten des Systems beschrieben werden. Ver-
T
wenden Sie dabei die generalisierten Koordinaten q = {ql Qo Q3} . Bearbeiten Sie
folgende Punkte:
a) Geben Sie die homogenen Transformationen HJ, H?, und H3 zwischen den

Koordinatensystemen an.

b) Berechnen Sie die Ortsvektoren der Schwerpunkte im Inertialsystem pgZ?, ps&
und p§.

c) Geben Sie die zugehérigen Jacobi-Manipulator-Matrizen (J,)57, (J, )55, (J,)F,
(Jo)57 und (J,)5K der Schwerpunkte an.

d) Geben Sie die potentielle Energie V(q) sowie den Vektor der Potentialkréfte
g(q) an.

e) Berechnen Sie den Vektor der extern eingepriagten generalisierten Kréfte £

f) Berechnen Sie den Anteil des Kolbens an der Massenmatrix Mg (q).
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g) Fiir bekannte Anderungsraten ¢, und ¢3, wie muss ¢; in Abhingigkeit von q  1,5P. |
gewihlt werden, damit die yp-Komponente der Geschwindigkeit der Masse mg
zu Null wird?



cqg —Su 00 1 00 ¢ Cgs —Sqgz 0 0
sy em 00 , 1010 0 s 5% ¢ 00
Hy = 0 0 1 0|’ H1_001 0’ H; = 0 0 1 0
0 0 01 0 0 0 1 0 0 0 1
b)
lSZCl]l (QQ - lsK)th q2Cq + ZE(C%CQS — Sq1 8113)
pSZ = lSZSQl ) pgK = <QQ - lsK)th ’ pé? = |q25¢; + lE(SQICQS + Cq qu) )
0 0 0
c)
lsz8q, 0 0 (@2 = Lsx)Sqy Cq O]
(o7 = | lszcy 0 0], (I)5" = | (@ = Lix)cg, 54 0|,
0 00 0 0 0
5 —q25q; + lE(_thCQ:s - CQ1SQ3) Cq lE(_CthQ:s - SQ1CQ3)_
(JV>O - q2Cq, + ZE(C(II Cqs — Sq1 Sq;a) Sq1 ZE(_SQ1 Sqs + Cq C(I3) )
0 0 0

d)
V(a) = (lizmz +mg (g2 — lsk) +MEq2)gSe + Mmeglp(Se Ce; + €1 S¢s)
(lsZmZ + mK(Q2 - lsK) + mEQ2>gCQ1 + mEglE<CQ1CtI3 — Squ SQS)

glq) = (mK + mg)gsqe
mEglE(_Scnqu + Cq1cqa)

fzlsz(54,88 + cq,05)

£ = fx
0
f)
mK(q2 - lsK)Z + IK,zz 0 0
Mk (q) = 0 mg 0
0 0 0

9)

_ Q2Sq T+ G3(—Sq1Sqs + Ca1Cqs)
q2Cq; + lE(C(nCCIs — Sq S%)

q1 =



3. Gegeben ist ein Fufiball der gegen die Latte eines Fufiballtores geschossen werden 13,5P. |
soll. Im Folgenden soll das dynamische Verhalten des Balles wéhrend verschiedener
Phasen des Schusses betrachtet werden. Bearbeiten Sie folgende Punkte: Hinweis:
Die Unterpunkte a) und b) sowie ¢), d) und ¢) und f) und g) kénnen jeweils unab-
hdingig voneinander gelost werden:

In Abbildung 4 ist ein Modell des Balls am Bein wéahrend des Kicks gezeigt. Das Bein
hat ein Trigheitsmoment 75 . um den Drehpunkt D. Der Muskel bringt ein Moment
7y um den Drehpunkt D ein. Der Ball hat eine Masse mp und ein Tragheitsmoment
I5 um seinen Schwerpunkt.
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Abbildung 4: Schematisches Modell eines Balles wahrend des Tretens.

a) Berechnen Sie das gesamt Trigheitsmoment I” von Ball und Bein um den  1,5P. |
Drehpunkt D.

b) Geben Sie die Bewegungsgleichung des Winkels ¢ um den Drehpunkt an und 2P. |
berechnen Sie die Zeit Tz in welcher der Ball fir konstantes 7); von 0 auf die
Geschwindigkeit vy beschleunigt wird.

In Abbildung 5 ist der geometrische Zusammenhang des Schusses dargestellt. Der
Ball hat eine Masse mp und einen Durchmesser dg. Um die Latte zu treffen muss
der Ball eine horizontale Distanz dy, und eine vertikale Distanz h; Uberwinden. Der
Ball hat eine Anfangsgeschwindigkeit vy unter einem Winkel «, gegentiber der x-
Achse.
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Abbildung 5: Modell des Balls wiahrend des Schusses.



¢) Geben Sie die Bewegungsgleichungen des Balls in 2- und y-Richtung unter 2P. |
Berticksichtigung des Luftwiderstandes, bei gegebener Dichte der Luft p; und
gegebenem Widerstandsbeiwert ¢y, an. Geben Sie ebenfalls die Anfangsbedin-
gungen der Bewegungsgleichungen an.

d) Vernachlassigen Sie nun im Weiteren den Luftwiderstand (cy = 0). Berechnen 2P. |
Sie fiir gegebenen Winkel a,, den Treffzeitpunkt 7" und den Betrag der An-
fangsgeschwindigkeit vy mit der sich der Ball am Anfang bewegen muss um die
Latte zu treffen.

¢) Berechnen Sie den Betrag der Geschwindigkeit mit welcher der Ball auf die  1,5P. |
Latte trifft.

In Abbildung 6 ist das Modell fiir die Interaktion des Balles mit der Latte dargestellt.
Die Verluste durch das Komprimieren des Balles werden durch die Kraft fe(d) =
— ¢ sign(d) modelliert. Die verlustlose elastische Verformung wird durch eine Feder
mit Federkonstante ¢ und entspannter Léange [, modelliert. Die Gravitation wird

hier vernachléssigt.

Y

Abbildung 6: Modell der Interaktion des Balls mit der Latte.

f) Berechnen Sie die maximale Stauchung der Feder wenn der Ball mit einer  2,5P. |
Geschwindigkeit v, auf die Latte trifft.

g) Berechnen Sie die Geschwindigkeit v mit welcher der Ball die Latte wieder 2P. |
verlésst.



a) Mit Satz von Steiner:

IR =I5 +rymp
]D = ]gein + Ig = Igein + Ig +TQBmB

b) Drehmomentengleichung um D:

[ng =TM
T™ T™

N ﬁ B Igein + [g _'_TQBmB

Geschwindigkeit ist Winkelgeschwindigkeit mal Radius. Integrieren nach der
Zeit:

"BTM
+ Ig + T’%mB

v(t) =rpp = 7’3/¢dt =10

Bein
BTM

T = =
R ey Er T
T — vo([gein + [g + T2BmB)
B TBTM
¢) Luftwiderstand:
BTPL .2 | .2 1 T
frw = —cw (7 + 9 )ﬁ J

Bewegungsgleichungen:

dxmpr

. 9 | 9.

mpt = —Cw 1 \Vxr+ycT
2

. dpm ; .
mpij = —cw B4pL Va2 + 920 — mpy

Anfangsbedingungen fiir Position des Schwerpunktes:

z(0) =0, &(0) = wvgcos(a)
y(0) =0, 4(0) = vosin(w)
me.I.) =0
mpy = —mpyg

Lésen der Gleichungen mit Anfangsbedingungen:

x(t) = tvg cos(ay,)

t2
y(t) = tvgsin(ay,) — 95



Fiir Zeit T am Endpunkt:

x(T) = dr, = Tvg cos(ay)

t2
y(T) = hy, = Tvgsin(a,) — 95
z(T) Gleichung nach T auflésen:
T — _dr
v cos(ay,)
Finsetzten und Umformen:
dr, , d3
hy = —F— ) . E—
L COS(CI/U)UO sin(aw) 921)3 cos?(a,)

_ 9di
~ 2c0s?(ay)(dy tan(ay) — hy)

2
Vo

- dr, g
* 7 cos(ay) \/Q(dL tan(a,) — hr)

_ [2(dptan(a,) — hr)
T_¢ g

e) Energieerhaltung:

2 2
muy  mug
= —=—mgh
9 9 mgnr
2 2
br _ Y%
=——gh
9 9 gnr
gdi,
= Jv2 — 2ghs = — 2gh
T v 2ghs $ 2 cos?(ay)(dp tan(aw,) — hy) gL

f) Energieerhaltung mit Verlusten R = flloofm —pcdd:

lo—Ax
Ekin,O - Ekin,mm + Vf,mam + /l _Mcdd
0

mpv}
2

Nach Az auflosen:

=0+ %Am2 + pclAzx

Ax? + 2pc Ax — mBUS
c c

A, —He +\/pé + mpude

C

Negative Losung fihrt zu negativer Distanz -> Model gilt dort nicht mehr:

—pc + 1\ + mpue
Ag — | 2%¢] He BVO <0

C
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g) Energieerhaltung: Ax wird zweimal durchlaufen:

Ek:imout = Ekin,in —2R

2 2

mpv mpv

out mn 2
= — 2ucAx
2 2
Auflosen nach vyy:
2 2
2 2 —pCcty/ Bo+mBvse
B vi,mp — dpucAzr v, mp — 4puc <
Vout = — = —
mp mp
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