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1. Abbildung 1a) zeigt einen Roboterarm, dessen Kontaktzylinder (I) gleitend ohne zu 12 P. |
rollen auf einer Oberfliche gelagert ist. Er besteht aus dem Kontaktzylinder I mit
Radius rq, der starr mit dem Glied II der Lénge L, verbunden ist. Dieses ist iiber
ein Drehgelenk mit dem Glied III der Lénge L3 gekoppelt, das wiederum drehbar im
Boden gelagert ist. Betrachten Sie alle drei Korper als masselos. Zwischen Kérper
I und dem Boden wirkt Haftreibung mit dem Koeffizienten p,. Auf Korper I wirkt
eine Kraft f. in x¢-Richtung, auf Korper III ein Drehmoment M..
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Abbildung 1: a) Roboterarm, b) An einem Seil hdngendes Gewicht

a) Schneiden Sie den Zylinder I, sowie die Koérper II und III frei. Tragen Sie alle 2P. |
relevanten Kréfte und Momente in das Schnittdiagramm ein.

b) Stellen Sie die Kraft- und Momentenbilanzen fiir die Korper I, IT und IIT auf. 3P. |
Nehmen Sie dabei an, dass sich das System in Ruhe bleibt.

c) Gegeben die Kraft f. sowie die Winkel o und [, berechnen Sie das externe 4P. |
Moment M., das aufgebracht werden muss, um das System an der Haftgrenze
in Ruhe zu halten.

d) Bestimmen Sie den Gesamtschwerpunkt rg des Systems I4-1I411I fiir beliebige 1P. |
a und S im ortsfesten Koordinatensystem (zo, yo). Nehmen Sie fiir diese Tei-
laufgabe an, dass die Korper III und III die Massen my, mq bzw. ms besitzen
und die individuellen Schwerpunkte sich in der Mitte der jeweiligen Korper
befinden (mit blauen Punkten im Abb. 1 markiert).

Im néchsten Aufgabenteil betrachten Sie Abbildung 1b), die ein Gewicht der Mas-
se m zeigt, das an einem Seil hidngt, welches um einen feststehenden Zylinder V
gewickelt ist und mit der Rolle IV mit Radius r4 verbunden ist. Der Haftreibungs-
koeffizient zwischen Seil und Zylinder V sei ps. Auf die Rolle IV wird ein Moment
M, aufgebracht.

¢) Nehmen Sie an, dass das Seil drei Seilumwickelungen um den Kérper V auf- 2P. |
weist. Wie ist der Haftreibungskoeffizien pg zwischen Seil und Zylinder V zu
wéhlen, damit die Masse m stationar bleibt.



Losung:

a) Freischnitt Skizze:

b) Kontaktzylinder I:

fo:fe+f1x_ft:0
ny:fly_fne_'_fN:O
EMZ:Ml—ftﬁ:O

(fe < psfn)
Korper II:
2f:p = f23: _flac =0
Xfy=Joy— Sy =0
ZMZ = nyLQ COS(B) - foLQ sm(ﬁ) - M1 =0
Korper II1:

Zfac = fbw - f?ac =0
Xfy=Jfoy — J2y =0
XM, = M, + foyLscos(a) + forLgsin(a) =0

sr sin(a) 4+ Lo sin(5) cos(a) + Lo sin(a) cos(B)

M, = f.Ls -
e = fe sty + Lo cos(B) + pus Lo sin(5)
—m1 (L2 cos B+Ls3 cos a)—mg(% cos 8+ L3 cos a)—mg (% cos a)
= mi1+ma+ms3
d) s L—;mz sin S+ m3 sin o
m1+ma+ms3

e) Firmg > % = g > éln(%)

Fdrmg<%:> s > 1ln(ME)
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2. Abbildung 2 zeigt einen an einer elastischen Briicke (Masse mp) deckenmontierten 18 P. |
seriellen Roboter mit drei Freiheitsgraden iiber einem Wellenbecken. Die Briicke
verschiebt sich in xg-Richtung; die Elastizitat wird beidseitig durch je eine Linear-
feder (Steifigkeit k;, k., entspannte Lange xp() und einen viskosen Dampfer (b, b,.)
modelliert. Der Roboter besteht aus drei seriell verbundenen Gliedern der Lange
dy, ds, d3 mit Punktmassen mq, mo, mg in deren Schwerpunkten und Tragheits-
momenten I, = diag(ly, I1, 1), I, = diag(ls, I, I5), I3 = diag(Is, I3, I3). Das erste
Gelenk ¢; liegt um dy unterhalb der Briickenauthéngung. Am Endeffektor ist eine
kugelférmige Boje (Radius ry,, Masse my,) befestigt, deren Mittelpunkt im Endeffek-
torpunkt p, liegt. Die Boje ist in einem Wellenbecken (Wasserdichte p,,, ruhende
Wasseroberflache bei z = —h) teilweise eingetaucht; zusatzlich wirkt die Wellenkraft
Fo = [Fuz, Fuy, Fu.]t an der Boje. Die Erdbeschleunigung g wirkt in negativer z-
Richtung. Verallgemeinerte Koordinaten: q = [z, q1, ¢2, 3] -
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Abbildung 2: Deckenmontierter Roboter iiber Wellenbecken mit elastischer Briicke (Fe-
dern k;, k., Dampfer b, b,) und kugelférmiger Boje am Endeffektor.

a) Geben Sie die homogenen Transformationen H}, H?, H3 zwischen den jeweili- 3 P. |
gen Koordinatensystemen an. Berechnen Sie Hj.

Nehmen Sie nun an, dass der Roboter stets in der xg-zo-Ebene agiert, d. h. ¢ = 0.
Fiir die folgenden Aufgaben b)—q) reduzieren sich die verallgemeinerten Koordinaten



daher auf q = [vB, ¢, q3]*. Verwenden Sie die unten angegebene Transformation:

—593 0 C23 xp + dacy — d3Sa3
He 1 0 1 0 0
Olgi=0 —co3 0 —sS93 —dy — dy — dysy — dscas
0O 0 0 1

Abkiirzungen: ¢, = 0S8y, Sy = SINQy, Coy = COS(¢utqy), Szy = SIN(Gz+qy)-

b)

c)

Berechnen Sie die translatorische Manipulator-Jacobi-Matrix (J,)§ € R3*3 des
Endeftektors fiir ¢g; = 0.

Geben Sie den Berechnungsvorschlag fiir die Massenmatrix M(q) € R3*3 fiir
das betrachtete System an. Berechnen Sie den Eintrag M;; in Abhéngigkeit
der gebebenen Grofien.

Stellen Sie die Gleichung der potentiellen Energie auf. Untersuchen Sie den Ein-
fluss der Roboterbewegung auf die potentielle Energie der Feder und begriinden
Sie, welche verallgemeinerten Koordinaten die Federenergie beeinflussen.

Zeichnen Sie den Freischnitt der Boje. Leiten Sie die eingetauchte Hohe hgy,(q)
und die Auftriebskraft F4 = p,, g Vsup her, wobei das Kugelkap-Volumen V,;, =
%hgub(?)rb — hsup) ist. Bestimmen Sie anschliefend aus dem statischen Kréfte-
gleichgewicht der Boje die Reaktionskraft Fr im Weltkoordinatensystem (Ko-

ordinaten System 0).

Die am Endeffektor angreifende duflere Gesamtkraft sei nun das bestimmte
Fg, abhéngig von Wellen- und Auftriebskraft. Berechnen Sie den Vektor der
verallgemeinerten Kréifte. Leiten Sie aus der xg-Komponente der statischen
Gleichgewichtsbedingung V4V = f, + 7 mit 7 = [0, 7, 73]T (Briicke ungere-
gelt) die Ruhelage % symbolisch her. Geben Sie zusétzlich die erforderlichen
Gelenkmomente 7, = 0V/0qx — (f,)x fir k = 2,3 symbolisch an.

Die Boje soll trotz der welleninduzierten Briickenbewegung &g # 0 stationdr
bleiben (p. = 0). Bestimmen Sie die hierfiir erforderlichen Gelenkwinkelge-
schwindigkeiten ¢, ¢3 symbolisch.

2P. |

2P, |

3P. |

2.5P. |

2.5P. |

3P. |



Losung:

a) Homogene Transformationen. Mit ¢; = cosq;, s; = sing;:

cg —s1 0 xp ca 0 59 O
1 |$1 C1 0 0 2 1 0 0
HO - 0 0 1 —do ’ Hl - —S89 0 Co —d1 ’

0 0 0 1 0 0 0 1

—S83 0 C3 dg 100 d3

0 1 0 0 010 0

3 _ e _
H, = —c3 0 —s3 0]’ H; 0010
0 0 0 1 000 1

Zwischenergebnis HY = H{H?H3:

—C1823 —S$1 C1C23 xp + cidacy

H? — —51523 C1  S1C23 s1dacy
0 e .
—Ca3 0 —893  —dy —dy — dasy
0 0 0 1

b) Jacobi-Matrix.
Mit q = [z, g2, gs]" und g1 = 0 folgt (J,)5 = Ip./dq € R¥*?:
1 —dysy — dgcps  —d3cas
=10 0 0
0 —dacy + d3saz  d3sa3

(J0)5

q1=0

Die zweite Zeile (y-Richtung) ist identisch Null, da der Roboter bei ¢ = 0
ausschlieflich in der xy-zo-Ebene operiert.

c) Massenmatrix. Allgemeine Form:

3
M(q) =mpJ5Js + Z(mz Jo g dus +1; JE,ZJw,z) +my ()5 (T
=1

Spalte 0 jeder Translations-Jacobi ist konstant [1,0,0]T (alle Kérper folgen der
Briicke in x), daher

Moy = mp + mq + mo + ms + my = konst.

d) Potentielle Energie. Aus der gegebenen H liest man die Schwerpunkthéhen

ab: n=
251 = —do — % (konfigurationsunabhingig),
250 = —do — dy — %282,
zg3 = —do — dy — dasy — %3023,
Pe,r = —do — di — daSa — d3Ca3.
Damit:

Vig) = %(kl + k) (x5 — xpo)* —

VEeder

- g|:m1(d0 + Cl2—1)+m2(d0 + dl + %82)+m3(d0 + d1 + d282 + %’Cg;g) +mb<d0 + d1 + ngg + d3023) .

Vieder hangt ausschliefSlich von xp ab; die Federn koppeln nur an das Schubge-
lenk und nicht an die Drehgelenke. Daher OVgeger/Oqr = 0 fir k = 2, 3.
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e) Auftrieb und Roboter-Reaktionskraft. Der Kugelmittelpunkt liegt bei p. ., der
tiefste Punkt der Boje bei p. . — 1. Die Wasseroberfliche liegt bei z = —h. Ein-
getauchte Hohe (gemessen vom tiefsten Bojen-Punkt nach oben bis zur Was-

seroberfliche):
hsub(q> = Clip(_h_pe,z+rb7 07 27’{)) = Chp<_h’_(pe,z_7nb)7 07 2741))7 FA = Pwd % hlgub (3rb_he

Vorzeichen-Check: p.. < 0 (Endeffektor unter Brickenniveau, zo = 0 liegt an
Brickenaufhangung); h >0 — —h — pe. + 15 = (|pe.s| — h) + 1 > 0 wenn Bo-
jenboden unter Wasseroberfliche. Kriftegleichgewicht der Boje (Eigengewicht,
Auftrieb, Wellenkraft, Reaktionskraft des Roboters):

_Fw:(:
Fr+ Faz—mygz+F,=0 — Fr= —Fwy
mbg_FA_sz

f) Verallgemeinerte Krafte und Ruhelage. Da V' aus d) das Gravitationspotenti-
al der Boje (mpgpe..) bereits enthdlt, gehen in f, nur die nicht-konservativen
Krifte ein — Wellenkraft ¥, und Auftrieb F42:

Fw:v
F.,=F,+Fis = F., = —Frt+mpg 2 (vgl. e)), f, = (J,)e" Feu
sz + FA

xp verschiebt die gesamte Briicke (mitsamt Roboter und Boje) starr in -
Richtung; daher Op./0xp = [1,0,0]T unabhingig von qa,qs. Damit gilt

(fq)() = [17 07 O]TFezt = wa-

Fy liegt orthogonal zu %o; Fa und F,, wirken vertikal, aber Op. ./0xp = 0
(erste Jacobi-Spalte hat Null in z-Zeile) — kein Beitrag zu ( fy)o. Im statischen
Gleichgewicht (1o = 0, Federriickstellung):

(ki +k)ap=Fpe — zph= o

Gelenkmomente 1, = OV /0qr, — (f,)k, k = 2,3. Der Schwerpunkt zg; ist kon-
figurationsunabhdangig (q2, q3 beeinflussen Glied 1 nicht). Explizit:

gz; = g[_d2(% + msg + mb)CQ + d3(% + mb) 523}, 87‘/ = gd;;(% + mb)523_

0q3

(fq)2 = (—dasay—dscaz) Fupt(—dacatdssas) (Fu+Fa), (fq)s = —dscas Fuutdssss (Fu.+Fa).
Damit:

Ty = 9[—dz(% + ms + mb)CZ + dS(% + mb) 323} — (—das2 — dsca3) Fiyw — (—daca + d3sa3) (Fiyy -
T3 = dg[g(% + mb) So3 + Co3 Fiyw — Sa3 (Fus + FA)}.

g) Stationire Boje. Aus p. = (J,)5q = 0 mit q = [xp, g2, g3 folgt zeilenweise
(Jacobi aus b)):

x-Zeile: 1-Tp+ Jyou G2 + Jp3. 43 =0,
y-Zeile: 0=0 (trivial: zweite Zeile der Jacobi verschwindet bei ¢, = 0),

z-Zeile: 0-Tp—+ Jv,2z qs + Jv,3z g3 = 0.
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Die y-Zeile ist identisch Null (Roboter in xy-zy-Ebene). Ubrig bleibt das 2 x 2-
System aus x- und z-Zeile:

Jv,2:c Jv,Sx 42 — _-ijB
Jv,2z Jv,Sz q3 0 .
Mit Jv,2x = —dy89 — d3ca3, Ju,3x = —d3cCa3, Jv,QZ = —dycy + d3593, Jv,3z = d3593.

. _ Jv,Zx Jv,&r
SeZA_ |fL;,22 Jv,3z

. Determinante (Additionstheorem cocas + SoS93 = C3):
det A = Jv,Qsz,sz - JU,Sva,Qz = —dad3 (32523 + 02023) = —dads c3.

Matrizinversion (2 X 2):

Al — 1 Jv,3z —Jv,:s:c _ 1 d3523 d3ca3
det A |—=Jv2:  Jyos —dydscs [daca — d3sa3  —dasy — dzcaz|

Go Al —Ip| _ —Ip | Jy3: _ —Ip d3523
qs3 0 det A —Jv,2z —dadscs dacy — d3sa3|’
_ 523 i o dycy — d3523 P

d2 C3 B o d2d3 C3 b

Physikalisch: die Gelenke regeln die durch die Briickenbewegung verursachte
Endeffektorgeschwindigkeit aktiv aus.
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3. Abbildung 3 zeigt ein heckgetriebenes Rennmotorrad, das auf ebener Strecke einen 10P. |

Sprintfahrt absolviert. Das Motorrad wird als zwei identische Rader mit Masse m,
Radius r; und Tragheitsmoment /; modelliert, die an einem masselosen Rahmen mit
Radstand L montiert sind. Der Motor zwischen Rahmen und dem Hinterrad bringt
am Hinterrad ein konstantes Drehmoment M auf, damit das Motorrad die Ziellinie
in der Entfernung z; erreicht, wobei das Vorderrad um den Winkel 6 angehoben ist.
Nehmen Sie an, dass das Vorderrad fiir ¢ > 0 keinen Bodenkontakt hat und relativ
zum Rahmen nicht rotiert. Fir ¢t =0 gilt: x =2 =60 = 0.

Is s
L, ri, m \]\:f I, ri, ma ,,—”'/’
- 0

ol [ © S

Tt

Abbildung 3: Motorrad am Start (links) und am Ziel (rechts) der Strecke.

a) Schneiden Sie das Hinterrad sowie den restlichen Motorradkorper frei und tra- 2P. |
gen Sie alle relevanten Kréfte und Momente wahrend der Beschleunigungphase
ein.

b) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fir das Hinterrad und fiir den Rahmen 4P. |
mit Vorderrad auf.

c¢) Berechnen Sie die GroBe des konstanten Antriebsmoments M, die erforderlich 4P. |
ist, damit das Motorrad genau in dem Moment, in dem das Hinterrad die
Ziellinie passiert, das Vorderrad um den Winkel §; angehoben hat, als Funktion
der bekannten Groflen. Nehmen Sie an, dass das Hinterrad nicht rutscht und
der Rollwiderstand vernachléssigbar ist.

Nehmen Sie fir diese Teilaufgabe an, dass cos(f) =1, sin(f) = 0 und 6% = 0.



Losung:

a) Freischnitt Skizze

TfT’ft

b) Hinterrad (Rollbedingung: & = ri&):

mit = fr — fia
Il% :M—fﬂ‘l

OZfN_fly_mlg

Rahmen + Vorderrad

(Kinematik der Vorderradachse:

ry =x+ Lcos = iy :i—LQQCosﬁ—Lésine,
yy =7+ Lsin® = jjy = —LO?sin0 + L cosb

mﬁv = fl:c
migy = fly — g
1,0 = M — fiyLcos0 + fi,Lsin6

Mit cosf =1, sinf =0, 6% ~ 0:
fize =@, fi, =mig+ my Lo
M — mygL
11+m1L2
M

I
= + 2m17"1

. I . .
fi=2mz, M= ( + 2m1r1>x = I=
(A1

mlgL(% + 2m1r1)xt

= M= -
(ﬁ + 2m1r1)xt — Ht(II + m1L2)
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