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1. Es soll die Dynamik einer Wurfmaschine (Floating Arm Trebuchet) analysiert wer- 10P.|

den. Ein schweres Gegengewicht mit der Masse M sorgt fiir die Beschleunigung
des Projektils mit der Masse m und dem Trégheitsmoment 6,,. Das Gegengewicht
gleitet entlang einer Fithrung vertikal nach unten und ist iiber ein Gelenk mit dem
Wurfarm verbunden. Der Wurfarm hat die Linge L + [ und ist an der Achse der
Rolle R befestigt, welche sich auf einer horizontalen Schiene bewegt (L und [ sind
konstant). Am Wurfarm héngt ein Schwungarm mit der Lénge r, welcher schliefSlich
das Projektil fiihrt. Vereinfachend werden der Wurfarm, der Schwungarm und die
Rolle als masselos angenommen.
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Abbildung 1: Floating Arm Trebuchet.

a) Geben Sie die Ortsvektoren rj; und r,, zu den Massen M und m, abhdngig 2P|
von den Winkeln ¢ und %, an.
b) Berechnen Sie die Geschwindigkeitsvektoren der Massen M und m. 2P|

¢) Bestimmen Sie die kinetische Energie des Systems als Funktion der Winkel ¢ 1.5P.|
und .

d) Berechnen Sie die potentielle Energie des Systems, abhingig von ¢ und . 25P,|
Bestimmen Sie weiters die Ruhelagen (Gleichgewichtslagen) des Systems.
Hinweis: Die Ruhelagen sind durch ¢ = ¢ = ¢ = 1 = 0 charakterisiert.

e) Nehmen Sie nun an, dass die Losungen fir ¢(t) und 1(t) bereits berechnet 2P,
wurden und bekannt sind.
Das Projektil m wird zum Zeitpunkt t* > 0 vom Schwungarm gelost und
beschreibt ab diesem Zeitpunkt eine Wurfparabel der Form
(t—t7)?

r,(t) = a—— +b(t—t") +c.

Berechnen Sie die Parameter a, b und c.



Losung:

a) Ortsvektoren

™M= [l sir?(gzﬁ)]

. [—(L + 1) cos(p) +r sin(w)]
o —Lsin(¢) — rcos(v))

b) Geschwindigkeitsvektoren

e Lco§¢»A
V. = l(L + 1) sin(¢)d + TCOS(zb)zb]

—Lcos(¢p)¢p + rsin(y)y

c) Kinetische Energie
M ezz h
T = S vl + Flival® + 24
= S (Tcos(8)8)? + (L + 1) sin(@)6 + r cos(v)i)+

(~Leos(9)d + rsin(u)i)?) + 2
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d) Potentielle Energie

V = Mglsin(¢) — mg(Lsin(¢) + rcos(¢)) + Vo

Ruhelagen

¢r = arccos(0) = 5 +j>7r, jeN

g = arcsin(0) = kmr, k€N

e) Wurfparabel




2. Die in Abbildung 2 gezeigte Anordnung wird konzentriert parametrisch als thermi- 10P,|
sches RC-Netzwerk modelliert. Es gelten folgende Annahmen:

e Der zylinderférmige Glithfaden hat die homogene Temperatur Ty, die Oberfla-
che Ag, die Emissivitat € und eine vernachlassighare Warmekapazitat. Er wird
mit der elektrischen Leistung P gespeist, welche zur Génze in Wéarme umge-
wandelt wird. Der Glithfaden tauscht Warme mit der Umgebung (Temperatur
T ) nur itber thermische Strahlung und mit dem Sockel nur iber Wérmeleitung
in den Leitern aus.

e Jeder Leiter hat die Warmeleitfahigkeit A\, die Lange L, die Querschnittsflache
Ay und eine adiabate Mantelfliche. Die Warmeleitung in den Leitern wird als
stationdr modelliert, da ihre Warmekapazitat vernachlassigbar klein ist.

e Der Sockel hat die homogen verteilte Temperatur Ts(t), die spezifische War-
mekapazitit cg, die Masse mg und die Oberfliche Ag. Er tauscht Warme mit
der Umgebung iiber Konvektion (Warmetbergangskoeffizient aig) aus.

Tw Te, P Glithfaden (g, Ag)

| Teiter (A, Ap)

Ts(t)

[~ Sockel (Cs, mg, As, Oés)

Abbildung 2: Glithfaden auf einem Sockel.

a) Geben Sie den thermischen Widerstand Ry zwischen Sockel und Umgebung 1P|
und die thermische Kapazitit C's des Sockels als Funktionen der bekannten
Grofen an.

b) Berechnen Sie den Nettowdrmestrom Q¢ zufolge thermischer Strahlung zwi- 3P|

schen Glithfaden und Umgebung als Funktion von T und T,.. Geben Sie alle
dafiir erforderlichen Sichtfaktoren an und vereinfachen Sie den Ausdruck fiir
Q¢ soweit als moglich.

c) Jeder der beiden Leiter soll durch einen thermischen Widerstande Rj, repré- 2P|
sentiert werden. Berechnen Sie Rj,.

d) Zeichnen Sie das thermische RC-Netzwerk zur Abbildung 2. Verwenden Sie 2P|
hierbei zur Darstellung der thermischen Strahlung einen nichtlinearen thermi-

schen Widerstand Rs(Tq, T )-

e) Geben Sie die Differentialgleichung fiir die Sockeltemperatur Ts(t) an. In dieser 1P|
Differentialgleichung muss T nicht eliminiert werden.

f) Geben Sie die Gleichung zur Berechnung der stationdren Glithfadentemperatur 1P|
T an. Sie miissen diese Gleichung nicht l6sen.

Hinweis: Abgesehen von e) und f) konnen alle Teilaufgaben unabhéngig voneinan-
der gelost werden. Zuvor berechnete Bauteilwerte miissen nicht eingesetzt werden.
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Losung:
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3. Die in Abbildung 3 dargestellte Konstruktion zum Ziehen einer Last tiber eine Ram-
pe befindet sich ohne duflere Krafteinwirkung (F' = 0) in einer statischen Ruhelage.
Die Masse m; ist Uber ein masseloses Seil mit der Masse ms verbunden. Das Seil
wird iiber eine Rolle mit dem Radius r, der Masse mpz und dem Massentragheits-
moment [, welche im Punkt R reibungsfrei gelagert ist, umgelenkt und verlauft
parallel zur im Winkel a geneigten Rampe. Zwischen der Masse msy und der Ram-
pe herrscht der Haftreibungskoeffizient pp. Die Konstruktion zum Halten der Rolle
kann als masseloser Starrkdrper modelliert werden. Die Erdbeschleunigung g wirkt
in negativer e,-Richtung. Alle benétigten Léngenangaben konnen der Zeichnung
entnommen werden.
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Abbildung 3: Konstruktion zum Ziehen einer Last.

Fiir die Punkte a)-f) befindet sich das Sytem in Ruhe und es gilt F' = 0.

a)

Schneiden Sie die Massen m; und ms, die Rolle und die Konstruktion zum
Halten der Rolle getrennt frei und zeichnen Sie alle relevanten Kréfte ein.

Berechnen Sie die Seilkraft.

Es gelte uy < tan(a). Wie grof§ darf die Masse my maximal sein, damit sich
das System in Ruhe befindet?

Berechnen Sie die Lagerkrafte im Punkt R.
Berechnen Sie die Lagerkréifte in A und B.

Welche Hohe [; darf die Konstruktion maximal haben damit sie nicht kippt,
wenn man annimmt, dass das Lager B nur Druckkréfte aufnehmen kann?

Uber die externe Kraft ' wird die Masse my nun gezogen. Formulieren Sie
die Bewegungsgleichung fiir die Position s der Masse msy. Bezeichnen Sie die
Reibkraft zwischen der Masse mo und der Rampe der Einfachheit halber als
F..

Hinweis: Alle Punkte konnen getrennt voneinander gelost werden. Wenn vorher-
gehende Groflen nicht berechnet werden konnten, kann mit den abstrakten Formel-
zeichen weitergerechnet werden.
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Losung:

mag

Fs
FR,ac FS
Fpy
Mgy
Fr, l
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Fs
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F QGZ V] 0)
A’ T
Fp
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Fs =mug
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M2 maz =

sin(a) — py cos(a)

Fr. = mygcos(a)
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4. Abbildung 4 zeigt eine wachsende Eisschicht mit der Dicke d(t) auf einem See mit 10P,|
der konstanten Tiefe D. Es wird ein eindimensionales Wérmeitibertragungsproblem
in Richtung x betrachtet. An der Eisoberfliche (z = 0) betrdgt die Temperatur
konstant 1. Der Rand x = D ist adiabat.

Das Eis hat die Temperatur Tg(z,t) und die Materialparameter pg (Dichte), ¢, g
(spezifische Warmekapazitat) und Ag (Warmeleitfahigkeit). Das Wasser hat die
Temperatur Ty (x,t) und die Materialparameter py, ¢, w und Ay .

Bei der festen Temperatur 7 erstarrt das Wasser. Dabei wird die spezifische Um-
wandlungsenthalpie h (in Jkg™!) frei.
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Abbildung 4: Eisschicht auf einem See.
a) Schreiben Sie jeweils fir die Eis- und die Wasserschicht (0<xz<d bzw. d<z<D) 2P|

die Gleichung fiir quellfreie Warmeleitung an. Formulieren Sie am Punkt z = d
eine Randbedingung fiir einen stetigen Ubergang von T zu Ty .

b) Geben Sie Randbedingungen bei x = 0 und = = D an. 1P|

¢) Wenn die Eisdicke d(t) wichst, kann die an der Grenzflache x = d freiwerdende 3P|
Umwandlungsenthalpie als flichige Warmequelle in der Form

modelliert werden. Stellen Sie mit (1) und den Wéarmestromdichten )\j%
(j = E,W) die Energiebilanz fir die Grenzfliche z = d auf.

d) Es wird ab nun von ndherungsweise stationdaren Temperaturprofilen im Eis und 2P|
im Wasser ausgegangen, d.h. % = 0. (Die Schichtdicke d(t) wird weiterhin
transient betrachtet.)

An der Grenzschicht x = d herrscht die Erstarrungstemperatur T, > Tj. Losen
Sie fiir diesen Fall die Differentialgleichungen fiir Tx und Ty .

e¢) Fassen Sie die Resultate der Teilaufgaben (c) und (d) zu einer Differential- 2P,
gleichung fiir d(t) zusammen. Losen Sie diese Differentialgleichung fiir die An-
fangsbedingung d(0) = 0.
Hinweis: Die Losung kann mittels Trennung der Variablen berechnet werden.



Losung:
a) PDEs

pECpETE(t,2) = AT 40(t, )
pwepwlwi(t, ) = AwTw(t, x)

b) Randbedingungen

c) Energiebilanz

d) Stationdre PDEs

0 = TE,acx (ZE, t)
TE(()? t) - TO
TE(d7 t) - Ts
O = Twﬂm (.T, t)
Tw(d,t) =T
Tw.(D,t) =0
Losung
x
TE(.T,t) = T() + (TS — TO)M
Tw(ZL’, t) = TS
e) ODE
. T, — Ty
hppd(t) = A
d(0) =0
Losung




