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1 Einleitung

Diese Vorlesung beschéftigt sich mit der Modellbildung technischer Systeme. In einem
ersten Schritt soll daher geklért werden, was man unter einem System versteht. Einfach
formuliert ist ein System die Verbindung unterschiedlicher miteinander in Verbindung
stehender Komponenten zu einem Ganzen zum Zwecke der Durchfihrung bestimmter
Aufgaben. Die Wechselwirkung eines Systems mit der Systemumgebung erfolgt iiber die so
genannten Fingangs- bzw. Ausgangsgrofien, siehe Abbildung 1.1.
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Abbildung 1.1: Zum Systembegriff.
Die Eingangsgrofien w1, ug, ..., u, sind dabei Gréflen, die von der Systemumgebung

auf das System einwirken und nicht vom Verhalten des Systems selbst beeinflusst werden.
Man unterscheidet dabei zwischen Eingangsgréfien, mit denen man das System gezielt
(regelungstechnisch) beeinflussen kann (Stellgréfien) und Eingangsgrofien, die nicht unserer
Kontrolle unterliegen (Stérgrofsen). Die Ausgangsgrofen yi, ya, . . ., yq sind Grofen, die vom
System generiert werden und ihrerseits die Systemumgebung beeinflussen. Ausgangsgréfien,
die messtechnisch erfassbar sind, nennt man auch Messgrdfien.

Ein Modell ist im Wesentlichen ein beschranktes Abbild der Wirklichkeit, in dem die
fir die jeweilige Aufgabe wesentlichen Eigenschaften des Systems beriicksichtigt werden.
Bei einem mathematischen Modell wird das Verhalten des realen Systems in abstra-
hierter Form beispielsweise durch algebraische Gleichungen, gewohnliche oder partielle
Differentialgleichungen abgebildet. An dieser Stelle ist es wichtig zu betonen, dass kein
mathematisches Modell ein System exakt abbildet. Vielmehr stellt ein mathematisches
Modell immer einen Kompromiss zwischen Modellkomplexitdt und Modellgenauigkeit
beziiglich der gewiinschten Eigenschaften dar. Um ein fiir die jeweilige Fragestellung
geeignetes mathematisches Modell zu entwickeln, miissen teilweise in wiederkehrenden
Schleifen verschiedene Schritte der Dekomposition (Zerlegung des Systems in einzelne
Subsysteme und Komponenten), der Reduktion und Abstraktion (Weglassen von fiir die
Aufgabenstellung unwesentlichen Details und Uberfithren auf ein einfacheres Ersatzsystem)
und der Aggregation (Zusammenfassung von Komponenten und Subsystemen zu einem
Ganzen) durchgefithrt werden. Diese Schritte lassen sich nur beschrinkt systematisieren,
weshalb die Erstellung eines geeigneten mathematischen Modells zumindest zum Teil
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1 FEinleitung Seite 2

eine Kunst ist und immer bleiben wird. Das mathematische Modell bildet nicht nur die
Grundlage fiir die Systemanalyse, bei der das statische und dynamische Verhalten des
Systems in Abhéngigkeit der Eingangsgrofien und Systemparameter untersucht wird,
sondern auch fiir die Systemsynthese, also den Entwurf des Gesamtsystems. Zum letzteren
Punkt zdhlt insbesondere auch die Auslegung von geeigneten Sensoren und Aktoren bis hin
zum Steuerungs- und Regelungsentwurf, der ausfiihrlich in der Vorlesung Automatisierung
im kommenden Semester behandelt wird.

Grundsétzlich unterscheidet man zwischen der theoretischen und experimentellen Mo-
dellbildung. Bei der experimentellen Modellbildung wird das mathematische Modell auf
Basis der gemessenen Ein- und Ausgangsgrofien so erstellt, dass das Eingangs-Ausgangs-
verhalten moglichst gut wiedergegeben wird. Diese Art der Modellbildung wird auch
als Systemidentifikation bezeichnet und man spricht bei Modellen, die ausschlielich auf
experimenteller Information beruhen, von Black-Box Modellen. Da Black-Box Modelle sich
lediglich auf experimentelle Ergebnisse stiitzen und kein (oder sehr wenig) a priori Wissen
des Systems nutzen, hat das so gewonnene Modell nur in dem durch die Identifikation
abgedeckten Datensatz Giiltigkeit. Der Hauptvorteil besteht darin, dass man relativ wenig
Wissen tiber das System benotigt. Im Gegensatz dazu werden die mathematischen Modelle
bei der theoretischen Modellbildung auf Basis physikalischer Grundgesetze hergeleitet.
Man spricht in diesem Zusammenhang auch von White-Box Modellen oder first-principles
models. Zwischen den Black-Box und White-Box Modellen gibt es je nach Verhéltnis
von experimenteller zu physikalisch basierter Modellinformation verschiedene Grade von
Grey-Box Modellen. An dieser Stelle sei erwéhnt, dass es im Allgemeinen nicht moglich ist,
ein mathematisches Modell ausschlieflich iber physikalische Gesetze herzuleiten und voll-
standig zu parametrieren. Einige sogenannte konstitutive Parameter (Reibungsparameter,
Streuinduktivitaten, Leckolstromkoeffizienten) miissen aus Experimenten ermittelt werden,
auch wenn der Modellansatz physikalisch motiviert ist. Die Vorteile dieser letzteren Mo-
delle (White-Box Modelle mit wenigen experimentell ermittelten Konstitutivparametern)
besteht in der sehr guten Fxtrapolierbarkeit des Modells iiber die durch Experimente
gewonnenen Daten hinaus, einer hohen Zuverlissigkeit, einer guten Einsicht in das Modell,
sowie in der Tatsache, dass das Modell skalierbar und auch fiir noch nicht realisierte
Systeme (Prototyping) anwendbar ist. Als Nachteil kann angegeben werden, dass die-
se Art der Modellbildung im Allgemeinen relativ zeitintensiv ist und man das System
genau verstehen muss. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir uns ausschliellich auf
letztgenannte mathematische Modelle konzentrieren.

Abbildung 1.2: Zu statischen und dynamischen Systemen.
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Im Folgenden betrachte man die zwei einfachen elektrischen Systeme von Abbildung 1.2,
namlich einen Widerstand und einen idealen Kondensator, mit der Eingangsgrofie i(t)
(Strom), der Ausgangsgrofie u(t) (Spannung) und der Zeit ¢. Beim Widerstand R ist die
Ausgangsgrofle zu jedem Zeitpunkt ¢ eindeutig durch die Eingangsgrofie zum Zeitpunkt ¢
bestimmt, es gilt ndmlich

u(t) = Ri(t) . (1.1)
Systeme dieser Art, deren Ausgangsgréfien lediglich vom Augenblickswert der Eingangs-
grofen abhéngen, werden als statische Systeme bezeichnet. Im Gegensatz dazu muss zur

Berechnung der Spannung u(t) des Kondensators C' zum Zeitpunkt ¢ der Eingangsstrom
i(7) fiir die gesamte Vergangenheit 7 < ¢t bekannt sein, da gilt

C/ T)dr = C/to dT+ t (T)dT. (1.2)

)—uo

Kennt man die Eingangsgrofie i(7) lediglich fiir das Zeitintervall tg < 7 < ¢, dann
muss zusétzlich die Spannung des Kondensators zum Zeitpunkt ¢y als Anfangsbedingung
u(to) = up bekannt sein. Wie man aus (1.2) erkennt, beinhaltet die Anfangsbedingung die
gesamte Information tiber die Vergangenheit 7 < ¢y. Man sagt auch, u(ty) beschreibt den
internen Zustand des Systems Kondensator zum Zeitpunkt tg. Systeme dieser Art, deren
Ausgangsgrofien nicht nur vom Augenblickswert der Eingangsgréfien sondern auch von
deren Vergangenheit abhéngen, werden als dynamische Systeme bezeichnet.

Wenn fiir ein System nach Abbildung 1.1, wie im Falle des Widerstandes und des
Kondensators, die Werte der Ausgangsgrofien yi, ya, ..., y, zum Zeitpunkt ¢ ausschlieBlich
vom Verlauf der Eingangsgrofien wy(7), ua(7),. .., up(7) fir 7 <t abhédngen, dann nennt
man das System kausal. Da alle technisch realisierbaren Systeme kausal sind, werden wir
uns im Folgenden auf diesen Fall beschréanken.

Die bisherigen Uberlegungen erlauben uns nun die allgemeine Definition der Zustands-
grofen eines dynamischen Systems anzugeben:

Definition 1.1 (Zustand). Existieren fiir ein dynamisches System Groflen zq,. .., zy
mit der Eigenschaft, dass die Ausgangsgrofien yi, yo,...,¥y, zu einem beliebigen
Zeitpunkt ¢ eindeutig durch den Verlauf der EingangsgroBen wi(7), ua(7), ..., up(7)
auf dem Intervall ty) < 7 <t und den Werten von (), ..., x,(to) fir ein beliebiges
to festgelegt sind, dann heilen die Gréfen 1, ..., xz, Zustandsgréfien des Systems.

Aufgabe 1.1. Welche Grofle wahlen Sie als Zustandsgrofie bei einer Induktivitat?
Begriinden Sie Thre Antwort.

| Losung von Aufgabe 1.1. Den Strom oder den verketteten Fluss der Induktivitét.

Dynamische Systeme, die sich durch eine endliche Anzahl n von Zustandsgréfien charak-
terisieren lassen, werden auch als Systeme mit finitem Zustand der Ordnung n bezeichnet.
Diese Systeme mit finitem Zustand, oft auch konzentriert-parametrische Systeme genannt,
werden durch mathematische Modelle in Form von gewohnlichen Differentialgleichungen
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1 FEinleitung Seite 4

und algebraischen Gleichungen beschrieben. Im Rahmen dieser Vorlesung schranken wir
uns auf jene Systemklasse mit finitem Zustand ein, die eine Beschreibung durch ein
explizites mathematisches Modell folgender Form erlaubt:

d

Exl:fl(xla”'axnvul)"'upvt)a xl(tO):xl,O
d Zustandsdifferen-
= fa(zr, o g, u, . up, ), z2(to) = w20 tialgleichungen
. (1.3a)
mit Anfangs-
bedingungen
d
&mn:fn(m,...,mn,ul,... Up, 1), xn(to) = Tno
Y1 = hl(xl, ey T, UL,y - up,t)
Yo = h2($1, ey T, UL,y .. up,t)
Ausgangsgleichungen (1.3b)
Yg = hg(z1, ..., 2n,u1,. .. up,t)
Fasst man die Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgréfien zu Spaltenvektoren
T
u= {ul Uy ... up] (1.4a)
T
Yy = [yl Y2 ... yq] (1.4b)
T
X = {ml To ... :L‘n} (1.4¢)

zusammen und schreibt zur Vereinfachung der Notation an Stelle von % einen Punkt

iiber die abzuleitende Grofle, dann lasst sich (1.3) in kompakter Vektorschreibweise in der
Form

x = f(x,u,t), x(to) = Xo (1.5a)
y = h(x,u,t) (1.5b)

angeben. Die Groflen u, y und x werden als Eingang, Ausgang und Zustand des dynami-
schen mathematischen Modells bezeichnet.

Wird der Zustand x als Element eines n-dimensionalen Vektorraumes betrachtet, dann
nennt man diesen Vektorraum auch Zustandsraum. Der Zustand eines Systems zum
Zeitpunkt ¢ kann dann als Punkt im n-dimensionalen Zustandsraum dargestellt werden.
Die Kurve all dieser Punkte im Zustandsraum fiir verdnderliche Zeit ¢ in einem Zeitintervall
wird auch als Trajektorie bezeichnet, sieche Abbildung 1.3 zur Veranschaulichung einer
Trajektorie im 3-dimensionalen Zustandsraum.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
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Abbildung 1.3: Zum Begriff der Trajektorie.

Vollstandigkeitshalber sei noch erwdhnt, dass Systeme mit infinit-dimensionalem Zu-
stand, auch verteilt-parametrische Systeme genannt, durch partielle Differentialgleichungen
beschrieben werden. Beispiele dazu sind Balken, Platten, Stromungsfelder und elektroma-
gnetische Felder.

Beispiel 1.1. Als einfaches Beispiel fiir die Modellbildung wird der elektrische Serien-
schwingkreis aus Abb. 1.4 betrachtet.

uy Uy
. —> - .
l (2
L R ic

Abbildung 1.4: Serienschwingkreis.

Im ersten Schritt werden die Bauteilgleichungen formuliert. Der (lineare) elektrische
Widerstand R wird durch

ur(t) = Ri,(t) (1.6)
beschrieben, vgl. (1.1). Entsprechend (1.2) kann der Kondensator C' durch

d d

d .
a@(t} = a(Cuc(t)) = Cauc(t) =1ic(t), uc(0) = uco (1.7)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
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und die Spule L durch

St = S i) = LS i) = w), a(0) = o (1.8)

modelliert werden. Weiterhin miissen im elektrischen Netzwerk die Bilanzgleichungen,
d. h. die Knoten- und Maschengleichungen erfiillt sein. Diese ergeben sich zu

ir(t) = i(t) (1.9a)
io(t) = (1) (1.9b)
w(t) = —up(t) — uc(t) + u(t) (1.9¢)

und eingesetzt in (1.6)-(1.8) folgt

d ln(t)] B [ﬁ—ucm ~ Rir(t) + u(t))

X7 ) Li(t)

] =f(x,u), x(0)=xo. (1.10)
Als Ausgang des Systems kann z. B. die Spannung u,. am Kondensator gewahlt werden,
d.h. y = uc.

Auf Basis dieses Modells kann das Verhalten des Systems analy- Sel¥is

siert werden. So kann z.B. der Einfluss der Parameter des Sys- Spiifii
tems (R, L, C), der Anfangswerte x(0)* = [z’l(o) uC(O)} SO- [EjHEs
wie der Eingangsgrofie u(t) auf das dynamische Systemverhalten berechne
werden. Dazu stehen heutzutage sehr fortgeschrittene Computerprogram-
me, wie z.B. MAPLE oder MATLAB zur Verfigung. Die Erstellung und
Analyse des Modells mithilfe von MAPLE kann der Datei Serienschwing-
kreis.mw entnommen werden, welche von der Homepage des Institutes htt-
ps://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/ heruntergeladen
werden kann.

In dieser Vorlesung liegt der Schwerpunkt auf der systematischen Modellierung von
mechanischen Starrkorpersystemen, welche in vielen realen Systemen (wenigstens als
Teilsystem) auftreten. Exemplarisch sind im Folgenden 2 typische Anwendung mit Starr-
korpersystemen dargestellt.

Beispiel 1.2 (Roboter). Eine der wichtigsten technischen Anwendung von Starrkor-
persystemen sind (Industrie-)Roboter. In Abb. 1.5 ist ein Leichtbauroboter der Firma
KUKA dargestellt. Dieser Roboter besitzt 7 Freiheitsgrade und ist fiir die direkte
Interaktion mit Menschen konzipiert. Dazu besitzt er in jedem Gelenk einen Sensor
fiir das Drehmoment, womit z. B. eine Erkennung von Kollisionen mit Hindernissen
moglich ist. Typische Anwendungen dieses Roboters sind Manipulationsaufgaben
oder Assemblierungsaufgaben, welche in Kooperation mit Menschen durchgefiihrt
werden.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
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Kraftsensor

Abbildung 1.5: KUKA Leichtbauroboter: (a) Skizze des Systems, (b) Photo des
Roboters.

Die (optimale) Planung und Regelung der Position und Orientierung des Endef-
fektors sind herausfordernde Aufgaben, die auf einem mathematischen Modell des
Roboters basieren. Ein Ziel dieser Vorlesung ist es daher, die Kinematik und die
Dynamik derartiger Roboter zu modellieren.

sation eines 7 Achsroboters die Interaktion des Roboters mit einem vom
Menschen bewegten Ziel. Das Video Pfadfolgeregelung mit Konzepten fir
den Pfadfortschritt zeigt mogliche Arten der Interaktion von Menschen
mit einem Roboter. Das Ablegen von Klebestreifen auf einer komplexen
3D-Oberfliche wird in dem Video Oberflédchen-basierte Pfadfolgerege-
lung fir das Ablegen von Klebestreifen gezeigt. Schlieflich wird die
Verwendung des Roboters fir das Aufschwingen und Stabilisieren eines
sphérischen Pendels im Video Aufschwingen eines sphédrischen Pendels
dargestellt.

Beispiel 1.3 (Drehratensensor). Eine weitere Anwendung mit mechanischen Starr-
korpersystemen als wesentlichen Teil sind mikromechanische Drehratensensoren.
Drehratensensoren werden in vielen aktuellen Anwendungen, wie z. B. Mobiltelefo-
nen, Spielekonsolen oder Navigationssysteme benétigt. Im Automobilbereich dienen
Drehratensensoren zu Messung der Drehung des Fahrzeuges um die Hoch- und Quer-
achse. Diese Messwerte werden (in Kombination mit anderen Sensoren) z. B. fiir die
elektronische Stabilitdtsregelung (ESP) von Fahrzeugen eingesetzt, sieche Abb. 1.6.
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Sensorcluster

Drehratensensor

Abbildung 1.6: Anwendung eines Drehratensensors im Automobilbereich.

Ein méglicher Aufbau eines mikromechanischen Drehratensensors ist in Abb. 1.7
dargestellt. Er besteht aus einer Anzahl von Starrkorpern, die iiber elastische Elemente
(Federn) miteinander gekoppelt sind. Mithilfe von kapazitiven Aktoren kénnen diese
Starrkorper in z-Richtung in Schwingung versetzt werden. Das wesentliche Funktions-
prinzip dieses Drehratensensors beruht im Wesentlichen darauf, dass beim Auftreten
einer Drehgeschwindigkeit aufgrund des Corioliseffektes zusétzliche Schwingungen in
y- bzw. z-Richtung angeregt werden. Diese werden mit kapazitiven Sensoren erfasst,
wobei die Amplitude ein Maf} fiir die Drehwinkelgeschwindigkeit ist. Der gesamte
Sensor besitzt dabei eine Ausdehnung von 1000 pm x 2000 pm x 100 pm und wird in
Silizium durch Atztechnik gefertigt.

kapazitive Aktoren kapazitive Sensoren

Abbildung 1.7: Mechanischer Aufbau des mikromechanischen Drehratensensors.

Dieses Beispiel zeigt, dass mechanische Starrkérpersysteme auch in sehr kleinen
Anwendung auftreten.
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2 Punkt-Kinematik

Die Kinematik beschreibt die Bewegung von Koérpern oder einzelnen materiellen Punkten
im Raum beziiglich eines Bezugssystems. Dieses Kapitel beschreibt die Grundlagen der
Punkt-Kinematik, d.h. der Beschreibung der Bewegung von Punktmassen im Raum.
Betrachtet man als Bezugssystem das raumfeste kartesische Koordinatensystem (0zyz)
mit dem Ursprung 0 und den orthonormalen Basisvektoren e;, e, und e, d. h.

egem egey egez 1 0 0

T T T _
e,e; e;e, ee | =01 0f, (2.1)
ele, ele, ele, 0 01

dann kann der Ortsvektor r vom Ursprung 0 zu einem materiellen Punkt P in der Form
r(t) =ry(t)ey +ry(t)ey +r.(t)e. (2.2)

mit den in der Zeit ¢ parametrierten Komponenten r,(t), r,(t) und r,(¢) beschrieben
werden, siehe Abbildung 2.1. Die Geschwindigkeit v(¢) und die Beschleunigung a(¢) des

e, A
7. (t)
P
—_— Trajektorie
r(t) S
0 ry(t) R
€y
Tx (t)

ey
Abbildung 2.1: Trajektorie im kartesischen Koordinatensystem.

materiellen Punktes P erhilt man durch zeitliche Differentiation in der Form
V(t) = vpep + vyey + V€, = Trey +Tyey + 1€, (2.3)

bzw.
a(t) = aze, + ayey + a.e, = iye, +iye, +ize, (2.4)

wobei vz, vy, v, und ag, ay, a. die jeweiligen Komponenten beziiglich der Basisvektoren
e;, e, und e, beschreiben. Es sei angemerkt, dass in weiterer Folge die totale zeitliche
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Ableitung einer Funktion z(t) mit @(t) = La(t) bzw. i(t) = %w(t) bezeichnet wird.
Im einfachsten Fall, wenn das Koordinatensystem so gewédhlt werden kann, dass der
Ortsvektor r(t) fir alle Zeiten ¢ mit einer Koordinatenachse zusammenféllt, spricht man

von einer geradlinigen Bewegung.

Beispiel 2.1. Eine Masse wird von einem Motor geradlinig geméfl dem in Abbildung
2.2 dargestellten Beschleunigungsverlauf beschleunigt.

4

to t to t3

AmsnT

Abbildung 2.2: Zeitverlauf der Beschleunigung a(t).

Wie grofl muss die Zeit t3 und die minimale Beschleunigung an,;, gewéhlt werden,
dass zum Zeitpunkt ¢t = t3 die Geschwindigkeit Null ist und die Position einen vor-
gegebenen Wert z,,; annimmt? Es wird dabei vorausgesetzt, dass zum Zeitpunkt
t =1 gilt ’U(to) =V = 0, l‘(to) =g = 0.

Fiir das Zeitintervall tg < t < t; errechnet sich der Geschwindigkeits- und Positi-
onsverlauf zu

t

v1(t) =v(to) + | AmazdT = vg + Qe (t — 1 2.5a
1( ) ( 0) b 70 ( 0) ( )
(t) = z(to) + t (T —tp)dr = +1 (t—t)2 (2.5b)
T =z Amaz (T T=x —Umaz , .
1 0 o 0 0,t5 0

fur t1 <t <ty folgt

t

’Ug(t) = (tl) + 0 dr = (lmam(tl — to) (2.6&)
t1
t

1
152(t) = l‘l(tl) + \ amaa:(tl - tO) dr = §amax(t1 - t0)2 + amam(tl - tO)(t - tl)
1
(2.6b)
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und fiir ¢t <t < t3 ergibt sich

t
’Ug(t) = 'U2(t2) + ] Apmin AT = amaz(tl - tO) + amz’n(t - t2> (273)
2
t 1 2 42 1 2
w3(t) = wa(ta) + [ vs(r)d7 = Samaa (88 =) + amaa(ts — to)t + Samin(t = t2)°

to
(2.7b)
Mit der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = t3
’Ug(tg) = amm(tl — to) + amm<t3 — tg) (2.8)
errechnet sich die gewiinschte Zeit t3 aus der Bedingung vs(t3) = 0 zu
Omax
t3 =1tg — (t1 — to) (2.9)
Gmin
und die gewiinschte Position z3(t3) = x sy, mit
x3(t3) = ramax(tl — t0)(@min(2t2 — to — 1) + Gmaz(to — t1)), (2.10)
Amin
wird durch die Beschleunigung
2 2
- t1—1
Amin = Gmaa (1 ~ fo) (2.11)

amaz(t1 — to)(t1 + to — 2t2) + 27401
erreicht. Der Positions- und Geschwindigkeitsverlauf ist in Abbildung 2.3 dargestellt.

o(t) x(t)

| | »

'to 't ts t3 't to ty to t3

Abbildung 2.3: Zeitverlauf der Geschwindigkeit v(¢) und der Position z(t).

Die Losung dieses Beispiels mit Hilfe von MAPLE ist der Datei Bei- Pig
(Lo

untergeladen werden kann.

Im Weiteren soll die Bewegung eines materiellen Punktes P in der xy-Ebene beziiglich
des raumfesten Koordinatensystems (0zy) betrachtet und mit Hilfe von Polarkoordinaten

rz(t) = r(t) cos(p(t)) und ry(t) =r(t)sin(e(t)) (2.12)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
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beschrieben werden, siehe Abbildung 2.4. Damit lautet der Ortsvektor vom Ursprung 0

ey A

ry(t) Trajektorie

0 rz(t) ©z
Abbildung 2.4: Trajektorie im Polarkoordinatensystem.

zu einem materiellen Punkt P

r(t) = r(t) cos(p(t))es + r(t)sin(p(t))e, . (2.13)

Die Geschwindigkeit v(¢) geméaf (2.3) erhédlt man durch Anwendung der Kettenregel der
Differentiation in der Form

v(t) = <£r>f + (%r)g& , (2.14)

wobel sich die Basisvektoren der Polarkoordinaten zu

& = agr = cos(p)e, + sin(p)e, (2.15a)
r

&, = gr = —rsin(p)e, + rcos(p)ey (2.15b)
P

ergeben. Die Vektoren €, und &, bilden genau dann eine zulédssige Basis eines Koordina-
tensystems, wenn die Matrix

cos(yp) sin(y)
—rsin(p) 7cos(p)

J= (2.16)

regulér ist, also det(J) = r # 0 ist. Dies ist abgesehen vom Punkt r = 0 iiberall der Fall.
Normiert man nun die Basisvektoren auf die Lange 1

& &,

e = — und e, = — (2.17)
" llelly 7 el
mit
l8:lly = /cos?(p) +sin2(p) =1 und  [fepll, =7, (2.18)
dann lésst sich (2.14) in der Form
v(t) = vee, + vpe, = Te, + re, (2.19)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
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mit den Komponenten v, = 7 (radiale Komponente) und v, = r¢ (zirkulare Komponente)
der Geschwindigkeit v(t) beziiglich der Basisvektoren e, und e, schreiben. In der Zeit
dt tiberstreicht der Ortsvektor r(t) einen Winkel dp und die auf die Zeit bezogene
Winkelanderung w = ¢ wird als Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Bei einer reinen
Kreisbewegung (siehe Abbildung 2.5) ist die radiale Geschwindigkeitskomponente v, = 0
und fiir die zirkulare Geschwindigkeitskomponente gilt v, = rw.

e, A

Abbildung 2.5: Kreisbahn im Polarkoordinatensystem.

Aufgabe 2.1. Zeigen Sie, dass sich die Geschwindigkeitskomponenten eines materiellen
Punktes P im Raum beziiglich der normierten Basisvektoren e,, ey und e, in
Kugelkoordinaten

ry = rsin(f) cos(p), 1, =rsin(f)sin(p), r, =rcos(f) (2.20)

zu
v, =7, vg =10, v,=rsin(0)p (2.21)

errechnen.

Die Losung dieser Aufgabe mit Hilfe von MAPLE ist in der

tergeladen werden kann.

Die Komponenten der Beschleunigung a(t) in Polarkoordinaten beziiglich der Basisvektoren
e, und e, erhilt man durch totale zeitliche Differentiation von v(¢) nach (2.19)

a(t) = are, + agye, = Vrep + V€ + Upe, + V€, (2.22)
wobei darauf geachtet werden muss, dass sich die Basisvektoren (siehe (2.15) und (2.17))

e, = cos(p)e, + sin(p)e, (2.23a)
e, = —sin(yp)e, + cos(p)ey (2.23b)
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ebenfalls zeitlich 4ndern. Man ist nun bestrebt, &, und é, durch e, und e, auszudriicken.
Dazu wird (2.23) invertiert

e, = cos(p)e, — sin(p)e, (2.24a)
e, = sin(p)e, + cos(p)e, (2.24b)

und in &, und &, substituiert, d. h.

é, = —sin(p)pe, + cos(p)pey
= —sin(p)p(cos(p)e, —sin(p)e,) + cos(p)@(sin(p)e, + cos(¢)ey,)
= ge,, (2.25)

bzw.

é, = — cos(p)pe, — sin(p)pe,
— — cos(g)pleos(p)er — sin(p)e,) — sin(p)p(sin(p)er + cos(p)e,)
= —ge, . (2.26)

Setzt man (2.25) und (2.26) in (2.22) ein
a(t) = vre, +v,€p + D€y + V€,
=ie, + 1pe, + (To + rP)ey, + ro(—pe;)
= (F=r¢)e, + (rg + 27@)ey | (2.27)

dann folgt die radiale Beschleunigung zu a, = ¥ — r¢? und die zirkulare Beschleunigung zu
ap, = r$+2r¢. Bei einer reinen Kreisbewegung vereinfacht sich die Tangentialkomponente
zu a, = r¢ und die Radialkomponente a, = —r¢? wird auch als Zentripetalbeschleunigung
bezeichnet, siehe Abbildung 2.5.

Es sei an dieser Stelle erwdhnt, dass im allgemeinen Fall eines Koordinatenwechsels
die zeitlichen Ableitungen der Basisvektoren sehr elegant iiber die so genannten Chri-
stoffel Symbole mit Hilfe der Basisvektoren selbst ausgedriickt werden kénnen. Effiziente
Moglichkeiten zur Berechnung dieser Christoffel Symbole findet man beispielsweise in
[2.1].

Aufgabe 2.2. Zeigen Sie, dass sich die Beschleunigungskomponenten eines materiellen
Punktes P im Raum beziiglich der normierten Basisvektoren e,, ey und e, in
Kugelkoordinaten

ry = rsin(f) cos(p), 1y =rsin(f)sin(p), r, =rcos(f)

zu
ap =7 —rf? — rsin?(0)p?
ag = 270 + 70 — rsin() cos(0) >
ap, = (r¢ + 2r¢) sin(0) + 2rph cos(6)
errechnen.
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| Hinweis: Verwenden Sie zur Losung ein Computeralgebraprogramm!

@ Die Losung dieser Aufgabe mit Hilfe von MAPLE ist in der "
Datei Aufgabe_2_1_und_2_2.mw dargestellt, welche unter htt- i3

ps://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/ herun- i
tergeladen werden kann.
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3 Newtonsche Gesetze

3.1 Kriaftesysteme

Im Rahmen dieser Vorlesung werden nur Einzelkréfte betrachtet, die an diskreten Punkten
(Angriffspunkten) eines Starrkérpers wirken. Ein Starrkorper hat die Eigenschaft, dass
unter der Wirkung von Kréften der Abstand beliebiger Kérperpunkte immer gleich bleibt.
Die Richtung der Kraft wird durch ihre Wirkungslinie und durch den Richtungssinn
beschrieben. Die SI Einheit der Kraft ist Newton (N = kgm/s?).

Bei einem sogenannten zentralen Krdftesystem wirken alle Einzelkréfte f;, i = 1,...,n,
am gleichen Angriffspunkt und die resultierende Kraft fi ergibt sich zu (siehe Abbildung
3.1)

n

fR=> f. (3.1)

=1

€A
fr
0 Angriffspunkt
IL'/ Wirkungslinie

Abbildung 3.1: Zentrales Kréftesystem.

Driickt man die Kréfte f; mit ihren Komponenten im Koordinatensystem (0xyz) mit
den orthonormalen Basisvektoren e,, e, und e, aus, d.h. f; = f; ,e, + f; e, + fi.e.,
i=1,...,n, dann ergibt sich (3.1) zu

n

n n n
fr = Z(fi,xex + fi,yey + fi,zez) = Z fiz€s + Z fi,yey + Z fi€x . (3.2)
=1 =1 =1 =1
fR,z fR,y fR,z
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Ein zentrales Kraftesystem ist nun im Gleichgewicht, wenn die resultierende Kraft ver-

schwindet
fr=0 bzw. fr.=0, fry=0, fr.=0. (3.3)

Das dritte Newtonsche Gesetz (Wechselwirkungsgesetz) besagt, dass zu jeder Kraft immer
eine gleich groflie entgegengesetzt wirkende Gegenkraft existiert (actio gleich reactio). Wenn
man beispielsweise mit einem Finger eine Kraft auf die Tischplatte ausiibt, dann wirkt
eine gleich grofle entgegengesetzte Kraft von der Tischplatte auf den Finger. Dies kann
man dadurch darstellen, dass man an der Kontaktstelle Finger/Tischplatte die beiden
Korper auseinander schneidet und die zugehorigen Kréfte einzeichnet (Schnittprinzip),
siehe Abbildung 3.2.

Finger ~__

Finger f=r Kontaktebene

\% ---------- i ________ (_Schnittebene)

7 7

Abbildung 3.2: Kréfte zwischen der Tischplatte und der darauf driickenden Hand.

Rolle

Seil

m m
e

Abbildung 3.3: Kraft in einem Seil.

Ein anderes Beispiel ist in Abbildung 3.3 zu sehen. Nimmt man an, dass das Gewicht
des Seils vernachléssigbar ist und die Rolle reibungsfrei gelagert ist, dann wirkt auf die
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Masse m die Seilkraft fg und auch der Mensch muss die Kraft fg aufbringen, um die Last
zu halten.

Beispiel 3.1. Ein Zylinder der Masse m mit dem Radius r wird durch ein im Mit-
telpunkt befestigtes Seil mit der Lange [ auf einer glatten Ebene gehalten, siehe
Abbildung 3.4(a). Die Krifte, die auf den freigeschnittenen Zylinder wirken, sind in
Abbildung 3.4(b) dargestellt.

Da das zentrale Kréftesystem im Gleichgewicht ist, muss nach (3.2) gelten

e, :fn — fssin(a) =0 (3.4a)
e, :fgcos(a) —mg=0 (3.4b)

mit der Erdbeschleunigung g ~ 9,81 m/s? und dem Winkel o = arcsin(r/l). Aus
(3.4) lassen sich nun die Kréfte fg und fy in der Form
mg

fs = cos(a) und fy = mgtan(a) (3.5)

berechnen.

(a)
Abbildung 3.4: Zylinder am Seil.
Aufgabe 3.1. Ein vertikaler Mast M wird geméfl Abbildung 3.5 durch Seile abgespannt.

Wie grof sind die Kréfte fg; und fgo in den Seilen 1 und 2 und die Kraft fj; im
Mast, wenn am Seil 3 die Zugkraft fg3 aufgebracht wird?
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Abbildung 3.5: Vertikaler Mast mit drei Seilen.

Lésung von Aufgabe 3.1.

sin(f + )
cos(f3)

cos()

Js1=Is2 = I35 00500 cos(B)

und  far = —fs3

Datei  Aufgabe_3_1.mw  dargestellt, welche unter htt- E:,-—

ps://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/ herun- gri’;
tergeladen werden kann.

Die Losung dieser Aufgabe mit Hilfe MAPLE ist in der __

Bei einem allgemeinen Kriftesystem wirken die einzelnen Kréfte nicht an einem einzigen
Angriffspunkt und kénnen daher auch nicht mehr zu einer einzigen resultierenden Kraft
zusammengefasst werden, sieche Abbildung 3.6. In diesem Fall bedingen die Kréfte — falls sie

Angriffspunkte

Abbildung 3.6: Allgemeines Kréftesystem.

nicht im Gleichgewicht sind — nicht nur eine translatorische Verschiebung des Starrkérpers
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sondern zusétzlich eine Verdrehung. Im einfachsten Fall betrachte man den Starrkérper
von Abbildung 3.7, bei dem die beiden Kréfte f, e, und f, 2e, ein resultierendes Moment
um die Drehachse e, erzeugen und damit den Starrkérper um diese Achse rotieren, falls das
Hebelgesetz f, 111 = f.2lo (Kraft mal Kraftarm ist gleich Last mal Lastarm) nicht erfiillt ist.
Das Moment beziiglich der Drehachse wird positiv gezdhlt, wenn die Wirkung des Moments

A €z

0

f z,1 f 2,2
Abbildung 3.7: Drehbar gelagerter Balken.

im Sinne einer Rechtsschraube in Richtung des zur Achse gehdrigen Richtungsvektors
liegt. Fiir positive Kraftkomponenten f,; und f,» ist fir Abbildung 3.7 das Moment
7'15?1) = f.1l1 bezliglich der Drehachse e, positiv und das Moment 7'15?2) = — f22l2 negativ.
Die SI Einheit des Moments ist Newton-Meter (Nm = kg m?/s?).

Das Drehmoment

O = ngo)ex + Téo)ey + Tz(o)ez (3.6)
der Kraft
f = fre.+ fyey + foe. (3.7)

beziiglich des Punktes 0 im kartesischen Koordinatensystem (0zyz) mit dem Ortsvektor r
vom Punkt 0 zum Kraftangriffspunkt P, siche Abbildung 3.8,

r=rye;+rye, +r.e, (3.8)
lautet
ngo) = (Tyfz - Tzfy)v 7—750) = (rzfa: - Txfz)v Tz(O) = (Txfy - Tyfa;) : (39)
Man erkennt damit unmittelbar, dass das Moment in der Form
Tg fa: 7ayfz - Tzfy
T(O):I‘Xf: Ty | X fy = ||Peife = Falfz (3.10)
Tz [z Txfy - ryfx
(A)

geschrieben werden kann'. Wirken nun auf einen Starrkoérper mehrere Momente T,
i=1,...,n beziiglich des selben Punktes A, dann errechnet sich das resultierende Moment

1Zur vereinfachten und kompakteren Schreibweise werden hier und im Folgenden haufig die Komponenten
der vektoriellen Grofen einfach in einem Vektor zusammengefasst, d. h. mit £ = [ fe fy fz] bzw.

T = [rz Ty rz] ist f = foes + fyey + f-€. bazw. r = rye, + rye, + r.e. gemeint.
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Abbildung 3.8: Zum Moment der Kraft f beziiglich des Punktes 0.

(4)

Ty zu
(A) _ N~ (A) _ X~ (4 N (A) ()
Th = ZTi = ZTi’m e, + ZTM e, + ZTLZ e, . (3.11)
i=1 i=1 i=1 i=1
—— ——
(A) (A) (A)
TR,(E TR,y TR,z

Ein allgemeines Kréaftesystem geméfl Abbildung 3.6 l4sst sich stets beziiglich eines beliebig

gewdhlten Bezugspunktes A durch eine resultierende Kraft fz am Angriffspunkt A und
ein resultierendes Moment T%) beziiglich dieses Punktes A reduzieren. Ein allgemeines

Kriftesystem ist nun im Gleichgewicht, wenn sowohl die resultierende Kraft fi als auch

(4)

das resultierende Moment 7" verschwinden, d. h.

Kraftebilanz: fr =0 bzw. frs=0, fry=0, frR.=0 (3.12a)
Momentenbilanz: TE?) =0 bzw. 7'1(_{2 =0, 7'1(_{2 =0, 7'1(_{2 =0. (3.12b)

Beispiel 3.2. Man betrachte den Starrkérper von Abbildung 3.9 mit den Kréften

fA,x fB,x fC,x
fA = fA,y ) fB = fB,y 3 fC = fC,y (313)
fA,z fB,z fC,z

an den Angriffspunkten A, B und C sowie den Bezugspunkt D mit den zugehérigen
Ortsvektoren

az/2 ag/2 0 Qg
roa=| 0 |, rop= |ay/2|, roc=|0|, Top=|0]. (3.14)
a,/2 a, 0 0
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Abbildung 3.9: Zur Reduktion eines allgemeinen Kréftesystems.
Fiir den Bezugspunkt D folgen die Momente zu

~as/2]  [fae —faya:/2
TE4D) = (I'()A — I'OD) X fA = 0 X fA,y = fA,zax/2 + fA,CEaZ/Q (3153‘)
—————
rpa a,/2 | fAz —fayae/2
—a./2]  [fBe fB2ay/2 = f540:
D
T(B ) — (roB — rOD) X fB = ay/2 X fB7y = fB,Za/CC/2 + fB,xaz (315b)
~————
rpB | a: _fB,z —fB,yaz/Q — fB,xay/Q
__a:c fC,x 0
D
T8 = (roc —rop) xfo=| 0 | % |foy| = | arfe. (3.15¢)
~——
rpe | 0 fe,z —azfoy

und das allgemeine Kréaftesystem f4, fp und fo kann durch die resultierende Kraft
fr = f4+fp+fc und durch das resultierende Moment TEQD) = TE4D)—|-TSBD)+T(CD) ersetzt
werden. Damit ergeben sich die Gleichgewichtsbedingungen aus der Kréftebilanz

(fr =0)

€z - fA,a: + fB,x + fC,x =0 (316&)
ey: fay+fey+foy=0 (3.16b)
€, fA,z + fB,z + fC’,z =0 (3.166)

und der Momentenbilanz (TS%D) =0)

€r: — fA,yaz/2 + fB,zay/2 - fB,yaz =0 (3.17&)
ey fa:0:/2+ faxa:/2+ fB.02/2+ fBaa. + fo.0: =0 (3.17b)
€, - fA,yaw/2 - fB,yaw/2 - fB,:Jcay/2 - fC,yax =0. (3.170)
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Aufgabe 3.2. Geben Sie die Momentenbilanz fiir das Beispiel von Abbildung 3.9 um
den Bezugspunkt C an.

Lésung von Aufgabe 3.2.

_fA,yaz/Q fB,zay/2 - fB,yaz
C C C
TE4 )= _fA,zax/2 + fA,a:az/2 ) 7'53 ) — —fB7za$/2 + fBaa: |, T(C’ ) = 0
fA,yaz/2 fB,yax/2 - fB,:cay/2

@ Losung in MAPLE: Beispiel_Aufgabe_3_2.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Beispiel 3.3. Der Mechanismus geméafi Abbildung 3.10(a) ist im Punkt A drehbar
gelagert und wird an den Punkten B und C iiber ein Seil gehalten. Es wird angenom-
men, dass die Seilrollen reibungsfrei gelagert sind und die Seilmasse sowie die Dicke
der einzelnen Balken vernachléssigt werden kénnen. Schneidet man den Mechanismus
frei, so erhilt man die in Abbildung 3.10(b) gezeigten Kréfte.

fe:):t fS fe:}ct
fA,a:

a fA,z

Is

(b)

Abbildung 3.10: Einfacher Mechanismus.
Im Gleichgewicht miissen nun die Kraftebilanz

€ faqs+ fscos(a) =0 (3.18a)
e.: far+ fs+ fosin(a) — fexr =0 (3.18Db)

und die Momentenbilanz (gewdhlter Bezugspunkt A)

ey: —afs+2afer —afs(sin(a) + cos(a)) =0 (3.19)

erfillt sein.
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@ Losung in MAPLE: Beispiel 3_3.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

3.2 Schwerpunkt

Die bisherigen Uberlegungen erlauben nun die Definition des sogenannten Schwerpunktes
eines Starrkorpers. Dazu betrachte man in einem ersten Schritt eine masselose starre
Stange, die die Punktmassen m;, ¢ = 1,...,n geméfl Abbildung 3.11 miteinander verbindet.
Zufolge der Erdbeschleunigung ¢ in negativer e,-Richtung wirken auf die Stange die

g
€z

xs

S

T l:liz-+1 l T 1

mig mog | Mg Mit1g mpg
JS

€z

Abbildung 3.11: Zur Definition des Schwerpunktes: Masselose Stange mit Punktmassen.

Gravitationskréfte f; = —m;ge,, 7 = 1,...,n. Man weifl nun, dass die Kréfte f;,: =1,...,n
beziiglich eines beliebig gewdhlten Bezugspunktes A durch eine resultierende Kraft fp am
(A)

Angriffspunkt A und ein resultierendes Moment 7 beziiglich dieses Punktes A ersetzt
werden konnen. Der Schwerpunkt beschreibt nun jenen Angriffspunkt S, bei dem das
resultierende Moment Tg) verschwindet und damit die Stange alleinig durch Aufhédngen
im Punkt S mit der Haltekraft fg im Gleichgewicht gehalten werden kann. Aus der

Momentenbilanz

ey: Zmigxi — fsxsg =0 (3.20)
i=1
und der Kréftebilanz .
e:: —> mig+fs=0 (3.21)
i=1
lasst sich xg in der Form
Z m;Z;
rg = =L (3.22)
> my
i=1

berechnen.
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Aufgabe 3.3. Zeigen Sie, dass sich fiir ein allgemeines System, bestehend aus n
starr gekoppelten Massepunkten mit den Massen m; und den Ortsvektoren r; vom
Ursprung 0 des Koordinatensystems (0xyz) zu den Massepunkten, der Ortsvektor rg
zum Schwerpunkt wie folgt

(3.23)

errechnet.

Dies lasst sich nun direkt auf einen allgemeinen Starrkérper {ibertragen. Dazu nehme man
an, dass der Starrkorper das Volumen V und die (ortsabhéngige) Dichte p(x,y, z) besitzt.
Die Masse m des Starrkorpers ergibt sich dann zu

m = / plx,y,z)dV . (3.24)
1%

Der Schwerpunkt S mit dem Ortsvektor rg gemessen im Koordinatensystem (0xyz) ist
nun jener Punkt, an dem der Korper aufgehéngt werden miisste (Haltekraft fg), damit
sich der Kérper im Gleichgewicht befindet unabhéngig von der Richtung der Erdbeschleu-
nigung g. Angenommen, die Erdbeschleunigung wirkt in Richtung e,, dann wirkt auf das
Volumselement dV die Kraft gp(z,y, z) dVe, zufolge der Erdbeschleunigung und beziiglich
des Koordinatenursprungs 0 das Moment r x gp(z,y, 2) dVe, = rgp(x,y, z) dV X ey, siche
Abbildung 3.12. Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich durch Integration iiber das

€,

Abbildung 3.12: Zur Definition des Schwerpunktes eines Starrkorpers.

Starrkorpervolumen V wiederum aus der Kréftebilanz

—fseq + g/v p(z,y,z)dVe,; =0 (3.25)
[ S ——
und der Momentenbilanz
—(rs x fseq) + g/vrp(:n,y, z)dV xe; =0 . (3.26)
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Setzt man fg = mg aus (3.25) in (3.26) ein, so folgt

(—mgrs + g/ rp(z,y, 2) dV) Xe;=0 (3.27)
1%
und da e, beliebig ist, muss der Ausdruck in der Klammer identisch verschwinden, d. h.

JSrp(z,y,z)dV

bzw. in Komponentenschreibweise rg = rg e, +rg e, +rg.e.

Jxp(z,y,2)dV Jyp(z,y,2)dV Jzp(z,y,2)dV
rge =Y\ Tgy= Y rg.="————— . (3.29)
m m m
Wenn sich ein Korper aus mehreren Teilkorpern j = 1,..., N mit den Volumina V; und

der Dichte p;(x,y, z) zusammensetzt, dann errechnen sich die Ortsvektoren rg; zu den
Schwerpunkten der Teilkérper gemessen im gleichen Koordinatensystem (0xyz) zu

S rpi(z,y,2)dV;

rsj = mit mj:/v pi(z,y,z)dV; . (3.30)
J J

Daraus erkennt man unmittelbar, dass sich der Schwerpunkt des gesamten Kérpers geméafl
(3.28) in der Form

Jrpi(z,y,z)dVi+ ...+ [rpi(z,y,2)dV; + ...+ [ rpn(z,y,2)dVN
e v Vn
S:

m
N

Z I'Sjmj (331)
7=1
N
> m;
7=1

berechnen lasst.
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Beispiel 3.4. Fir den homogenen Starrkérper (Dichte p ist konstant) von Abbildung
3.13 ist der Ortsvektor zum Schwerpunkt gesucht.

€4

A
A\ 4

Abbildung 3.13: Zur Schwerpunktberechnung zusammengesetzter Teilkorper.

Dazu werden vorerst gemaf (3.30) die Schwerpunkte getrennt fiir die beiden Volumina
V1 und Vs berechnet. Fiir den ersten Teilkdrper mit dem Volumen V; folgt damit

l 1 rl/3 14 l
“aihil ] - T
rely = — rdrdydz = ——— = =
b my JijaJo Jo Y pé?’zll% 6
l I rl/3 414 l
iy ik
r = — dedydz = z— = =
YTy 1/4Jo Jo Y Y B8 2

l l rl/3 45l4 5]

P
= — dedydz = w— = —
"L my /1/4/0/0 AT T B3 T8

und fiir den zweiten Teilkérper Vs ergibt sich

/4 rl pl 14 l
rS2s = £ / / rdrxdydz = p —
0 Jo

me Jo p%l2§:2
/4 rl pl 4 14 I
)
= — dedydz = w— ==
"= s Jo /O/oyxyz B8~ 2

/4 rl pl 474 l
p

=L drdyds = —— = - .
rs2, m2/0 /O/Ozxyz 332 %

Damit lautet nach (3.31) der Ortsvektor des Schwerpunktes des gesamten Korpers

L L I3

1 1 Pl Pali |
r¢ = ——(mM1rg1 +morse) = 55—+ A - T A ! =1z .(3.32
mi + mz( ) gl?’ + £l3 4 é 4 i i ( )

8 8 8
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@ Losung in MAPLE: Beispiel 3_4.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Aufgabe 3.4. Berechnen Sie den Schwerpunkt einer homogenen Halbkugel gemé&f
Abbildung 3.14.

€

Abbildung 3.14: Schwerpunkt einer homogenen Halbkugel.

Lésung von Aufgabe 3.4.

o O

rg =

olw
=

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_3_4.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

3.3 Impulserhaltung

Das zweite Newtonsche Gesetz (Impulserhaltungssatz) formuliert fiir eine Punktmasse
besagt, dass die zeitliche Anderung des Impulses p = mv gleich der auf die Punktmasse
wirkenden Kraft f ist, d. h.

d d

mit der Masse m und der Geschwindigkeit v. Man beachte, dass die Formulierung (3.33)
nur beziiglich eines ruhenden Bezugskoordinatensystems (Inertialsystem) giiltig ist. Fiir
die in dieser Vorlesung betrachteten Systeme kann die Erde als Inertialsystem angesehen
werden.

Beispiel 3.5. Ein Ball der Masse m wird aus der Hohe h gegeniiber dem Erdboden
mit der Geschwindigkeit v(0) = vp > 0 abgeschossen, siche Abbildung 3.15.
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e, Vo

€y

tp =0 51

Abbildung 3.15: Wurfparabel.
Im Weiteren soll berechnet werden, unter welchem Winkel o der Ball abgeschossen
werden muss, damit die Wurfweite unter der Annahme verschwindender Luftreibung
maximiert wird. Da die Masse m konstant ist, lautet der Impulserhaltungssatz im
Inertialsystem (0zyz)
mi& =0 und mZ=—mg (3.34)

mit den Anfangsbedingungen z(0) = 0, ©(0) = vg cos(a), 2(0) = h, 2(0) = vosin(a).
Aus (3.34) erhélt man mit @(¢) = v, (t) und 2(t) = v,(t)

vz (t) = (0) = vg cos() (3.35a)
x(t) = vg cos(a)t (3.35b)
v,(t) = —gt + vo sin(a) (3.35¢)
2(t) = —gt; + vosin(a)t + h . (3.35d)

Die Zeit t kann nun in der zweiten Gleichung eliminiert und in die letzte Gleichung
eingesetzt werden, woraus die bekannte Wurfparabel

2

= 202 cos? ()

+ tan(a)z + h (3.36)

resultiert. Der Zeitpunkt ¢1, zu dem der Ball auf dem Boden trifft, ergibt sich aus
der Bedingung z(t1) = 0 zu

vo sin(a) + y/vg sin?(a) + 2gh
t = () ; (@) (3.37)

und damit lautet die Wurfweite

vo sin(a) + /v sin?(a) + 2gh

p (3.38)

x(t1) = vo cos(a)
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Um die Wurfweite zu maximieren, leitet man x(¢;) nach « ab und setzt den Ausdruck
gleich Null. Als Ergebnis erhélt man

Qmazr = arctan (UO) ) (3.39)

\/ V3 + 2gh

Man kann sich einfach davon iiberzeugen, dass fiir h = 0 der Winkel ayyax = 45° und
die maximale Weite Tmax(t1) = v3/g betrigt.

@ Losung in MAPLE: Beispiel_3_5.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (3.39).

Abbildung 3.16 zeigt zwei Punktmassen m; und m;, die iiber eine masselose Stange
starr miteinander verbunden sind. Wenn man die Stange aufschneidet, so folgt nach

e A
my
f;
r;
m;
rj
0 f; Sy

€
Abbildung 3.16: Zwei mit einer masselosen Stange verbundene Punktmassen.

dem Schnittprinzip f;; = —f;;. Der Impulserhaltungssatz getrennt fiir jede Punktmasse
angeschrieben lautet

mi%"i =1, + fij und mj%vj = fj + fji (3.40)
bzw. erhdlt man durch Summation und Verwendung des Schnittprinzips f;; = —f};
d2 d2
miﬁri + mj@rj = w—l- fij + fji . (3.41)
fr =0

Setzt man die Beziehung fur den Schwerpunkt gemafl (3.23)

pg = it myY; (3.42)

mi +m;
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in (3.41) ein, vereinfacht sich (3.41) zu

2
(mi + mj)@l‘s = fl + fj . (343)
m fr

Man kann sich unmittelbar davon iiberzeugen, dass dies auch fiir einen Starrkérper mit
dem Volumen V, der Masse m nach (3.24) und dem Ortsvektor zum Schwerpunkt rg gemaf
(3.28) gilt, siehe dazu Abbildung 3.12. Schreibt man nédmlich den Impulserhaltungssatz
(3.33) fiir ein Massenelement dm = p(z,y, z) dV mit dem zugehorigen Ortsvektor r an
und integriert iiber das Volumen V), so folgt

d2 2

d? d
/V @rp(:c,y,z) dy = @/Vrp(a:,y, z)dV = mats = fr . (3.44)

mrg

Die Gleichung (3.44) ist in der Literatur unter dem Namen Schwerpunktsatz bekannt
und besagt, dass der Schwerpunkt mit dem Ortsvektor rg eines Systems von Koérpern
sich wie eine Punktmasse verhéilt, deren Masse m die Summe der Massen aller einzelnen
Korper ist, und auf den die vektorielle Summe fg aller von auflen an den einzelnen Korpern
angreifenden Kréfte wirkt.

Beispiel 3.6. Abbildung 3.17 zeigt einen einfachen Flaschenzug mit zwei Massen m;
und meg, die iiber reibungsfreie masselose Rollen durch ein masseloses Seil miteinander
verbunden sind.
Sy
e 3 3
[ ] [ ]
e, N __ A ]
fs1 ¢
fSQ T f
22 $Is1p fgo V753 22
21 21 1 f S3
i ; N oo R
Mo Y- ma Y-
mag
mig
Abbildung 3.17: Flaschenzug mit zwei Massen.
Die zugehorigen Bewegungsgleichungen lauten
mi1zZ1 =mig — fs1 — fs2 (3.45a)
maoZy = mag — fs3 . (3.45b)
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Aufgrund der obigen Annahmen ist die Kraft im gesamten Seil gleich grof3, d. h.

fs1=fs2=fs3=Tfs . (3.46)

Bezeichnet man mit z19 und z9¢ die Position der Masse mq und me zum Zeitpunkt
t = 0, dann bedingt eine Anderung von z; um Az eine Verschiebung der Masse 1
um —Azy/2 (Flaschenzug), d. h.

2(t) = 200 + Az(t), z1(t) = 210 — AZ;“) . (3.47)
Setzt man (3.46) und (3.47) in (3.45) ein, erhdlt man
,@OEAZ? = mig — 2fs (3.48a)
2 dt?
de;AzQ =maog — fs , (3.48b)

woraus sich unmittelbar die Bewegungsgleichung des gekoppelten Systems und die
Seilkraft fg in der Form

d2 QTTlQ — ma
—Azg =2g———— 3.49
a2 T I ¥ am, (3-492)
3mimag
= _— - g 3.49b
Is 4dmo + my ( )

berechnen lassen.

@ Losung in MAPLE: Beispiel_3_6.mw
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3.3.1 Korper mit veranderlicher Masse

Der Impulserhaltungssatz (3.33) gilt auch fir Kérper mit verdnderlicher Masse m(t).
Angenommen der Korper habe zum Zeitpunkt ¢ die Masse m(t), die Geschwindigkeit v(¢)
und es wirke auf ihn die Kraft f. Sto8t nun der Kérper wiahrend des Zeitintervalls d¢ die
Masse dm mit der AusstoBgeschwindigkeit w aus, so hat der Korper zum Zeitpunkt ¢ + dt¢
die Masse m(t + dt) = m(t) — dm und die Geschwindigkeit v(t + dt). Der Impuls zum
Zeitpunkt t lautet p(t) = m(t)v(t) und der Gesamtimpuls zum Zeitpunkt ¢ + dt¢ errechnet
sich zu

p(t+dt) = (m(t) — dm)(v(t) + dv) +dm(v(t) + dv + w(t)) = p(t) + dp (3.50)
m(t+dt) v(t+dt)

bzw.
dp = m(t)dv + dmw(t) . (3.51)
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Der Impulserhaltungssatz (3.33) lautet also

d d d

—p=mt)— ty—m=f . 52
3P m( )dtv—i-w( )dtm (3.52)
Dabei beschreibt %fn = v > 0 die Ausstofirate bzw. mit m(t + dt) = m(t) + dm und

damit

d d _
Sm=—tm=n (3.53)

die Masseabnahme des Korpers durch die ausgestofliene Masse und der Ausdruck
f. = —yw(t) (3.54)

wird als Schubkraft bezeichnet. Die Differentialgleichungen eines Koérpers mit der verander-
lichen Masse m(t) und der Ausstofirate v > 0 konnen demnach wie folgt zusammengefasst
werden

m(t)%v =f —yw(t) (3.55a)
%m =—7. (3.55b)

Aufgabe 3.6. Berechnen Sie das mathematische Modell einer einstufigen Rakete mit der
zeitlich verdnderlichen Masse m(t) = mgo — my(t), wobei mg das Gewicht der Rakete
vor dem Start (Eigenmasse + Traglast + Treibstoffmenge) und m¢(t) die verbrannte
Treibstoffmasse bezeichnen. Nehmen Sie an, dass die verbrannte Treibstoffmasse
my(t) mit der Treibstoffausstofirate mf(t) = u(t) mit der Relativgeschwindigkeit
w(t) = —wep, w > 0, von der Rakete ausgestofien wird und die Rakete sich exakt
gegen das Schwerefeld der Erde mit der Gravitationskonstanten g bewegt.

Lésung von Aufgabe 3.6. Das mathematische Modell lautet

d
Sh=
a ="
Sv=—g+ Lu)
a’ T IR

d
M= —u(t)
mit der Hohe h(t) der Rakete gemessen von der Erdoberfliche, der Raketengeschwin-

digkeit v(¢) und der Raketenmasse m(t).

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_3_6.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.
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3.4 Translatorische kinetische Energie und potentielle Energie

Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen ist wiederum eine Punktmasse mit der Masse
m, dem Ortsvektor r = ze, + ye, + ze, vom Ursprung 0 des Inertialsystems (0zyz), der
Geschwindigkeit v = 1 = v;e, + vye, + v.e, und der Summe der auf die Punktmasse
wirkenden Krifte fp = fr e, + fry€y + fr2€.. Damit gilt nach (3.33) der Impulserhal-

tungssatz

d
mev = fr . (3.56)

Die durch die Kraft fp zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit verrichtete Arbeit wird als Leistung
(SI Einheit Watt W = Nm/s)

P=fpv (3.57)

bezeichnet?. Die zugehérige im Zeitintervall [to, t] transferierte Energie E lautet (SI Einheit
Joule J = Nm)
t t
E(t)— E(tg) = | P(r)dr= [ fg-vdr. (3.58)
to to
Setzt man nun die linke Seite von (3.56) in (3.58) ein, so erhdlt man die zum Zeitpunkt ¢
in der Masse m gespeicherte kinetische Energie zu

t d v
T(t) =T(to) + (mdv> vdr =T(tg) +m [ v-dv
T

to Vo
Vg Vy Uz
=T(to) +m / Uy AUy + / 0y doy + / U, A,
Vox Voy Voz
m m 1
=T(to) — 5 (vgx + vgy + vgz) + 5(1}% + Ug + vz) = imVTv , (3.59)
=0

wobei sdmtliche Integrale entlang einer Losungskurve des Systems im Zeitintervall [to, ¢]
mit der zugehorigen Geschwindigkeit v(to) = vo = [vog, Voy, UOZ]T und v(t) = [vg, vy, vz]T
ausgewertet werden.

Der translatorische Anteil der kinetischen Energie eines Starrkérpers errechnet sich zu
(Schwerpunktsatz)

1
T = Emfgfg (3.60)

mit der Gesamtmasse m und dem Ortsvektor rg zum Schwerpunkt gemessen im Inertial-
system (0zyz).

2Hier und im Folgenden bezeichnet fr - v das innere Produkt fr - v = f;{v = fR,2Vz + fRyVy + fR,2Vz.
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Im nédchsten Schritt soll fiir die Klasse der Potentialkrdifte f, die zugehdrige potentielle
Energie V berechnet werden. Dazu formuliert man (3.58) mit v = 1 in der Form

V() = V(to) + ttfp vdr = V(to) + / £(F) - di

— V(to) + / Foa @2 2) A& + oy (@57, 2) A + fya (5, 2) d3) (3.61)

um, wobei die Integrale wiederum entlang einer Losungskurve des Systems im Zeitintervall

T T
[to, t] mit der zugehorigen Position r(ty) = ro = {xg Yo zo} und r(t) = [:c Y z}

3

zu verstehen sind. Das Integral in (3.61) ist genau dann® wegunabhingig, wenn die

Integrabilitatsbedingungen

N

0 o 0 o
@fp,x(%?/, ) - %fp,y(xvyuz) )

N

0 0

— T. 1. 2) = — .. 2 3.62
azfp,x(x’y) ) ajfp,z(xayaz) s ( )
0 o 0 o

%fp7y($7y’ Z) - aigfpvz(a%y’z)

T
erfiillt sind bzw. die Jacobimatrix von f, = [fp,z(:l“,gj,i) fow(Z,7,2) pr(aE,g,i)}

T
bezuglich T = [ic 7 2} symmetrisch ist, d. h.

5 %fw %fw %fw 5 AT
ﬁfp = |z fpu Fgfp,y zfoy| = <81~_fp) : (3.63)
9 9 9
ozl a5lve Bzlpe
In diesem Fall sagt man auch, die Kraft f, ist konservativ und besitzt ein Potential
(potentielle Energie) gemé$ (3.61). Nimmt man nun an, dass ry jene Position bezeichnet,
an der V(ry) = 0 ist (Bezugspunkt), dann gilt
ro r r
V(r) = V() + / £,(F) - df + / £(8) df = / £(F)-df.  (3.64)
ry ro ry

=V (ro)

Damit hiangt die potentielle Energie V' ausschliefilich vom Endwert r der Lésungskurve

und vom Bezugspunkt r; ab und ist unabhéngig davon, wie man zu diesem Endwert
T

gelangt*. Wenn f, = {fp’m(;ﬁ,y, 2) fow(@,y,2)  fp(z,v, z)} konservativ ist und damit

die Integrabilitatsbedingungen (3.62) erfiillt sind, ist der Integrationsweg frei wéhlbar und

das zugehorige Potential lasst sich z. B. wie folgt

T Y z
V) = [ foal@r it [ foylegendit [ hap2ds (365)
xr 23

yr

3Genau genommen gilt dies nur in einer sternférmigen Menge (Lemma von Poincaré fiir Differentialfor-
men).

4Man beachte, dass eine Anderung des Bezugspunktes r; lediglich eine konstante Verschiebung in V
bewirkt.
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T T
mitr:{x Y z} und r]:|:x] Yr zl} berechnen.

Beispiel 3.7. Ein Beispiel bildet die potentielle Energie zufolge der Gravitation. Wenn
eine Person der Masse m einen Berg der Hohe h besteigt, dann hat diese Person am
Berggipfel die potentielle Energie® V' = mgh, unabhéngig davon, von welchem Ort
sie die Bergtour gestartet und auf welchem Weg sie den Berggipfel erreicht hat.

“Hier wird angenommen, dass als Bezugspunkt das Niveau des Meeresspiegels gewédhlt wurde.

Wenn V(z,vy, z) die potentielle Energie bezeichnet, dann kann V auch in der Form

r v 7o 9 9
ve [ Y _/r L% (35245 + V(@52 45 + V(@52 42 (3.60

r; dr

geschrieben werden und durch Vergleich mit (3.65) folgen aus der Unabhéingigkeit der
Ortsvariablen z, y und z die Beziehungen

0 0 0

fp,x(«%,g, ) ?V(i’ Ys 2) fpy(f,ﬂ,i) = 87@‘/(5;7:&, 2)7 fp7z(j7g72) = %v(‘%?g? 2)
(3.67)
bzw.
f, =grad(V) =VV . (3.68)

Aufgabe 3.7. Zeigen Sie, dass die Kraft, die aus einem Potential berechnet werden
kann, immer wirbelfrei ist, d. h. rot(f,) = V x f, = 0.

Ein wesentliches Element zur verlustlosen Speicherung von mechanischer Energie ist
eine mechanische Feder. Die Abbildung 3.18 zeigt eine mechanische Feder und deren
nichtlineare Kraft-Weg Kennlinie. Im unbelasteten Fall (Federkraft fr = 0) hat das
Federelement die Lange sy, welche auch als entspannte Ldnge der Feder bezeichnet wird.

fr>0 A

fFZO F<0

8:80 80 S

Abbildung 3.18: Das Federelement.

Die potentielle Energie der Feder mit der Federkraft fr(s), fr(so) = 0, berechnet sich
nach (3.64) zu

5) = / Fr(3)ds | (3.69)

Im linearen Fall, d.h. fr(s) = ¢(s — so) mit der Federkonstanten c¢ > 0, vereinfacht sich
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die potentielle Energie zu
1
V(s) = 58(8 —50)% . (3.70)

Aufgabe 3.8. Abbildung 3.19 zeigt die Serien- und Parallelschaltung zweier linearer
Federelemente mit den Federkonstanten c; und cy und den zugehdrigen entspannten
Langen sg1, Sg2.

fr
A
S92 C2, 502 T fr
v T 1 A
A
C1, S01 €2, 502
s1 €1, So1 S
Y Y
7

Abbildung 3.19: Zur Serien- und Parallelschaltung von linearen Federelementen.

Berechnen Sie jeweils die Gesamtsteifigkeit ¢, sowie die zugehorige entspannte Lénge
504 der Ersatzschaltung geméf Abbildung 3.19.

Lésung von Aufgabe 3.8.

. C1C2
Serienschaltung: soy = so1 + 502, ¢4 =
c1+c2
€1501 + 2502
Parallelschaltung: sog = —————, ¢4 =rc1+c2

1+ co

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_3_8.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Beispiel 3.8. Gegeben ist das System in Abbildung 3.20 bestehend aus den zwei
Massen m; und mg sowie den beiden linearen Federelementen mit der Federsteifigkeit
c1 > 0 und c2 > 0 und den zugehorigen entspannten Langen sg; und sge. Im Weiteren
bezeichne z; und z9 die Auslenkung der Masse mq bzw. mo aus der Gleichgewichtslage,
d.h. z1 = s1—sg1 und 2o = s5—5g2. Wie in Abbildung 3.20 dargestellt, sind die beiden
Massen iiber eine Blattfeder miteinander verbunden. Diese bewirkt eine Federkraft
fi2 = c12(z1 — 22), c12 > 0, zufolge einer Relativverschiebung von m; und ma.
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A mz A
21 /-
mq C12

2,802 | gy

22

S1 c1, 501

Abbildung 3.20: Massen mit Blattfeder.

Aufgrund des Schnittprinzips muss diese Kraft mit unterschiedlichem Vorzeichen an
den beiden Enden der Feder auftreten, d.h. fo; = — fi2. Nimmt man an, dass fir
z1 = 29 = 0 die in den Federn gespeicherte potentielle Energie V' gleich Null ist und
fasst man die Krafte der Federn entsprechend der Verschiebungen in einen Vektor fr

zZusammen
lfm(zl, 22)] _

fr =
fra(z1, 22)

(3.71)

c1z1 + cia(z1 — 22)]
cazo + c12(22 — 21) ’

so errechnet sich V mit z = [zl 22:| in der Form

V= /0 fr-dz = /0 [0151 +c12(21 — 22)] dz; + [0252 + c12(22 — 21)] dzy . (3.72)

fr1(21,22) Fr2(Z1,22)

Analog zu (3.61) ist die Wegunabhéngigkeit der Integration von (3.72) gegeben, da
die Integrabilitdtsbedingung

0fr1(Z1, Z2) _ 0fra2(Z1, Z2)
0% 0%y

C12 = = C12 (373)

erfiillt ist. Die potentielle Energie V' der Kraft fr = Kz folgt damit zu
zZ1 B _ zZ2 _ 5
Vv :/0 fr1(21,0)dz +/0 fra(z1,22) dZo

z1 z2
= / [6121 + 61221] dz; + / [6222 + c1929 — 61221] dzo
0 0

2t 23
= (1 + C12)5 + (c2 + C12)§ — C1221%2
1 c1+ec —c
e 2oy (3.74)
2 —C12 co + c12

K
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Die Matrix K ist symmetrisch und positiv definit und wird auch als Steifigkeitsmatrixz
bezeichnet. Die Symmetrie der Steifigkeitsmatrix impliziert damit die Integrabilitéts-
bedingung, womit fiir fr eine potentielle Energie existiert.

3.5 Dissipative Krafte

Unter einer dissipativen Kraft fp versteht man eine Kraft, deren Arbeit irreversibel in
Wirme umgewandelt (dissipiert) wird, d.h. fp(¢) - v(¢) < 0 fur alle Zeiten ¢. Dies kénnen
volumenhaft verteilt wirkende Kréfte sein, wie beispielsweise bei einer Wirbelstrombremse,
oder flichenhaft verteilt wirkende Kréfte, wie dies bei der Bewegung eines starren Korpers
durch ein Fluid zufolge der Reibung auftritt.

3.5.1 Bewegung eines starren Korpers durch ein Fluid

Betrachtet man einen Starrkorper, der sich gleichférmig mit der Geschwindigkeit v
ohne Rotation durch ein (ruhendes) fluides Medium bewegt, so kénnen die vom Fluid
auf den Korper ausgeiibten flichenhaft verteilten Kréfte durch eine resultierende Kraft
fr und ein resultierendes Moment TE%Z) beziiglich eines beliebig gewahlten Punktes Z
ausgedriickt werden (siehe dazu auch die bisherigen Ausfithrungen zum Thema allgemeines

Kraftesystem). Die resultierende Kraft fz kann man in einen Anteil £4 (Ablenkungskraft)

€

fluides Medium

Abbildung 3.21: Bewegter Starrkorper in einem fluiden Medium.

senkrecht zu v und einen Anteil fp ( Widerstandskraft), der parallel in entgegengesetzter
Richtung von v wirkt, zerlegen, siehe Abbildung 3.21. Die Ablenkungskraft f4 wird
auch als dynamische Auftriebskraft bezeichnet und ist bedingt durch die Geometrie des
Starrkorpers. Ein einfacher Zusammenhang fiir die Widerstandskraft fp in einem weiten
Geschwindigkeitsbereich unter der Schallgeschwindigkeit ist durch

fD = fDev = —CwA%v2ev (3.75)
mit v = ||v||, und dem Richtungsvektor der Geschwindigkeit e, gegeben. Dabei bezeichnet

cw > 0 den (dimensionslosen) Widerstandsbeiwert, A eine geeignete Bezugsfliche und py
die Dichte des fluiden Mediums.
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Aufgabe 3.9 (Freier Fall). Erstellen Sie ein mathematisches Modell zur Beschreibung
des freien Falls eines Objektes der Masse m, Querschnittfliche A und Widerstands-
beiwert ¢ in der Atmosphére der Erde. Beriicksichtigen Sie dabei die Anderung der
Luftdichte als Funktion der Héhe h in der Form

o) = poexn( 7 )

mit den Konstante pp und k. Bestimmen Sie mit Hilfe von MAPLE eine numerische
Loésung des Modells fiir die Anfangsbedingungen A (0) = 39 km und v(0) = A(0) =0
und folgende Parameter: pg = 1.2kg/m?, k = 9100m, A = 0.5m?, m = 100kg,
cw = 0.5, g = 9.81m/s?.

Losung von Aufgabe 3.9.

d
Sh() =0

d h(t
m&v(t) = —mg + cwApo exp(—;))

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_3_9.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

3.5.2 Reibung zwischen festen Korpern

Wenn zwei sich beriihrende feste Korper Relativbewegungen ausfithren, dann entste-
hen zufolge der Rauheit der Oberfiichen in der Beriihrungsfliche flichenhaft wirkende
tangentiale Reibungskréafte. Im Folgenden betrachte man eine Masse m, die durch eine
externe horizontale Kraft f. auf einer rauen Oberfliche bewegt wird, siehe Abbildung
3.22. Schneidet man die Masse frei, so wirken auf die Masse neben f, die Normalkraft
fn und die Reibkraft f.. Aus Erfahrung weifl man, dass die Masse m sich erst bewegt,
wenn die Kraft f. einen bestimmten Wert fy iiberschreitet, d. h. solange die Ungleichung®
|fe| < fm erfiillt ist, gelten die statischen Gleichgewichtsbedingungen

e, :fe—fr=0 (3.76a)
e, fn—mg=0 (3.76b)

und die Masse bleibt an der Stelle haften. In diesem Zusammenhang wird f, deshalb
als Haftreibungskraft bezeichnet und stellt eine Reaktionskraft dar, wie dies zufolge des
Schnittprinzips bereits bekannt ist. In einer ersten Naherung lésst sich fy in der Form

fo=pnfn, fir fn >0, (3.77)

5Man beachte, dass im Allgemeinen fz fiir unterschiedliche Vorzeichen von f. auch unterschiedliche
Werte annehmen kann, was hier nicht betrachtet wird.
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E x
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m |
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Abbildung 3.22: Zur Haftreibung.

ausdriicken, wobei der Haftreibungskoeffizient pp > 0 lediglich von der Rauheit der sich
beriihrenden Oberfléchen abhéngt. Wird die externe Kraft f. soweit erhoht, dass die
Haftreibung iiberwunden wird, dann beginnt sich die Masse zu bewegen und die Reibkraft
fr = fo zufolge der trockenen Gleitreibung lautet

fo = pofysgn(x), fir fy >0, (3.78)

mit dem Gleitreibungskoeffizienten pc > 0. In diesem Fall gilt fiir die e,-Richtung nach
wie vor die Gleichgewichtsbedingung fxy = mg und in e, -Richtung folgt der Impulserhal-
tungssatz (3.33) zu

mi = fo — pemgsgn(i). (3.79)
Das mathematische Modell der Masse von Abbildung 3.22 ist demnach durch eine Struk-
turumschaltung charakterisiert, d. h.

—
Haften: wenn |f.| < fg und © =0 {x 0 (3.80a)
v =
Gleiten: sonst{x . - (3.80b)
mib = fo— pomgsgn(v)

Das Reibungsgesetz (3.77), (3.78) ist auch als Coulombsches Reibungsgesetz bekannt und
gilt im Wesentlichen als elementare Naherungstheorie fiir trockene Reibung zwischen festen
Kérpern. Die Reibungskoeffizienten p g und pue miissen im Allgemeinen aus experimentellen
Versuchen ermittelt werden. Typische Werte fiir einige Materialpaarungen findet man in
Tabellenbiichern, siehe beispielsweise Tabelle 3.1.

Im Haftzustand kann man gem&fl Abbildung 3.22 einen Winkel ¢ in der Form

_ I

In
einfiihren. Setzt man fiir f. den Grenzwert fir = pg fy ein, so erhdlt man den Zusam-
menhang

tan(y) (3.81)

tan(em) = pm (3.82)
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Tabelle 3.1: Typische Reibungskoeffizienten.

Materialpaarung H Haftreibung ppy | Gleitreibung pc
Bronze auf Bronze 0,18 0,2

Grauguf3 auf Bronze 0,28 0,2

Stahl auf Stahl 0,15 0,12

Luftreifen auf Asphalt || 0,55 0,3

Eiche auf Eiche 0,54 0,34

mit dem Haftungswinkel ¢z. Dies erlaubt eine anschauliche geometrische Interpretation
der Haftreibung: Wird ein Koérper einer beliebig gerichteten Belastung unterworfen, so
bleibt er in Ruhe, solange die Reaktionskraft f5 an der Kontaktfliche innerhalb des so
genannten Haftkegels liegt. Der Haftkegel beschreibt dabei den Rotationskegel um die
Normale e,, der Kontaktflichen mit dem Offnungswinkel 2@, siche Abbildung 3.23.

Abbildung 3.23: Haftkegel.

Aufgabe 3.10. Eine Masse m liegt auf einer schiefen Ebene und wird von einer
Person mit der Kraft fs nach oben gezogen (siehe Abbildung 3.24). Berechnen
Sie die notwendige Zugkraft fg als Funktion der Winkel o und [ sowie der Masse
m und des Haftreibungskoeffizienten py, damit die Masse bewegt werden kann.
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s

Abbildung 3.24: Masse auf schiefer Ebene.

Lésung von Aufgabe 3.10.

mg(pr cos(a) + sin(a))
cos(f — a) + pgsin(f — a)

fs >

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_3_10.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Aufgabe 3.11. Eine Person der Masse m steigt auf eine 21-stufige Leiter der Léange [,
die an einer Wand angelehnt ist, siehe Abbildung 3.25. Wie viele Stufen darf die Person
auf die Leiter steigen ohne dass die Leiter wegrutscht, wenn der Haftreibungskoeffizient
zwischen Leiter und Wand Null und zwischen Leiter und Boden gleich pg = 1/10 ist?

Abbildung 3.25: Person auf einer Leiter.

Lésung von Aufgabe 3.11. Die Anzahl der Stufen entspricht der auf die néchst kleinere
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ganze Zahl abgerundeten Zahl

20p
l 2
~) -1
(3)
Beachten Sie, dass hierbei tan(arcsin(x)) = x/v/1 — 22 verwendet wurde.

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_3_11.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

+1.

Befindet sich zwischen den beiden festen Kérpern eine ununterbrochene Schmiermittel-
schicht, so hdngen die zwischen den Koérpern wirkenden Krifte im Wesentlichen von
der sich einstellenden Strémung im Spalt zwischen den beiden Koérpern ab. Sehr héufig
verwendet man in diesem Zusammenhang fiir die Reibkraft f,. ein einfaches Modell der
Form

fr=nvAv (3.83)

mit dem wiskosen Reibungskoeffizienten py > 0 und der Relativgeschwindigkeit Aw
der beiden sich beriihrenden Oberflichen der Starrkoérper. Im allgemeinen Fall einer
Mischreibung werden die Coulombsche Reibung (3.77), (3.78) und die viskose Reibung
(3.83) kombiniert.

Es gibt nun Bauelemente, sogenannte Ddmpfer, die eine vorgegebene (nichtlineare)
Kraft-Geschwindigkeit Kennlinie fp(Av) mit fp(Av)Av > 0 gemafl Abbildung 3.26
realisieren. Im linearen Fall gilt fiir die Ddmpferkraft fp = dAv mit dem geschwindig-
keitsproportionalen Dimpfungskoeffizienten d > 0.

/D fD4
e
lD—ﬂ_‘l
v >
—L. Av =19 — 11
V2

Abbildung 3.26: Nichtlinearer Ddmpfer.
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Beispiel 3.9. Ein masseloses Seil ist unter dem Umschlingungswinkel o geméfl Abbil-
dung 3.27 um einen feststehenden Zylinder gefiihrt, wobei gilt fso > fg1.

[s2 ‘
PO

S ds

Abbildung 3.27: Zur Reibung eines Seils.

Nimmt man nun ein infinitesimales Seilelement heraus, so lauten die Gleichgewichts-
bedingungen unter der Annahme hinreichend kleiner Winkel dy/2 (d. h. sin(dy/2) ~

de/2, cos(dp/2) ~ 1)
e :fs +dfr — (fs +dfs) =0 (3.84a)
. :dfx — fs — (fs +df9) Y =0 (3.84D)
bzw. unter Vernachlissigung von dfsdy/2 folgt
df, =dfs und dfy = fsdy . (3.85)

Mit dem Coulombschen Reibungsgesetz geméaf (3.77), (3.78), im Speziellen df, =
wdfy, erhilt man

— = ufs (3.86)

bzw. durch Integration iiber den Umschlingungswinkel von ¢ = 0 nach ¢ = « ergibt
sich die Seilreibungsgleichung zu

fs2 1 a

—dfs= [ pde bow. f2 = fsiexplua) (3.87)
fs1 s 0
Fir den Fall fg1 > fs9 kann auf analoge Art und Weise die Beziehung fs; =
fs2 exp(pa) hergeleitet werden. Bezeichnet nun p = pg den Haftreibungskoeffizienten,
dann ist das System im Gleichgewicht solange die Ungleichung

fs1exp(—pma) < fsa < fs1exp(ppa) (3.88)
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erfiillt ist. Das Seil rutscht nach rechts fiir fg1 > fg2 exp(uga) und nach links fir
fs2 > fs1exp(pna).

Aufgabe 3.12. Eine Masse mit der Gewichtskraft mg héngt an einem (masselosen)
Seil, welches einmal um einen feststehenden Zylinder (Umschlingungswinkel 360°)
gewickelt wurde und mit der Kraft von 10 N gerade im Gleichgewicht gehalten werden
kann. Wie oft muss man das Seil um den Zylinder wickeln, damit die 10 fache Masse
durch die Seilhaftreibung ebenfalls mit einer Kraft von 10 N im Gleichgewicht gehalten
werden kann?

Lésung von Aufgabe 3.12. Der gesuchte Umschlingungswinkel « lautet
| (10mg)
n —_—
10
(%)
In( —
10

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_3_12.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

o =27

3.5.3 Rolireibung

Wenn ein starres Rad auf einer starren Unterlage rollt ohne dabei zu gleiten, dann
gibt es theoretisch keinen Rollwiderstand. In der Realitdt kommt es jedoch bei jedem
Rollvorgang zu Deformationen, die mit partiellen Gleitvorgéngen in der Kontaktfliche
verbunden sind. Abbildung 3.28 zeigt die jeweiligen Kréfteverhéltnisse bei einem Laufrad
und einem Treibrad. Beim Laufrad muss die horizontal wirkende Kraft fy tiber die

Abbildung 3.28: Lauf- und Treibrad.

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien


https://www.acin.tuwien.ac.at/file/teaching/bachelor/modellbildung/Aufgabe_3_12.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

3.6 Feder-Masse-Dampfer System Seite 50

Achse in das Rad eingeleitet werden, um den Rollwiderstand auszugleichen. Aus den
Gleichgewichtsbedingungen fiir sehr kleine Winkel ¢ = arctan(fg/fy)

fu—fr=0, fv—fr=0 und rfp—1Il,fn=0 (3.89)
folgt die Rollwiderstandskraft fr zu

l

Jr= ?#fN = urfv (3.90)

mit dem Rollreibungskoeffizienten pr = 1,/r > 0. Bei gleicher Materialpaarung ist der
Rollreibungskoeffizient deutlich kleiner als der Gleitreibungskoeffizient.

Aufgabe 3.13. Zeigen Sie, dass beim Treibrad das Antriebsmoment 74 = [, fy auf-
gebracht werden muss, um den Rollwiderstand zu iiberwinden und dass sich die
Zugkraft zu fz = 74/r — prfv errechnet.

Hinweis: Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Treibrad unter der Annahme
sehr kleiner Winkel ¢ = arctan(fz/fy) lauten

fz—fr=0, fn—fr=0 und 74—7fr—Ifn=0.

3.6 Feder-Masse-Dampfer System

Viele reale technische Systeme lassen sich als Kombination von Starrkdrpern mit Feder
und Dampfern beschreiben (z. B. Radaufhingungen in Fahrzeugen, der mikromechanische
Drehratensensor aus Beispiel 1.3). Auf Basis der bisherigen Ergebnisse lassen sich bereits
die Bewegungsgleichungen von derartigen Feder-Masse-Dampfer Systemen herleiten. Dazu
betrachte man folgendes Beispiel.

Beispiel 3.10. Gegeben ist das Feder-Masse-Démpfer System von Abbildung 3.29
mit den Massen m1, mo und mg, den linearen Dampferelementen mit den positiven
Dampfungskonstanten di1, doo und di3 sowie den linearen Federelementen mit den
positiven Federkonstanten ci1, c22, c13 und co3 und den entspannten Langen sgi1,
5022, So13 und sg23. Im Weiteren wirke auf die Masse mg die Kraft f; und g bezeichne
die Erdbeschleunigung.
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fr
g
ms A
d13 C13 C23
S013 5023
53
m m
A 1 2 A

51 diq €11 doo C22 |83
S011 8022

Differentialgleichungen zweiter Ordnung

in der Form
Mg+Dgq+Kq=k+bfg

dign+diz 0 —dis
D= 0 dep 0 |,
—d13 0 dis

Abbildung 3.29: Feder-Masse-Dampfer System mit drei Massen.

Wendet man den Impulserhaltungssatz (3.33) fiir jede Masse an, so erhélt man drei

m181 = —mig — c11(s1 — So11) — d1181 + c13(83 — 51 — s013) — d13(31 — 83) (3.91a)

made = —mag — c22(S2 — So22) — d22$2 + ca3(S3 — S2 — S023) (3.91b)

ms383 = —mgg — c13(s3 — 51 — s013) + d13(51 — $3) — ca3(s3 — 82 — S023) — f1. -
(3.91c)

Das mathematische Modell (3.91c¢) ldsst sich auch kompakter in Matrizschreibweise

(3.92)

T
schreiben, mit q = [31 52 33} , der symmetrischen, positiv definiten Massenmatriz

M = diag(m, ma, mg), der symmetrischen, positiv (semi-)definiten Dampfungsmatriz

(3.93)
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der symmetrischen, positiv definiten Steifigkeitsmatrix

c11 + c13 0 —C13
K= 0 c2+c3 —ca3 |, (3.94)
—C13 —C23 €13 + C23

dem konstanten Vektor k und dem konstanten Eingangsvektor b

—m1g + €118011 — €135013 0
k = —Mmag + €225022 — €235023 | » b= 0 . (3.95)
—ma3g + 135013 + €235023 -1

Aufgabe 3.14. Zeigen Sie die Definitheitseigenschaften der Matrizen K und D.

Um nun die Gleichgewichtslage qg fiir fr, = 0 zu berechnen, setzt man g = =0
in (3.92) und 16st das resultierende lineare Gleichungssystem Kqr = k nach qpr auf.
Wegen der positiven Definitheit ist K invertierbar und es folgt

qr =K'k . (3.96)

Fithrt man nun die Abweichung Aq von q aus der Gleichgewichtslage (Ruhelage) qr
ein, also Aq = q — qgr, dann folgt die Bewegungsgleichung (3.92) in der Form

MAG + DA + KAq + Kqr = k + bfy, . (3.97)
k

Die numerische Simulation dieses Feder-Masse-Dampfersystems in E‘
MATLAB/SIMULINK ist in Beispiel_3_10.zip dargestellt, welche von '_.,.--_.'= i
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/ her- -.'1_]:‘-'- ;
untergeladen werden. Hier kann unter Anderem der Einfluss der Parameter des
Systems auf die Losungseigenschaften analysiert werden.

Das Ergebnis des vorigen Beispiels ldsst sich insofern verallgemeinern, als jedes lineare
Feder-Masse-Dampfer System in der Form

Mg + Dg + Kq = Bf, (3.98)

mit dem Vektor der Lagekoordinaten q (relativ bezogen auf die Gleichgewichtslage),

der symmetrischen, positiv definiten Massenmatriz M, der symmetrischen, positiv semi-

definiten Dampfungsmatriz D, der symmetrischen, positiv definiten Steifigkeitsmatriz K,

der Eingangsmatrix B sowie dem Vektor der externen Kriéfte f, geschrieben werden kann.
Die im System gespeicherte Energie setzt sich aus der kinetischen Energie

1
T = 5qTMq (3.99)
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und der in den Federn gespeicherten potentiellen Energie

1
V= 5qTKq (3.100)

zusammen. Berechnet man nun die zeitliche Anderung der Gesamtenergie E = T + V
entlang einer Losungskurve von (3.98), dann folgt

d 1. R .1, 1 . . . .
E= §qTMq + §qTMq + §qTKq + §qTKq =4¢"M4+q'Kq
=q'(-Dq-Kq+Bf,) +q'Kq=—q'Dg + ¢'Bf, . (3.101)

Dabei gibt der erste Term —¢qTDq < 0 die in den Dampferelementen dissipierte Leistung
an und der zweite Term ¢ Bf, beschreibt die Energiefliisse zum oder vom System zufolge
der externen Krifte f..

Aufgabe 3.15. Zeigen Sie, dass sich die Anderung der Gesamtenergie auch fiir das
Feder-Masse-Dampfer System nach (3.92) wie in (3.101) errechnet.

3.7 Drehimpulserhaltung

In (3.10) wurde gezeigt, dass sich das Moment 7(%) einer Kraft f mit dem Ortsvektor r in
der Form 79 = r x f berechnet. Betrachtet man nun eine Punktmasse mit der Masse m,
dem Ortsvektor r(t) vom Ursprung des Inertialsystems (0zyz) und der Geschwindigkeit
v(t) = 1(t), dann ist der Drehimpuls in der Form

19 —rxp=rxmv (3.102)

definiert. Bildet man fiir beide Seiten des Impulserhaltungssatzes (3.33) das Kreuzprodukt
mit dem Ortsvektor r, so erhélt man

r X %p:rx %(mv) —rxf=70 (3.103)
Mit d d d
a(r X p)= T X p +rx P (3.104)
-~ o
=0

folgt aus (3.103) der Drehimpulserhaltungssatz (Drallsatz) zu

d d

R (O =70 1

% dt(r xp)=1", (3.105)
d.h., die zeitliche Anderung des Drehimpulses 1°) beziiglich eines beliebigen raumfes-
ten, Punktes 0 ist gleich dem Drehmoment 7() der an der Punktmasse angreifenden
Summenkraft f beziiglich desselben Punktes 0.
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Beispiel 3.11. Zeigt bei einer Bewegung der Kraftvektor stets auf einen Punkt 0 (das
Zentrum) hin, dann spricht man von einer Zentralbewegung. Dies ist beispielsweise
bei der Planetenbewegung der Fall, wobei die Sonne das Zentrum bildet. Da bei einer
Zentralbewegung das Moment 7(©) beziiglich des Zentrums verschwindet, muss nach
(3.105) der Drehimpuls 1) konstant sein.

Die vom Ortsvektor r in der Zeit dt iiberstrichene Fliache kann mit dem Fléchen-
vektor dA®) =n,dA = %r x dr beschrieben werden, wobei ns den Normalvektor
und dA = %|r x dr||, die zugehorige Grofe des Flichenelements beschreibt. Fiihrt
man nun die so genannte vektorielle Fldchengeschwindigkeit

aA =QEX T =grxyv (3.106)

ein, so lasst sich der Drehimpuls (3.102) auch in der Form

) — 9;p L A©
1V = 2mth (3.107)
schreiben.

Aus 10 =konstant folgt damit fiir eine Zentralbewegung nach (3.107), dass auch
die Flachengeschwindigkeit %A(O) konstant ist. Diese Aussage entspricht dem zweiten
Keplerschen Gesetz. Dieses besagt, dass ein von der Sonne zum Planeten gezogener
,Fahrstrahl“ in gleichen Zeiten gleich grofie Fliachen iiberstreicht, siche Abbildung
3.30.

Trajektori =
rajektorie Zei\t'A . Planct

(a) (b)
Abbildung 3.30: Zur Drehimpulserhaltung (a) und zum zweiten Keplerschen Gesetz (b).
Beispiel 3.12. Man betrachte das mathematische Pendel von Abbildung 3.31 mit der

Punktmasse m und dem masselosen starren Pendel der Lange [ unter dem Einfluss
der Gravitation mit der Erdbeschleunigung ¢ in negativer e,-Richtung.
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€,
g l ez(I Sy
@ ! z \J\
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v=1p

mg

Abbildung 3.31: Mathematisches Pendel.

Schneidet man das Pendel auf und fithrt die Schnittkraft fg ein, so lautet der
Impulserhaltungssatz fur die Masse m

ey, : mijj = — fgsin(p) (3.108a)
e,:miZ=—mg+ fscos(yp) . (3.108b)

Setzt man nun die Beziehungen

y =1Isin(p), §=1lcos(p)p, ij=—Isin(p)g®+1lcos(p)p (3.109a)
z=—lcos(p), %=1Isin(p)p, Z=I1cos(p)p®+ Isin(p)@ (3.109b)

in (3.108) ein, so erhédlt man
m(—l sin(p)p? + lcos(gp)c,b) = —fgsin(y) (3.110a)
m(l cos(p)@? + 1 sin(g@)gb) = —mg + fscos(p). (3.110b)
Aus den beiden Gleichungen (3.110) lassen sich nun eine Differentialgleichung fiir ¢
mi*@ = —mgl sin(p) (3.111)
und die Schnittkraft fg in der Form
fs = mgcos(p) + mip? (3.112)

berechnen. Die Differentialgleichung (3.111) kann man auch direkt iiber den Dreh-
impulserhaltungssatz (3.105) beziiglich des Ursprungs 0 des Koordinatensystems
(0zyz) erhalten. Der zugehorige Drehimpuls 190 gemé8 (3.102) lautet (siehe auch
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Abbildung 3.31)

0 0 mil?¢
19 =1 x mv = Isin(p) | xm|lpcos(p)| = | O (3.113)
—lcos(ip) lpsin(yp) 0

und damit folgt der Drehimpulserhaltungssatz beziiglich der e;-Achse zu
)0 — 2 — 70 -
al”” =ml*p =1, = —mglsin(y) . (3.114)

Die Grofle
IO = mi? (3.115)

€T

wird auch als Massentrdgheitsmoment bezeichnet.

@ Losung in MAPLE: Beispiel_3_12.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Die numerische Simulation des mathematischen Pendels in Mat- Elfi#s
LAB/SIMULINK ist in Beispiel_3_12.zip dargestellt und kann von 1.{‘_'...‘."-
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/ her- .--'ufn"_'
untergeladen werden. Untersuchen Sie hier den Einfluss der Anfangsbedingungen,
der Masse m sowie des gewéhlten Integrationsverfahrens auf das Losungsverhal-

ten.

Das vorige Beispiel lédsst sich nun einfach auf die Rotation eines Starrkérpers mit der
Drehwinkelgeschwindigkeit w = ¢ um eine feste Drehachse e, (im vorliegenden Fall
e, = e,) erweitern, siche Abbildung 3.32.

Schreibt man fiir ein Massenelement dm = p(x,y, z) dV mit dem Volumselement dV
und der Dichte p(x,y, z), welches sich im Abstand r(z,y, z) von der Drehachse befindet,
die zeitliche Anderung des Drehimpulses um die Drehachse mit

rcos(p) —rsin(p)w
r= |rsin(p)| und v = | rcos(p)w (3.116)
z 0

an, so erhélt man
—zdmr cos(¢)w

d
—(rxdmv) = — | —zdmrsin(p)w | . (3.117)
dt dt

r? dmw
Fiir die Beschreibung der Drehung um die Drehachse e, ist im Weiteren nur der entspre-
chende Anteil von (3.117) um diese Achse von Interesse, d. h. der Anteil

d d
o — = — . A1
w3 (r x dmv) i dmw (3.118)
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v
V=T
dy
r
Y -
0
€y
|

Abbildung 3.32: Zum Massentragheitsmoment.

Durch Integration von (3.118) tiber das gesamte Starrkérpervolumen V folgt der Momen-
tensatz zu

Iw= Izsz S (3.119)

mit dem um die e,-Achse wirkenden dufleren Gesamtdrehmoment 7., und dem Massen-
tragheitsmoment

L. :/TQ dm:/<x2—|—y2) dm . (3.120)
v v

Die in der rotierenden Masse gespeicherte rotatorische kinetische Energie lautet

1.
T, = §Izz¢2 : (3.121)

Beispiel 3.13. Das Massentriagheitsmoment eines Zylinders mit dem Radius R, der
konstanten Dichte p und der Léange [ lautet (sieche Abbildung 3.33)

I 27 rR 4 1
I, = / / / r2prdrdedz = pﬁl = —mR? . (3.122)
0oJo Jo 2 2
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Abbildung 3.33: Zum Massentragheitsmoment eines Zylinders.

Aufgabe 3.16. Berechnen Sie das Massentriagheitsmoment I einer homogenen Kugel mit
dem Radius R und der Dichte p beziiglich einer Achse durch den Kugelmittelpunkt.

Lésung von Aufgabe 3.16.

8 2
I=—mpR> = —mR? 3.123
5P £ ( )

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_3_16.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Abbildung 3.34: Zum Satz von Steiner.

Koordinatensystems (Sw(s)y(s ) (8 )) beschreibt dabei den Schwerpunkt des Korpers (siehe
auch (3.28)) und iiber die Beziehung
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9 :/V(r(s))2dm:/<<x(s)>2+ (y(s))2> dm (3.124)

(5)

kann das Massentragheitsmoment um die ez ’-Achse errechnet werden. Mdchte man nun

das Massentragheitsmoment 1. éz) desselben Korpers beziiglich der parallelen eg )_Achse
des Koordinatensystems (Aa:(A)y(A)z(A)> berechnen (siche Abbildung 3.34), dann folgt

I§;‘>=/V G * dm = /( + () )dm (3.125)

bzw. mit 2 = 245 + %) und ¥ = ya5 + ¢y erhilt man

I = /((HCAS) + (yas) )dm+ 2/ xAsx ) 4y a5yt )) dm

+/< + () )dm

((IAS) + (yas) )m + 256As/ ) dm + 2yAs/ y S dm + 1) . (3.126)
v v

N———
=0 =0

Gleichung (3.126) zeigt, dass sich das Massentragheitsmoment I éf) beziiglich der egA)—

Achse aus der Summe des Massentragheitsmoments I éf) um die e,(zs)—Achse durch den
Schwerpunkt S und der Multiplikation aus der Gesamtmasse m mit dem quadratischen
Abstand (z45)* + (yas)? von der Achse el zur Achse el ergibt. Dieser Zusammenhang

ist in der Literatur auch unter dem Namen Satz von Steiner zu finden.

Beispiel 3.14. Abbildung 3.35 zeigt einen Starrkoérper bestehend aus vier symmetrisch
angeordneten Vollzylindern jeweils mit der Masse m und dem Radius R, deren
Mittelpunkte sich im Abstand H von der Drehachse e, befinden.

Abbildung 3.35: Starrkorper aus vier symmetrischen Zylindern.

Es sei angenommen, dass die Verbindungsstege zwischen den Zylindern masselos sind.
Das Massentrigheitsmoment eines Vollzylinders beziiglich der e,-Achse durch den
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Schwerpunkt lautet gemafl (3.122) I éf) = %mR2. Nach dem Satz von Steiner erhalt
man somit flir das Massentriagheitsmoment des Gesamtkorpers

1
@Z:4§mR2+4H%n:2n(R2+2H§. (3.127)

Beispiel 3.15. Abbildung 3.36 zeigt einen reibungsfrei gelagerten, quaderférmigen
Pendelstab mit der homogenen Dichte pg und den geometrischen Abmessungen Lénge
lg, Breite bg und Hohe hg.

Abbildung 3.36: Pendelstab.

Zur Berechnung der kinetischen Energie sollen in weiterer Folge zwei Varianten
vorgestellt werden. In der ersten Variante berechnet man das Massentréagheitsmoment
des Pendelstabes I é@z um die Drehachse (e,-Achse)

19 = /hS/Q/ /bS/2 + d dydz = <1l3b h +—1 bilsh )
m x z
S,zz — PS he/21s Jbes2 y Y Ps| 3lsbshs + 5 05tshs
(3.128)
und damit errechnet sich die kinetische Energie geméf (3.121) zu

1
T:§§;¢ (3.129)

Bei der zweiten Variante stellt man vorerst den Ortsvektor rg vom Ursprung 0 des
Inertialsystems (0xyz) zum Schwerpunkt S des Pendelstabes auf

ls/2sin(p)
rs = |—lg/2cos(yp) (3.130)
0

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.7 Drehimpulserhaltung Seite 61

und berechnet den translatorischen Anteil der kinetischen Energie geméf (3.60) zu

1 113
T = §erSrS =5ms S o2 (3.131)
mit der Pendelmasse mg = pglsbghs. Wenn man nun den translatorischen Anteil der
kinetischen Energie T; um den rotatorischen Anteil der kinetischen Energie geméf
(3.121) ergénzt, muss man beachten, dass nun das Massentrdgheitsmoment [ éézz
beziiglich des Schwerpunktes S (also beziiglich einer Drehachse parallel zur e,-Achse

durch den Schwerpunkt S) berechnet werden muss

hs/2 ls/2 bs/2 1
= pg/ / / 2+ y dx dydz = pg (12l bshg + bslshs>

hs/2J—=lg/2/—bg/2
(3.132)
und damit der rotatorische Anteil der kinetischen Energie zu
L s .
T, = 21g ) (3.133)
folgt. Die kinetische Energie des Pendelstabes lautet demnach
T=T+T,
= 1Psbshsl?’ ¢* + 1PS(1l3 bshs + Ly lshs) @
8 o 27\ 12" 1279
=5 (3Psbshsls + 1205bslsh5>sﬂ : (3.134)
7Ig'Az>z
Es sei angemerkt, dass der Zusammenhang
(4) _ (9 5
IS,ZZ IS 2z +mg—> (3135)

4

gerade dem Satz von Steiner entspricht, siehe (3.126).

Generell ist zu beachten, dass bei der Berechnung der kinetischen Energie als Summe
aus einem translatorischen und einem rotatorischen Anteil das Massentragheitsmo-
ment immer beziiglich der in den Schwerpunkt parallel verschobenen Drehachse
zu verwenden ist. Dies ist insbesondere in weiterer Folge bei der Herleitung der
Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichungen von essentieller
Bedeutung!
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Beispiel 3.16. Als Beispiel betrachte man den Antriebsstrang von Abbildung 3.37.

I, Tm
AN c
Motor 7 i, I I,
o A ma m m
! 2
P 3\ %
@1 ©2
) d
— 4) Tl(m)
T1) —

Abbildung 3.37: Antriebsstrang.

Ein Motor mit dem Massentrdgheitsmoment I, erzeugt ein Drehmoment 7,,, und
treibt iiber ein verlustloses Getriebe mit der Getriebeiibersetzung i, (Verhéltnis von
Antriebsdrehzahl zu Abtriebsdrehzahl)

1= .me, (3.136)
g
eine Masse mit dem Massentrigheitsmoment I; an.

Diese Masse ist iiber eine lineare Drehfeder mit der Federkonstanten ¢ > 0 und einem
drehwinkelgeschwindigkeitsproportionalen Drehddmpfer mit der Ddmpferkonstanten
d > 0 mit einer weiteren Masse mit dem Massentrigheitsmoment Iy verbunden, auf
die das Lastmoment 7; wirkt. Schneidet man das Getriebe auf (siehe Abbildung 3.37),
so wirkt auf der Primérseite das Drehmoment Tl(m). Da das Getriebe als verlustlos
angenommen wurde, wirkt zufolge der Getriebeiibersetzung auf der Abtriebsseite das

Drehmoment

(m)

Tlle _ 7_lm (m) .

Om  bzw. T =T g . (3.137)

Wendet man nun fiir die beiden Massen und den Motor getrennt den Drehimpulser-
haltungssatz (3.105) an, so folgt

Iy om = Tm — Tl(m) (3138&)
Lipr =71 —c(p1 — p2) — d(p1 — P2) (3.138b)
o = c(p1 — p2) +d(p1 — p2) — 7 (3.138c)

bzw. durch Elimination von Tl(m), 71 und ,, folgt

L= Tl(m)ig = Timig — Imi 1 (3.139)
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und

(11 + 2L )1 = Timig — (o1 = 92) — d(1 — ) (3.140a)
Iypo = c(gol - QOQ) + d(gol - (,02) -7 . (3.140b)
In Matrixschreibweise ldsst sich (3.140) geméf (3.98) kompakt in der Form

Mg +Dqg+ Kq = b7 + b, (3.141)

mit q = [p1, goz]T, M = diag([l + z'?llm,lg) und
— d - 0 j
K= ¢ ¢ ) D= ) be - 5 bu = Y (3142)
—c c —d d -1 0
angeben.

@ Losung in MAPLE: Beispiel_3_16.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Aufgabe 3.17. Eine Kugel der Masse m mit dem Radius R rollt eine schiefe Ebene hinab,
siehe Abbildung 3.38. Geben Sie die Bewegungsgleichung fiir ¢ unter Vernachléssigung
der Rollreibung an und bestimmen Sie den Haftreibungskoeffizienten ppz, fiir den ein
Rollen moglich ist.

Abbildung 3.38: Rollende Kugel.

Lésung von Aufgabe 3.17.

2
o= %gsin(a) fir ppg > §tan(oz)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien


https://www.acin.tuwien.ac.at/file/teaching/bachelor/modellbildung/Beispiel_3_16.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

3.7 Drehimpulserhaltung Seite 64

Hinweis: Schneiden Sie die Kugel frei und stellen Sie den Impulserhaltungs-
satz in e,- und e,-Richtung des eingezeichneten Koordinatensystems sowie den
Drehimpulserhaltungssatz um den Kugelmittelpunkt auf.

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_3_17.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Alle Losungen zu den Beispielen und Aufgabe in MAPLE und MAT- B

ps://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/ herunterge- ik
laden werden.
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4 Starrkorperkinematik

Im Kapitel 2 wurde die Kinematik von Punktmassen beschrieben und in Kapitel 3
erfolgte eine Erweiterung auf die Beschreibung planarer Bewegungen. Dieses Kapitel
behandelt die Grundlagen der Kinematik von allgemeinen Starrkérperbewegungen, die
z. B. zur Beschreibung der Bewegung von Robotern gebraucht werden. Dabei kann jede
Starrkérperbewegung als Kombination einer translatorischen und einer rotatorischen
Bewegung beschrieben werden.

4.1 Rotation

In Abbildung 4.1 ist ein Starrkdrper S mit einem korperfesten Koordinatensystem
(01z1y121) und einem ortsfesten Koordinatensystem (Inertialsystem) (Opxzoyozo) dargestellt.
Es sei angenommen, dass durch {e;,, e, ,e; } und {e,, ey, e, } jeweils eine orthonor-

xo Yo

Abbildung 4.1: Zur Rotationsmatrix.

male Basis nach (2.1) gegeben ist. Der Vektor vom gemeinsamen Ursprung der Koordi-
natensysteme zu einem Punkt P des Starrkorpers kann nun entweder im koérperfesten
Koordinatensystem in der Form

P1 = P1z€z; + D1y€y; + P12€2 (41)
oder im ortsfesten Koordinatensystem durch

P0 = P0z€z¢ + Poy€y, + P02€2, (42)
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ausgedriickt werden'. Da p; und pg denselben Vektor in unterschiedlichen Koordinaten-
systemen représentieren, gilt fiir deren Komponenten folgender Zusammenhang

T T T T T
pOx = ezopo = emopl = plxemoexl +plye;poey1 +p1zexoez1 . (43)

Fiihrt man dies analog fiir po, und po. durch, erhilt man fiir eine reine Rotation des
Koordinatensystems die Beziehung

T T T

e, e e, e e. e
Doz o ~T1 xo Y1 o ~*1 Pz

_ | AT T T

Poy| = |€y.€x; €yey €yl | |DPiyl| - (4.4)
Poz T T T P1z

€,,€x €;€y €€ gty
Po P1

Rl

0

Die (3 x 3)-Matrix R} gibt die Transformation der Koordinaten eines Vektors im
Koordinatensystem (01z1y121) (hochgestellter Index bei R}) zu den Koordinaten im
Koordinatensystem (0pxoyo20) (tiefgestellter Index bei R}) an. Analog dazu gilt

T T T T T
Plz = €5, P1 = €5, P0 = P0z€5, €z + Poy€y, €yo + P02€5, €2 (4.5)
bzw.
T T T
Dl €:,€x0 €1,€y €z, €z Do
I T T
Py | = |€y€x, €y€y €y €| [Poy| - (4.6)
P1z T T T Doz
) €, €r €€y €;ey| L ")
P1 - Po
Rl
Nun muss offensichtlich gelten
1 10 0 opl
Po = Ropl = RORlpo bZW. P1 = Rlpo = RlRopl (47)

und wegen der Kommutativitét des Skalarproduktes el e, = egoew1 folgt die Orthogona-
litit der Matrix RY, d.h.

R} = (R‘f)_l = (R?)T. (4.8)

Nimmt man nun als Koordinatensystem ein Rechtssystem an, so gilt zusétzlich det (Ré) =
+1. In diesem Zusammenhang werden alle orthogonalen (3 x 3)-Matrizen mit Determinante
+1 als Drehmatrizen des R? bezeichnet. Hiufig verwendet man dabei die Bezeichnung
SO(3) fiir special orthogonal group of order 3.

Nun gibt es drei elementare Drehmatrizen, die jeweils die Drehung um eine der drei
Koordinatenachsen beschreiben. Abbildung 4.2 zeigt die Lage der Koordinatensysteme

'Beachten Sie, dass in diesem und im folgenden Kapitel die Variable p zu Beschreibung der Lage
von Punkten eines Starrkorpers verwendet wird. Wo immer es notwendig ist, wird explizit darauf
hingewiesen, dass damit nicht der Impuls gemeint ist.
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(0121y121) und (0pzoyozo) bei einer Drehung um die zp-Achse mit dem Winkel ¢. Die
zugehérige Drehmatrix R lautet

cos(¢) —sin(¢) 0 cg —sp O
Ry =R., = |sin(¢) cos(¢) 0| = s Co Of . (4.9)
0 0 1 0 0 1

Abbildung 4.2: Elementare Drehung um die zg-Achse mit dem Winkel ¢.

Analog erhélt man fiir die elementaren Drehungen um die yg- bzw. xg-Achse mit den
jeweiligen Winkeln 6 und v die Drehmatrizen

[ cos(#) 0 sin(6) co 0 sg

Ry =R,y = 0 1 0 |=l0 1 0 (4.10a)
|—sin(f) 0 cos() —sp 0 cp
10 0 1 0 0

Ry=Ryyp= [0 cos(¥) —sin(y)| = [0 cy —sy] - (4.10b)
0 sin(y)  cos() 0 sy cy

Aufgabe 4.1 (Elementare Drehmatrizen). Berechnen Sie die elementaren Drehmatrizen
mit Hilfe von (4.4).

Lésung von Aufgabe 4.1.

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_4_1.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Man betrachtet nun drei Koordinatensysteme (0pzoyoz0), (0121y121) und (0222y222),
die durch Drehung miteinander verbunden sind. Der Vektor p vom gemeinsamen Ursprung
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der Koordinatensysteme zu einem Punkt P lasst sich in den Koordinaten der jeweiligen
Koordinatensysteme (mit pg, p1 und ps2 bezeichnet) darstellen. Dabei gelten folgende
Zusammenhinge

po=Rjp1 und p;=Rip, (4.11)

und fir die Hintereinanderausfithrung von zwei Drehungen ergibt sich

po = R{R?ps = R2ps bzw. R3 =RR?. (4.12)

Im Weiteren iiberzeugt man sich leicht davon, dass auch folgende Beziehungen fiir die
Umkehrung

ps =RIpy mit RS = (R%)T = (R(%R%)T = (R%)T(Rg)T =RIR? (413

gelten.

Man beachte, dass die Hintereinanderausfithrung von Drehungen keine kommutative
Operation ist, d.h. es gilt im Allgemeinen R4Rp # RpR 4 fiir zwei Drehmatrizen R4
und Rp. Als Beispiel betrachte man die Hintereinanderausfiihrung von zwei elementaren
Drehungen, zuerst um den Winkel ¢ beziiglich der momentanen z-Achse und anschliefend
um den Winkel 6 beziiglich der (gedrehten) momentanen y-Achse. Die Drehmatrix lautet
in diesem Fall

cp =S4 O0f[co 0 s CoCp —S¢ CeSe
Ry =R..Ryp= sy cg 0|0 1 0|=ssco c4 55| - (4.14)
0 0 11 |—sg 0 cg —Sp 0 Co

Andert man die Reihenfolge, also zuerst eine Drehung um den Winkel 6 beziiglich der
momentanen y-Achse und anschliefend eine Drehung um den Winkel ¢ beziiglich der
(gedrehten) momentanen z-Achse, so erhélt man

Co 0 Sp Cp —S¢ 0 CoCy —CpSp  Sg
Ryz = RyﬂRz,(z& = 0 1 0 S¢ C¢ o = S¢ C¢ 0 . (4.15)
—sp 0 cpf |0 0 1 —8S9Cy  SeS4  Cp

Man sieht unmittelbar aus (4.14) und (4.15), dass R,. # R, gilt, sieche Abbildung 4.3.
Die Hintereinanderausfithrung von zwei Drehungen geméfl (4.14) oder (4.15) impliziert,
dass die zweite Drehung immer beziiglich des bereits gedrehten Koordinatensystems
ausgefithrt wird. Im Vergleich dazu nehme man nun an, dass das Koordinatensystem
(0pxoyoz0) um den Winkel ¢ beziiglich der zp-Achse und das so entstandene gedrehte
Koordinatensystem (0121y121) um den Winkel 6 beziiglich der yo-Achse (im Gegensatz zu
(4.14), wo um die y;-Achse gedreht wurde) gedreht wird und man so das Koordinatensystem
(029y222) erhéilt. Bezeichnet man mit pg, p; und py ein und denselben Vektor in den
unterschiedlichen Koordinatensystemen, so gelten folgende Beziehungen

po=R.4sp1 und pi =R, _sR,oR.4p2 # Ryop2 (4.16)

bzw.
Po = Ry,HRz,¢>p2 . (417)
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A 20 20
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Abbildung 4.3: Zur Hintereinanderausfithrung von Drehungen: R, # R.,.

€2

Der Ausdruck R, 4Ry ¢R. 4 in (4.16) zeigt, dass zuerst die Drehung um den Winkel —¢
beziiglich der z;-Achse (ist identisch zur zp-Achse) ausgefiihrt wird (damit ist man wieder
im urspriinglichen (Ogzoyozo) System), dann die Drehung um den Winkel 6 beztiglich der
yo-Achse und anschlielend wieder die Drehung um den Winkel ¢ zuriick erfolgt.

4.2 Parametrierung einer Rotation

Die neun Eintrége einer (3 x 3)-Drehmatrix R sind natiirlich nicht linear unabhéngig. Viel-
mehr lasst sich die Orientierung eines Starrkoérpers durch drei rotatorische Freiheitsgrade
festlegen, weshalb die Drehmatrix im Allgemeinen auch nur durch drei linear unabhéngige
Groflen charakterisiert ist. Im Folgenden werden zwei hiufig verwendete Parametrierungen
einer Rotation angegeben.

4.2.1 Euler-Winkel

Dazu betrachte man das gegeniiber einem ortsfesten Koordinatensystem (Inertialsystem)
(0pzoyoz0) gedrehte korperfeste Koordinatensystem (01x1y121). Bei der Euler- Winkel
Parametrierung stellt man die Orientierung des Koordinatensystems (01x1y121) gegentiber
(0pzoyoz0) durch drei aufeinanderfolgende Drehungen mit den Winkeln (¢, 8, 1) dar: Dabei
dreht man zuerst um den Winkel ¢ beziiglich der zg-Achse, anschlieend um den Winkel
6 beziiglich der (gedrehten) momentanen y-Achse und abschliefend um den Winkel v
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beziiglich der (gedrehten) momentanen z-Achse. Damit lautet die Drehmatrix

_c¢> —s¢ 0| coe O sp|fcy —syp 0
Ri=R.,;R,oR.y,=1[s4 co6 O[]0 1 0f[sy ¢y 0

0 1||-ss 0 co||0 0 1
- (4.18)

_C¢C9C¢ — S¢Sy TCpCPSy — SpCy  CxpSe

© g

= |SpCACY + CpSy  —SpCeSy + CyCy  SpSe

—5pCq 50Sq) Co

4.2.2 Roll-Pitch-Yaw Winkel

Eine Parametrierung der Drehmatrix in Form von Drehwinkeln (¢, 6,) um die Koordi-
natenachsen des ortsfesten Koordinatensystems (0pzoyopzo) in der Form, dass zuerst eine
Drehung um den Winkel ) beziiglich der xg-Achse, anschliefend eine Drehung um den Win-
kel 0 beziiglich der yg-Achse und schlussendlich eine Drehung um den Winkel ¢ beziiglich
der zp-Achse durchgefithrt wird (siehe Abbildung 4.4), resultiert in der Drehmatrix

co —sy O][co 0 so][t 0 0
Ré:RZ7¢Ry,9RI7¢= s ¢4 O 0 I 0|0 cy —sy

_0 0 1 —Sp 0 Co 0 S Cyp (4 19)

CpCo  —SgpCy 1+ CySeSy S¢Sy + CpSeCy
= |8¢Co  CpCy T SpSeSy  —CpSy + S¢SeCy

—Sg CoSy CoCyp

Dabei werden v als Wankwinkel (roll angle), 6 als Nickwinkel (pitch angle) und ¢ als
Gierwinkel (yaw angle) bezeichnet.

Z
A0

Js¢

Y Yo

> (P
\

o

Abbildung 4.4: Zur Parametrierung der Drehmatrix mit Hilfe der Roll-Pitch-Yaw Winkel.

4.3 Translation

Zusétzlich zur bisher besprochenen reinen Rotation eines Koordinatensystems wird im
néchsten Schritt die reine Translation eines Koordinatensystems behandelt. Man betrachte
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dazu die zwei zueinander nicht gedrehten Koordinatensysteme (Opxoyozo) und (0121y121)
von Abbildung 4.5, deren Koordinatennullpunkte Og und 0; durch den Vektor d} verbunden
sind.

Zo Yo

Abbildung 4.5: Zur translatorischen Verschiebung.

Bemerkung 4.1 (Notation). Der Vektor dj beschreibt die translatorische Verschiebung
des Koordinatensystems (0121y;21) beziiglich des Koordinatensystems (Opzoyozo) aus-
gedriickt im Koordinatensystem (Opxoyoz0). Fiir alle weiteren Betrachtungen gilt, dass
die Groflen (Verschiebungsvektor, Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeiten etc.) im-
mer beziiglich des durch den unteren rechten Index angegebenen Koordinatensystems
dargestellt sind.

Im Weiteren seien mit pg und p; die Vektoren von den Nullpunkten Oy und 07 der
Koordinatensysteme (0pzoypzo) und (0121y121) zu einem Punkt P bezeichnet. Bei rein
translatorischer Verschiebung dj der beiden Koordinatensysteme ergibt sich nun folgender
Zusammenhang

po=p1+d}. (4.20)

4.4 Kombinierte Rotation und Translation

Wie bereits eingangs erwéahnt, setzt sich eine Starrkérperbewegung im Allgemeinen aus
rotatorischen und translatorischen Bewegungen zusammen. Kombiniert man (4.7) mit
(4.20), so erhélt man fiir eine kombinierte translatorische und rotatorische Bewegung die
Beziehung

Po = Rop1 +dj - (4.21)
Es ldsst sich unmittelbar zeigen, dass fiir die in Abbildung 4.6 dargestellten Koordinaten-
systeme (00zoy020), (0121y121) und (02x2y222) die Beziehungen
po=R{p1+d} und p; =R?py+d? (4.22)

bzw.
bo = RA(Rips + d7) +d} = Rips + Ryd? + (1.23)
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gelten.

Abbildung 4.6: Zur kombinierten translatorischen und rotatorischen Bewegung.

Will man nun die Bewegung eines Starrkorpers beziiglich des Intertialsystems (0pzoy020)
beschreiben, dann verbindet man ein Koordinatensystem (0;21y;21) fest mit dem Starr-
korper (korperfestes Koordinatensystem). Damit wird die Bewegung des Starrkorpers
aquivalent mit der Transformation (4.21) des Koordinatensystems beschrieben. Daher
wird eine Transformation der Form (4.21) mit einer orthogonalen Matrix R} auch als
Starrkérperbewegung bezeichnet. Die Lage des korperfesten Koordinatensystems ist frei
wéahlbar. Haufig erweist es sich jedoch als sinnvoll, das korperfeste Koordinatensystem in
den Drehpunkt oder den Schwerpunkt des Starrkorpers zu legen.

Starrkorperbewegungen konnen effizient in Form von homogenen Transformationen der
Art

R; dj

Hé:[o 1] mit R € SO(3) (4.24)

dargestellt werden. Betrachtet man eine Konfiguration P eines Starrkorpers

Po = |, (4.25)
1
so erhélt man durch Rotation mit R{ und Translation mit dj die Konfiguration
p, = ™ (4.26)
1
in der Form (vergleiche mit (4.21))
Py = HP; . (4.27)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die durch eine weitere Starrkérperbewegung (Rota-
tion mit R} und Translation mit d?) resultierende Konfiguration des Starrkdrpers

P2

P, =
>~ |1

(4.28)
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folgender Beziehung

R? 42
P, = H’P, = [ 01 11] P, (4.29)

geniigt. Um das zu zeigen, kombiniert man (4.27) mit (4.29). Man erhalt mit

po| |R§ dj| [Ri di| [p2| |[R{R{ RGdi+dj| [p2 (4:30)
1] o 1)lo 1||1] | o 1 1 '
——

P, H! H? P, H2 Py

unmittelbar das Ergebnis von (4.23). Im Weiteren gilt fiir die inverse homogene Transfor-

mation
T T
H = (H)) = [(Ré’) _(Ri) d(l’] . (4.31)

Die Beschreibung einer Starrkérperbewegung mittels homogener Transformationen erweist
sich vor allem fiir kinematische Ketten, wie sie z. B. in Robotern haufig auftreten, als
besonderes vorteilhaft.

Beispiel 4.1 (Planarer Manipulator). Die Abbildung 4.7 zeigt einen einfachen pla-
naren Manipulator bestehend aus zwei Stdben. Der Stab 1 (Lange l;, Abstand zum
Schwerpunkt /51) ist an einem Ende drehbar um die z-Achse (Winkel ¢;) gelagert. Am
anderen Ende ist der Stab 2 mit der Lange lo und dem Abstand lso zum Schwerpunkt
drehbar um die z-Achse angebracht. Der Winkel ¢2 bezeichnet dabei die relative
Verdrehung des Stabes 2 gegeniiber dem Stab 1.

Abbildung 4.7: Planarer Manipulator mit 2 Freiheitsgraden.

Zur Berechnung der Lage der Schwerpunkte sowie des am Ende des Stabes 2 ange-
brachten Endeffektors werden die Drehmatrizen zur Beschreibung der Verdrehungen
der Koordinatensysteme (0121y121) und (02zoy222) gegeniiber dem Inertialkoordi-
natensystem (0pzoyozo) berechnet. Diese ergeben sich direkt aus den elementaren
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Drehmatrizen nach (4.9) zu

Co1 —Spm 0 Cp2 —Spo 0
R} = Sp1  Cp 0| und R? = Sps  Cpy 0] (4.32)
0 0 1 0 0

Die Vektoren der Verschiebung der Koordinatensysteme zueinander berechnen sich zu

0 I
d)=1|0] und d?= |0 (4.33)
0 0

und die Lage der Schwerpunkte sowie des Endeffektors in den jeweiligen korperfesten
Koordinatensystemen sind durch

ls1 ls2 Iy
pi'=|0], p¥=[0| und p5 =0 (4.34)
0 0 0

gegeben.

Die absolute Lage dieser Punkte relativ zum gewahlten Inertialkoordinatensystem
(0pzoyoz0) (und ausgedriickt in diesem Inertialsystem) errechnet sich entsprechend
(4.21) zu

ls1 cos(¢1)
p;' = Rgpi' +dg = |l sin(y1) (4.35a)
0

11 cos(ip1) + Lsz cos(p1 + )]

pi? = Ry (df + Rips?) +df = | lysin(p) + Losin(pr + ¢2) (4.35b)
0
1 cos(¢1) + lea cos(p1 + ¢2)
p? = Ry (df + RIpS?) +df = | Ly sin(p1) + L sin(ipr + ¢2) | - (4.35¢)
0

ps://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/ ist

ey e

die Losung dieses Beispiels unter Verwendung homogener Transfor- {3 i
mationen dargestellt.

In der MAPLE-Datei Planarer_Manipulator.mw auf htt- ElfekEs

Bemerkung 4.2. Zur vereinfachten Darstellung von Starrkérperkinematiken wird in
der Literatur hdufig eine symbolisierte Beschreibung verwendet. Die Abbildung 4.8
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zeigt eine iibliche Représentation von translatorischen und rotatorischen Gelenken
einer Starrkorperkinematik.

Translation Rotation

Al st —?ﬁs /ﬁ @ w

Abbildung 4.8: Symbolische Darstellung von translatorischen und rotatorischen Ge-
lenken.

Beispiel 4.2 (Turmdrehkran). Der planare Manipulator stellt ein mechanisches Starr-
korpersystem dar, dessen Bewegung allein durch Rotationen um die Drehachsen
beschrieben wird. Bei dem in Abbildung 4.9 skizzierten Turmdrehkran ergibt sich
die Bewegung der Last als Kombination von Rotationen (Winkel ¢1, 3) mit einer
Translation (Verschiebung sz).

y1 Zlf%’ TL o ZOIZ
v % xo

Abbildung 4.9: Skizze und Kinematik eines Turmdrehkranes zu Beispiel 4.2.

Das System besitzt 3 Freiheitsgrade: eine Drehung des Turms um den Winkel ¢ um
die z-Achse des Inertialkoordinatensystems (0pzoyozo), eine Translation der Laufkatze
um sz entlang der z-Achse des Koordinatensystems (0121y121) sowie eine Drehung
des Seiles um den Winkel p3 um die y-Achse des Koordinatensystems (0oz2y222).
Dabei wurde vereinfachend angenommen, dass die Seillinge [s konstant ist und nur
eine Drehung des Seils mit Last um die y-Achse des Koordinatensystems (Oxz2y222)
erfolgt.
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Die Drehmatrizen zur Beschreibung der Verdrehungen der Koordinatensysteme
ergeben sich in diesem Beispiel zu

Cor S O Cos 0 Sy
Rj=|s, ¢, 0/, RI=E, Rj=| 0 1 0], (4.36)
0 0 1 —Sp; 0 Cypy

mit der Einheitsmatrix E. Die Verschiebungen der Koordinatensysteme zueinander
werden durch

0 59 0
dy= 10|, d?=1]0]|, di= |0 (4.37)
0 hy 0

beschrieben und der Vektor pf zur Last errechnet sich im Koordinatensystem
(0323y323) 2u

py=1|0]. (4.38)

Damit lasst sich sofort die Lage der Last im Inertialkoordinatensystem durch
Anwendung von

p = df + Ry(d? + R}(d} + Ripf)) (4.39)
zu
Coy (52 — Spyls)
pg = | S¢1 (52 - SLp3lS) (4.40)
hl — C¢3ls

berechnen. Man beachte, dass die Position sy genauso wie die Winkel ¢; und ¢3
zeitabhangige Groflen sind.

@ Losung in MAPLE: Turmdrehkran_einfach.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe 4.2 (Turmdrehkran 2). Erweitern Sie das kinematische Modell des Turm-
drehkrans um die Anderung der Seillinge sowie eine zusétzliche Drehung des Seils
um die x3-Achse, siehe Abbildung 4.10. Berechnen Sie die Position p{% der Last als
Funktion der Freiheitsgrade des Systems.
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Abbildung 4.10: Schematische Darstellung der Kinematik des Turmdrehkrans mit 5
Freiheitsgraden.

Lésung von Aufgabe 4.2. Die Position der Last errechnet sich zu

82Cg; + 85(—Sp;Sps — CipySpsCpy)
L
Py = | 5284, + 85(Cyy 80y — Sp1SpsCpy) | - (4.41)

hi — 85C44C0,

@ Losung in MAPLE: Turmdrehkran.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

4.5 Drehwinkelgeschwindigkeit

Die Elemente der Drehmatrizen sind Funktionen der Drehwinkel, die wiederum im Allge-
meinen Zeitfunktionen darstellen, siehe beispielsweise (4.9) und (4.10). Berechnet man die
totale zeitliche Ableitung einer Drehmatrix R € SO(3) und setzt der Einfachheit halber
voraus, dass die Drehmatrix nur von einem Drehwinkel #(¢) abhéngt, so folgt

0

R() = %Ré : (4.42)

Aufgrund der Orthogonalitdt der Drehmatrix R gelten folgende Beziehungen

d . .
RR"=E und (RRT) =RR" +RR" = 0. (4.43)

Dies zeigt, dass die Matrix
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S=RR" = —RR" (4.44)
eine schiefsymmetrische (3 x 3)-Matrix ist und damit immer ein eindeutiger Vektor
der Drehwinkelgeschwindigkeiten w™ = [wm wy w,| so existiert, dass sich S in der
Form

0 —W, Wy
S(w) = | w, 0 —wy (4.45)
—Wy Wy 0

schreiben lasst. Fur die elementaren Drehmatrizen (4.9) und (4.10) erhdlt man beispiels-
weise

0 —d 0
Sz,¢=Rz,¢RZT,¢= 6 0 0 (4.46)
0 0 O
bzw.
0 0 40 0 0 O
Syo=RyeR,o=10 0 0| und S,y =R,yR;, =10 0 —p|. (447)
-6 0 0 0 ¢ 0
Kombiniert man (4.43) und (4.44), dann folgt
R(A)=RRTR=SR . (4.48)
——

Lo Yo

Abbildung 4.11: Zur Drehwinkelgeschwindigkeit.

Es wird nun angenommen, dass p; einen festen (zeitlich konstanten) Vektor vom
Ursprung des Koordinatensystems (01z1y121) zu einem Punkt P reprisentiert, siehe
Abbildung 4.11. Das Koordinatensystem (0;z1y121) fithrt translatorische und rotatorische
Bewegungen gegentiber einem ortsfesten Koordinatensystem (Inertialsystem) (Ogzoy0z0)
aus. Die Geschwindigkeit pg des Punktes P gemessen im Inertialsystem ist dann durch
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die Beziehung (vergleiche (4.21))

po = Rip1 + R} p1 +dj = S(wh)Rip1 + d (4.49)
~~
=0
bzw.
po = wh x (Rfp1) +d} (4.50)
gegeben. Um das zu zeigen, betrachte man einen allgemeine Drehwinkelgeschwindigkeits-
vektor wT = {wx Wy wz] sowie einen Vektor r1 = [rm Ty rz}. Es gilt dann
0 —w, wy||re WyTy — WyTy Wy Ty
S(w)r = | w, 0  —wy||ry| = |wers —wars| = |wy| X |ry| =w xr . (4.51)
—UJy Wy 0 Ty wmry - wy'rx Wy Tz

Im néachsten Schritt soll nun berechnet werden, wie sich die Drehwinkelgeschwindigkeiten
bei mehreren zueinander gedrehten Koordinatensystemen berechnen. Dazu betrachte man
die Drehmatrix RZ gemii8 der Beziehung (4.12) mit R3 = R{R? und leite diese nach der
Zeit ab. Man erhélt dann einerseits zufolge von (4.48) die Beziehung

R} = S(w} )RS (4.52)
und andererseits ergibt sich durch Anwenden der Produktregel
. : . T
R} = RiR? + R{R] = S(w))RGR? + RiS(w?) (RY) RIRE (4.53)
E

Um (4.53) weiter zu vereinfachen, nutzt man folgenden, fiir einen beliebigen 3-dimensio-
nalen Vektor k geltenden, Zusammenhang

RS (w?) (Rg)Tk =R} (w% x (Rg)Tk> = (Rfw?) x R (Rg)Tk

(4.54)
= (Rgw?) x k = S(Rjwi )k
sowie die Additionseigenschaft zweier schiefsymmetrischer Matrizen
0 —a., ay 0 —b. by 0 —a;—b, ay+by
a 0 —ag|+| b, 0 —by|=1as+b, 0 —az — by | . (4.55)
—ay Qg 0 —by by 0 —ay —by az+0b; 0
S(a) S(b) S(a+b)
Mit (4.54), (4.55) und R3 = R{R? reduziert sich (4.53) zu
R} = (S(wh) + S(Rjw?) )R = S(wh + Rfw? )R (4.56)

und durch Vergleich von (4.52) mit (4.56) erhélt man folgenden Zusammenhang fiir den
Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeiten

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



4.6 Manipulator Jacobi-Matrix Seite 82

wi = wj + Rjw? . (4.57)

Wie man in (4.57) erkennt, ist eine Addition der Vektoren der Drehwinkelgeschwin-
digkeiten natiirlich nur dann sinnvoll, wenn diese Vektoren beziiglich des gleichen Ko-
ordinatensystems ausgedriickt werden. Durch den Ausdruck R{w? wird der Vektor der
Drehwinkelgeschwindigkeit w% in das Koordinatensystem (0pzoyozo) transformiert und
kann dann erst zu w} addiert werden. Die soeben hergeleiteten Beziehungen lassen sich
konsequent auf den allgemeinen Fall in der Form

Ry = S(wi)RS mit R} =R{R}...R"_, (4.58)
und
Wl = w)+ Rw? + R2wd +... + RV 1wl (4.59)

erweitern.

4.6 Manipulator Jacobi-Matrix

Angenommen, die homogene Transformation

Rj(a) di(q)

Hj(q) = )

] mit Rl(q) € SO(3) (4.60)

beschreibt die Bewegung eines Koordinatensystems (0;2;y;2;) gegeniiber dem Koordina-
tensystem (Opzxyrzr) und lasst sich durch die unabhéngigen Variablen (generalisierten
Koordinaten q in Form von Winkeln und Positionen) ¢;, j = 1,...,n, parametrieren. Der
zu Hfg zugehorige Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeiten wi kann unter Verwendung
von (4.44), (4.45) aus folgender Beziehung

S(wh) = Ri(@)Ri(@)" = > (aaquMq)) R}.(a)"d; (4.61)
j=1
in der Form
wh = (Jo)i(a)d (4.62)

dargestellt werden.

Aufgabe 4.3. Berechnen Sie die Matrix (J w)g(q) fiir den Fall, dass die Rotation des
Koordinatensystems (03x3ys32z3) gegeniiber dem Koordinatensystem (Opxoyozo) durch
die Hintereinanderausfithrung von Drehungen um die Winkel ¢, 6 und v entsprechend
der Definition der Eulerwinkel nach Abschnitt 4.2.1 erfolgt.
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Lésung von Aufgabe 4.3. Die Jacobi-Matrix errechnet sich zu

0 —S¢  CpSe
(Jw)g(Q) =10 cp S¢S0 (4.63)
1 0 Cp

@ Losung in MAPLE: Aufgabe_4_3.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/.

Analog dazu kann auch die translatorische Geschwindigkeit v%C durch q und q in der
Form

: (0 . )
%=%@=21@ﬂm0w%%%m>%%m>m;%%@h<m®
(Jv)} (@)

parametriert werden. Zusammenfassend lassen sich der Vektor der Drehwinkelgeschwin-
digkeit w% und der Vektor der translatorischen Geschwindigkeit vi wie folgt

Vl Vl
o [ D PR (4:65)
AR ICACY

anschreiben. Die Matrix J! (q) wird dabei oft auch als Manipulator Jacobi-Matriz (englisch
Geometric Jacobian Matrix) bezeichnet.

Hinweis: In der englischsprachigen Literatur wird unter der Manipulator Jacobian
Matrix héufig die zu den Geschwindigkeiten und Drehwinkelgeschwindigkeiten des
Endeffektors zugehorige Jacobi-Matrix bezeichnet, wahrend die zu den Komponenten
des Manipulators zugehorigen Jacobi-Matrizen héufig als Body Jacobian Matrices
benannt werden. In dieser Vorlesung wird auf diese Unterscheidung verzichtet und
daher die Jacobi-Matrix einer beliebigen Komponente eines Manipulators (Endeffektor,
Komponenten) immer als Manipulator Jacobi-Matrix bezeichnet.

Beispiel 4.3 (Fortsetzung Planarer Manipulator). Im Beispiel 4.1 wurde die Kinematik
des planaren Manipulators nach Abbildung 4.7 berechnet. In diesem Beispiel sollen
nun die translatorischen und rotatorischen Geschwindigkeiten der Schwerpunkte der
Stadbe des planaren Manipulators berechnet werden. Diese werden in weiterer Folge
z.B. fiir die Berechnung der kinetischen Energie bendttigt.
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Aus den Drehmatrizen R} und R? nach (4.32) erhilt man mit (4.44) die Matrizen

0 —W1 0 0 —Ww9 0
Si=1lwy 0 o], S$=|w 0 0], (4.66)
0 0 0 0 0 0

wobei w; = ¢1 und wy = ¢ verwendet wurde. Die zugehérigen Vektoren wj und

T
w? ergeben sich aus den Komponenten von S} bzw. S? zu w} = [O 0 wl] sowie

T
w? = [0 0 wz} . Die Drehwinkelgeschwindigkeit des Stabs 2 kann nach (4.57)
durch

wi = w} + Rjw? (4.67)

T
7 w3 = [O 0 wi+ wz} errechnet werden.

Hinweis: Man beachte, dass man das gleiche Ergebnis fiir w2 erhilt, wenn man
SZ direkt aus R3 = R{R? berechnet.

Die Manipulator Jacobi-Matrizen ergeben sich dann durch partielle Ableitung der

T
Drehwinkelgeschwindigkeitsvektoren nach den zeitlichen Ableitungen q = [wl wz}

T
der Freiheitsgrade q = [cpl 4,02}

(4.68)

o O O
—~
[
€
N—
o
|
_— o O
_— O O

Man iiberzeugt sich einfach davon, dass w} = (J w)éq sowie w3 = (J w)gq gilt.

Die fiir die weiteren Berechnungen bendétigten translatorischen Geschwindigkeiten
vl und v§? der Schwerpunkte errechnen sich nach (4.64) mit den entsprechenden
Manipulator Jacobi-Matrizen

, —Spils1 0 ) —Spil1 = Spi+pals2 —Spitpals2
(JV)S = | caulst 0], (JV)S = | Corlst T Cortpals2  Cortinls2 |- (4.69)
0 0 0 0

Weiterhin ergibt sich die translatorische Geschwindigkeit des Endeffektors v§2 mithilfe
der Manipulator Jacobi-Matrix

—Spill = Spitgala —Spitpale
(Jv)(e)z — Cgpl lsl + C(p1+4p2l2 C<P1+§02l2 . (470)
0 0
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@ Losung in MAPLE: Planarer_Manipulator.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe 4.4 (Fortsetzung Turmdrehkran 2). In dieser Aufgabe wird wiederum der
Turmdrehkran aus Aufgabe 4.2 betrachtet. Fiir die spatere Berechnung der Bewegungs-
gleichungen des Systems sind die Geschwindigkeiten und Drehwinkelgeschwindigkeiten,
bzw. die zugehorigen Manipulator Jacobi-Matrizen des Schwerpunkts des Turms,
der Laufkatze und der Last notwendig. Die Lage des Schwerpunkts des Turms p5’

T
im Koordinatensystem (01x1y121) ist durch pj’ = {lmT 0 lst] gegeben. Die
Schwerpunkte der Laufkatze und der (punktformigen) Last liegen in den Koordina-

T
tenurspriingen der entsprechenden Koordinatensysteme, d.h. ps% =pf =10 0 0] .

Berechnen Sie die Manipulator Jacobi-Matrizen fiir diese drei Komponenten des Turm-
drehkrans.

Losung von Aufgabe 4.4. Die Manipulator Jacobi-Matrizen des Schwerpunkts des
Turms errechnen sich zu

—Splgsr 0 0 0 0 00000
I =] coplosr 0 0 0 0, (Ju)g' =10 00 0 0 (4.71)
0 00 00 10000

Die Manipulator Jacobi-Matrizen des Schwerpunkts der Laufkatze ergeben sich zu

—8p52 Cp 0 0 0 00000
sK sK
(T = copsa 85 0 0 0f, (J)F=10 00 0 0 (4.72)
0 0 0 00 100 00
Die Manipulator Jacobi-Matrizen der Last errechnen sich schliellich zu
sL
(JV)o =
(%3%455_52)%1_Cw1s¢435 Ce1 TC1Cp3Cps 5 Ce1503504 T Sp1Cpy |5 TSp1Spy T Co1Se3Cey
—Sp3Cpy S5 T 82 |Cpy —Sp18p S5 S TS¢1Cp3Cpy 5 50180380y T Cp1Cpy ) S5 Cp18p4 — Sp18¢3Cpy
0 0 Sp3Cpys S5 Cp35p455 “Cp3Cpy
(4.73)
sowie
0 0 —Sp; CpiCps 0
sL
Ju)og =10 0 cp  SpCps Of - (4.74)
10 0 —s, O
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5 Starrkorperdynamik

5.1 Kinetische und Potentielle Energie

In Kapitel 3.4 wurden die translatorische kinetische Energie und die potentielle Energie
eingefiihrt. In diesem Abschnitt werden diese Ergebnisse fiir allgemeine Starrkoérper
systematisch erweitert. Die resultierende Formulierung der kinetischen und potentiellen
Energie bildet im Weiteren die Grundlage fiir die Bestimmung der Bewegungsgleichungen
von Starrkérpersystemen mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichungen im nédchsten Abschnitt.

Man betrachte nun einen Starrkérper S nach Abbildung 5.1 mit einer Massendichte
p(z0, Yo, z0) im ortsfesten Koordinatensystem (0gzoyozo). Die Geschwindigkeit eines Punk-

Abbildung 5.1: Zur Berechnung der kinetischen Energie.

tes P des Starrkorpers sei durch po(zo, 0, 20) gegeben. Dann erhélt man die gesamte
kinetische Energie durch Integration iiber das Volumen V des Starrkérpers S in der Form

1 7. )
T= 2/VPoT(JUo,yo,Zo)Po(xo,yO,Zo)p(ﬂﬁo,ymzo)dﬂ?odyodzo . (5.1)

dm
Man vergleiche dazu die Betrachtungen in Kapitel 3.4. Dieser Ausdruck ldsst sich vereinfa-
chen, wenn man zusétzlich ein korperfestes Koordinatensystem (01x1y121) definiert, dessen
Ursprung 01 mit dem Massenschwerpunkt des Starrkorpers S zusammenfillt. Die Lage des
Massenschwerpunkts pg im Koordinatensystem (0gzoyozo) errechnet sich entsprechend
(3.28) iiber die Beziehung

1
pg = E/vpodm, (5.2)

wobei die Masse des Starrkérpers S iiber m = [}, dm definiert ist. Geméafi Abbildung 5.1
und (4.21) gilt fiir die gewéhlte Lage des Ursprungs 0;

po = Rjp1 +dj = R{p1 + p; - (5.3)
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Mit (4.49) und (4.50) folgt fiir die Geschwindigkeit py
N N\Rl S 1 S _ 1 S
po = S(wO)ROp1 +p; = S(wo)r + Vg =wy Xr+ vy (5.4)

mit den Abkiirzungen r = R{p; und v§ = p3. Um die Gleichungen fiir die weitere

T

Herleitung tibersichtlich zu halten, wird w(l) = w mit den Komponenten w' = {wx Wy wz}

verwendet. Setzt man den Ausdruck (5.4) fir po in die kinetische Energie (5.1) ein, so
erhalt man

T
/ +v0 (S(w)r—i-vg)dm
et (e v

Ty T:

(5.5)

Beachtet man nun, dass S(w) und v§ reine Zeitfunktionen sind und nicht von den
Integrationsvariablen abhéngen, so lassen sich die Ausdriicke von (5.5) weiter vereinfachen.
Der dritte Term T} von (5.5) lautet dann

T = %A(vg)Tvgdm = %( g)Tvg vdm = %m(vg)Tvg (5.6)

und beschreibt den translatorischen Anteil der kinetischen Energie. Dieser Ausdruck
kann in der Form interpretiert werden, dass die gesamte Masse m des Starrkérpers im
Schwerpunkt pOS als Punktmasse vereinigt wird, vgl. (3.60).

Der zweite Term Ty, in (5.5) verschwindet fiir die getroffene Wahl der Lage des Koor-
dinatensystems (0121y121) im Schwerpunkt identisch. Um dies zu zeigen, nutzt man die
Beziehung r = po — pjj (vergleiche (5.3)) und T} vereinfacht sich aufgrund der Definition
des Massenschwerpunktes (5.2) zu

= ;A(rTsT(w)vg + (VOS)Ts(w)r>dm _ (Vg)TS(w)/v(po - pg)dm

T
= (vg) S(w) /vpodm —pos/vdm =0.
——

=m

(5.7)

:pgm wegen (5.2)

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass dieser Ausdruck nur deshalb verschwindet, weil
das korperfeste Koordinatensystem (0121y;121) in den Massenschwerpunkt des Starrkérpers
gelegt wurde.

Fiir die Vereinfachung des Terms T, von (5.5) benétigt man die Beziehung

hx h‘% hxhy hxhz
hTh = [hx hy hz:| hy| = spur(hhT) = spur | hyh, hi hyh |- (5.8)
h. hzhg hzhy W2
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Damit kann 7, aus (5.5) dquivalent in der Form

T, = ;/VrTST(w)S(w)rdm = ;Spur<S(w) /VrermST(w)) (5.9)

ausgedriickt werden. Mit der Matrix

[ / T;%dm /rxrydm /rxrzdm_
1% 1% 1%
J:/rerm: /rmrydm /erm /ryrzdm (5.10)
1% v 1% 1%

/rxrzdm /ryrzdm /r?dm
LJV % v d

und der Vereinfachung

0 —w., wy Jez Joy Jzz 0 Wy  —Wwy
spur (S(w)JST (w)) =spur| | w, 0 —wal||Joy Jyy Jyz||—w- O Wy
—Wy Wy 0 _sz Jyr  Jzz Wy —Wg 0

= w2 (Jyy + Jzz) + Wi (Jag + Jez) + W (Jax + Jyy) — 2wewy Joy — 2wyw.Jyz — 2020, Jas

Jyy+Jzz _ny —Jzz Wy
= [We, wy,wz] | —Jay Jow +J2 —Jy- wy| = wlTyw
—Jzz _Jyz Jez + Jyy_ | W=
(5.11)
folgt der rotatorische Anteil der kinetischen Energie zu
1 T
T, = 5(w(l)) Tow} (5.12)

_/ (rf,—i—rf)dm —/ rTydm —/ rer,dm |
\% % %

I, = —/errydm /V(rg—i-rg)dm —/Vryrzdm . (5.13)

— [ rpr.dm —/ Tyl dm / Ti—i—rZ dm
L /v v? v( y) J

Dabei beschreibt I die sogenannte Trdgheitsmatriz.

Man beachte, dass zur Berechnung von I nach (5.13) der Vektor r = pg — pj im
Koordinatensystem (0pzoyozo) dargestellt ist. Dies kann die Berechnung der Integrale in
der Definition von I, insbesondere die Definition der Integrationsgrenzen, sehr aufwéindig
machen. Eine einfachere Form der Berechnung von Iy und damit 7, erhélt man, wenn die
Definition r = R{p; in J nach (5.10) einsetzt

T T
J:/rerm:/RéplplT(Ré) dm:R(l)/ plplem<R(1)) . (5.14)
1% 1% 1%
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Wendet man auf diese Darstellung von J die selben Schritte wie in (5.11) an, so erhilt
man

spur <S (wé)J (S (wé))T> = (w(l))T R, (R(l))T wy (5.15)
Io

Darin errechnet sich die Darstellung der Trégheitsmatrix I; im kérperfesten Koordinaten-

system aus
- ) ) -
/ (plvy —|—p1’z)dm _/ plzxplvydm _/ plyxplzzdm
1% \% 1%
— 2 2
L = _/ pl,rpl,ydm /(pl,:c +p1,z)dm _/pl,ypl,zdm : (516)
1% 1% 1%
- / P1,2p1,-dm - / P1yp1,zdm / (Pix ﬂﬁ,y)dm
L 1% 1% 1% -

Diese Berechnung ist hdufig wesentlich einfacher als die direkte Berechnung von Ij. I;
ist unabhéngig von der Bewegung des Starrkérpers und damit eine konstante Matrix.
Bei geeigneter Wahl des korperfesten Koordinatensystems (0121y121) in Richtung der
sogenannten Trégheitshauptachsen vereinfacht sich I; zu einer Diagonalmatrix. In diesem
Fall verschwinden die sogenannten Deviationsmomente (Auflerdiagonalelemente von I).

Hinweis: Der Ausdruck
T
(Ré) wip = R = 1wd (5.17)

entspricht der Transformation des Vektors der Drehwinkelgeschwindigkeiten vom
Inertialkoordinatensystem in das korperfeste Koordinatensystem. Der rotatorische
Anteil T, der kinetischen Energie kann daher auch in der Form

7, = 7 (1) 1 (1eh) (5.18)
dargestellt werden. Man beachte dazu, dass bei der Definition von w} implizit ver-
wendet wurde, dass dieser Vektor im Koordinatensystem (Opzoyozo) beschrieben
wird, d.h. wtl) = Ow(l). Um Unklarheiten in der Notation zu vermeiden, werden die
Darstellungen ow{ und jwj im weiteren Verlauf des Skriptums jedoch nicht weiter
verwendet.

In Summe ergibt sich fiir die kinetische Energie eines Starrkorpers der Ausdruck
1 T 1 T
= §m(vos) Vi + 5((»6) Tow} . (5.19)

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass diese Formulierung der kinetischen Energie
eines Starrkorper voraussetzt, dass vg die Geschwindigkeit des Schwerpunktes und I
die Tragheitsmatrix um diesen Schwerpunkt sind. Die potentielle Energie zufolge des
Schwerefeldes in e,-Richtung mit der Gravitationskonstanten g erhdlt man sehr einfach
unter Zuhilfenahme von (5.2) in der Form
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V= —/Vge;fpodm = —mgegpg. (5.20)

In Kapitel 4.6 wurden die translatorische Geschwindigkeit V(ZJ und die Drehwinkelge-
schwindigkeit w! eines Punktes des Starrkorpers S; mit Hilfe der Jacobi-Matrizen (Jv)é(q)
und (Jw)é(q) als Funktion der generalisierten Koordinaten q und deren Zeitableitun-
gen q dargestellt, siehe (4.65). Diese Darstellung kann man nun in (5.19) einsetzen und
erhélt

T= %qT (((Jv)é)Tm(Jv)é + ((Jw)é)TIo(Jw%)q = %QTM(q)q . (5.21)

Darin bezeichnet M(q) die sogenannte Massenmatriz. Man kann nun zeigen, dass die
Massenmatrix positiv definit ist, d.h. M(q) > 0. Dies fiihrt direkt darauf, dass die
kinetische Energie T fiir jedes ¢ # 0 positiv ist.

Hinweis: Fiir das Aufstellen der kinetischen und potentiellen Energien eines Systems
von Starrkérpern empfiehlt sich folgende Vorgehensweise:

(A) Festlegen eines ortsfesten Inertialsystems (Opzoyozo) und eines korperfesten
Koordinatensystems (0;z;y;2;) fiir jeden Starrkorper S;. Wenn dies sinnvoll und
moglich ist, dann sollen die korperfesten Koordinatensysteme in Richtung der
jeweiligen Tragheitshauptachsen ausgerichtet sein.

(B) Festlegen der generalisierten Koordinaten q. Bestimmung der Rotationsma-
trizen und Verschiebungsvektoren, die die Koordinatensysteme miteinander
verbinden. Aufstellen der Ortsvektoren pg ! vom Nullpunkt des Inertialsystems
zu den Massenschwerpunkten der Starrkorper als Funktionen der generalisierten
Koordinaten.

(C) Bestimmung des translatorischen und des rotatorischen Anteiles der kinetischen
Energie geméf (5.6) und (5.13). Berechnung der Massenmatrix M(q) als Sum-
me der Massenmatrizen der einzelnen Starrkoper nach (5.21). Ermittlung der
potentiellen Energie zufolge eines Schwerefeldes geméf (5.20). Berechnung der
potentiellen Energie anderer Potentialkrafte wie beispielsweise von Federele-
menten nach (3.69).

Beispiel 5.1 (Fortsetzung Planarer Manipulator). Die soeben vorgestellte Systematik
fir die Berechnung der kinetischen und potentiellen Energie wird in diesem Beispiel
fiir den planaren Manipulator aus Beispiel 4.1 und 4.3 angewandt. Wie in Abbildung
5.2 zu erkennen, wurde der Aufbau dabei um eine lineare Feder (Federsteifigkeit
Ce, entspannte Lange sp.) und einen linearen Dampfer (Dampfungskoeffizient d.)
erweitert, welche zwischen dem Endeffektor und dem festen Lager A eingebaut sind.
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loa

Abbildung 5.2: Skizze des planaren Manipulators zu Beispiel 5.1

Im ersten Schritt werden die translatorischen Anteile T} der kinetischen Energie nach
(5.6) bestimmt. Dies ergibt fir den ersten Stab

1 .s1\ T 1
Tt = Sma(B3') By = 5l (5.22)

wobei wy = ¢ gilt und p§! in (4.35a) definiert ist. Analog errechnet sich

1 Lo\ T 1
5% = 3m2 <p82) Pt = 5m2 (l%w% + 2111 s0w1 (W1 4 w2) cos(p2) + 12 (wr + OJQ)Q),
(5.23)

mit we = P2 und pg? aus (4.35b).

Zur Berechnung des rotatorischen Anteils der kinetischen Energie werden im ersten
Schritt die Trigheitsmatrizen I5* und I52 der Stibe um den jeweiligen Schwerpunkt
s1 und s2 und in den jeweiligen korperfesten Koordinatensystemen definiert. Diese er-
geben sich aufgrund der gewdhlten Orientierung der korperfesten Koordinatensysteme
in Richtung der Tragheitshauptachsen in Form der Diagonalmatrizen

h,o0 0 2, 0 0

1 2

'=| o0 l, o, I¥=|o0 2, 0. (5.24)
0o 0 Iz 0o 0 I2,

Die in (5.12) benétigte Formulierung der Triigheitsmatrizen I3!, I5? im Inertialsystem
errechnen sich mithilfe der jeweiligen Rotationsmatrizen R bzw. R3 entsprechend
(5.15). Dies ergibt

T Ijm 1C<p1 + Isy lscpl (sz 1 I;; 1)S¢1C<P1 0
1 1ysl 1
L' =R (RY) = (I8 = Igh ) )spncon  Ihas2, +I5hic2, 0 | (5:25)
0 0 I3,

z
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Die resultierende Triigheitsmatrix I3? = R2I5? (Rg)T ist relativ umfangreich und wird

daher aus Platzgriinden nicht dargestellt. Mit I!, I$? sowie w} und w3 aus Beispiel
4.3 ergibt sich

1 T 1

T = §(w(1)> lw) = 5[5;10)% (5.26a)
1 T 1

Tﬁz = 5(&)%) 182w% = 5[522((4}1 =+ w2)2 . (526b)

Eine dquivalente Berechnung der kinetischen Energie kann mithilfe der Massen-
matrix aus (5.21) ermittelt werden. Diese errechnet sich fir das betrachtete System
zZu

M — mildy +ma (I + 2hilsocy, +15) + 11 + 1525 malsa(lso + licy,) + 152
malsa(ls2 + l10<p2) + Izsiz mQZgz + 153’2.
(5.27)

Eine einfache Rechnung zeigt, dass der mit (5.21) und (5.27) ermittelte Ausdruck fiir
T der Summe T = T + T72 + TS + T5? entspricht.

Die Anteile der potentiellen Energie V5!, V52 zufolge der Gravitation ergeben sich
nach (5.20) in der Form

el = —mlgenggl = migls1 sin(p) (5.28a)
V2 = —mage pi’ = mag(li sin(p1) + lszsin(p1 + ¢2)), (5.28Db)

wobei eg = [O -1 O] den Einheitsvektor in Richtung der Gravitation und ¢ die
Erdbeschleunigung beschreiben.

Zur Berechnung der potentiellen Energie der linearen Feder benttigt man die Linge
der Feder. Dazu stellt man den Vektor p()4 vom Ursprung des Inertialsystems zum
Lager A auf und erhélt den Vektor r, vom Endeffektor e2 zum Lager A

loa — L1 cos(p1) — Iz cos(p1 + p2)
re = Py — PE2 = |hoa — l1sin(py) — lasin(pr + p2) ]| - (5.29)
0

Die Lange s, der Feder ergibt sich damit zu s, = /rIr. und die potentielle Energie
der Feder errechnet sich entsprechend (3.70) zu

1
Ve = 502(36 - 506)2 . (530)

@ Losung in MAPLE: Planarer_Manipulator.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/
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Beispiel 5.2 (Fortsetzung Turmdrehkran 2). In diesem Beispiel werden fiir den
Turmdrehkran aus den Aufgaben 4.2 und 4.4 die kinetische und die potentielle
Energie berechnet. Der erste Teilkérper des Turmdrehkrans ist der Turm mit dem
fest verbundenen Ausleger. Es wird angenommen, dass der Turm in Form eines
Vollzylinders (Hohe hy, Radius 71, Dichte p1) gegeben ist, wihrend der Ausleger
durch einen Quader (Dimensionen 15, l1y l1., Dichte p1) approximiert wird.
Die Schwerpunkte der beiden Teilkorper im korperfesten Koordinatensystem (01z1y121)

ergeben sich zu

0 Lo
2

piZ=1]0], pi¥=]0 (5.31)
% llz

und die Massen ergeben sich aus my = ’I“%T('hlpl bzw. mg = l1zliyl1.p1. Die Trag-
heitsmatrizen um die jeweiligen Schwerpunkte im korperfesten Koordinatensystem
konnen einer Formelsammlung in der Form

Z, 0 0 2 00
=10 7 o I°=|o0 L% o], (5.32)
0o 0 7 o 0 I%
mit 2, = 2, = (3r} + h])my /12, 132, = rdm./2, Y = (B, + 13, )mg/12,
I;gl = (I}, +13,)mq/12 und Ijgl = (l%x + l%y>mQ/12, entnommen werden.

Zur Berechnung der kinetischen Energie des Turms gibt es nun zwei mogliche
Vorgehensweisen: Die erste Moglichkeit besteht darin, den gemeinsamen Schwerpunkt
p;? der beiden Teilkérper zu berechnen und die gesamte Trigheitsmatrix I§7 um
den gemeinsamen Schwerpunkt mit Hilfe des Satzes von Steiner zu ermitteln. Die
zweite wesentlich einfachere Moglichkeit ist, die kinetische Energie fiir jeden der
beiden Teilkérper getrennt zu ermitteln. In der Losung in MAPLE werden beide
Vorgehensweisen dargestellt. An dieser Stelle werden nun die Schritte fiir die zweite
Moglichkeit, d.h. der getrennten Ermittlung der kinetischen Energie der beiden
Teilkorper dargestellt. Ausgehend von der Lage p$? des Schwerpunkts des Zylinders
im koérperfesten Koordinatensystem kann die Lage p$? im Inertialsystem durch
Anwendung der homogenen Transformation H{j aus Aufgabe 4.2 ermittelt werden.
Die zugehorige Geschwindigkeit v§? = p&? ergibt sich mit der Jacobi-Matrix (J V)SZ
sofort zu

w1
000 0 0]|v
viZ =(3)%a=10 0 0 0 0| |ws| =0 (5.33)
0000 0] |ws
Us
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und damit gilt 77Z = 0. Der rotatorische Anteil T34 ergibt sich in der Form

127 = La" () RI (RY) Gu)ia = 17wt (5.34)
vlg. (5.12). Darin entspricht die Jacob-Matrix (Jw)SZ der in Aufgabe 4.4 berechneten
Jacobi-Matrix (Jw)(S)T, da sich natiirlich der Zylinder gleich schnell dreht wie der
gesamte Turm mit Ausleger.

Auf analoge Art und Weise konnen die Anteile der kinetischen Energie des Quaders

zu
sQ 1 llz 2 2
% = mQ<> wi (5.35a)
2 2
1
759 = iljglw% (5.35b)

ermittelt werden.

Eine weitere Darstellung der kinetischen Energie ist durch die Massenmatrix M*T
des Turms moglich, siehe (5.21) Diese errechnet sich fiir das betrachtete Teilsystem
mit

M(q) = (3057) @ifmz + (3052) @03

sZ T A sZ sQ T sQ sQ (5'36>
+(@2)i?) B @)+ ((30)°%) T2
zu
lemo+ 132, +1°% 0 0 0 0
0 000 0
M*"(q) = 0 00 0 0|, (5.37)
0 000 0
I 0 00 0 0

und es gilt 757 = TpZ + T;9 + T3 + 139 = L™ (q)q.
Fir die Laufkatze wird angenommen, dass der Schwerpunkt pﬁK im Ursprung des
Koordinatensystems (02x2y222) liegt. Die Tragheitmatrix in diesem korperfesten Ko-

ordinatensystem ist durch die Diagonalmatrix I5¥ = diag (I;fg, I;ffz, I;ffg) gegeben.

Die Massenmatrix M*X(q) der Laufkatze errechnet sich analog zu (5.36) mit

M (@) = (05) 05 + (@5) BN (5.39)
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zZu
[s3mg + 5K, 0 0 0 0]
0 mg 0 0 0
M*E(q) = 0 0 00 0 (5.39)
0 0 0 0O
i 0 0 0 0 0]
Damit kann die kinetische Energie zu
sK 1 2 1 2 sK
T = im[{vz + 5 (mKSZ =+ IZZ,Q) (540)

berechnet werden.

Schliefflich wird fiir die Last angenommen, dass diese als Punktmasse mj, beschrie-
ben werden kann. Das heifit, die Trigheitsmatrix der Last verschwindet (I¥ = 0),
womit auch der rotatorische Anteil der kinetischen Energie der Last zu Null wird.
Die Berechnung der Massenmatrix erfolgt entsprechend (5.21) durch

M (a) = ((305) (B)ghme (5.41)

und die kinetische Energie errechnet sich aus 7% = %qTM“’L(q)q. Der resultierende
Ausdruck ist relativ umfangreich, weswegen auf eine Angabe im Skriptum verzichtet
wird.

Da die Lage der Schwerpunkte pj’ und p§¥ des Turms und der Laufkatze sich
durch die Bewegung nicht in zp—Richtung (d. h. in Richtung der Gravitation) &ndern,
ist deren potentielle Energie konstant und kann zu Null gewihlt werden, d.h. VT =
VK = 0. Zur Berechnung der potentiellen Energie der Last definiert man den

Einheitsvektor e;f = [O 0 —1} in Richtung der Gravitation und erhélt nach (5.20)

vk = —ngegpSL =mrg(h1 — s5 cos(p3) cos(pq)) . (5.42)

@ Losung in MAPLE: Turmdrehkran.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

5.2 Euler-Lagrange Gleichungen

Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Euler-Lagrange Gleichungen erlauben eine Bestim-
mung der Bewegungsgleichungen von Starrkérpersystemen auf Basis der kinetischen und
potentiellen Energie. Der Ausgangspunkt der Herleitung ist die Impulserhaltung (3.33)
angewandt auf eine Punktmasse m im kartesischen Inertialkoordinatensystem (0gzoyoz0)

mp = f, (5.43)
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wobei fT = [ fz fy fz} die Summe aller auf die Punktmasse wirkenden Kréfte und

pl = { e Dy pz} den Positionsvektor vom Koordinatenursprung 0y zur Punktmasse
bezeichnet. Die Lage einer Punktmasse, deren Bewegung keinen Zwéngen unterliegt, ist
durch die Angabe der drei translatorischen Verschiebungen p,, p, und p. beziiglich des
Inertialkoordinatensystems eindeutig bestimmt. Man sagt dann auch, die Punktmasse
besitzt 3 Freiheitsgrade. Im Gegensatz dazu wird die Konfiguration eines frei beweglichen
Starrkérpers durch 6 Freiheitsgrade beschrieben, ndmlich 3 Freiheitsgrade fiir die translato-
rische Verschiebung und 3 Freiheitsgrade der Rotation zur Beschreibung der Orientierung
des Starrkorpers relativ zum Inertialsystem.

Nun unterliegt die Bewegung eines Starrkérpersystems im Allgemeinen Zwangsbedin-
gungen, die mit in Betracht gezogen werden miissen. Man betrachte dazu beispielsweise
die Bewegung einer Masse auf einer schiefen Ebene gemafi Abbildung 5.3(a) mit der
Zwangsbedingung p, = a(1 — p,/b) oder das sphérische Pendel geméf Abbildung 5.3(b)
mit der Zwangsbedingung

pi4pi+pi=1. (5.44)

ey €y

a_
0o

Dz N €y
l / z
Py
Dz Dy
0o b € e,

Abbildung 5.3: Zu den Zwangsbedingungen.

Fin weiteres Beispiel sind zwei Masseteilchen ¢ und j eines Starrkorpers, welche ge-
danklich durch eine Linie der festen Lange /;; miteinander verbunden werden kénnen.
Damit miissen die Positionen p; und p; der beiden Masseteilchen die Zwangsbedingung

2 T .
Ipi — pjll; = (Pi — pj) " (Pi — p;) = I} erfiillen.

Léasst sich eine Zwangsbedingung in der Form

fP1,p2,...,1) =0 (5.45)

ausdriicken, dann spricht man von einer holonomen Zwangsbedingung. Zwangsbedingungen,
die nicht in dieser Art darstellbar sind, werden als nichtholonom bezeichnet. Dazu zédhlen
unter anderem Ungleichungsbedingungen

f(plap%-”at)zov (546)

wie sie beispielsweise bei der Bewegung einer Punktmasse in einer Hohlkugel mit dem
Radius @ in der Form a? — HpH% > 0 auftreten. Auch Zwangsbedingungen, die explizit von
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der Geschwindigkeit abhingen und nicht integrabel sind, d. h.,

f(p17p27"‘7p17p27""t):0’ (5.47)

sind nichtholonom. In manchen Literaturstellen werden Zwangsbedingungen geméfl (5.45)
und (5.47) auch als geometrische und kinematische Zwangsbedingungen klassifiziert. Ein
typischer Fall fiir eine nichtholonome (kinematische) Zwangsbedingung ist das Rollen
einer Scheibe auf einer Ebene.

Man iiberzeugt sich nun leicht davon, dass ein System von N Punktmassen, das frei
von Zwang ist, 3N unabhéngige Koordinaten oder Freiheitsgrade besitzt. Existieren nun
beispielsweise (3N — n) holonome Zwangsbedingungen der Form

fj(pl,pg,...,pN,t):O, j:1,...,(3N—n) y (548)
dann ist unmittelbar einsichtig, dass
(A) die Koordinaten nicht mehr linear unabhéngig voneinander sind und

(B) zur Einhaltung der Zwangsbedingungen entsprechende Zwangskrifte auftreten miis-
sen, die a priori nicht bekannt sind.

Mit Hilfe der (3N — n) holonomen Zwangsbedingungen ist es nun moglich, (3N —n)
der 3N Koordinaten zu eliminieren bzw. n neue unabhingige Koordinaten ¢;, 1 = 1,...,n,
einzufiihren, durch die simtliche (alte) Koordinaten in der Form

p]:p](QIaq27aQnat):p](cbt)v ]:LvNa (549)

ausgedriickt werden konnen. Man sagt dann auch, das System besitzt n Freiheitsgrade
und die n neuen unabhéngigen Koordinaten ¢;, i = 1,...,n, bzw. q*¥ = [ql qn}
werden als generalisierte Koordinaten bezeichnet.

Zerlegt man gemaf (B) die auf die Masseteilchen wirkenden Krifte f; in (externe)
eingepragte Krifte £ und Zwangskrdfte £7, dann lauten die Bewegungsgleichungen (5.43)
fiir das System von N Punktmassen

mlp,:ff—}-flz, i=1,....,N . (550)

Man beachte, dass durch (5.48) und (5.50) lediglich (6N — n) Gleichungen zur Bestim-
mung der 6N Unbekannten p; und f?, 7 =1,..., N, zur Verfiigung stehen. Betrachtet man
beispielsweise die reibungsfrei gleitende Masse auf der schiefen Ebene geméfl Abbildung
5.4(a), dann hat man fiir die unbekannten Gréen p,, p, sowie fZ, Jy zwei Bewegungs-
gleichungen und eine Zwangsbedingung. Die fehlende Gleichung ist durch die Tatsache
gegeben, dass die Zwangskraft f* senkrecht zur schiefen Ebene steht.

Generell erhilt man die fehlenden Gleichungen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit.
Dieses besagt, dass die Summe der durch die Zwangskrdfte verrichteten Arbeit gleich Null
ist. Man beachte aber, dass diese Aussage nicht giiltig ist, wenn die Zwangsbedingungen
zeitabhéngig sind, also z. B. sich die schiefe Ebene mit der Zeit verdndert. Aus diesem Grund
fithrt man den Begriff der virtuellen Verschiebung eines Systems ein. Dabei wird das System
zu einem Zeitpunkt ¢ festgehalten und in diesem festgehaltenen Zustand wird anschliefend
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eine willkiirliche infinitesimale Verschiebung dp;, die mit den Zwangsbedingungen (5.45)
kompatibel ist, durchgefiihrt. Beispielsweise bedeutet dies fiir das sphérische Pendel von
Abbildung 5.4(b), dass folgende Beziehung

(pz + 5171)2 + (py + 5py)2 + (P2 + 5192)2 =0 (5.51)

erfiillt sein muss. Unter Beriicksichtigung von (5.44) und unter Vernachldssigung von
Termen zweiter Ordnung, d.h. (6p,)* = (dp,)* = (dp.)* = 0, folgt (5.51) zu

PzOPg + pyépy +p.6p. =0. (5.52)

I3
%-ﬁ
mg

(a) (b)

Abbildung 5.4: Zu den Zwangskréften.

Das Prinzip der virtuellen Arbeit besagt nun, dass die Summe der durch die Zwangskréfte
f? verrichteten Arbeit 6WW# bei einer virtuellen Verschiebung gleich Null ist, d. h. fiir das
System von N Punktmassen gilt

N
W =3 (£2)"Top; = 0. (5.53)

=1

Betrachtet man wiederum das sphérische Pendel von Abbildung 5.4(b), so muss geméaf
(5.53) offensichtlich die Bedingung

J20pa + f;dpy + f20p. =0 (5.54)

erfillt sein. Lost man nun unter der Annahme p, # 0 (5.52) nach dp, auf und setzt dies
in (5.54) ein, so folgt

(7= 2212 )ome + (£ = 22 42)3m, = 0 (5.55)
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bzw. wegen der Unabhéngigkeit von dp, und dp, miissen die Bedingungen

Z Pz Z b
fx = ]sz und fy yfz (556)

T
gelten. Dies bedeutet, dass die Zwangskraft f* = { e 15 fzz} in Richtung des masselosen

Stabes der Lénge [ zeigen muss, vergleiche dazu Abbildung 5.4(b). Auf analoge Art und
Weise kann man zeigen, dass die Zwangskraft bei der reibungsfrei gleitenden Masse auf
der schiefen Ebene senkrecht auf die Ebene steht, siehe Abbildung 5.4(a).

Meist ist man an den Zwangskréften nicht interessiert, weshalb man diese aus (5.50)
berechnet und in (5.53) einsetzt. Man erhélt dann das sogenannte D’Alembertsche Prinzip
in der Form

N

> (mipi — ££) 0p; =0 . (5.57)

i=1
Nimmt man nun an, dass das System n Freiheitsgrade besitzt und geméa8 (5.49) durch
die generalisierten Koordinaten ¢;, j = 1,...,n, beschrieben werden kann, dann gilt fiir
die virtuelle Verschiebung (man beachte, dass bei der virtuellen Verschiebung die Zeit ¢
konstant gehalten wird)

Spi = Zapl : (5.58)

und (5.57) folgt zu

n N n
ZZWPT pz 5q; =Y fq.04) (5.59)
— =

j=1i=
mit
ol d
fog = Z( °)t ap% . (5.60)
=1 j
Dabei bezeichnet f,;, j = 1,...,n, eine Komponente der generalisierten Kraft f, =
[ for fo2 - fq,n} T. Diese muss nicht notwendigerweise die Dimension einer Kraft auf-

weisen, da auch die zugehorige generalisierte Koordinate g; nicht unbedingt die Dimension
einer Lénge hat (deshalb auch die Bezeichnung generalisiert). Das Produkt ¢; f; ; muss
aber auf jeden Fall eine Leistung ergeben.

Wendet man nun die Produktregel der Differentiation auf die linke Seite von (5.59) an,
so erhalt man

8p N (d opi d Op;

-T 4 . T i . T i

iP - iP iP 5.61
Zm Z(dt(m Yo ) TP Giag (5.61)
Unter Verwendung der Geschwindigkeiten v;

vi=p; = - apz‘q.‘ Ipi
i = Pi = 4y
st 0q; ot

(5.62)
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bzw.
dvi  Op; dopi <~ Opi . | O*pi _ Ov;
— = und — = + = 5.63
24;  0q; dt dq; kz::l 03;00, " " g0t ~ 9, (5.63)
folgt (5.61) zu
N N
.1OP; d ov; ov; d 0 0
m; ZT L= — miviT—_Z — miviT—Z =——T—-—T 5.64
Z; P 9, 2;<dt< 5%) 5%) dt g 9q; (564

mit dem translatorischen Anteil der kinetischen Energie T' gemaf (5.6)
1
T= 5 Z:ZI miviv; . (5.65)

Setzt man (5.64) in (5.59) ein, dann ergibt sich

“(d 0 0
— T — —T — f,;]0g; =0 . (5.66)
;(dt 8(]]' 8qj qj) J
Da die virtuellen Verschiebungen dg;, j = 1,...,n, unabhéngig voneinander sind, erhélt

man unmittelbar n gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung ( Euler-Lagrange
Gleichungen), die die Bewegung des Systems beschreiben

d 0 0
ST S T=f j=1,... .
dt aq] 8q] f%]? J ) , (5 67)

mit den generalisierten Koordinaten q; und den generalisierten Geschwindigkeiten q;.

Bemerkung 5.1. Diese Herleitung der Euler-Lagrange Gleichungen lésst sich auf
Starrkérpersysteme verallgemeinern, d. h. fiir Kérper die sowohl eine translatorische als
auch eine rotatorische Bewegung durchfithren. Verwendet man die gesamte kinetische
Energie des Starrkorpersystems nach (5.19), dann erhélt man den gleichen Ausdruck
wie in (5.67).

Die generalisierten Kréfte f;, konnen als Summe von generalisierten Kraften, die aus
einer skalaren Potentialfunktion V(q) hergeleitet werden kénnen (siehe z.B. (5.20)), und
aus extern eingepriagten generalisierten Kréaften sowie dissipativen generalisierten Kréaften
(siehe Abschnitt 3.5), zusammengefasst im Vektor f;’7, beschrieben werden. Damit gilt

0
s = np. _—
fq,] fq,] aqjv . (568)

Die Euler-Lagrange Gleichungen (5.67) kénnen damit in der Form

d 0 0
— [ — = f™ i=1,... 5.69
dt aq] 8q] qu’ ] Y 7n7 ( )
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mit der Lagrange-Funktion L =T —V (Lagrange-Funktion = kinetische Energie minus
potentielle Energie) formuliert werden.

In (5.60) wurde die generalisierte Kraft f; einer externen Kraft f¢ berechnet. Um diese
Formulierung auf externe Krafte und Momente zu verallgemeinern betrachte man eine
externe Kraft f¢ bzw. ein externes Moment 7°. Die zugefiihrte Leistung der Kraft f¢ bzw.
des Moments 7° errechnen sich zu

= () baw. Pr=(r9)"w® (5.70)

mit dem zugehorigen Geschwindigkeitsvektor v = p® am Angriffspunkt p® der Kraft.
Weiterhin bezeichnet w® den Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeit des Starrkorpers
auf den das externe Moment wirkt. Man beachte dabei, dass die Komponenten von f¢
und v® bzw. von 7¢ und w*® beziiglich des identischen Koordinatensystems ausgedriickt
werden miissen. Im Abschnitt 4.6 wurde gezeigt, dass sich v¢ und w® {iber die Manipulator
Jacobi-Matrizen in der Form

Vi = ()%(@a md o = (J,)%(a)d (5.71)

schreiben lassen, siehe (4.65). Setzt man (5.71) in (5.70) ein, so erhélt man aus

Pr=(f)"J)(a)g bzw. Pr=(r%)"(Ju)(a)q (5.72)
£ £1_

unmittelbar die zu f¢ und 7° zugehorigen generalisierten Kréfte

fr=((3,)9) " und f,, = (J)) " 7°. (5.73)

Die Euler-Lagrange Gleichungen erlauben eine sehr systematische Berechnung der
Bewegungsgleichungen auf Basis der kinetischen und potentiellen Energie des Starrkor-
persystems. Im Zusammenhang mit regelungstechnischen Fragestellungen wird diese
Formulierung unter anderem auch deshalb gewahlt, da die Energien eine wichtige Rolle
im Rahmen des (nichtlinearen) Regelungsentwurfs spielt.

Bemerkung 5.2. Die Euler-Lagrange Gleichungen (5.69) fithren auch dann noch zu
den richtigen Bewegungsgleichungen, wenn die generalisierten Krafte nicht aus einem
Potential der Form V(q) herrithren, sondern aus einem generalisierten Potential
V(q,q), das folgende Bedingung

0 d[{ 0 -
; .74
Joi = ~ V—l_dt(@q]‘/) (5.74)
erfiillt. Dies ist beispielsweise der Fall bei der Beschreibung elektromagnetischer
Kréfte auf bewegte Ladungen.

Bemerkung 5.3. Die Euler-Lagrange Gleichungen (5.67) lassen sich auch iiber ein
Variationsprinzip, dem Hamiltonschen Prinzip, herleiten. Dieses besagt in seiner
integralen Formulierung fiir konservative Systeme, dass die Bewegung eines Systems
zwischen den Zeitpunkten ¢; und to so erfolgt, dass das Linienintegral fttf L dt mit
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L =T — V fiir die durchlaufene Bahn ein Extremum ist bzw. die Variation des
Integrals verschwindet. Wenngleich an dieser Stelle nicht nidher darauf eingegangen
wird sei darauf hingewiesen, dass diese Formulierung formal sehr elegant auf den
Fall verteilt-parametrischer Systeme (Systeme mit unendlich vielen Freiheitsgraden,
beschrieben durch partielle Differentialgleichungen) erweitert werden kann.

Beispiel 5.3 (Sphérisches Pendel). Als einfaches Beispiel betrachte man das sphérische
Pendel von Abbildung 5.5 mit der Punktmasse m und der Linge [ sowie einer dufieren
Kraft £¢, die immer in Richtung der negativen e,-Achse wirke. Die Punktmasse
hat drei Freiheitsgrade und iiber den starren Stab der Lange [ ergibt sich eine
holonome Zwangsbedingung p? + pg + p? = [2. Damit hat das sphérische Pendel zwei
Freiheitsgrade (n = 2) und als generalisierte Koordinaten werden die beiden Winkel
f und ¢ gewahlt.

Abbildung 5.5: Sphérisches Pendel mit duflerer Kraft f°.

Der Positionsvektor p vom Ursprung 0 des Inertialkoordinatensystems (Opxoy020)
zur Punktmasse m errechnet sich in der Form

T
pZ{lsin(G)cos(go) —lcos(6) lsin(@)sin(gp)} . (5.75)

Die kinetische Energie ergibt sich dann nach (5.65) zu

IR S P SV RT S
T—Emp p—iml (9 + $”sin (9)) (5.76)

Definiert man, dass fiir § = 0 die potentielle Energie V' gleich Null ist, dann folgt mit
der Erdbeschleunigung g die potentielle Energie zu

V =mgl(1 — cos(9)) . (5.77)

T
Die duBere Kraft lautet f¢ = {— fo 0 O} und demnach folgt fiir die generalisierten
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Krifte nach (5.60)

fo= ()55 = ~fleos(O)cos(i) | S = (£ = felsin(®)sin(i) . (5.78)

Die Euler-Lagrange Gleichungen (5.69) lassen sich nun mit Hilfe der Lagrange-
Funktion L =T — V in der Form

d o 0 d o 0

dapt " aat=d md sk g =1 (5.79)
bzw.
mi?6 — mi%¢? cos(0) sin(f) + mgl sin(8) = — £l cos(f) cos(p) (5.80a)
mi?( sin?(0) + 20 cos(0) sin(6) ) = f5l sin(0) sin() (5.80b)
berechnen.

Als Ergebnis der Euler-Lagrange Gleichungen ergeben sich immer gewohnliche
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die die zweiten Zeitableitungen der generali-
sierten Koordinaten beinhalten. Fiir eine Zustandsdarstellung der Form x = f(x, u),
x(tp) = xo mit dem Zustand x und dem Eingang u geméaf (1.5) wahlt man typi-

scherweise die generalisierten Koordinaten ¢;, 7 = 1,...,n und die generalisierten
Geschwindigkeiten ¢;, j = 1,...,n als Zustandsgroflen. Fiir das Beispiel des sphé-
T

rischen Pendels sind die Zustandsgréfien durch x = [9 we © w@} , mit wy = 0',

w, = ¢ und die Eingangsgrofie durch u = f5 gegeben. Das zu (5.80) dquivalente
System expliziter gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung lautet dann

1
Tg = T (—ul cos(z1) cos(z3) + ml2x3 cos(zy) sin(z;) — mgl sin(w1)> (5.81b)
m
1
&4 = () (ul sin(z1) sin(z3) — 2mi*z42y cos(x) sin(m1)> . (5.81d)

@ Losung in MAPLE: SphaerischesPendel .mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Beispiel 5.4 (Kugel auf Balken). Die Abbildung 5.6 zeigt eine Kugel mit der Mas-
se mg und dem Radius rg, die auf einem drehbar gelagerten Balken rollt. Das
Massentrigheitsmoment des Balkens um die Drehachse (z-Achse) ist I2 und die
Eingangsgrofle ist durch das externe Drehmoment 7¢ um die Drehachse gegeben. Das
System besitzt zwei mechanische Freiheitsgrade und als generalisierte Koordinaten
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werden der Balkenwinkel 1 sowie der Abstand r des Kugelmittelpunktes von der
y-Achse des balkenfesten Koordinatensystems (0121y121) gewahlt.

‘ Referenz
Y1 Y0 Referenz . @ /

I

o

Abbildung 5.6: Kugel auf Balken.

Die kinetische Energie des Systems setzt sich aus dem translatorischen Anteil T}
und dem rotatorischen Anteil 7. i der Kugel sowie dem rotatorischen Anteil 7). p des
Balkens zusammen. Zur Berechnung von T} ¢ wird zuerst der Vektor vom Ursprung
0 des Inertialkoordinatensystems (0pzoypzo) zum Kugelmittelpunkt (Schwerpunkt)
in der Form

7 cos(p1) — ri sin(p1)
p* = |rsin(p1) + 7 cos(e1) (5.82)
0

aufgestellt. Der translatorische Anteil der kinetischen Energie der Kugel T; i errechnet
sich dann geméf (5.6) zu
1 sk s 1 2.2 | (. . \2
Tiw = gmx () B = 5K (r26% + (7 = ricin)’) - (5.83)
Fiir den rotatorischen Anteil der kinetischen Energie der Kugel 7. k¢ beachte man,
dass das Massentrigheitsmoment der Kugel I¥X beziiglich der Drehachse (parallel
zur z-Achse durch den Kugelmittelpunkt) geméf (3.123) wie folgt lautet

2
3K = ngr%. (5.84)

Um nun die Drehwinkelgeschwindigkeit der Kugel beziiglich der Drehachse (zp-Achse)
zu berechnen, beachte man, dass zufolge der Rollbewegung der Kugel die Bezichung

r= —TKng 5 (585)

gilt. Beziiglich des balkenfesten Koordinatensystems (Opzoyoz0) dreht sich die Kugel
mit der Drehwinkelgeschwindigkeit ¢ um die z;-Achse. Da sich aber auch der Balken
mit der Drehwinkelgeschwindigkeit ¢»; um die zg-Achse dreht, ergibt sich die effektive
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Drehwinkelgeschwindigkeit der Kugel aus der Summe beider Drehungen zu ¢ + ¢o.
Der rotatorische Anteil der kinetischen Energie lautet dann

1 1 7\ 2
T = - IEK(p1 + 92)* = SIF (<p1 — ) . (5.86)
2 2 K

Der rotatorische Anteil der kinetischen Energie des Balkens errechnet sich zu
Tos = 5106 (5.87)

Nimmt man an, dass fiir o1 = 0 die potentielle Energie V' gleich Null ist, dann folgt
mit der Erdbeschleunigung g die potentielle Energie zu

V =mgg(rsin(e1) + rig cos(¢1)) — mrgri - (5.88)
Mit der Lagrange-Funktion
L(cpl,gbl,r,f") :E,K‘FTT,K"'TT,B -V (5.89)

ergeben sich die Bewegungsgleichungen zu (siehe (5.69))

d/o 0 ] N
dt (a L(Sol SolaT T)) - EL(@lvwl)h T) =0 (590&)
d/ 0 0
—(—L R P 2 e )
dt(@ (1,1, 7")) By (1,¢1,7,7) =T (5.90b)
bzw.
Izz . ISK . .9 .
mg + r— K +mErr |$1 — mErgT +migsin(pr) =0 (5.91a)

!

@ Losung in MAPLE: KugelaufBalken.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

)f + (I;f + 1B +mK(r2 +r§())¢1

+2mgrirgr + mig(rcos(p1) — rrsin(py)) = 7° . (5.91b)

Aufgabe 5.1. Bringen Sie das System (5.91) in Zustandsdarstellung x = f(x,u),

T
x(tgp) = xo mit dem Zustand x = [gpl pl=wp T T = v} und dem Eingang
u = 7°. Berechnen Sie weiterhin die stationdren Ruhelagen des Systems.
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Losung von Aufgabe 5.1. Die Ruhelagen des Systems lauten ¢1 r =0, wi.r =0, rg
ist beliebig, vg = 0 und 73 = gmgrg.

Aufgabe 5.2 (Wagen mit Pendel). Gegeben ist das mechanische System von Abbildung
5.7. Der Wagen hat die Masse myy, wird {iber eine Antriebskraft ¢ angetrieben
und ist mit einer linearen Feder (Federkonstante cyy > 0, entspannte Lénge syq)
gegeniiber dem Inertialsystem befestigt. Im Weiteren sei angenommen, dass die
Reibung ndherungsweise durch eine geschwindigkeitsproportionale Kraft fr = —dgs,
dr > 0 ausgedriickt werden kann. Der reibungsfrei gelagerte Pendelstab sei homogen
mit der Dichte pg und quaderférmig mit der Lange lg, der Breite bg und der Hohe hg.
Berechnen Sie die Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichungen
(5.69).

ez@_éx

dps 9
g = by
Z Z
7K Z

Abbildung 5.7: Wagen mit Pendel.

Lésung von Aufgabe 5.2. Die Masse des Pendels errechnet sich zu mg = pslsbshs
und das Massentriigheitsmoment um den Schwerpunkt S lautet 2, = %ms (1% +b%).
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich zu

.1 .1 . . e )
(mw +mg)s + 5771515 cos(p)p — imsls sm(g0)<p2 +cew (s — swo) = f¢ — dgs
(5.92a)

1 1 1
imglg cos(p)§ + <I§Z + 4m5l%>¢ + imgglg sin(p) =0. (5.92b)
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@ Losung in MAPLE: WagenmitPendel .mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Bisher wurde gezeigt, dass sich die Bewegungsgleichungen eines mechanischen Starr-
korpersystems mit den generalisierten Koordinaten q = [ql g2 ... qn} aus den

Euler-Lagrange Gleichungen (5.69) berechnen lassen. Weiterhin wurde gezeigt, dass sich
fiir Starrkorpersysteme die kinetische Energie mit Hilfe der Massenmatrix M(q) in der
Form (5.21) darstellen ldsst. SchlieBlich ist die potentielle Energie fiir Starrkorpersysteme
unabhéngig von q, d. h. es gilt V = V(q).

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Bewegungsgleichungen (5.69) in Matrix-
schreibweise in der Form

M(q)g + C(q,q)q + g(q) = £,” (5.93)
oder in Komponentenschreibweise wie folgt
n n n
> My (@)d; + Y. > cir(@)digy + ge(@) = fif, k=1,...,n (594
j=1 j=li=1

mit den so genannten Christoffel-Symbolen erster Art

. 1<8Mkj(q) n OMy;(q) . 8Mij(q)>

cijr(a) = 5 94, 90, Dar (5.95)
anschreiben. Wie man aus (5.93) erkennt, beinhalten die Bewegungsgleichungen auf der
linke Seite drei verschiedene Terme: (i) Beschleunigungsterme in denen die zweite zeitliche
Ableitung der generalisierten Koordinaten auftritt, (ii) Terme, in denen das Produkt ¢;q;
vorkommt (Zentrifugalterme fiir i = j und Coriolisterme fir ¢ # j) und (iii) die Terme
der Potentialkrifte die lediglich von q abhéngen. Die Potentialkréfte errechnen sich direkt
aus der potentiellen Energie V(q) iiber die Beziehung

oV (q)
Oqx,

ga) = [n(@) ga) ... gn(q)}T mit  g(q) = (5.96)

Durch Vergleich von (5.94) mit (5.93) erkennt man, dass sich das (k, j)-te Element Cy;
der Matrix C(q,q) in der Form

Oyl d) =3 el (5.97)
=1

aus den Christoffel-Symbolen erster Art (5.95) errechnet.

Bemerkung 5.4. Fiir £7 = 0 in (5.69) bzw. (5.93) spricht man von einem konservativen
System, ein System, bei dem sich die Gesamtenergie £ = T + V zufolge der Bewegung
nicht dndert bzw. keine Dissipation im System auftritt. Um zu zeigen, dass fiir £¥ = 0
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die Gesamtenergie E konstant ist, berechnet man die zeitliche Ableitung in der Form

d . I R ., oV,

—E =4 M(@)d+ 54 M@+ -—-q

dt 2 oq

. 1. Y\ T (5.98)
—aT [ Miad - NI(a)e oV ‘
4 ( @i+ M@+ (5 ) )
Setzt man die Bewegungsgleichung (5.93) ein, so erhélt man

d, . - Lo (OV\T
—E=4q"{-C(q,a)d — g(a) + sM(a)q + ()

_ %qT(M(q) ~2C(q,4))4 = %qTN CRILE

Dieser Ausdruck verschwindet, da N(q, q) eine schiefsymmetrische Matrix ist.
Zum Beweis schreibe man die (j, k)-te Komponente von N(q, q) in der Form

" OM; .
Nj = Z( 9 ik _ 2Cikj)%'
i i
N (5.100)
¥ OM;,  OMj,  OMj; n OMiy, i
~\ Ou 0y g~ Oq; )
an, womit
- OM;;  OMyy
Ny, = ——L 4+ =g 5.101
=G S ) (5.101)
folgt. Durch Vertauschen der Indizes j und k erhélt man auf analoge Art
& OMy;  OM;;
Nij = - + =g 5.102
& ;( dq; Oqx, >q ( )

und unter Beriicksichtigung der Symmetrie der Massenmatrix My; = M;;, folgt damit
Nji = —Nyj;. Damit ist gezeigt, dass £ = 0 gilt und somit die Gesamtenergie £ in
einem konservativen Starrkdrpersystem konstant ist.

Aufgabe 5.3 (Rotatorischer Zweimassenschwinger). In diesem Beispiel wird ein rota-
torischer Zweimassenschwinger, wie er in Abbildung 5.8 dargestellt ist, betrachtet.
Dieser besteht aus zwei Starrkorpern mit den Tragheitsmomenten I;i’l bzw. I;%z um
die jeweilige Drehachse in z-Richtung des Koordinatensystems 0. Es wird angenom-
men, dass die Drehachsen der Korper 1 und 2 gleichzeitig einer Tragheitshauptachse
entsprechen, womit keine Deviationsmomente auftreten. Die Starrkérper sind durch
lineare Drehfedern (Steifigkeiten ¢; bzw. cj2, entspannte Lagen fiir o1 = 0 bzw.
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©1 — @2 = 0) und viskose Drehddmpfer (Ddmpfungskonstanten d; bzw. di2) mitein-
ander bzw. gegeniiber dem Inertialsystem gekoppelt. Weiterhin wirkt auf jeden der
Korper ein externes Moment 7 bzw. 9.

Yo dl 4 rrd12 —
c1 aaid! I_L612 0 o [€ET2
) Zo Ixacl —\/\/\/— 15962
\/@1 \/@2

Abbildung 5.8: Rotatorischer Zweimassenschwinger.

Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen dieses Systems in der Darstellung (5.93).

Lésung von Aufgabe 5.3. Die rotatorischen kinetischen Energien der beiden Starrkérper
ergeben sich zu

21;; Wi ound Th = 21;3, w3 (5.103)
mit w; = @1 und wo = 9. Die potenzielle Energie der Drehfedern ist durch
1 2 1 2
Vcl = 561@1 U.Ild Vclg = 5612(@2 — gol) . (5.1()4)

gegeben. Die Momente auf die Starrkérper ergeben sich zu

Te1 = —7T1 — diwy — di2(w1 — wa) (5.105a)
Te2 = —Ty + dia(w1 — wo) (5.105Db)

Der Vektor der verallgemeinerten Kréfte £/ zufolge dieser Momente ohne Potential
errechnen sich dann direkt zu

np _ | Tel
£ = LJ . (5.106)

Damit konnen die Bewegungsgleichungen in der Form

d

g1 (5.107a)

d 1

T e (—c1p1 — diwr + cra(p2 — 1) + diz(w2 — wi) — 71) (5.107Db)
zx,1

d

2= w2 (5.107c)

d 1

2 = e (me(pr — 1) = diz(wz — w1) = 72) (5.107d)
rx,2
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angegeben werden. Verwendet man zur Berechnung der Bewegungsgleichungen eine
Darstellung nach (5.93), dann errechnen sich die Massenmatrix M, die Coriolismatrix
C und der Vektor der Potentialkrafte g zu

M = [I;”}C’l 0 ] C=0, und g= c1p1 + (g1 — ¢2)
0o I2, —c12(p1 — p2)

Z

@ Losung in MAPLE: RotatorischerZweimassenschwinger.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Beispiel 5.5 (Fortsetzung Planarer Manipulator). In diesem Beispiel wird der planare
Manipulators aus dem Beispiel 5.1 fortgefiihrt. Ausgehend von der Massenmatrix
sowie der potentiellen Energie des Systems werden nun die Bewegungsgleichungen
des Systems ermittelt. Es wird nun angenommen, dass in den beiden Gelenken
Motoren eingebaut sind, welche die Momente 7 und 75 um die z—Achse der Gelenke
einbringen. Weiterhin wird angenommen, dass im zweiten Gelenk viskose Reibung
mit dem Reibungskoeffizienten dy auftritt.

loa

Abbildung 5.9: Skizze des planaren Manipulators.

Im ersten Schritt wird der Vektor der verallgemeinerten Kréfte ohne Potential
ermittelt. Die Kraft des Dampfers am Ende des Auslegers kann mit Hilfe von r. aus
(5.29) in der Form

lasin(p1 + ¢2) (w1 + w2) + 11 sin(y1)wr
fie = dete = de | =l cos(p1 + p2) (w1 + wa) — 11 cos(p1)wr (5.109)
0

angegeben werden. Mit der Manipulator Jacobi-Matrix (JV)S2 errechnet sich der
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entsprechende Vektor der verallgemeinerten Kréfte zu

*l%wl — l1l2(2w1 + WQ) COS(LPQ) — l%(wl + (JJQ)

00 = ((3 )ez)de =d [
e~ 0 —lilowr COS(QOQ) — l%(wl + CUQ)

1 . (5.110)

Der Vektor der verallgemeinerten Krifte zufolge der Momente der Motoren 7] =

[O 0 7'1}, Ty = {0 0 T2:| ergeben sich mit Hilfe der Manipulator Jacobi-Matrizen
aus Beispiel 4.3 zu

1 = ((0)8) 1 = m fr2 = —((@)d) 72+ ((00)3) 72 = m . (5.111)

Dabei muss bei der Berechnung von f; » beriicksichtigt werden, dass das Moment 72
zufolge des Schnittprinzips auf den Stab 1 und den Stab 2 wirkt. Auf analoge Art
berechnet sich der Vektor der verallgemeinerten Kraft zufolge der viskosen Reibung
TdT2 = [O 0 —dgwg} zu fgﬂ = [0 —dng}.

Damit sind alle Zwischengroflen fiir die Bestimmung der Bewegungsgleichungen mit
Hilfe von (5.93) vorhanden. Auf eine Angabe der Ergebnisse wird aufgrund der relativ
umfangreichen Ausdriicke verzichtet. Zur Kontrolle sei noch die Coriolis-Matrix C
angegeben

_ [ —mglllsg Sin((pQ)UJQ —mglllsg sin(gag)(wl + wg)
—Tnglllsg sin(gog)(wl) 0

Losung in MAPLE: Planarer_Manipulator.mw ]t
In dieser Maple-Datei sind alle Rechenschritte und die Zwischen- und 3

Endergebnisse dargestellt. Weiterhin finden Sie hier ein Darstellung i

der numerischen Losung der Bewegungsgleichungen sowie eine Berechnung der

Ruhelagen des Systems.
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe 5.4 (Fortsetzung Turmdrehkran 2). In dieser Aufgabe wird wiederum der
Turmdrehkran aus Aufgabe 4.2, 4.4 und Beispiel 5.2 betrachtet. Es wird nun angenom-
men, dass der Turm (Winkel ¢1) mit einem Motor mit dem Moment 71 angetrieben
wird. Weiterhin wird die Laufkatze (Position sg) mit einem Motor mit der Kraft frx
und das Seil (Position s5) durch einen Motor mit der Kraft fg aktuiert. Fiir alle Frei-
heitsgrade wird eine viskose Reibung angenommen mit den Dampfungskoeftizienten
dr des Turms, dr i der Laufkatze, dg; der translatorischen Bewegung des Seils (s5)
sowie dg, der rotatorischen Bewegung des Seils (¢3 und ¢y4).

Berechnen Sie die Bewegungsgleichungen des Systems! Ermitteln Sie alle Ruhelagen
des Systems und analysieren Sie das dynamische Verhalten des Turmdrehkrans durch
numerische Simulation in MAPLE!
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Lésung von Aufgabe 5.4.

@ Losung in MAPLE: Turmdrehkran.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/
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A Aufgaben zum Selbststudium

Dieser Anhang enthélt zur Unterstiitzung des Selbststudiums einige Aufgaben samt
Losungen.

Aufgabe A.1 (Klappbriicke). Um das Uberqueren eines Kanals sowie das Passieren von
Schiffen im Kanal zu ermdglichen, kann die Briicke aus Abbildung A.1 durch Ziehen
an Seil 2 hochgeklappt werden. Die Briicke mit Masse mpg und Schwerpunkt Sp ist im
Punkt B drehbar gelagert. Der Trager mit Masse my ist auflerhalb seines Schwerpunkts
St im Punkt A drehbar gelagert. Die Lénge von Seil 1 ist so gewéhlt, dass Tréager und
Briicke stets parallel orientiert sind. Zur Reduktion der Zugkraft in Seil 2 ist am linken
Ende des Tragers eine Ausgleichsmasse m montiert. Seil 2 umschlingt den zylindrischen
Teil des Tragers mit Radius R und ist in Punkt C fixiert. Fiir die nachfolgenden
Betrachtungen werden beide Seile als masselos und alle Lager als ideal reibungsfrei
angenommen. Die Erdbeschleunigung g wirkt wie in Abbildung A.1 dargestellt.

Seil 1

l g
Briicke

fs2

Rolle

Abbildung A.1: Klappbriicke.

Es sollen die Lagerkrifte in A und B sowie die Zugkréfte in den Seilen 1 und 2

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



A Aufgaben zum Selbststudium Seite 117

so bestimmt werden, dass sich das System in Ruhe befindet. Basierend auf diesen
Ergebnissen soll die Masse m so bestimmt werden, dass sich das System fiir fgo =0
in Ruhe befindet.

Losung von Aufgabe A.1. Aus Abbildung A.1 erkennt man, dass sich Briicke und
Triager lediglich iiber Seil 1 gegenseitig beeinflussen. Schneidet man daher die Briicke
wie in Abbildung A.2 dargestellt frei, wirkt auf diese, neben den Lagerkréften in B
und der Gravitationskraft mpg, nur eine weitere Kraft in Form der Seilkraft fg.

fB,:): 5|:

|vay

Abbildung A.2: Freigeschnittene Briicke.

Mit Abbildung A.2 erhélt man die Kraftegleichgewichte in x- und y-Richtung als

€y . 0= fB,:c (A.la)
ey:0=fpy—mpg+ fs1. (A.1Db)

Aus dem Kriftegleichgewicht erhélt man zwei Gleichungen fir die drei Unbekann-
ten fpu, fBy und fs1. Zur eindeutigen Bestimmung dieser drei Groflen ist daher
noch eine dritte Gleichung in Form des Momentengleichgewichts notwendig. Fiir die
Formulierung des Momentengleichgewichts muss ein Bezugspunkt gewéhlt werden.
Um in der resultierenden Gleichung die Anzahl der Unbekannten und damit den
Aufwand fiir die Losung des entstehenden Gleichungssystems moglichst gering zu
halten empfiehlt es sich das Lager B als Bezugspunkt zu wéihlen (analog hitte man
den Angriffspunkt der Seilkraft fg; wéhlen kénnen). Man erhélt die Momentenbilanz
um die z-Achse als

e, : 0= —mpglpcos(pp) + fsilscos(¢p). (A.2)
Einfaches Umformen des Kréfte- und Momentgleichgewichts fithrt auf

l
fs1= mBglE (A.3)
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fiir die Zugkraft im Seil und

0
fp = [fB@] — L (A.4)
/By mBQ(l - T)
fur die Lagerkraft im Punkt B.

Fiir die Berechnung der Lagerkraft f4 im Punkt A und der Zugkraft fgo im Seil 2
wird nun der Triger entsprechend Abbildung A.3 freigeschnitten.

Abbildung A.3: Freigeschnittener Trager.

Aus der Skizze lassen sich sofort die Kréftegleichgewichte als

e :0=fay (A.5a)
e, :0=—mg— fso+ fay —mrg— fs1 (A.5Db)

ablesen. Da fg1 bereits aus den vorhergehenden Berechnungen bekannt ist, erhélt man,
wie bereits bei der Briicke, zwei Gleichungen fiir drei Unbekannte. Fiir die Berechnung
von faz, fay und fso ist daher wiederum die Formulierung der Momentenbilanz
notwendig. Erneut ist es von Vorteil den Bezugspunkt fiir das Momentengleichge-

wicht im Lager zu wihlen. Man erhélt fiir die Momentenbilanz um den Punkt A in
z—Richtung

e, : 0 =mgly, cos(pp) + fsaR — mrgly cos(pp) — fsils cos(pp). (A.6)

Durch Umformen des Kréfte- und der Momentengleichgewichts folgt

mpglp + mpgly — mgl,
fs2 = BY'B ]ZLQT g cos(¢p) (A.7)
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und
0
mBQ(le + % cos(<p3)> + ng(l + % COS(‘PB)) - mg(l + % COS(@B))
(A.8)

fa=

Soll nun der Trager fiir fgo = 0 im Gleichgewicht sein folgt aus aus dem Momen-
tengleichgewicht

mBlB + mTlT

I

@ Losung in MAPLE: Klappbruecke .mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.2 (Drehbarer Starrkorper). In Abb. A.4 ist ein Starrkorpersystem, beste-
hend aus einem im Punkt A drehbar gelagerten Rahmen (homogene Massendichte p,
Dicke d, Breite b) sowie einer Masse m,, (Punktmasse), dargestellt. Der Rahmen ist
am linken Ende durch eine lineare Feder der Steifigkeit ¢ mit dem Boden verbunden.
Auf das System wirkt die Erdbeschleunigung ¢ in negative e,-Richtung.

YA

i x

Abbildung A.4: Skizze eines drehbar gelagerten Starrkérpersystems.

Fir dieses System sollen fiir den Fall ¢ = 0 die Lagerkréfte sowie die Vorspannung
der Feder so bestimmt werden, dass sich das System in Ruhe befindet. Weiterhin
sollen die Bewegungsgleichungen der Drehbewegung des Starrkorpersystems mit Hilfe
der Drehimpulserhaltung ermittelt werden.

Lésung von Aufgabe A.2. Im ersten Schritt werden die Lagerkréfte und die notwendige
Federvorspannung fiir ¢ = 0 bestimmt. Dazu muss das Lager (im Punkt A) entfernt
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werden und gedanklich durch die im Lager auftretenden Krifte und Momente ersetzt
werden. Das in Abb. A.4 dargestellte Lager erlaubt keine Bewegung in x- und y-
Richtung, jedoch ein Drehung um die z-Achse. Daher kann dieses Lager dquivalent
durch die Kréafte f, und f, ersetzt werden, siche Abb. A.5. Die Wirkung der Feder
wird durch die Federkraft f. ersetzt.

7
|

A }
mig :

lng

m3g

Je

mmg

Jy

Abbildung A.5: Skizze eines drehbar gelagerten Starrkérpersystems.

Um die Wirkung der Gravitation zu beriicksichtigen muss die Gravitationskraft myg,
mit der Gesamtmasse mgy, im Schwerpunkt des Starrkorpersystems angesetzt werden.
Fiir eine effiziente Berechnung erweist es sich als sinnvoll, das gesamte Starrkoérper-
system in vier Teilkérper zu unterteilen, siche Abb. A.5. Fiir jeden dieser Teilkérper
kann damit die Lage des Schwerpunkts, die Masse sowie die Gravitationskraft einfach
ermittelt werden.

Betrachtet man im ersten Schritt den blau umrahmten Teilkdrper, so errechnet
sich dessen Masse aus (3.24) zu

my = / pdV = ladbp. (A.10)
1%

Der Schwerpunkt des blau umrahmten Korpers errechnet sich nach (3.28). Fiir die
Lage des Schwerpunktes in z-Richtung erhédlt man nach (3.29) unter der vorerst
getroffenen Annahme ¢ =0

1 b2 li+2d 0 I
TSmlaz = 7/ / / zpdrdydz = ——. (A.11)
mi1 Jz=-b/2 Jy=l1+d Jr=—I2 2

Hinweis: Natiirlich kann man die Lage des Schwerpunktes des homogenen
Quaders der Masse m; direkt aus der Skizze ablesen, ohne diese Integrale
auszuwerten!

Auf analoge Art und Weise erhélt man damit die Lage des Schwerpunkts in y- und

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



A Aufgaben zum Selbststudium Seite 121

z-Richtung. Damit gilt

1
~11
0 _ 3
rsm1 = Iy + Qd ) (A12)
0
wobei der Index 0 verwendet wurde, um den Fall ¢ = 0 zu kennzeichnen.

Die Massen der Teilkorper 2 und 3 ergeben sich zu mgy = d(l1+2d)bp und mg = ladbp
und die Lage der Schwerpunkte kann zu

+d d+ 3lo d+lm
rng = |d+ %ll ; r%mS - %d ) r%mm = d (A13)
0 0 0

ermittelt werden. Man beachte dabei, dass die Masse m,,, wie in der Angabe beschrie-
ben als Punktmasse modelliert wurde, die direkt auf dem drehbaren Starrkoérper
aufliegt.

Fiir die weiteren Berechnungen benotigt man noch den Angriffspunkt r?cc der
Federkraft f.. Dieser ergibt sich zu

—ly
9. = |d+10|. (A.14)
0

Damit sich das System nach Abb. A.5 in Ruhe befindet, muss das Kréftegleichge-
wicht und das Momentengleichgewicht nach (3.12) erfiillt sein. Das Kréftegleichgewicht
in z-Richtung ergibt

d.h. die Lagerkraft in x-Richtung muss verschwinden. Fiir die y-Richtung erhilt man
ey fet+ [y —mig—mag —m3g —mpyg =0. (A.16)

Zum Aufstellen des Momentengleichgewichts fiir eine Drehung um die z-Achse muss
ein moglicher Drehpunkt gewéhlt werden. Im betrachteten System liegt es natiirlich
nahe, den Punkt A, d.h. den realen Drehpunkt des Systems, zu wihlen. Man beachte,
dass aber das Momentengleichgewicht fiir jeden frei wahlbaren Drehpunkt des frei-
geschnittenen Systems nach Abb. A.5 gelten muss. Durch eine geeignete Wahl des
Drehpunktes kann damit erreicht werden, dass gewisse unbekannte Kréfte im Mo-
mentengleichgewicht nicht vorkommen, was eine Berechnung wesentlich vereinfachen
kann.

Wahlt man im betrachteten System den Punkt A als Drehpunkt, so erkennt man,
dass die Kréfte f, und f, keinen Beitrag zum Drehmoment um diesen Punkt liefern.
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Wiirde man hingegen der Angriffspunkt der Federkraft als Drehpunkt wéihlen, dann
wiirde f. nicht im Momentengleichgewicht vorkommen.

Fiir den gewdhlten Drehpunkt A erhilt man das Drehmoment Tr(,ﬁ) durch Anwenden
von (3.10) zu

—3l2 0 0
T?(qfl),o = 18,1 X fom1 = |11 + 3d| x |-mg| = 0 , (A.17)
0 0 mlg%lg
(A)0 _

und damit Tl = mlg%lg. Wiederum wird mit dem Index O der Fall ¢ = 0

gekennzeichnet. Die entsprechenden Momente der anderen Teilmassen bzw. der

Federkraft ergeben Sich Zu T (A)’O = —magd/2, TT(,Q;O = —msg(d + 12/2), Tm’n)zg =

—mpg(d + l,,) und chz *fCZQ

Hinweis: Natirlich ist fiir den betrachteten Fall, bei dem alle Krafte entweder
in z- oder y-Richtung gerichtet sind, eine Auswertung des Kreuzproduktes nicht
unbedingt notwendig. Es kann hingegen einfach die Regel Kraft mal Kraftarm
verwendet werden, um das resultierende Moment zu bestimmen. Man muss jedoch
bei dieser Vorgehensweise auf das korrekte Vorzeichen des Moments achten.

Setzt man nun das Momentengleichgewicht an, so erhélt man unmittelbar

1 l d l
fe=+ <m192 —Magy —mag (d + 2) — mmg(d + lm)>- (A.18)
I 2 2 2

Die notwendige Federvorspannung /¢y kann mit der Linge l?f der Feder fiir den Fall
@ = 0 einfach aus der Gleichung

fo=—c(1} = 150), (A.19)

mit f. aus (A.18) errechnet werden. Setzt man die Losung fiir f. in das Kréftegleich-
gewicht in y-Richtung ein, so erhdlt man die Lagerkraft f,.

Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen des Systems miissen die Freiheitsgrade
des Systems identifiziert werden. Aus Abb. A.4 erkennt man, dass das Lager im Punkt
A nur eine Drehung um die z-Achse zuldsst, womit eine Drehung um den Winkel ¢
den einzigen Freiheitsgrad des Systems darstellt. Die Bewegung des Systems lésst
sich damit direkt in Form der Drehimpulserhaltung nach (3.119) beschreiben. Dazu
sind das effektive Tragheitsmoment des Systems um den Drehpunkt A und die um
diesen Punkt wirksamen Momente notwendig.

Um das Tragheitmoment I ,5‘24) um den Drehpunkt zu bestimmen, werden vorerst die
Tréagheitsmomente der Teilkérper nach Abb. A.5 um deren Schwerpunkte bestimmt.
Nach (3.124) erhélt man fiir den Teilkorper 1

b/2 d/2 l2/2
9 = (% +§?) dzdgdz = — (13 + A.20
zz;ml — P se—by2 Jjm—d)2 Ji=—1)2 Y ) Y 12 (2 ) ( )
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wobei mit Z, § und Z der Abstand vom Schwerpunkt des Teilkérpers 1 bezeichnet
wurde. Mit Hilfe des Satzes von Steiner (3.126) kann das Tragheitsmoment des
Teilkérpers 1 um den Drehpunkt A zu
A S 2 2
Iiz,)ml - Iiz,)ml +my (rSml,x + TSml,y) (Azl)
ermittelt werden. Die Tragheitsmomente der weiteren Teilkérper ergeben sich auf
analoge Art und Weise. Da die Masse m,, als Punktmasse modelliert wurde, gilt

I ;Ef)mm = 0. Man beachte aber, dass aufgrund des Satzes von Steiner damit nicht
1 é;‘%nm = 0 folgt, sondern I é?)mm = mm(r%'mm,z + r%mm,y) gilt!

Hinweis: Es wére moglich, direkt das Tragheitsmoment 1. ,5;“) zu bestimmen,
indem man anstatt der Abstdnde Z, ¢ und Z direkt die Abstdnde zum Drehpunkt
verwendet. Im Allgemeinen fiihrt diese Vorgehensweise jedoch zu wesentlich
komplizierten Ausdriicken der Integrale. Weiterhin sind die Tragheitsmomente
um den Schwerpunkt fiir viele geometrische Korper in Tabellenbiichern zu finden
und konnen direkt iibernommen werden.

Als zweiten Teil der Drehimpulsbilanz benétigt man die Summe der Drehmomente.
Um diese zu bestimmen, muss die Lage der Schwerpunkte sowie des Angriffspunktes
der Federkraft als Funktion des Winkels ¢ beschrieben werden. Ausgehend von der
Lage des Schwerpunktes r2, ; fiir ¢ = 0 erhilt man aus geometrischen Uberlegungen
(oder durch Verwendung der Drehmatrix einer Drehung um die z—Achse)

Tgml,r COS(()D) - Tgml,y Sin(@)
rsmi(p) = rg'ml,x sin(p) + rgml’y cos(p) | - (A.22)
0

Das Drehmoment Téﬁ)’ i

() ergibt sich mit diesem Ergebnis aus

0
5;?1)(@) = rsm1(p) X fom1 = 0 . (A.23)

- (rgml,x COS(QO) - r%ml,y Sin((p)>mlg
Die Drehmomente TT(;;)’Z(()O), 775;?3)7 () und Tr(,ﬁr)L,Z(go) konnen auf gleiche Art bestimmt
werden.
Etwas schwieriger gestaltet sich die Bestimmung des Drehmoments zufolge der
Federkraft f., die sich aufgrund der Langendnderung der Feder als Funktion des
Winkels ¢ dndert. Der Angriffspunkt der Feder ergibt sich aus obigen Uberlegungen
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zu

r?w cos(p) — T‘?‘ay sin(p)
rre(p) = |19, sin(p) + 1., cos(p) |- (A.24)
0

Zur Bestimmung der aktuellen Lange der Feder ermittelt man den Fupunkt ry.p, in
der Form

—ly
Tiefp = |d+1 — 1} (A.25)
0
und die Lénge der Feder kann aus
Li(e) = llrre(p) — Trepplly (A.26)

ermittelt werden. Die Federkraft ist natiirlich in Richtung der Verbindungslinie
zwischen Fulpunkt und Angriffspunkt gerichtet, womit man unmittelbar

£(p) = ey () - zfo>W (A.27)

folgt. Das zugehorige Moment um den Drehpunkt A egibt sich dann zu T%)(go) =

rsc(ip) x fe(¢p).
Mit diesen Zwischenergebnissen kann nun die Drehimpulsbilanz fiir die Drehung
um den Punkt A angegeben werden:

d2
IZ(;‘U@@ =7, (A.28)

Darin bezeichnet I éf) die Summe aller Tragheitsmomente und TZ(A) ist die Summe

aller Drehmomente um den Punkt A, vgl. (3.119).

@ Losung in MAPLE: DrehbarerStarrkoerper .mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.3 (Haltevorrichtung). In einer Haltevorrichtung nach Abb. A.6 ist in einem
Gehéuse eine Platte mit Hilfe einer kleinen Walze verklemmt. Die Platte hat die Masse
m sowie die Breite b. Die Walze mit dem Durchmesser d besitzt eine vernachlassigbare
Masse. Am Kontaktpunkt zwischen Walze und Gehéduse A sowie am Kontaktpunkt
zwischen Walze und Platte B tritt jeweils der Haftreibungskoeffizient pz auf. Zwischen
der Platte und der Gehéusewand herrscht ein ideal glatter (reibungsfreier) Kontakt.
Der Winkel « ist bekannt.
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Abbildung A.6: Aufbau einer Haltevorrrichtung.

Gesucht ist der mindestens erforderliche Haftreibungskoeflizient pp sowie die
minimale Einspannlédnge h der Platte, sodass diese in der Haltevorrichtung haftet.
Zusétzlich ist noch die maximal zuléssige Masse der Platte gesucht, welche durch die
Reibung in der Vorrichtung fixiert werden kann.

Losung von Aufgabe A.3. Unter der Annahme, dass die Platte in der Vorrichtung
fixiert ist, befindet sich das betrachtete System im statischen Gleichgewicht. Anhand
der Kréfte- und Momentenbilanzen fiir die Walze und die Platte konnen der gesuchte
Reibkoeffizient sowie die erforderliche Einspannlédnge berechnet werden.

Im ersten Schritt erfolgt ein Freischneiden der Walze, der Platte und des Gehéuses.
Abb. A.7 zeigt die freigeschnittenen Korper sowie die darauf wirkenden Kréfte. Die
Kraft in den Punkten A und B setzt sich jeweils aus einer Normalkomponte f4 , und
fB,n sowie einer tangentialen Komponente aufgrund der Haftreibung fa; bzw. fp
zusammen. Durch den ideal glatten Kontakt der Platte und der Wand tritt zwischen
diesen beiden Koérper keine Reibung auf. Infolgedessen wirkt im Punkt C nur die
Normalkraft fc .
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Abbildung A.7: Freigeschnittene Gehéuse, Walze und Platte der Haltevorrichtung
und die darauf wirkenden Kréfte.

Das Kréiftegleichgewicht an der Walze ergibt sich unter dem Winkel a zu

€y : fancos(a)+ fagsin(a) — fpn =0 (A.292)
ey : fansin(a) — fascos(a) — fpr =0 (A.29D)

fir die z-Richtung bzw. fiir die y-Richtung. Mit dem Mittelpunkt der Walze als
Bezugspunkt folgt aus der Momentenbilanz in z-Richtung

d d
e,: f‘“i — fB,t§ =0 (A.30)

direkt fa+ = fp+. Einsetzen dieses Zusammenhanges in (A.29b) und anschlieendes
Umformen ergibt den Zusammenhang zwischen der Normal- und Reibkraft im Punkt
A zu

sin («)

Jau = 1 + cos (av)

fA,n- (A.31)
Ein Vergleich mit (3.77) zeigt, dass sich der Bruch in (A.31) als Reibungskoeffizient
interpretieren lasst. Damit die Walze und auch die Platte haftet, muss der Haftrei-
bungskoeffizient pp in den Punkten A und B grofler sein als der Reibkoeffizient von
(A.31). Daraus folgt die Bedingung

sin ()

PH = 1 cos () (A.32)

fiir den Haftreibungskoeffizienten.
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Analog zur vorhergehenden Herangehensweise erfolgt die Ermittlung der minimalen
Einspannlénge h iiber die Krifte- und Momentenbilanz der Platte. Die Kréiftebilanz
in z-Richtung bzw. in y-Richtung lautet

e : [Bn—fon=0 (A.33a)
e, : fgr—mg=0. (A.33Db)

Die Momentenbilanz in z-Richtung mit dem Bezugspunkt B ergibt sich zu

b
e.: fcnh — mgy = 0. (A.34)
Anhand von Gleichung (A.33b) ist ersichtlich, dass nur die Reibung zwischen Walze
und Platte der Gewichtskraft der Platte entgegenwirkt. Weiterhin folgt mit (A.30)

fBt = far=mg. (A.35)

Ein analoger Zusammenhang ergibt sich fiir die Normalkréfte. Einsetzen von Gleichung
(A.29a) und (A.31) in (A.33a) liefert

1+ cos (o)

sin () (A.36)

fC,n = fB,n = fA,n =

Durch Einsetzen dieser Normalkraft in die Momentenbilanz (A.34) folgt nach Umfor-
men die minimale Einspannlénge der Platte zu

bsin ()

h= 2(1 + cos (o))

(A.37)
Aus den Gleichungen (A.32) und (A.37) erkennt man, dass weder der Haftreibungsko-
effizient noch die Einspannlidnge von der Masse der Platte abhéngen. Diese Eigenschaft
der Haltevorrichtung ist auch unter dem Namen Selbsthemmung bekannt. Theoretisch
kann somit die Masse der Platte beliebig grofl sein. Diese Betrachtung ist giiltig,
solange es zu keiner mechanischen Deformation der einzelnen Starrkérper durch die
wirkenden Kréfte kommt.

@ Losung in MAPLE: Haltevorrichtung.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.4 (Vertikalmodell eines Viertelfahrzeuges). Die Abbildung A.8 zeigt ein
Vertikalmodell eines Viertelfahrzeuges. Das Rad wird dabei durch ein Ersatzsystem,
bestehend aus Feder (Steifigkeit cr) und Dampfer (viskose Dampfung dr) modelliert.
Die Radmasse ist durch mp gegeben und das Fahrzeug wird in Form einer Ersatzmasse
m 4 modelliert. Die Radaufthdngung wird durch eine Feder (Steifigkeit c4) und einen
Déampfer (geschwindigkeitsabhédngiger Dadmpfungskoeffizient d4(vga) mit vpa = vg —
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v4) beschrieben. Fiir x4 = g = zy = 0 sind alle Federn entspannt. Zur Beschreibung
von Unebenheiten der Fahrbahn wird der Untergrund durch die Auslenkung x;(t)
parametriert. Die vertikalen Koordinaten des Rades und des Aufbaus sind durch =g

bzw. x4 definiert.
Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen sowie die stationdren Auslenkungen fiir

xzy(t) = 0 fir die Massen m 4 und mpg!

TA

9 mA

da(vpa) Ll ca

TR

] 1

dr L=l CR Ty

T

Abbildung A.8: Vertikalmodell einer Radaufhéngung.

Lésung von Aufgabe A.4. Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen der Ersatzmas-
sen von Rad und Fahrzeugaufbau wird der Impulserhaltungssatz verwendet. Dazu
werden die Ersatzmassen freigeschnitten und die entsprechenden Feder- und Damp-
ferkrifte auf die Ersatzmassen aufgebracht. Fiir die Darstellung geméfl Abb. A.9
wird zy > zp und g > x4 angenommen. Fir xy > xg wird die Feder des Rades
komprimiert und die Federkraft wirkt der Kompression entgegen. Daher ergibt sich
eine nach oben gerichtete Kraft f.r auf das Rad. Fiir £y > ©g verschiebt sich der
Untergrund schneller aufwérts als die Ersatzmasse des Rades. Die Démpferkraft fir
wirkt entgegen der relativen Verschiebung und damit aufwérts auf das Rad. Analog
werden die Richtungen der Feder- und Déampferkraft zwischen Aufbau und Rad

festgelegt.
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Abbildung A.9: Freigeschnittene Massen der Radaufhéngung.

far

Die Feder- und Dampferkrifte berechnen sich durch

fea =calxp —x4) faa = da(vra)(Tr — T 4) (A.38a)
fcR = cR(a:U — xR) de = dR(.i’U - iZR). (A38b)
Nach Bestimmung der auf die Ersatzmassen wirkenden Krafte kann die Impulser-

haltung angewendet werden. Es ergeben sich damit die Bewegungsgleichungen der
Ersatzmassen geméfl

d

maA A = fea + faa —mag (A.39a)
d

MR VR = fer + far — fea — faa — mRg, (A.39Db)

mit den Geschwindigkeiten v4 = &4 und vg = &p.
Die stationdren Auslenkungen der Massen m 4 und mpg kénnen fir zyy = 0 aus der
Impulserhaltung fiir 4 = ¢p = Ty = £4 = £r = 0 bestimmt werden. Es gilt dann

0= fea —mag (A.40a)
0= fer — fea — MRY. (A.40Db)

Setzt man die Federkrafte ein und 16st nach den unbekannten Positionen xg und x4
auf, so erhilt man

g = —mAT MR (A.41)

CR
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und

pq = —mATMR)g mag (A.42)

CR CA

@ Losung in MAPLE: VertikalmodellFahrzeug.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A5 (Radaufhingung). Die Anordnung aus Abb. A.10 entspricht einer Radauf-
héngung, wie sie im Rennsport Verwendung findet. Diese Radaufhéngung besteht aus
den Querlenkern Q1 und Q2 sowie der Druckstange D. Diese sind gelenkig am Fahr-
zeug befestigt. Auf das Rad wirken die Normalkraft fn und die Seitenfiihrungskraft
fs. Es wird angenommen, dass diese zwei Kréfte, wie in der Abbildung dargestellt,
punktuell auf das Rad wirken. Zu bestimmen sind die Kréfte in den Querlenkern
Q1 und Q2 sowie in der Druckstange D. Beachten Sie dabei, dass die Querlenker
und die Druckstange aufgrund ihrer Lagerung nur Kréfte in der jeweiligen Stabachse

(T L
AL

al — Q2

aufnehmen koénnen.

Is

a |/

Abbildung A.10: Radaufthingung eines Rennsportwagens.

Lésung von Aufgabe A.5. Die Querlenker Q1 und Q2 sowie die Druckstange D werden
in dieser Aufgabe als Stdbe betrachtet. Um die Kréifte in den Stdben Q1, Q2 und D
berechnen zu koénnen, muss die Radaufhingung vom Fahrzeug freigeschnitten werden.
Dazu empfiehlt es sich, den Schnitt direkt durch die Stdbe zu fiihren, wie in Abb. A.11
gezeigt.
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Abbildung A.11: Freigeschnittene Radaufhdngung.

Nach dem Freischneiden der Radaufhingung kénnen die Gleichgewichtsbedingungen
formuliert werden. Die Kraftegleichgewichte in x- und y-Richtung lauten

e;: 0= fo1+ fo2— fs+ fpcos(a) (A.43a)
e,: 0=—fpsin(a)+ fn. (A.43D)

Das Momentengleichgewicht kann um jeden beliebigen Punkt angeschrieben werden.
Zur Vereinfachung der weiteren Rechenschritte ist es von Vorteil, das Momentengleich-
gewicht um einen Punkt anzuschreiben, durch den die grofite Anzahl an unbekannten
Kréften verlduft. In diesem Beispiel ist es der Schnittpunkt von fgs und fp, wodurch
das Momentengleichgewicht nur mehr fg; als Unbekannte enthélt. Das entsprechende
Momentengleichgewicht lautet

e,: 0= —leb — fsa + fnd. (A.44)

Die Kréfte in den Staben ergeben sich durch Losen der drei Gleichgewichtsbedingungen
zu

_ N
fp = sin(a) (A.45a)
for= L;fsa (A.45b)
fo2=Tfs (1 + Z) —In <cot(a) + Z) (A.45¢)

@ Losung in MAPLE: Radaufhaengung.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/
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Aufgabe A.6 (Drehteller mit Masse). Betrachtet wird ein Drehteller aus Abbil-
dung A.12, welches sich mit einer konstanten Drehwinkelgeschwindigkeit w dreht.
Dabei wird die Masse mit m, der Haftreibungskoeffizient zwischen Oberfliche und
der Masse mit pz, die Neigung des Drehtellers mit dem Winkel 3, der Abstand der
Masse zum Aufhédngepunkt der Feder mit s,,, die entspannte Lange der Feder mit s,
die Distanz zwischen Aufhingepunkt der Feder und der Drehachse in Bezug auf die
Oberflache mit [ und die Erdbeschleunigung mit g bezeichnet.

Oberflache

Abbildung A.12: Skizze des Drehtellers mit Masse.

In den folgenden Untersuchungen wird ein stationdrer Punkt betrachtet, d.h. die
Geschwindigkeit $,,, und die Beschleunigung §,,, der Masse m sind Null. Fiir dieses
System sollen alle auftretenden Kréfte skizziert und benannt werden, wobei die Kréfte
als Funktion der gegebenen Groéflen ausgedriickt werden sollen. Weiters sollen die
Haftbedingungen, welche fiir die Masse m gelten, ermittelt werden. Abschlieflend ist
die kritische Drehwinkelgeschwindigkeit wy,;+ zu ermitteln, ab welcher sich die Masse
m in Bewegung setzen wiirde.

Lésung von Aufgabe A.6. Im ersten Schritt wird die Fliehkraft, welche auf die
Masse m wirkt, berechnet. Im Allgemeinen ldsst sich eine Fliehkraft mit f; = mrw?
ausdriicken, wobei m die Masse, r den Abstand beziiglich der Drehachse und w
die Drehwinkelgeschwindigkeit um die Drehachse darstellen (vgl. Abbildung 2.5).
Angewandt auf das Drehteller ergibt sich fiir den Abstand r = (s, + ) cos(f). Damit
lasst sich die Fliehkraft der Masse m in der Form

fr=m(sm +1) cos(B)w? (A.46)

angeben. Zudem wirkt aufgrund des Gravitationsfeldes eine Gewichtskraft f, auf die
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Masse m,
fq = mg. (A.47)

Da die Masse m auch {iber eine Feder mit dem Drehteller gekoppelt ist, wirkt die
Federkraft f,,

fe=c(sm — s0), (A.48)

mit der entspannten Lénge sg der Feder.

Weiterhin wirkt eine Reibkraft f, auf die Masse. Zur Beschreibung dieser Kraft
ist es vorteilhaft die bisherigen Kréafte in ihre Normal- und Tangentialkomponenten
beziiglich der Oberflache zu separieren. Die Komponenten der Gewichtskraft f, lassen
sich mit

fgn = mgcos(f) (A.49a)
for = mgsin(p) (A.49b)

beschreiben. Die Fliehkraft f; setzt sich dquivalent aus

frn = m(sm + 1) cos(3) sin(B)w? (A.50a)
fri=m(sm + 1) cos®(B)w? (A.50b)

zusammen. Die Federkraft ist bereits tangential zur Oberflache ausgerichtet.
Damit lésst sich die Reibkraft f, in der Form

fr=nu(fon+ frn) = ,uHm<g cos(B) + (sm + 1) cos(p) sin(ﬂ)wz) (A.51)

angeben. In Abbildung A.13 sind die Krafte und deren Normal- und Tangentialkom-
ponenten angefiihrt.
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'l

fri

ff,n

Abbildung A.13: Auf die Masse wirkende Kréfte.

Damit ist es moglich die Haftbedingungen aufzustellen. Aufgrund des Winkels
B und der Kopplung der Masse m mit der Feder kann sich die Masse auch bei
einer Drehbewegung trotz der Fliehkréfte nach Innen bewegt. Daher erfolgt bei den
Haftbedingungen ein Trennung in Bewegung nach Auflen und nach Innen. Diese
Bedingungen lassen sich fiir die Bewegung nach Auflen in der Form

fri—fou = fo <pn(fon + frn) (A.52)
f

und fiir die Bewegung nach Innen mit

ffvt_f97t_fc> _NH(fg,n+ff,n) (A53)
f

ausdriicken.

Im néchsten Schritt werden die kritischen Drehwinkelgeschwindigkeiten wg..;+ be-
rechnet. Die Grundlage dazu bilden die Haftbedingungen von (A.52) und (A.53).
Beginnend bei (A.52) ergibt sich nach dem Einsetzen der Normal- und Tangential-
komponenten die Ungleichung

m(sm + 1) cos®(B)w? — mgsin(B) — c(sm — s0) >

A.
uHm(g cos(B) + (xy, + 1) cos(B) sin(ﬁ)wQ). (A.54)

Dabei ist darauf zu achten, dass in diesem Fall die Haftreibkraft f, kleiner als
die resultierende Krifte aus fr;, fg+ und f. gelten muss. Hieraus kann leicht die
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Bedingung fiir w,%m-t gemaf

mgsin(f) 4+ prpmg cos(3) + c(sm — so)

2 _
Whrit = m(sm + 1) cos2(8) — pgm(sm + 1) cos(B) sin(B) (A.55)
ermittelt werden, womit unmittelbar
B mgsin(f5) + prmg cos(B) + c(sm — so)
Whrit = i\/m(sm + 1) cos?(B) — pam(sm + 1) cos(B) sin(3) (A.56)

folgt. Vollkommen analog ist die Vorgangsweise zur Ermittlung der kritischen Dreh-
winkelgeschwindigkeit wy,.;+ flir eine Bewegung nach Innen. Die Basis bildet die
Haftbedingung geméaf (A.53). Entsprechendes Substituieren der Normal- und Tan-
gentialkomponenten fithrt zu der Ungleichung

m(Sm + 1) cos®(B)w? — mgsin(B) — c(sm — s0) >

A.57
—purm (g cos(8) + (s + 1) cos(8) sin(B)w?) (A.57)
und damit
o g sin(B) — g 0s(B) + c(m — 50)
Phrit = i\/m(sm + 1) cos2(B) + pgm(sm + 1) cos(B) sin(B3) (A.58)

@ Losung in MAPLE: DrehtellermitMasse.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.7 (Fliehkraftregler). Diese Aufgabe behandelt einen sogenannten Flieh-
kraftregler, welcher erstmals 1788 von James Watt zur Regelung einer Dampfmaschine
eingesetzt wurde. Die schematische Darstellung in Abb. A.14 zeigt ein masseloses
Gesténge, welches sich um die e.-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ = w,, dreht
und mit dem externen Drehmoment 7 angetrieben wird. An den Enden der Stangen
mit der Lange [ sind zwei Punktmassen m fixiert, die aufgrund der Fliehkraft den
Winkel « beeinflussen. Durch den Mechanismus gleitet der Punkt A entlang der
e.-Achse nach oben und unten. Die Hohe h 4 des Punktes A stellt den Ausgang des
Reglers dar.
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Abbildung A.14: Aufbau des Fliehkraftreglers.

Gesucht sind die Bewegungsgleichungen des Fliehkraftreglers sowie der stationire
Winkel oy, welcher sich fiir eine konstante Winkelgeschwindigkeit ¢, = w, s einstellt.

Lésung von Aufgabe A.7. FEine systematische Herleitung der Bewegungsgleichung
ist iiber die Euler-Lagrange Gleichungen moglich. Dazu wird im ersten Schritt die
gesamte kinetische und potentielle Energie des Systems in Abhéngigkeit von den
generalisierten Koordinaten berechnet. Fiir den dargestellten Fliehkraftregler entspre-
chen die generalisierten Koordinaten den beiden Freiheitsgraden ¢ und «, welche im

T
Vektor q(t) = [go(t) a(t)} zusammengefasst werden. Daraus leitet sich der Vektor

der generalisierten Geschwindigkeiten zu q(t) = [cp(t) o'a(t)]T = {ww(t) wa(t)]T ab.

Aufgrund des als masselos angenommene Gestéinges ergibt sich die kinetische
und die potentielle Energie nur durch die Energien der Punktmassen. Wegen des
symmetrischen Aufbaus beziiglich der z-Achse, besitzen die beiden Punktmassen
jeweils dieselbe kinetische und potentielle Energie. Somit ist es ausreichend, wenn
nur eine einzelne Masse fiir die Berechnung der Energien herangezogen wird. Fiir die
Punktmasse, welche um den Winkel ¢ gegeniiber der z-Achse verdreht ist, lautet der
Ortsvektor vom Ursprung des Koordinatensystems

Isin («) cos (¢)
Py’ = |lsin(a)sin (p) (A.59)
h —lcos (a)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



A Aufgaben zum Selbststudium Seite 137

und der daraus abgeleitete Geschwindigkeitsvektor folgt zu

4 W €08 (@) cos (¢) — wy, sin (o) sin ()

Py = apg‘ =l |wq cos (o) sin () + wy, sin (a) cos (¢) | - (A.60)
Wy sin (@)
Die gesamte kinetische Energie beider Punktmassen errechnet sich anhand von
T =2 m(f) o (A.61)
mit der Geschwindigkeit (A.60) zu
T =mi? (wi + wi sin? (a)). (A.62)

Nimmt man an, dass fiir pi}, = 0 (Auslenkung der Punktmassen in z-Richtung)
die potentielle Energie gleich Null ist, dann folgt mit der Erdbeschleunigung ¢ die
gesamte potentielle Energie zu

V= 2mg(h —lcos (a)). (A.63)

Aus der Differenz der kinetischen Energie (A.62) und der potentiellen Energie (A.63)
ergibt sich die Lagrange-Funktion zu

L =mi? (wz + wg, sin? (a)) — 2mg (h —lcos (a)). (A.64)
T
Das duflere Moment lautet T, = [O 0 7-] und demnach folgt fiir die generalisierten
Krafte
Jo=7 und fo=0. (A.65)

Einsetzen von (A.64) und (A.65) in die Euler-Lagrange Gleichung (5.69) ergibt

o2ml%(@sin? (o) + 2¢pasin (o) cos ()  — 0 =T
< | 0
ih w
9. . .2 _
2ml“a — 2mlsin (a)(lgo cos (o) — g) =0,
4907
dt & %L
(A.66)
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woraus sich direkt die Bewegungsgleichungen des Fliehkraftreglers zu

7 — 4dml?pasin () cos ()
2mli? sin? ()
sin (@) (lgb2 cos (a) — g)

Q= z (A.67b)

b= (A.67a)

ableiten.

Die stationdre Auslenkung fiir eine konstante Winkelgeschwindigkeit ¢5 = w,, 5 folgt
durch Einsetzen von ¢s = 0 und é&s = ¢s = 0 in (A.67). Aus der ersten Gleichung
(A.67a) folgt durch Nullsetzen der Zeitableitungen direkt das externe Moment zu
75 = 0. Dieses Ergebnis resultiert aus der Annahme, dass im System keine Reibung
auftritt, welche im stationdren Punkt iiber das externe Moment kompensiert werden
miisste. Im stationdren Fall folgt aus (A.67b) die Bedingung

sin(ay) (12 cos () = g) = 0 (A.68)

fiir den stationdren Winkel ag. Neben der trivialen Losung as = 0 ergibt sich als
weitere Ruhelage

Qs = arccos <l<i§) (A.69)

unter der Bedingung, dass fiir die Winkelgeschwindigkeit ¢, = wy s > ﬂ gilt. Ist diese
Ungleichung nicht erfiillt, so existiert keine weitere Ruhelage. Der stationdre Winkel
(A.69) kann alternativ auch durch Freischneiden der Punktmasse und Aufstellen des
Kraftegleichgewichtes, mit der Fliehkraft fr = mw?pl cos (@), ermittelt werden.

@ Losung in MAPLE: Fliehkraftregler.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.8 (Seiltrommel). Ein Block mit der Masse mp héngt nach Abb. A.15 an
einem masselosen Seil. Das Seil wird reibungsfrei iiber eine masselose Rolle gefiihrt
und auf eine Trommel (Masse my, Tragheitsmoment [7) aufgewickelt. Die Trommel
rollt iiber die Kontaktfliche ohne dabei zu gleiten. Zudem wirkt eine Feder mit
der entspannten Lénge s;o mit der konstanten Federsteifigkeit ¢ der Bewegung der
Trommel entgegen. Das gesamte System befindet sich im Schwerefeld der Erde.
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Abbildung A.15: Skizze einer Seiltrommel mit Last.

Im Folgenden sollen folgende Aufgabenstellungen gelost werden:

a) Im ersten Schritt sollen die Lagerkréfte, die Seilkraft sowie die Federkraft im
stationdren Zustand bestimmt werden.

b) AnschlieBend sollen die Bewegungsgleichungen des Systems mit Hilfe der Impuls-
und Drehimpulserhaltung angegeben werden. Als Freiheitsgrad soll die Position
x1 der Trommel verwendet werden.

Losung von Aufgabe A.8. Um die Lagerkréfte, die Seilkraft sowie die Federkraft
zu ermitteln werden die Trommel, die Rolle und der Block freigeschnitten und die
wirkenden Kriéfte eingezeichnet. In Abb. A.16 sind diese Schnittkréfte fiir das gegebene
System dargestellt.
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Abbildung A.16: Freigeschnittene Korper und Schnittkrafte.

Auf den Block der Masse mp wirken in y-Richtung die Gewichtskraft fop = mpg
sowie die Seilkraft fs. An der Umlenkrolle treten die Lagerkréfte f, und f, sowie die
Krifte des freigeschnittenen Seils auf. Die wirkenden Kréfte an der Trommel sind die
Normalkraft f,,, die Tangentialkraft f;, die Gewichtskraft for = mrg, die Federkraft
fr = c(xr — s70) und die Seilkraft fs.

Das Kriftegleichgewicht in y-Richtung fiir den Block ergibt

fs = fgp = mpy, (A.70)

und das Kréiftegleichgewicht fiir die Rolle resultiert in

fe = fs =mpyg (A.71a)
fy=1Ffs=mpg . (A.71b)

Die Normalkraft f,, kann direkt aus dem Kréiftegleichgewicht in y-Richtung an der
Trommel in der Form

fn= ng =mrg (A72)
ermittelt werden. Das Kréftegleichgewicht in z-Richtung lautet
fs—=fr—fi=0. (A.73)

Um nun die unbekannten Kréfte f; und f; zu bestimmen, verwendet man das
Momentengleichgewicht, angeschrieben z.B. um den Punkt S

fsri+ fira =0, (A.74)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



A Aufgaben zum Selbststudium Seite 141

womit unmittelbar
fi=——Fg = —mpg (A.75)

Ta a

folgt. Setzt man dieses Ergebnis in das Kréaftegleichgewicht in z-Richtung ein, so
erhélt man die unbekannte Federkraft

+ 7q

fr=tfs—i= (14 2 Jmpg ="

a

mpg- (A.76)

a

Hinweis: Man beachte, dass man das gleiche Ergebnis erhalten hatte, wenn
man anstatt des Kréftegleichgewichts in z-Richtung an der Trommel zusétzlich
das Momentengleichgewicht um den Punkt M angeschrieben hatte. Dieses lautet

fs('ri + Ta) - ffra =0, (A77)

womit offensichtlich f; = (r; + rq)/rampg folgt.

Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen des Systems muss im ersten Schritt die
Anzahl der Freiheitsgrade bestimmt werden. Man erkennt, dass bei einer Bewegung
des Blocks in y-Richtung das Seil iiber die Umlenkrolle zu einer Verdrehung ¢ der
Trommel fithrt. Da weiterhin angenommen wurde, dass die Trommel ohne zu Gleiten
rollt, fithrt eine Verdrehung der Trommel gleichzeitig zu einer Verschiebung x7 in -
Richtung. Damit besitzt das System einen Freiheitsgrad, und dieser soll entsprechend
der Angabe zu xr gewdhlt werden.

Im ersten Schritt muss daher der Winkel ¢ sowie die Position des Block yp als
Funktion des Freiheitsgrades ausgedriickt werden. Betrachtet man den rollenden
Zylinder, so ist offensichtlich, dass die abgerollte Lange (und damit die Verschiebung
der Trommel in z-Richtung) zu ¢r, folgt. Damit gilt

p="T (A.78)

Ta

Die Anderung der Seillinge (und damit die Anderung der Position yp des Blocks)
ergibt sich aus der Summe der Verschiebung der Trommel x7 im Punkt S und dem
abgerollten Seil zufolge der Drehung der Trommel, d.h.

i+ Tq

e
Yp =27 +1rip =T + ixT = TT. (A.79)

Ta Ta
Die Bestimmung der Bewegungsgleichungen des Systems kann nun entweder mit
Hilfe der Impulserhaltung und Drehimpulserhaltung oder durch Anwendung des
Euler-Lagrange Formalismus erfolgen. In diesem Beispiel sollen die Impuls- und
Drehimpulserhaltung verwendet werden. Dazu formuliert man die Impuls- und Dre-
himpulserhaltung fiir die Trommel und den Block. Da die Rolle und das Seil massefrei
angenommen wurden, verschwindet der Impuls fiir diese Teile.
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Mit der Geschwindigkeit vp = yp des Blocks folgt die Impulserhaltung

d
mp VB = MBY — fs (A.80)
und damit folgt
d ri+re d
fs = —mB(hvB—l—mBg—mB(g— o dth)’ (A.81)

mit der Geschwindigkeit der Trommel vr. Man beachte, dass die Seilkraft fg aus
obiger Gleichung sich von der Seilkraft im statischen Fall unterscheidet!
Die Drehimpulserhaltung fiir die Trommel angeschrieben um den Punkt S ergibt

sich zu
d
ITaw = fori + fira (A.82)
und somit gilt
1 d
fi= - (ITdtW - fs?%‘), (A.83)

wobei w = ¢ die Winkelgeschwindigkeit der Trommel bezeichnet. Setzt man die
Seilkraft sowie den Zusammenhang zwischen ¢ und xr ein, so erhilt man

1 . i
fe=—5(ri(ri + ra)mp + Ir)or — ~mpg. (A.84)

Im letzten Schritt formuliert man die Impulserhaltung fir die Trommel in 2-
Richtung in der Form

mr o = fs = Iy~ Ji = fs — cler — sp0) — fu (A.85)

Die gesuchte Bewegungsgleichung des Systems erhélt man, indem man die Zwischen-
ergebnisse fiir fg und f; einsetzt und nach o7 auflost. Dies ergibt

(ri + ra)mpgre — c(zr — Sf0)72
(7‘2‘ + T’a)sz + It + mTT?L

@ Losung in MAPLE: Seiltrommel.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/
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Aufgabe A9 (Seilzug). Gegeben ist der in Abb. A.17 dargestellte Seilzug, bestehend
aus einer Last L (Masse my ), einer reibungsfrei gelagerten Seilrolle Ry (Masse my,
Tragheitsmoment /; um die Drehachse, Aulenradius 71, Innenradius r2) und einer frei
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beweglichen Rolle Ry (Masse mg, Tragheitsmoment I um die Drehachse, Radius )
an der eine externe vertikale Kraft f wirkt. Die Last ist auf einer schiefen Ebene (Win-
kel «v) gelagert, wobei zwischen der Last und der Ebene trockene Gleitreibung mit dem
Gleitreibungskoeffizienten . auftritt. Zum Zeitpunkt tg besitzt die Last die Geschwin-
digkeit vg (bergauf). Uber die Kraft f soll die Last innerhalb der Wegstrecke s; auf
die Geschwindigkeit v; beschleunigt werden. Die Radien r sowie ry der Seiltrommel
R konnen als konstant und die Seile als masselos angenommen werden. Betrachten
Sie die folgenden Groflen als gegeben: sq,vg, v, mr, m1, ma, I1, Ia, 11,72, a fic.

i

Abbildung A.17: Skizze eines Seilzugs.

Gesucht ist die zeitlich konstante Kraft f, welche die Masse my mit der Anfangs-
geschwindigkeit vg innerhalb der Wegstrecke s; — sg auf die Geschwindigkeit wvq
beschleunigt. Nehmen Sie dabei an, dass die Position s zu Beginn s(tp) = so = 0 ist.

Lésung von Aufgabe A.9. Eine elegante Moglichkeit zum Berechnen der erforder-
lichen Kraft besteht durch Anwendung des Energieerhaltungsprinzips in Form des
Vergleichs der Energie zum Zeitpunkt g und zum Zeitpunkt ¢, an dem die Last die
Geschwindigkeit v; erreicht. Aufgrund des Energieerhaltungsprinzips gilt

T(to) + V(to) +Wp —Wpg = T(tl) + V(tl) R (A.87)

wobei T' die kinetische Energie und V' die potentielle Energie des Systems sind. Wg
bezeichnet die verrichtete Arbeit zufolge der Kraft f und Wpg die dissipierte Energie
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aufgrund der auftretenden Reibung.

Im ersten Schritt zur Losung der Aufgabenstellung ist eine Betrachtung der Kine-
matik, insbesondere die Bestimmung der Freiheitsgrade des Systems, notwendig. Ware
kein gespanntes Seil vorhanden, dann ergeben sich die folgenden 4 Freiheitsgrade:
die Position s der Last, der Winkel ¢r; der Rolle R; sowie die Position spe und
der Winkel ppro der Rolle Rs. Fiir jede Seilverkniipfung féllt ein Freiheitsgrad weg
und somit ergibt sich fiir 3 Verbindungen zwischen den Objekten 1 Freiheitsgrad.
Es ist also moglich, die gesamte Kinematik des Systems durch eine unabhéngige
GroBe (Freiheitsgrad) auszudriicken. Fiir das Losen der Aufgabe ist es vorteilhaft die
Position s der Last zu wéhlen.

Die kinetische Energie T' des Systems ergibt sich zu

2 2 2 2
mrv n Lwg,  Dwhy  Movpy

T= A.
2 2 2 2 (A.88)
Fiir die Winkelgeschwindigkeit wg1 der Rolle Ry gilt der Zusammenhang
wr = — (A.89)
T2

und fiir die Austrittsgeschwindigkeit v, des Seils aus der Rolle R; erhélt man

Vg = MMWR] = UT—I . (A.90)
T2
An der beweglichen Rolle Ry gelten die Beziehungen fiir einen Flaschenzug (siehe
Abb. 3.17), d.h.
V2 1 _ UR2 1

_ 2t _ = ¥ —y— . A91
VR2 B U2r2, WR2 T 027% ( )

Die potentielle Energie des System zum Zeitpunkt ¢;
V(t1) = mpgsisin(a) — mggslé% + V(to) , (A.92)
2

setzt sich aus dem Anstieg der Last und dem Absenken der Rolle Ry zusammen. Da
sich V(tp) in der Energiebilanz kiirzt, kann V (¢g) = 0 gewéhlt werden. Die verrichtete
Arbeit der Kraft f errechnet sich zu

s1r1/(2r2) r
W%:/‘ Fdi = fs oL, (A.93)
F= 2ry
wobei eine konstante Kraft f angenommen wurde.

Zur Berechnung der dissipierten Energie Wg zufolge der auftretenden Gleitreibung
bendétigt man die Normalkraft f,,, welche die Last auf die schiefe Ebene austibt:

fn=mrgcos(a) . (A.94)
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Die verrichtete Arbeit ergibt sich mit der Tangentialkraft f; = f,u. zu
Wg = s1fi = sipuempgcos(a) . (A.95)

Einsetzen der Ausdriicke fiir die Energiebilanz und Umformen ergibt den gesuchten
Ausdruck fir die Kraft f:

_ 2ry v —vg wr1(t1)® — wr1(to)” wra(t1)? — wra(to)?
= L + 1 + I
S17T1 2 2 2
ora(t1)? — vra(to)’ . (A.96)
oy 22\ . r2\%0) mrgsi (sin(a) + pe cos(a)) — maogs; 2;)
2

mit den vorher definierten Gréflen wgri, wre und vgs.

Hinweis: Diese Aufgabe kann man auch mit Hilfe der Bewegungsgleichungen
des Systems losen. Diese Vorgehensweise ist jedoch wesentlich aufwéndiger und
erfordert die Losung der Bewegungsdifferentialgleichung. In der Musterlosung in
MAPLE ist auch dieser Losungsweg dargestellt.

@ Losung in MAPLE: Seilzug.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.10 (Kniehebelpresse). In Abb. A.18 ist eine Kniehebelpresse, wie sie z.B. bei
der Massivumformung von Stahl verwendet wird, skizziert. Durch Aufbringen einer
Kraft f am Knie der Presse lésst sich der Schlitten horizontal verfahren. Der Vorteil
dieser Konstruktion besteht darin, dass bei fast ausgestrecktem Knie sehr grofie Kréfte
in die horizontale Richtung aufgebaut werden kénnen. Die beiden Schenkel haben
die Massen mi und mo sowie die Tragheitsmomente I; und Iy um die z-Achse. Die
Léngen L; und Lo zwischen den Gelenken sind ebenfalls bekannt. Naherungsweise
kann man annehmen, dass die Schwerpunkte der Schenkel in deren Mitte liegen.
Die Riickstellfeder hat die Federkonstante cr und eine entspannte Lange sgg. Die
Schwerkraft mit der Erdbeschleunigung g wirkt in negative y-Richtung.
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Schenkel

Schlitten

JL

Abbildung A.18: Skizze einer Kniehebelpresse.

Es sollen nun die potentielle und kinetische Energie des Systems, der Vektor der
generalisierten Krifte sowie die Bewegungsgleichungen ermittelt werden.

Losung von Aufgabe A.10. Bevor mit der mathematischen Beschreibung der Knie-
hebelpresse begonnen wird, miissen einige Uberlegungen zu den Freiheitsgraden des
Systems angestellt werden. Der erste Schenkel ist im Koordinatenursprung drehbar
gelagert, jedoch weder in z- noch in y-Richtung verschiebbar. Er besitzt also nur
einen Freiheitsgrad. Der zweite Schenkel ist am Knie mit dem ersten Schenkel drehbar
verbunden. Ohne Schlitten hdtte auch dieser Schenkel einen Freiheitsgrad, jedoch
wird dessen Bewegung durch den Schlitten eingeschrinkt. Durch diese Einschrénkung
ist die Drehung des zweiten Schenkels nicht unabhéngig von der Bewegung des ersten.
Folglich reicht ein Freiheitsgrad aus um die Bewegung des Systems vollstandig zu
beschreiben.

Die Wahl der Koordinaten zur Beschreibung des Systems ist nicht eindeutig. Bisher
wurde lediglich bestimmt, dass ein Freiheitsgrad ausreicht um das System vollstandig
zu beschreiben. Zur Beschreibung des Systems kann beispielsweise der Winkel ¢
oder die z-Koordinate des Schlittens verwendet werden. Es zeigt sich jedoch, dass
eine giinstige Wahl des Freiheitsgrads die Herleitung der Bewegungsgleichungen stark
vereinfachen kann.

In den weiteren Schritten soll als Freiheitsgrad g der Winkel

q=p1(t) (A.97)

des ersten Schenkels zur Beschreibung der Bewegung der Kniehebelpresse verwendet
werden. Da nur eine generalisierte Koordinate benotigt wird, muss der Winkel (o
von dieser abhéngig sein. Die Zwangsbedingung des Schlittens besagt nun, dass der
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Endpunkt des zweiten Schenkels

cos(¢1) cos(ypa2)
Po = L1 |sin(p1) | + Lo | —sin(p2) (A.98)
0 0

fiir alle Zeiten auf der x-Achse verbleibt, also dass die Gleichung
Ly sin(p1) — Lasin(p2) =0 (A.99)

erfiillt sein muss. Der Winkel o ldsst sich somit durch

wa(q) = arcsin(g sin(q)) (A.100)
ausdriicken.

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen mithilfe der Euler-Lagrange Glei-
chungen miissen die Langrange-Funktion des Systems und die generalisierten Kréfte
bestimmt werden. Dazu werden zuerst die Ortsvektoren zu den Schwerpunkten der bei-
den Schenkel bestimmt. Da die Schwerpunkte laut Angabe in der Mitte der Schenkel
(also bei L1/2 bzw. Ly/2) liegen, lassen sich die Ausdriicke

cos(q)
Py = % sin(q) (A.101a)
0
cos(q)| | cos(p2(q)
p2 = Ly |sin(q) +72 —sin(gs(q)) (A.101b)
0 0

fir die Schwerpunktvektoren angeben. Die translatorischen Geschwindigkeiten der
Schwerpunkte ergeben sich durch zeitliches Ableiten der Ortsvektoren zu

—sin(q)
vfjl:?l cos(q) |q (A.102a)
0
—sin(q) —sin(p2(q)) Ds(a)
Vit =L | cosla) |d+ 5 |~ cos(ea()| T, P (A-102b)
0 0
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und die Winkelgeschwindigkeiten der Schenkel lauten

w1 =4¢q (A.103a)

Opa(q) i
dq

wy = — (A.103b)

Zur besseren Ubersicht wurde die Ableitung von ¢s(q) hier nicht ausgewertet.
Damit ergibt sich die kinetische Energie zu

1
T—gmlqu +
1 1 dpa(q)\* .9 1 dp2(q)
—maL? L? — —meL L
52l q +8m2 ( 2 )q 52l 9 cos(q + ¢2(q)) 94 q°+
1 5 1 (9pa(q) .>2
“LG%+ =T
5 19 +2 2< 94 q
(A.104)

wobei sich die auftretenden trigonometrischen Funktionen mit sin(p;)? + cos(p1)? = 1
und cos(¢1) cos(p2) — sin(p1) sin(pz) = cos(p1 + ¢2) stark vereinfachen lassen.
Die potentielle Energie zufolge der Gewichtskrafte der Schenkel ergibt sich zu

Ly . . Ly .
Vy = mlg71 sin(q) + mag <L1 sin(q) — 72 sm(gog(q))) +Vyo (A.105)

und die potentielle Energie der Feder folgt nach (3.70) und der z-Koordinate des
Endpunkts p§ zu

1
Vp = 5cF(L1 cos(q) 4 La cos(wa(q)) — sp0)* . (A.106)

Die generalisierten Kréfte zufolge die Kniekraft f und der Lastkraft fr errechnen
sich aus

P Ly cos(q)
fof = [ -F 0 87 Ly sin(q) | = —fLicos(q) (A.107a)
: 9pa(q)
fape = [ aq L1 sin(q) + L2 sm(soz(q))8q> . (A.107Db)

Damit lassen sich die Euler-Lagrange Gleichungen mit der Lagrange-Funktion L =
T — V4 — Vg und den generalisierten Kraften f, r und f, ;, anschreiben.

@ Losung in MAPLE: Kniehebelpresse.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien


https://www.acin.tuwien.ac.at/file/teaching/bachelor/modellbildung/Kniehebelpresse.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

A Aufgaben zum Selbststudium Seite 149

Aufgabe A.11 (Planarer Roboter). In dieser Aufgabe wird das mechanische System
(planarer Roboter) aus Abbildung A.19 betrachtet. Der Aufbau besteht aus drei
Segmenten ¢ = {1, 2,3} mit den Léngen /;, den Massen m; und den Tragheitsmomenten
I; um die z-Achse bezogen auf den jeweiligen Schwerpunkt S;. Segment 1 ist in der
konstanten Hohe A drehbar gelagert. Die Lagerung kann dabei als ideal reibungsfrei
angenommen werden. An den beiden Enden von Segment 1 sind die Segmente 2 und
3 wiederum ideal reibungsfrei drehbar gelagert. Bei allen Segmenten kann von einer
homogenen Dichte sowohl iiber den Querschnitt als auch iiber die Linge ausgegangen
werden. Wie aus Abbildung A.19 ersichtlich, wirkt die Erdbeschleunigung g in negative
e,-Richtung. Aulerdem greift am freien Ende von Segment 2 eine externe Kraft

fo=[fox 0 O}T an.

mo, 1o

Sy
1 > v

Abbildung A.19: Einfacher planarer Manipulator.

Fiir das gegebene mechanische System sollen die Bewegungsgleichungen mittels Euler-
Lagrange-Formalismus hergeleitet werden.

Losung von Aufgabe A.11. Das betrachtete System besitzt drei Freiheitsgrade (die
Rotationen der drei Segmente). Im ersten Schritt wird der Vektor der generalisierten
Koordinaten definiert. In Hinblick auf eine einfache Berechnung der kinetischen und
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potentiellen Energie erweist sich die Wahl
T T
q= {q1 5 Q3] = [901 Y2 3 (A.108)

als sinnvoll.

Hinweis: Die Wahl der generalisierten Koordinaten ist nicht eindeutig. Im
vorliegenden Beispiel wire auch die Wahl

T T
q= [(h 92 Q3] = [901 P2 —p1 P3— 801} (A.109)

denkbar.

Die zentrale Grofle fiir die Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen ist die
Lagrange-Funktion L =T — V. Dabei berechnet sich die kinetische Energie im System
aus der Summe der kinetischen Energien der Einzelkorper als

3
T => (Tii+ Tp.), (A.110)
i=1
mit den translatorischen Energien
1 - S5 T, Si
Tpi = 5mi(po’) Bo (A.111)
und den rotatorischen Energien
1 .9

Die Ortsvektoren zu den Schwerpunkten der Segmente ergeben sich aus Abbildung
A.19 zu

0 } cos(q1)

py' = |h +El sin(q1) (A.113a)
u 0
0] cos(q1) cos(gz)

Sy _ 201 | . la ] .

Py = |h| + 3 sin(q1) | + 3 sin(q2) (A.113b)
0 0 0
0] —cos(q1) — cos(qs)

pst = |k +§1 — sin(q1) +§3 — sin(gs) (A.113c)
0 0 0

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



A Aufgaben zum Selbststudium Seite 151

womit sich die Schwerpunktgeschwindigkeiten zu

—sin(q1)
Dy’ = gl cos(q1) | (A.114a)
0
po2 = 5 cos(q1) | g1+ 5 cos(q2) |42 (A.114b)
0 0
I sin(q1) I sin(gs)
- 1 . 3 .
PgS =3 —cos(q1) |1 + 0 —cos(q3) | d3 (A.114c)
0 0
ergeben.
Fiir die Quadrate der Geschwindigkeitsvektoren erhélt man nach kurzer Rechnung
.5\ T. I1\2.
(05") 8" = (é) i (A.115a)
5\ T 20\ . IL\2 ., 2 o
(ng) ng — <31> q% + <22> q% + §l1l2 cos(q1 — q2)q1q2 (A.115b)
5\ T \?. 3\2 ., 1 o
(Pgi”) Py’ = (;) g + (23) ¢ + hlscos(ar — a3)duds, (A.115c¢)

wobei die trigonometrische Identitéat cos(q; — ¢;) = cos(q1) cos(q;) + sin(qy) sin(g;) fir
i = {2, 3} zur Vereinfachung der Ausdriicke herangezogen wurde.
Mit diesen Vorbereitungen berechnet sich nun die kinetische Energie im System zu

1 L\? 211 \? 1\ ,
T = 2<m1 (6) + mg (3) +m3 <3> + I Q%
1 I2\ 2 o 1 I3\ ? 9 (A.116)
= = I = = I :
+ 2<m2<2> + 2)% Ty m3(2> + 1343
1 . 1 .
+ §m21112 cos(q1 — g2)d142 + 6m3l113 cos(q1 — q3)d14s-
Die potentielle Energie des Systems resultiert nur zufolge der Gravitation. Wéhlt

man das Bezugspotential bei y = 0 erhélt man, mit der Erdbeschleunigung g entspre-
chend Abbildung A.19, die potentielle Energie als

V= mlgegpgl + mggegpos2 + mggegpg?’
_ b li . L 2l la .
=mg(h+ " sin(qq) ) + mag|( h + 3 sin(qq) + 5 sin(qs) (A.117)

I I3 .
+ mag (h — glsm(ql) — 23s1n(q;;)).
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Fiir die Beschreibung der Bewegungsgleichung sind noch die generalisierten Kréfte
notwendig. Entsprechend (5.60) erhélt man die generalisierte Kréfte aus

e\ T
f, = (%‘?) f, (A.118)

mit dem Ortsvektor des Kraftangriffs

0], [eosta)]  [eosta)
po= |h —I-?l sin(qq) | + {2 | sin(g2) (A.119)
0 0
zu
A sin(q1)
fo = | lasin(qe) | fe,a- (A.120)
0

Mit diesen Vorbereitungen lassen sich die Bewegungsgleichungen des Systems aus

d oL 0L
— 7 — o = Jai> € {1,2,3 A.121
dtdg; g Jai i€ 1 ( )
berechnen. Diese konnen kompakt als
M(a)q + C(a.4)q + glq) = (A.122)
mit
2
;%(ml + 16mgo + 4ms) + I %mg cos(q1 — q2) %mg cos(q1 — q3)
2
M(q) = %mg COS(ql — q2) %m2 + 12 0
2
b3 mg cos(q1 — g3) 0 Bmg + I
(A.123a)
0 %7@ sin(q1 — q2)¢2 %m:& sin(q1 — ¢3)g3
C(q,q) = |—“2mysin(g — ¢2)do 0 0
%miﬁ sin(q1 — ¢3)d3 0 0
(A.123b)
%mlg cos(q1) + %mgg cos(q1) — %mgg cos(q1)
glaq) = %mgg cos(q2) (A.123c)
—%”mgg cos(q3)

angeschrieben werden.
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@ Losung in MAPLE: PlanarerRoboter.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.12 (Drehgelagerter Hohlzylinder). Auf einem im Punkt K drehbar gelager-
ten Hohlzylinder (Masse m;j, Lange [, AuBlendurchmesser d;, Innendurchmesser ds)
wirkt ein externes Drehmoment 7., siehe Abb. A.20. Ein zweiter zylindrischer Stab
(Masse mg, Lénge lo, Durchmesser dy) ist iiber ein Federelement (Federkonstante c,
entspannte Lénge sp) mit dem Hohlzylinder verbunden.

Bei einer Relativbewegung beider Zylinder wirkt eine geschwindigkeitsproportionale
Reibkraft f;, mit dem Reibungskoeffizienten d(s). Der Reibungskoeffizient ist mit
d(s) = dpA(s) proportional zur Kontaktfliche zwischen den Zylindern. Auf beide
Zylinder wirkt die Erdbeschleunigung g. Die Massentrigheitsmomente [ fi)z und IQ(SZL
der Zylinder um die jeweiligen ef-Achsen sind als bekannt anzunehmen. Fiir die
Bestimmung der Schwerpunktskoordinate des Hohlzylinders kann die Grundfléche
vernachléssigt werden.

€. €

Abbildung A.20: Aufbau des drehgelagerten Hohlzylinders.

Fir diese Konfiguration sollen die Bewegungsgleichungen mithilfe des Euler-Lagrange-
Formalismus abgeleitet werden. Weiterhin soll der stationdre Punkt (Ruhelage) des
Systems fiir 7, = 0 bestimmt werden.

Lésung von Aufgabe A.12. Tm ersten Schritt muss eine geeignete Wahl der genera-
lisierte Koordinaten q (d.h. der Freiheitsgrade des Systems) getroffen werden. Das
vorliegende System besteht aus 2 Starrkorper, deren unbeschrénkte planare Bewegung
jeweils drei Freiheitsgrade aufweist (Verschiebungen in z- und y-Richtung sowie
Drehung um z-Achse). Im betrachteten Fall ist das System 4 Zwangsbedingungen
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unterworfen: (i) Die z- und y-Position des Zylinders 1 ist fixiert, womit dieser nur
mehr die Drehung um den Winkel ¢ als Freiheitsgrad aufweist. (2) Der Zylinder
2 ist mit dem Zylinder 1 verbunden, womit dieser die gleiche Drehung ausfithren
muss. Als einziger Freiheitsgrad dieses Zylinders bleibt eine Bewegung in Richtung
des Freiheitsgrades s.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich folgende mégliche Wahl der generalisierten
Koordinaten (Freiheitsgrade)

¥
AL

q= (A.124)

Im néchsten Schritt werden die Ortsvektoren zu den Massenschwerpunkten der
jeweiligen Zylinder formuliert. Der Ortsvektor p§! zum Schwerpunkt des Hohlzylinders
ergibt sich aus geometrischer Uberlegung zu

0 l sin(¢p)
pi' = |h| + 51 —cos(p) |, (A.125)
0 0
und der Ortsvektor p§? zum zweiten Zylinder errechnet sich zu
0 ; sin(y)
Pl = |h| + (s + ;) —cos(p) | - (A.126)
0 0

Die fiir die Berechnung der kinetischen Energie notwendigen translatorischen
Geschwindigkeiten v§! und v§? der Schwerpunkte der beiden Zylinder ergeben sich
zZu

Seite 154

ﬂ:%@

(5)

1,zz

+1§

cos(y)
Vgl _ pgl — 5 sin(go 90 (A.127a)
0 -
sin(yp) ] cos(y)
Wit = b = |~ costi) [+ (s 2 ) [sin(e) | ¢ (A127D)
0 0

Der rotatorische Anteil der kinetischen Energie ergibt sich unmittelbar zu

2)¢?

: (A.128)

wobei darauf hingewiesen werden soll, dass die Tragheitsmomente I ) und 8% um
den jeweiligen Schwerpunkt der Zylinder definiert sind.

1,2z 2,2z
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Der translatorische Anteil ergibt sich mit den Geschwindigkeit v§! und v§? zu
Ty =Th + Tt27 mit

1 T 1 .
Ty = §m1 (vgl) vgl = gmll%(pQ (A.129a)
1 T 1 . . Iy 2

Die potentielle Energie V; der linearen Feder ergibt sich zu
1 2
Vi = Qc(s —50)7, (A.130)

wobei sg die entspannte Lange der Feder beschreibt. Die potenziellen Energien zufolge
der Gravitation lassen sich in der Form

Vi =miyg (h - l2lcos(g0)> (A.131a)
Vo = mag (h — <s + l22> cos(gp)). (A.131Db)

beschreiben. Diesen Ausdruck erhélt man direkt indem man die y-Komponente der
Schwerpunktsvektoren verwendet. Die gesamte potenzielle Energie errechnet sich
damit zu V = Vy + V1 + V5.

Verwendet man die Lagrange-Funktion

L=T(q,9) - V(q) (A.132)

so konnen die Bewegungsgleichungen des mechanischen Systems berechnet werden.
Die wesentlichen Zwischenergebnisse errechnen sich wie folgt:

0. 1 l2\? $) L (S).
95l = i+ ms <s + 2) o+ (12 + 12))e, (A.133a)
d/o S ). 2\ .. (S) (S)\ -
& <8¢L) = 4m1l1cp + mo (s + 5 > P+ 2meo (s + 5 )gps + (ILZZ + 127ZZ><,0,
(A.133b)
2L =-m h sin(p) —m <5 + l2> sin(yp) (A.133c)
aQO - 19 9 ¥ 29 2 ®), .
d )
SL=mas, (A.133d)
d/o .
o <8SL) = Mo, (A.133e)
%L = mo¢? (s + l;) —c(s — sp) + mag cos(p) (A.133f)
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Um die Wirkung der Reibungskraft f; zu beriicksichtigen, verwendet man das
Prinzip der virtuelle Verschiebung. Die Reibkraft wurde proportional zur Relativge-
schwindigkeit der Oberflichen des Zylinders 1 und 2 angenommen, d.h. proportional
zu §. Weiterhin wurde angenommen, dass die Reibung proportional zur Kontaktfliche
A(s) ist. Diese ergibt sich zu A(s) = (I3 — s)dam, wobei da der Durchmesser des
Zylinders 2 darstellt. Damit gilt

—sin(yp) —sin(yp)
fi=do(l1 — s)dams| cosp | = fa| cosp |. (A.134)
0 0

Der Angriffspunkt pg der Reibkraft f; kann vereinfachend am Anfang des Zylinders 2
angenommen werden (Kréfte diirfen entlang ihrer Wirkungslinie verschoben werden).
Somit gilt

pg = |h —scos(p) |- (A.135)

Verwendet man nun das D’Alembertsche Prinzip, so errechnen sich die verallgemei-
nerte Krafte beziiglich der Freiheitsgrade zu

ftas =—1a (A.136a)
Jtie =0 (A.136D)

Dieses Ergebnis hiitte man auch (mit etwas Ubung im Umgang mit der Berechnung
der verallgemeinerten Krifte) direkt aus der Tatsache ableiten konnen, dass eine
Verédnderung des Freiheitsgrades ¢ keine Verschiebung der Reibkraft und somit keine
(virtuelle) Arbeit erzeugt.

Durch analoge Uberlegung erhilt man die verallgemeinerten Kréifte zu Folge des
externen Moments 7.. Hier bewirkt eine Verschiebung beziiglich des Freiheitsgrades s
keine virtuelle Arbeit, wihrend eine Verdrehung beziiglich des Freiheitsgrades ¢ mit
dem externen Moment 7, direkt eine Arbeit ergibt. Damit erhélt man

Jres =0 (A.137a)
Jrep =Te (A.137b)
und schlie3lich
fs = fros + fros = —fa (A.138a)
Jo = Ftie + freo =Te (A.138b)

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich durch Zusammensetzen der Zwischener-
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gebnisse zu

— 2 + 2 [ lo
( mily + mo (s + ) 1(:9) [2(,5;)z> 5+ 2mo (5 + 35 )gps
(A.139a)

l l
+g <m121 + ma (s + 22>> sin(p) = 7e

Mok + c(s — sg) — mageos(p) — mop? (3 + l22) =—fa (A.139b)

Die Ruhelagen (stationdre Punkte) eines Systems sind durch § = q = 0 charakteri-
siert. Damit folgen die Ruhelagen des Systems fiir 7. = 0 zu

or=Fkr mit keZ, (A.140)
o = m2gcosen) |y Mg (A.141)
C C

Offensichtlich wird die Feder in der unteren Ruhelage pr = 0 gedehnt (sp > so)
und in der oberen Ruhelage ¢ = 7 gestaucht (s < sg). Weiterhin ist unmittelbar
klar, dass eine Verdrehung des Mechanismus um k27w, k € Z, keine Verdnderung
der stationdren Verhéltnisse bewirkt. Somit weist das System zwar unendlich viele
Ruhelagen auf, das stationédre Verhalten ldsst sich jedoch durch die zwei wesentlichen
Ruhelagen (obere und untere Ruhelage) vollstiandig charakterisieren.

@ Losung in MAPLE: DrehgelagerterHohlzylinder .mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.13 (Starrkorper mit Drehfeder). Gegeben ist das in Abbildung A.21 dar-
gestellte mechanische System. Ein Tréager ist im Ursprung drehbar um den Winkel
p gelagert und setzt sich aus zwei starr miteinander verbundenen Stédben zusam-
men. Die Stdbe haben die Lange Ls bzw. Ls/2 und die Massen m bzw. m/2. Das
Massentragheitsmoment eines Stabes um den Schwerpunkt kann nidherungsweise
mit I §§,)S = mf—QLg angegeben werden. Die Erdbeschleunigung ¢ wirkt in negative
e,-Richtung und die Feder ist fiir ¢ = 0 entspannt. Die Kraft f mit dem Betrag f

wirkt in Richtung der Stabachse des zweiten Stabes.
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Abbildung A.21: Starrkérpersystem mit Drehfeder.

Fir dieses System soll im ersten Schritt die Lage des Schwerpunktes sowie das
gesamte Trigheitsmoment um diesen Schwerpunkt berechnet werden. Anschlieflend
sollen die Bewegungsgleichung des Systems mithilfe der Euler-Lagrange Gleichungen
ermittelt werden.

Losung von Aufgabe A.13. Im ersten Schritt wird der Vektor p{j des gesamten Trégers
fiir ¢ = 0 und das Massentragheitsmoment des Trégers um den Schwerpunkt bestimmt.
Hierzu werden zunéchst die Schwerpunktsvektoren und die Massentragheitsmomente
der einzelnen Stédbe angegeben. Die Schwerpunktsvektoren der beiden Stdbe des
Tragers fiir ¢ = 0 kénnen direkt aus der Skizze abgelesen werden und lauten

0

py =& (A.142)
0

bzw.

Ls
4

pi’ = |Lg|. (A.143)
0

Durch Anwendung von Formel (3.31) lasst sich der resultierende Schwerpunkt des
Tragers zu

Ls
o+ 202 _[

py = TR0 3Py _ o, (A.144)
m+ % 8
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bestimmen. Die Massentrigheitsmomente der beiden Stdbe um deren jeweiligen
Schwerpunkt ergeben sich laut Angabe zu

2
(s1) _ MLy
It > (A.1452)
2
(s2) _ MLs A.145b

Das gesamte Massentragheitsmoment des Trigers um den gesamten Schwerpunkt
wird durch Anwendung der Formel (3.126) zu

2
(s) _ 7(s1) 2 2 (s2) , M ( 2 2\ _ 19mLg
19 = 18t m(ad g+ y2a) F 10 + 2 (220 +120) = o (A.146)

berechnet, wobei die Variablen x s1, yss1 bZw. T 52, Ys s2 die 2- und y-Koordinaten
der Vektoren

%
Psst =P~ Py = | % (A.147a)
0
L
6
Pss2 =Py — Py = |-k (A.147b)
0

bezeichnen.

Im néchsten Schritt werden der Schwerpunktsvektor und die Schwerpunktsgeschwin-
digkeit in Abhingigkeit der generalisierten Koordinate ¢ bestimmt. Der Schwerpunkts-
vektor lisst sich ausgehend von p§ fiir ¢ = 0 iiber geometrische Uberlegungen oder
unter Verwendung der Drehmatrix als

% cos(p) + 2§S sin ()
Py = | L5 sin(y) + 222 cos(p) (A.148)
0

angeben. Die translatorische Geschwindigkeit des Schwerpunkts ergibt sich anschlie-
Bend durch zeitliche Ableitung des Schwerpunktsvektors zu

— 5 sin(p)@ + 5= cos()
Vg = —% cos(p)p — % sin(p)p| - (A.149)
0
Die translatorische kinetische Energie lautet
= 5ot ) Ve = omgt L (A.150)
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und die rotatorische Energie

Lo 19

T —
"7 L) 192

—m@?LA (A.151)

Die potentielle Energie setzt sich aus der potentiellen Energie im Gravitationsfeld
und der potentiellen Federenergie zusammen und kann zu

L 1
V=V,+Vp= —gsmg sin(y) + mgLs cos(p) + §CF<,02 (A.152)

berechnet werden.

Die eingeprigte generalisierte Kraft zufolge der Kraft f lautet f, ; = fL;. Dies
erhdlt man unmittelbar aus der Tatsache, dass die Kraft f immer in Richtung des
Stabs 2 (und damit orthogonal auf den Stab 1) wirkt. Die generalisierte Kraft f, ;
entspricht damit dem um den Drehpunkt wirkenden Moment. Dieses Ergebnis wiirde
man auch erhalten indem man das D’Alembertsche Prinzip (5.57) anwendet. Der
Angriffspunkt p der Kraft f errechnet sich zu

L sin(yp)
I = | Ly cos(y) (A.153)

und die Kraft kann als Funktion des Winkels ¢ in der Form

[ cos(p)
f= |—fsin(p) (A.154)
0

errechnet werden. Die generalisierte Kraft kann damit tiber

fus _fTap0 fL, (A.155)

ermittelt werden.
Im letzten Schritt wird die Bewegungsgleichung des System mithilfe der FEuler-
Lagrange Gleichungen berechnet. Hierzu wird die Lagrange-Funktion

7 L 1
L=T,+T,-V = 1—6mg02L2 gsmg sin(¢) — mgLs cos(p) — §CF<,D2 (A.156)

verwendet und in die Euler-Lagrange Gleichungen (5.69) eingesetzt

d o 0
587@ _ %L_ fast- (A.157)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2024)
©A. Kugi, W. Kemmetmiiller, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



A Aufgaben zum Selbststudium Seite 161

Die Auswertung der Euler-Lagrange Gleichungen ergibt die Bewegungsgleichung des
Systems

1
gnggb — gmgLs cos(p) — mgLgsin(p) + cpp = fLs. (A.158)

@ Losung in MAPLE: StarrkoerpermitDrehfeder.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.14 (Elastisch gelagerter Ausleger). Ein Balken B (stiickweise quaderformig,
konstante Dicke d und homogene Dichte p, Tragheitsmoment I ](E{Si . um den Schwer-
punkt) ist, wie in Abbildung A.22 dargestellt, im Gelenk A auf einem Schlitten S
(Masse mg) drehbar gelagert. Im Lager A tritt viskose Reibung (proportional zur
Drehwinkelgeschwindigkeit ¢) mit dem konstanten Reibungsparameter ds > 0 auf.
Zwischen Balken B und Schlitten S wirkt eine Drehfeder deren Moment linear mit der
Auslenkung ¢ des Balkens ansteigt (Federkonstante co > 0). Der Schlitten S ist auf
der Schlittenfithrung SF' gelagert, welche nur einen translatorischen Freiheitsgrad in
Richtung s zulésst. In der Schlittenlagerung tritt eine geschwindigkeitsproportionale
Reibung mit dem konstanten Reibungsparameter d; > 0 auf. Zwischen Schlitten S
und dem Boden befindet sich eine lineare Feder mit der konstanten Federsteifigkeit
c1 > 0. Auf dem Balken greift eine externe Kraft £f¢ mit ||f¢|| = f¢ an, welche stets
orthogonal auf den Balken steht. In Abbildung A.22 ist das System mit entspannten

Federn dargestellt (s = s10,¢ = 0).
1)

Betrachten Sie fiir die Rechnungen die folgenden Gréfien als gegeben: my, p, I/,

b1, by, b3, d, U1, l2, I3, c1, s10, 2, d1, da, f€.

by bs b21 - . ;@02 —

S10| s

fe B C1
SF

<

Abbildung A.22: Elastisch gelagerter Ausleger.

Fiir dieses System sollen die Bewegungsgleichungen mithilfe der Euler-Lagrange Glei-
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chungen ermittelt werden.

Losung von Aufgabe A.14. Um die Bewegungsgleichungen aufzustellen, muss die
Lagrange-Funktion L =T — V mit der kinetischen Energie 7" und der potentiellen
Energie V' bestimmt werden. Die generalisierten Koordinaten (Freiheitsgrade) sind
durch qT = {s gp} gegeben.

Im ersten Schritt wird die potentielle Energie V =V, 4 V; ermittelt. Diese setzt
sich aus der potentiellen Energie V; zufolge der Gravitation und der potentiellen
Energie V¢, welche in den beiden Federn gespeichert ist, zusammen.

Die fiir Berechnungen der Energien bendtigte Masse mp des Balkens B ergibt sich
aus (3.24) zu

mp = / pdV = pd(bily + bals + bsls). (A.159)
%

Der Schwerpunkt des Balkens B liegt aufgrund der konstanten Dicke d, der homogenen
Dichte p sowie der vertikalen Symmetrie fiir ¢ = 0 auf der horizontalen Linie durch
das Lager A. Den Abstand [ des Schwerpunktes des Balkens B von der Gelenkachse
A (Drehpunkt) erhélt man nach (3.29) zu

blll(% +12> + % - %
N b1l1 + baly + bsls

(A.160)

S

Somit ergibt sich der Vektor pSB zum Schwerpunkt des Balkens als Funktion der
generalisierten Koordinaten q7 = {5 go} zu

—ls cos(yp)
pi? = |5+ Issin(p) |- (A.161)
0

Mit diesen Ergebnissen kann die potentielle Energie zufolge der Gravitation mit
dem Bezugsniveau y = 0 fiir den Balken zu

Vg8 = gmp(s + lssin(p)) (A.162)

sowie des Schlittens S zu
Vg, = gmgs (A.163)

errechnet werden.
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Da die Federn in diesem Beispiel als linear definiert wurden, d.h. ¢; = konst. und
co = konst., ist deren potentielle Energie durch

1

Vcl = 501(3 — 810)2 (A.164a)
1

Vea = 502<P2 (A.164b)

bestimmt. Die gesamte potentielle Energie betrégt schliefSlich
V = Vg7B + ‘/975 + Ve 4+ Vo (A.165)

Die kinetische Energie T' = T} s + T} g + T} p setzt sich aus der translatorischen
kinetischen Energie des Schlittens 7T} g, der translatorischen kinetischen Energie des
Balkens T} g, sowie der rotatorischen kinetischen Energie des Balkens 7. p zusammen.
Die translatorische kinetische Energie des Schlittens folgt zu

1
Tis = 5mgs'2 (A.166)
und die des Balkens zu
1 . 1 . ) ..
Tip = 3mB (p(s) ) psB = §m3< 22 1 5% £ 20,05 cos(cp)) . (A.167)

Das Trégheitsmoment I (s ) , des Balkens B ist um eine durch den Schwerpunkt gehen-
den Achse definiert. Man erhalt damit fiir den rotatorischen Anteil der kinetischen
Energie des Balkens

1 ,
Trp =3 )% (A.168)

Mit diesen Ergebnissen ist die Lagrange-Funktion L =T — V komplett bestimmt.
Nun fehlt noch der Vektor der generalisierten Krifte fT [ fas fq*p}, welcher sich

aus der Wirkung der externen Kraft f¢ und den d1551pat1ven Kraften zusammensetzt.
Die externe Kraft kann in der Form

fesin(p)
£¢ = | f¢cos(p) (A.169)
0

dargestellt werden und der Vektor p{; zum Angriffspunkt der externen Kraft f¢ ergibt
sich zu

—(l1 + l2) cos(p) — % sm(cp)
Py = |s+ (I1 + l2)sin(p) — 7 cos(p)| - (A.170)
0

[
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Die Beitriage zur generalisierten Kraft zufolge der externen Kraft f¢ errechnen sich zu

opf\ "
fas.pe = (;;) £ = f¢cos(e) (A.171a)
T
oo’
fap.pe = (;;) £=fo(l +12) . (A.171D)

Da die Reibung geschwindigkeitsproportional mit konstanten Reibungsparametern
angenommen wird, erhélt man den Anteil der generalisierten Kraft zufolge der
Reibungskrafte bzw. -momente zu

fos.0=—d1$ (A.172a)
fopa = —d2 . (A.172D)

In Summe ergibt sich der Vektor der generalisierten Kraft zu

fq,s - fq,s,fe + fq7s7d (A173a)
fao = Tap.pe + fapd - (A.173b)

Die Euler-Lagrange Gleichungen fiir den drehbar gelagerten Ausleger aus Abbil-
dung A.22 lauten daher

ddL L
S5~ 7o = fus (A.174a)
doL oL
95~ 9y =Joe (A.174b)

Auf eine Darstellung der Auswertung von (A.174) wird hier verzichtet, da diese sehr
umfangreich ist. Zur Kontrolle koénnen diese der Musterlosung in MAPLE entnommen
werden.

@ Losung in MAPLE: ElastischgelagerterAusleger.mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/

Aufgabe A.15 (Trebuchet). Um den Kirbis-Weitschusswettbewerb zu gewinnen, soll
die Dynamik des dazu verwendeten Katapults analysiert werden. Es ist bekannt, dass
ein Trebuchet, wie in Abb. A.23 skizziert, die beste Effizienz aller Wurfmaschinen
aufweist. Ein schweres Gegengewicht der Masse M sorgt dabei fiir die Beschleunigung
des Projektils (Kiirbis) mit der Masse m. Der Wurfarm hat die Lénge L + [ und
das Gegengewicht ist {iber eine Pendelvorrichtung der Lange A mit dem Wurfarm
verbunden. Eine Schlaufe mit der Lange r sorgt fiir zusétzliche Reichweite. Verein-
fachend kann angenommen werden, dass das Tragheitsmoment des Wurfarmes, des
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Gegengewichts und des Projektils vernachléssigt werden kann. Weiterhin werden die
Seile als masselos angenommen.

Abbildung A.23: Skizze des Trebuchet: Ausgangslage blau, Lage wiahrend der Be-
schleunigungsphase rot.

Fiir dieses System sollen die Bewegungsgleichungen hergeleitet werden.

Hinweis: Zum besseren Verstdndnis der Dynamik des Katapults soll zuerst ein
typischer Bewegungsablauf erértert werden:

In der Ausgangsposition, welche in der Skizze blau dargestellt ist, befindet
sich die Spitze des Wurfarmes ganz am Boden und das Gegengewicht M nimmt
dementsprechend den héchsten méglichen Punkt ein. Wird nun der, hier nicht
betrachtete, Auslosemechanismus betétigt, bewegt sich das Gegengewicht nach
unten und der Wurfarm beginnt sich um den Achspunkt (hier der Koordina-
tenursprung) zu drehen. Das am Ende des Armes befestigte Seil tibertriagt diese
Bewegung auf das Projektil m, welches nun entlang einer bestimmten Bahn bis
zum Abschuss beschleunigt wird. Man beachte dabei, dass das Geschoss zuerst
entlang des Bodens gleitet und diesen erst ab einem bestimmten Punkt verlésst.

Der Bewegungsablauf der Maschine lasst sich somit in drei Phasen einteilen:

1. In der ersten Phase nach dem Auslésen gleitet das Geschoss entlang des
Bodens bis zu dem Zeitpunkt wo es diesen verlasst.

2. In der zweiten Phase hat das Projektil den Boden verlassen und wird bis
zu seiner Entkopplung vom Seil beschleunigt.

3. In der dritten Phase ist das Projektil von der Wurfmaschine separiert.
Der Arm und das Gegengewicht fithren eine Pendelbewegung aus bis das
Katapult wieder zur Ruhe gekommen ist.

Im Rahmen dieses Beispiels sollen nur die erste und zweite Phase betrachtet
werden.
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Ldsung von Aufgabe A.15. Im ersten Schritt werden die erforderlichen Freiheitsgrade
(verallgemeinerten Koordinate) zur Beschreibung des Systems festgelegt. Der Wurfarm
dreht sich um die y-Achse mit dem Winkel 6, wobei im Ausgangszustand 6 = 6 gelten
soll. Das Gegengewicht M ist am kurzen Ende des Armes drehbar um den Winkel ¢
befestigt. Dieser wird hier zum relativ zur Vertikalen gemessen. Das Projektil ist mit
dem Seil drehbar um den Winkel ¢ (wiederum relativ zur Vertikalen definiert) am
Ende des Wurfarmes befestigt. Zur Beschreibung der Dynamik des Systems werden
daher folgende verallgemeinerte Koordinaten gewéhlt

0
a=|p| . (A.175)
Y

Im néchsten Schritt werden die Vektoren pé\/l bzw. pg' vom Koordinatenursprung
zum Gegengewicht M bzw. Projektil m ermittelt. Wie in der Skizze A.23 eingezeichnet,
liegt der Koordinatenursprung im Drehpunkt des Wurfarmes. Die Vektoren pg/f und
pg’ erhélt man damit zu

[0 cos(f) — hsin(p)
Py = 0 (A.176a)
|[sin(0) — hcos(p)

—L cos(6) + rsin(y)
Py = 0 . (A.176b)
—Lsin(0) — rcos(v))

In der ersten Phase der Bewegung bewegt sich das Projektil m entlang des Bodens.
Damit liegt in dieser Phase der Bewegung eine Zwangsbedingung vor. Mit der
Hohe h,, = —Lsin(fy) des Projektils bei Beginn der Bewegung lasst sich diese
Zwangsbedingung el p?* = h,, als Gleichung der Form

Lsin(6) + rcos(¢) = Lsin(fp) (A.177)

formulieren. Diese Zwangsbedingung muss durchgehend wéhrend der ersten Phase
erfiillt sein, womit die Winkel ¥ und 6 in dieser Phase nicht unabhéngig voneinander
sind. Verwendet man in dieser Phase nun als unabhéngige Koordinate (Freiheitsgrad)
den Winkel 6, so kann ¢ in der Form

w(0) = arccos<f(sin(9o) - sin(e))> (A.178)

ermittelt werden. Dieser Zusammenhang muss in der weiteren Herleitung der Bewe-
gungsgleichungen fiir Phase 1 beriicksichtigt werden.
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Hinweis: Ein wesentlich systematischerer Zugang zur Beschreibung dieser
Zwangsbedingung ist die Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren. Da diese
jedoch nicht Teil dieser Lehrveranstaltung sind, wird auf deren Verwendung
verzichtet.

Die Geschwindigkeiten des Projektils bzw. des Gegengewichts ergeben sich in der
Phase 2 durch totale zeitliche Ableitung der Ortsvektoren zu

[—1sin(0)0 — hcos(p)¢
vl = 0 (A.179a)
I lcos(@)é + hsin(p)p
[ Lsin(0)6 + r cos(¢)¢)
vt = 0 : (A.179b)
|—L cos(0)6 + rsin ()1

Der Geschwindigkeitsvektor fir die Phase 1 errechnet sich durch Einsetzen der
Zwangsbedingung (A.178) zu

Lsin(6)0 + r cos()4
vl = 0 : (A.180)
0

Die kinetischen Energien fiir die Phase 1 bzw. 2 berechnen sich zu

T = EM(ZQH'2 + h2p% 4 21h0p sin(0 + cp)) + %m(L sin(6)0 + rcos(z/;)z/})z

2
(A.181a)
1 . . 1 . . ..
T, = 5M(z?e? + h2p% + 20hép sin(0 + (,p)) T 5m(L202 + 122 + 2Ly sin(f — ¢)),
(A.181b)
wobei hier zur besseren Ubersicht auf ein Einsetzen der Beziehung
S ?gé (A.182)

in 73 fir Phase 1 verzichtet wurde.
Die potentiellen Energien des Projektils und des Gegengewichts ergeben sich zu

Ve = Mg(lsin(f) — hcos(p)) + Vo (A.183)
Vi = mg(—Lsin(8) — rcos(¥)) + Vino (A.184)
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und die gesamte potentielle Energie des Systems ergibt sich je nach Phase zu

Vi=Vuy (A.185)
Vo=V + Vi, (A.186)

da in Phase 1 nur die potentielle Energie des Gegengewichts zu berticksichtigen ist
(die potentielle Energie des Projektils ist in dieser Phase konstant).

Die Bewegungsgleichungen des Systems konnen nun direkt durch Anwendung des
Euler-Lagrange-Formalismus ermittelt werden. Auf eine weitere ausfiihrliche Herlei-
tung der Bewegungsgleichungen mithilfe des Lagrange-Formalismus wird aufgrund
der doch recht unhandlichen Ausdriicke verzichtet. Die Bewegungsgleichungen des
Katapults fir Phase zwei lauten daher

M(q)d + g(q,q) =0 (A.187)

mit der Massenmatrix

L>m +1?M  Mlhsin(0 4+ ¢) mLrsin(f — )
M(q) = | Mlhsin(d + ) Mh? 0 (A.188)
mLrsin(8 — ) 0 mr?

und den restlichen Anteilen

—mLrcos(0 — ) + Mlhcos(0 + ©)@* — g(mL — M) cos()
g(q,q) = MIhcos(8 + ©)6? + Mghsin(y)
mLr cos(0 — )02 + mgrsin(v))
(A.189)
Die gesamte Bewegungsgleichung ist in der Musterlésung in MAPLE dargestellt.

@ Losung in MAPLE: Trebuchet .mw
https://www.acin.tuwien.ac.at/bachelor/modellbildung/
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