1. Statik und Haftreibung

Einfiihrung in die Statik

In der Statik wird zuerst vorausgesetzt, dass keine Beschleunigungen auftreten, und auf
Basis dieser Annahme werden die dann wirkenden Belastungen errechnet. Die daraus
folgenden Kréfte und Momente stellen sich also nur dann ein, wenn es tatsédchlich zu
keinen Beschleunigungen oder Deformationen kommt. Systeme mit vernachléassigbaren
Beschleunigungen koénnen héufig in guter Néherung als quasi-statisch betrachtet und
dann durch statische Beziehungen beschrieben werden. Treten durch die errechneten
Belastungen Beschleunigungen auf, so muss das System dynamisch beschrieben werden.

Schnittkrafte und -momente

Die Gleichgewichtsbedingungen der Statik gelten nicht nur fiir jeden Starrkorper, sondern
auch fiir jedes Teilsystem. Insbesondere Teile eines Kérpers und das Gesamtsystem erfiillen
die Gleichgewichtsbedingungen. Um diese nutzen zu kénnen, werden Teilsysteme anhand
einer Skizze, dem Freikdorperdiagramm (auch Freischnitt-Skizze genannt), frei geschnitten.
Die Schnittgrenzen sind beliebige geschlossene Konturen, siche Abbildung 1.1. Haufig ist es
zielfithrend, dass jeder Korper aus allen Kontaktstellen mit seiner Umgebung gelost wird.
Ein freigeschnittener Teilkorper erfihrt nun nicht mehr die Krafte und Momente, die er

Abbildung 1.1.: Starrkérper mit angedachten Schnittgrenzen.

im Gesamtsystem erfahren wiirde. Um diese Wechselwirkungen des TeilkOrpers mit seiner
Umgebung zu ersetzen, werden Schnittkrdifte eingefiihrt, sieche Abbildung 1.2. Dadurch
verhélt sich der freigeschnittene Teilkorper gleich wie im Gesamtsystem und kann somit
zur Berechnung der wirkenden Belastungen herangezogen werden. Da an den Schnittufern
(Schnittkanten) im Allgemeinen auch Drehmomente tibertragen werden kénnen, miissen
auch Schnittmomente eingefithrt werden. Der Angriffspunkt der Schnittkréfte ist im
Allgemeinen unbekannt und kann daher frei gewdhlt werden. Durch die angewandten
Gleichungen werden die frei gewédhlten Variablen bestimmt. Das Schnittmoment kann
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Abbildung 1.2.: Frei geschnittener Starrkérper mit Schnittkréften und -momenten.

auch als Drehmoment interpretiert werden, das durch den gewéahlten Angriffspunkt der
Schnittkrifte entsteht. Es gibt also einen Angriffspunkt der Schnittkrifte genau so, dass
das Schnittmoment verschwindet.

Schnittmomente und -kréfte haben unbekannte Richtung und Betrag. Daher muss fiir
jede Kontaktstelle entlang eines Freischnittes eine allgemeine Kraft und ein allgemeines
Drehmoment vorgesehen werden, sieche Abbildung 1.2. Diese beiden Grofien kénnen durch
Kréifte in jede Raumrichtung und Drehmomente fiir jede Drehachse angesetzt werden,
siehe Abbildung 1.3. Dies entspricht einer Aufteilung der unbekannten Kraft in Anteile
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Abbildung 1.3.: Freigeschnittener Starrkérper mit Schnittkraften aufgeteilt in Koordina-
tenrichtungen.
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entlang der gewahlten Koordinatenrichtungen, fiir das betrachtete planare Problem gilt
also

f = fre. + fyey. (1.1)

Auch die Aufteilung der Kréfte kann in beliebige Richtungen erfolgen, oft empfehlen sich
Richtungen orthogonal und tangential zum Schnittufer, wie in Abbildung 1.4 dargestellt.
Die Gleichgewichtsbedingungen garantieren, dass die Summe der aufgeteilten Krifte der
urspriinglichen Kraft entspricht.

Wichtig ist dabei, dass in der ersten Skizze die Schnittkrifte und -momente beliebig
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Abbildung 1.4.: Frei geschnittener Starrkérper mit Schnittkriaften aufgeteilt entlang des
Schnittufers.

eingezeichnet werden konnen. Jeder angrenzende Freischnitt muss allerdings zu diesem
konsistent sein, das heifit, dass die gleichen Schnittgrofien in gegengleiche Richtung ver-
wendet werden. Der Betrag der Schnittgréfien zweier Schnittufer muss also gleich sein, die
Richtung umgekehrt. Dies garantiert, dass beim gedachten Zusammensetzen der Freikorper-
diagramme die Schnittbelastungen verschwinden. Daraus folgt, dass vollstdndige Skizzen
nur dufere Krifte wie Gravitationskréfte, dulere Anregungen, Motoren etc. enthalten.
Schnittkréfte, beziechungsweise innere Krifte, diirfen dagegen nur in Freikérperdiagrammen
eingezeichnet werden.

Reaktionskrifte und -momente (auch Zwangskrifte genannt) sind Grofien, die sich zur
Einhaltung vorgegebener Zwangsbedingungen ergeben. Sie stellen sich so ein, dass ein
Korper den Einschriankungen seiner Bewegungsfreiheit, also den gegebenen Zwangsbe-
dingungen, geniigt. Reaktionskréfte entstehen zum Beispiel bei Fiithrungen, bei starren
Kontakten, oder auch quer zu einem ideal rollenden Rad, sowie auch bei Lagerungen.
Schnittkrifte sind Reaktionskréifte, da sie sich durch das statische Gleichgewicht aus
den Belastungen des Systems ergeben. Sie erfiillen den Zwang, dass der Zusammenhalt
der Teilkorper gewéhrleistet sein muss. Die Haftkraft ist eine Reaktionskraft, da sie den
festen Kontakt zwischen zwei Korpern sicherstellt. Die Haftkraft wird also als Schnittkraft
behandelt und berechnet. Infolge dessen muss die Haftbedingung nach dem Errechnen
der Reaktionskrifte genutzt werden, um die Annahme des Haftens zu tiberpriifen. Wird
die Haftbedingung nicht erfiillt, d.h. die Reaktionskraft der Reibung ist grofler als die
maximale Reibkraft des Kontakts, kommt es zur Beschleunigung der Korper.

Eingeprdgte Krdfte und Momente sind all jene Belastungen, deren Richtung und Betrag
durch duflere Gesetze vorgegeben ist. Die gesamte auf einen Koérper wirkende Kraft ist
die Summe aus Reaktionskriften und eingepréigten Kriften. Zu den eingeprégten Kréften
zéhlen zum Beispiel die Gravitationskraft und Motormomente, die von auflen auf ein
System wirken. Gleichsam gilt dies auch fiir &ulere Stérungen wie zum Beispiel Windlasten
auf eine Hausfront. Auch die Gleitreibungskraft ist eine eingepriagte Kraft. Im Gegensatz
zur Haftkraft wird beim gleitenden Kontakt keine Reaktionskraft der Reibung berechnet,
sondern die Gleitreibungskraft kann direkt durch ein mathematisches Reibmodell bestimmt
werden. Die Richtung der Gleitreibungskraft ist immer entgegen der Relativgeschwindigkeit
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zweier Korper.

Zusammenfassend: Schnittkrifte sind Reaktionskréifte und kommen durch das Auf-
trennen des Systems zustande. Sie garantieren, dass Teile eines Systems die Krafte und
Momente erfahren, die sie im Gesamtsystem erfahren wiirden, obwohl sie gedacht frei
geschnitten werden. Schnittgroflen ersetzen also in Freikorperdiagrammen die Wechsel-
wirkungen der betrachteten Teile mit ihrer Umgebung. Da es sich um Reaktionskréfte
handelt, kbnnen SchnittgroBen beliebig eingezeichnet werden. Thre Richtung und ihr Betrag
werden durch die Gleichgewichtsbedingungen bestimmt. Lediglich auf die Konsistenz der
Schnittkrifte an den Schnittufern ist zu achten.

Krafte- und Drehmomentenbilanz

Die Gleichgewichtsbedingungen postulieren, dass Impuls- und Drehimpulserhaltung fiir
jedes beliebige Teilsystem gelten. In der Statik tiberzeugt man sich leicht (Beschleunigungen
sind vernachldssigbar), dass die Summe alle Kréifte und Drehmomente beziiglich jedes
Punktes verschwinden muss. Insbesondere gelten diese Bilanzen fiir jeden beliebigen
Freischnitt. Die Gleichgewichtsbedingungen liefern fiir ebene (zweidimensionale) Probleme
3 Gleichungen (2 Kréfte- und 1 Momentenbilanz). Dementsprechend kénnen Schnittgrofien
durch Momenten- und Kréftebilanz (statisch) bestimmt werden.

Die Drehmomentenbilanz wird beziiglich eines beliebigen Punktes fiir jeden Teilkorper
bestimmt. Es ist zweckméflig, den Bezugspunkt so zu wahlen, dass moglichst viele un-
interessante Krifte kein Moment liefern. Dies geschieht genau dann, wenn der gewéhlte
Bezugspunkt auf der Wirkungslinie der Kréfte liegt und dadurch der Normalabstand
zwischen Kraftlinie und Bezugspunkt verschwindet.

Vorgehensweise
Um die Belastungen eines statischen Systems zu bestimmen, geht man wie folgt vor:
a) Auftrennen des Systems in geeignete Teilsysteme
e Anfertigen eines Freikorperdiagramms fiir jedes freigeschnittene Teilsystem

o FKinzeichnen der Schnittgréfien in die Freischnittdiagramme

« Uberpriifen, ob sich diese beim Zusammensetzen gegenseitig aufheben

b) Aufstellen der Kraftebilanz

)
c) Aufstellen der Momentenbilanz beztiglich eines geeigneten Punktes
d) Auflosen der resultierenden Gleichungen nach den gesuchten Grofien
)

e) Uberpriifen der Annahme der (Quasi-) Statik (z.B. Haftbedingungen)
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Abbildung 1.5.: Gelagerter Balken.

Grundlegende Beispiele

Diese Zusammenhénge sollen im Folgenden anhand grundlegender Beispiele gezeigt werden.
Abbildung 1.5 zeigt einen Balken zwischen zwei Lagern. Im Punkt A ist ein Festlager
schematisch dargestellt. Dieser Lagertyp kann eine allgemeine Kraft, also vertikale wie
auch horizontale Kréfte, vom Balken auf den festen Untergrund (strichliert angedeutet)
iibertragen. Das Lager im Punkt B wird als Loslager oder auch verschiebliches Lager
bezeichnet. Es kann nur Krafte senkrecht zur verschieblichen Richtung, hier also vertikale
Krifte, aufnehmen, da es in horizontaler Richtung reibungsfrei gleitet. Loslager sind
iiblicherweise verschieblich eingebaute Lager, die unter Anderem die Warmedehnung des
Balkens durch Verschiebung ausgleichen. Da wir von idealen Lagern ausgehen, entstehen
in diesen keine Reibungsmomente und somit muss das iibertragene Moment in den Lagern
verschwinden. Dadurch kénnen also im Lager einige Schnittkréfte ausgeschlossen werden.
Es bietet sich also an, zur Berechnung der Lagerkréfte die Lager aufzutrennen und frei zu
schneiden. Die Freischnittskizze 1.6 ist nur vollstindig, wenn alle Einzelteile des Systems
abgebildet werden und ein frei wahlbares Koordinatensystem eingezeichnet wurde. Weiters
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Abbildung 1.6.: Freischnittskizze des Balkens und der Lager.

wird hier deutlich, dass sich die Schnittkréifte des Lagers im Punkt A und die Schnittkréfte
des Balkens im Punkt A aufheben miissen. Darum wirken hier die gleichen Kréfte in
entgegengesetzte Richtung. Die extern Kraft f, wirkt in der Mitte des Balkens unter dem
Winkel «. Sie muss durch die Lagerkréifte ausgeglichen werden, sodass der Balken nicht

beschleunigt wird.
Als néchsten Schritt betrachte man die Kréftebilanz des Balkens (mittlerer Freischnitt),
die wie folgt lautet:

x: 0=—fa,— fgcos(a) (1.2a)
z: 0=—fa,— fgsin(a)+ fB.. (1.2b)
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Es zeigt sich also, dass fiir das Lager im Punkt A
fax = —fgcos(a) (1.3)
gilt. Weiters gilt durch Umformen
fosin(a) = —fa.+ fB2, (1.4)

also dass die Summe der Lagerkréfte der z-Komponente der externen Kraft entspricht. Da
diese Gleichung allein nicht nach fa , und fg . auflésbar ist, wird die Drehmomentenbilanz
um den Punkt A betrachtet:

SV =0= fg% sin(a) — .., (1.5)

wobei [ die Balkenldnge ist. Daraus ergibt sich die Losung durch Auflésen der Kréfte- und
Drehmomentenbilanz

s - = 22 sino) (1.6a)
faz = —% sin(a). (1.6b)

Die z-Komponente der externen Kraft wird also gleich auf die Lager verteilt. Man be-
achte, dass fa . hier negativ ist und somit physikalisch in positive z-Richtung auf den
Balken wirkt. Intuitiv sieht man, dass die Kréfte der Lager den Balken halten (mittlere
Skizze). Dagegen wirken die Lagerkrifte auf die freigeschnittenen Lager jeweils in negative
z-Richtung, iibertragen also das Gewicht des Balkens in den Boden (linke und rechte
Skizze).

Auf gleiche Weise soll noch ein Balken nach Abbildung 1.7 betrachtet werden, der von
einer dufleren Kraft belastet wird. Hierbei sind die Kriafte und Momente auf die Wand zu
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Abbildung 1.7.: Balken an einer Wand.

berechnen, die, unter Vernachlédssigung der Schwerkraft, durch die Kraft entstehen. Da
die Kréfte an der Wand gefunden werden sollen, wird die Schnittgrenze durch den Punkt
A gelegt, siche Abbildung 1.8. Neben einer Normalkraft fa , und einer Scherkraft fa .
wirkt bei allgemeinen Kontakflichen auch ein Moment 7(A). Dieses Moment wirkt einem
Verdrehen des freigeschnittenen Balkens entgegen. Im Gegensatz dazu kann durch ideale
Lager oder Punktkontakte kein Moment tibertragen werden.
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Abbildung 1.8.: Balken an einer Wand.

Die Kréftebilanz des freigeschnittenen Balkens liefert

z: 0=—fazs (1.7a)

0=—faz:— fe (1.7b)

Die Scherkraft gleicht also die aulere Kraft f. aus. Zur Berechnung der Drehmomenten-
bilanz wird der Punkt A gewihlt, da hier sowohl fa , als auch fa . keinen Anteil am

Drehmoment haben. Die Kraftlinien schneiden den Bezugspunkt, wodurch der Normalab-
stand verschwindet. Die Drehmomentenbilanz liefert also

S =0=fu-W, (18)

und damit gilt fiir die Belastungen der Wand

faz=Je (1.9a)
faz=0 (1.9b)
A = 11 (1.9¢)
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Aufgabe 1.1 (Fachwerk). Fachwerke bezeichnen eine im Bauingenieurwesen oftmals verwen-
dete Art von Tragwerken. Diese Konstruktionen nehmen die entstehenden Krafte durch
an den Enden gelenkig miteinander verbundene Stdbe auf. Das in Abb. 1.9 dargestellte
zweidimensionale Fachwerk einer Auskragung ist aus gleichseitigen Dreiecken aufgebaut.
Das Fachwerk wird durch zwei externe Kréafte f, und f, belastet, welche aufgrund der
Konstruktion eine Zugkraft am oberen Montagepunkt auf die Wand ausiiben.
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Abbildung 1.9.: Fachwerk

a) Geben Sie einen Ausdruck fiir die Kraft im oberen Montagepunkt als Funktion der
Krifte f, und fp an.

b) Wie grof} sind die Kréfte in z- und y-Richtung am unteren Montagepunkt?

c) Stellen Sie die statischen Gleichgewichtsbedingungen fiir die freigeschnittenen Knoten
I-V auf.

d) Schreiben Sie das resultierende lineare Gleichungssystem fiir die Stabkréifte in
Matrixform und zeigen Sie, dass eine eindeutige Losung existiert.

Hinweis: Die Punkte ¢) und d) kénnen geeignet mit einem Computeralgebra-System
wie z.B. Maple gelost werden.
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Aufgabe 1.2 (Rolle und Keil). Gegeben ist eine Rolle der Masse my, welche mit dem
Seil S an einer Wand befestigt ist. Die Rolle liegt auf einem Keil der Tiefe T' (ent-
lang e.) und der Dichte ps. Zwischen Rolle und Keil gilt der Haftreibungskoeffizient
p1, zwischen Keil und Boden gilt ps. Die Erdbeschleunigung g wirkt entlang —e,.

S a

241

ma, P2

k H2

a) Berechnen Sie die Masse ms und den Schwerpunkt des Keils beziiglich des einge-
zeichneten Koordinatensystems in e,- und e,-Richtung.

b) Schneiden Sie die Kérper frei und zeichnen Sie alle Schnittkrafte und -momente ein.
c) Stellen Sie die Kréfte- und Momentenbilanz fiir die Schnittkérper auf.

d) Berechnen Sie alle Normal- und Reibkréfte sowie die Seilkraft fg als Funktionen
von mi, me, g und .

e) Welche Bedingungen miissen fiir ;11 und g gelten, damit alle Kérper in Ruhe bleiben?

f) Berechnen Sie die z-Koordinate der Normalkraft vom Boden auf den Keil, sodass
das Schnittmoment verschwindet.
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