2. Bewegungsgleichungen

Aufgabe 2.1 (Hebelbremse). Im folgenden Beispiel wird eine Trommel mit dem Radius r
und dem Massentragheitsmoment I betrachtet, siehe Abb. 2.1. Die Trommel dreht sich mit
der Winkelgeschwindigkeit w(#) und hat anfangs die Winkelgeschwindigkeit w(0) = wg > 0.
Der Drehwinkel der Trommel ¢(t) ist zum Anfangszeitpunkt gleich Null. Die Trommel
soll durch einen Bremshebel der Linge lo zum Stillstand gebracht werden. Hierzu ist der
Bremshebel an der Stelle x = 0 drehbar gelagert und an der Stelle x = [ wirkt eine
externe Kraft f.,;. Bei z = [; kommt es zum reibungsbehafteten Kontakt zwischen Hebel
und Trommel. Die Reibung dieses Kontakts wird durch trockene Gleitreibung mit dem
Koefhizienten p modelliert.
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Abbildung 2.1.: Trommel mit Bremshebel.

Fiir die Unterpunkte a) bis e) gilt, dass die Trommel reibungsfrei im Punkt A gelagert ist
sowie dass das externe Moment 7.,; gleich Null ist:

a) Schneiden Sie die Trommel und den Bremshebel frei und tragen Sie alle relevanten
Kréfte ein. Bestimmen Sie die Normalkraft fx zwischen dem Hebel und der Trommel
sowie die Reibkraft fg.

b) Geben Sie den Drehimpulssatz fiir die Trommel an sowie die entsprechenden An-
fangsbedingungen.

c) Losen Sie die Differentialgleichung und bestimmen Sie mittels der Losung die Zeit
ts, den Drehwinkel ¢, sowie die Anzahl an Umdrehungen ng bis zum Stillstand.
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d) Wie lautet die kinetische Energie Ty und Tx der Trommel im Anfangszustand sowie
im Endzustand (Stillstand)?

e) Der Winkel ¢, bis zum Stillstand kann auch aus der Reibarbeit W = [* 7 dp mit
dem Reibmoment 7 berechnet werden. Die verrichtete Reibarbeit ergibt sich aus
dem Arbeitssatz zu W = Tg — Ty. Berechnen Sie die Anzahl der Umdrehungen ng
bis zum Stillstand aus der Reibarbeit.

Fiir die Unterpunkte f) bis h) gilt, dass im Punkt A eine Drehfeder mit der Federkonstanten
¢ und dem entspannten Winkel ¢ = 0, ein Dampfer mit dem viskosen Daémpfungsko-
effizienten d sowie das externe Moment 7.+ # 0 wirkt. Die Feder ist im Ruhezustand
entspannt:

f) Welche zusitzlichen Momente wirken nun an der Trommel? Geben Sie den Drehim-
pulssatz fiir die Trommel an.

g) Fiihren Sie die resultierende Differtialgleichung in Zustandsraumdarstellung (d.h. in
ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung) tiber und bestimmen Sie die
Ruhelagen.

h) Untersuchen Sie das Losungsverhalten des Diffentialgleichungssystems aus Unter-
punkt g) in Maple.
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Aufgabe 2.2 (Starrkorpersystem). Ein Block mit der Masse mp hingt nach Abb. 2.2 an
einem starren, masselosen Seil. Das Seil wird iiber eine masselose Rolle gefiihrt und auf
einer Trommel (Masse myp, Tragheitsmoment I,,) aufgewickelt. Die Trommel rollt {iber
die Kontaktfliche ohne dabei zu gleiten. Zudem wirkt eine Feder mit der entspannten
Léange zo und der konstanten Federsteifigkeit £ der Bewegung der Trommel entgegen. Das
gesamte System befindet sich im Schwerefeld mit der Erdbeschleunigung g.
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Abbildung 2.2.: Skizze einer Masse Seiltrommel mit Last.

Hinweis: Fiir die Behandlung der Unterpunkte g) — h) wird die Verwendung von
Computeralgebra-Programmen wie z.B. Maple empfohlen.

Schneiden Sie die einzelnen Koérper frei und zeichnen sie alle auftretenden Schnitt-
groflen und eingepriagten Krafte ein.

Geben Sie alle Kréftegleichgewichte der Rolle an.
Stellen sie alle Impulsbilanzen fiir die Trommel auf.
Geben Sie die Impulsbilanz fiir den Block an.

Geben Sie die Zwangsbedingung des Rollvorgangs zwischen der Geschwindigkeit &g
und der Drehwinkelgeschwindigkeit ¢ sowie deren Zeitableitungen an. Geben Sie
weiters die Zwangsbedingung zwischen der Geschwindigkeit des Blocks g und der
Drehwinkelgeschwindigkeit ¢ sowie deren Zeitableitungen zufolge des starren Seils
an.

Geben Sie die Bewegungsdifferentialgleichung des Schwerpunktes xg an und bestim-
men Sie deren Gleichgewichtslage.

Losen Sie die Bewegungsgleichung und tiberpriifen Sie die Giiltigkeit der Annahme
eines starren Seils.

Erweitern Sie das System um einen Dampfer mit viskoser Dadmpfung d parallel zur
Feder.
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Aufgabe 2.3 (Dynamik und Reibung). Ein Block der Masse m ist durch eine lineare Feder
mit Steifigkeit k£ und entspannter Lénge [y mit einem Korper verbunden, welcher sich mit
konstanter Geschwindigkeit v.,; bewegt. Durch Reibung mit dem Untergrund wirkt eine
Reibkraft fr auf den Block, welcher sich mit Geschwindigkeit v relativ zur Oberflache
bewegt (siehe Abb. 2.3).
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Abbildung 2.3.: Skizze.

Eine Vielzahl unterschiedlicher Reibeffekte lédsst sich durch dynamische Reibmodelle wie
z.B. dem LuGre-Modell darstellen. Dabei hiangt die Reibkraft

frR =00+ 01€ +dv (2.1)

neben dem bekannten viskosen Term dv noch von einem internen Zustand € und dessen
Zeitableitung ab, welcher durch die Differentialgleichung

[l

é:v—a()me (2.2)

beschrieben wird, wobei g(v) = fc + (fu — fc) exp(—|?/vs|) mit der Coulombkraft fc, der
Haftkraft fz und der Schwellengeschwindigkeit vg.

Parameter Wert Einheit Parameter Wert Einheit
k 2 N/m m 0.5 kg
o0 2.9-10° Ns/m o 107 Ns?/m
fo 1 N fu 3 N
Vet 1.5 m/s Vg 0.3 m/s

Tabelle 2.1.: Parameterwerte zur numerischen Losung.

a) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen des Blocks fiir eine Reibkraft fr geméf (2.1)
her und schreiben Sie dieses als Differentialgleichungssystem 1. Ordnung an.

b) Transformieren Sie absolute Position auf die relative Auslenkung der Feder [ =
Text — T — lp.

c) Bestimmen Sie die stationdre Losung des LuGre-Modells fg s(v) und vergleichen
Sie diese mit viskoser Reibung fr = dv.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2024)
©@ACIN - CDS, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



. Bewegungsgleichungen Seite 14

d) Analysieren Sie durch (numerische) Losung der Bewegungsgleichung die Effekte des
LuGre-Modells mit dem Verhalten bei viskoser Reibung. Was beobachten Sie fiir
unterschiedliche Werte von d € (0,1) fur Parameter geméafl Tab. 2.17

Hinweis: Die Behandlung des Unterpunkts d) bendtigt numerische Algorithmen zur
Losung von nichtlinearen Differentialgleichungen wie beispielsweise in Maple (rudi-
mentdr) oder Matlab (umfangreich) vorhanden. Beachten Sie, dass das resultierende
Anfangswertproblem durch das LuGre-Modell meist sehr steif ist und ggf. spezielle
numerische Algorithmen erfordert, um zuverléssige Losungen zu erhalten.
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