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1. Newtonsche Gesetze

1.1. Einfiihrung in die Statik

In der Statik wird zuerst vorausgesetzt, dass keine Beschleunigungen auftreten und
auf Basis dieser Annahme werden die dann wirkenden Belastungen errechnet. Die dar-
aus folgenden Krifte und Momente stellen sich also nur dann ein, wenn es tatséchlich
zu keinen Beschleunigungen kommt. Systeme mit vernachléssigbaren Beschleunigungen
kénnen haufig in guter Naherung als quasi-statisch betrachtet werden und dann durch
statische Beziehungen beschrieben werden. Treten durch die errechneten Belastungen
Beschleunigungen auf, so muss das System dynamisch beschrieben werden.

1.1.1. Schnittkrafte und -momente

Die Gleichgewichtsbedingungen der Statik gelten nicht nur fiir jeden Starrkérper, sondern
auch fur jedes Teilsystem. Insbesondere Teile eines Korpers und das Gesamtsystem erfiillen
die Gleichgewichtsbedingungen. Um diese nutzen zu kénnen, werden Teilsysteme anhand
einer Skizze, dem Freikdrperdiagramm, frei geschnitten. Die Schnittgrenzen sind beliebige
geschlossene Konturen, siehe Abbildung 1.1. Haufig ist es zielfithrend, dass jeder Korper
aus allen Kontaktstellen mit seiner Umgebung gelost wird. Ein freigeschnittener Teilkorper

Abbildung 1.1.: Starrkérper mit angedachten Schnittgrenzen.

erfahrt nun nicht mehr die Kréfte und Momente, die er im Gesamtsystem erfahren wiirde.
Um diese Wechselwirkungen des Teilkorpers mit seiner Umgebung zu ersetzen, werden
Schnittkrifte eingefiihrt, siehe Abbildung 1.2. Dadurch verhélt sich der freigeschnittene
Teilkorper gleich wie im Gesamtsystem und kann somit zur Berechnung der wirkenden
Belastungen herangezogen werden. Da an den Schnittufern (Schnittkanten) im Allgemeinen
auch Drehmomente iibertragen werden kénnen, miissen auch Schnittmomente eingefithrt
werden. Der Angriffspunkt der Schnittkréifte ist im Allgemeinen unbekannt und kann
daher frei gewédhlt werden. Das Schnittmoment kann auch als Drehmoment interpretiert
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Abbildung 1.2.: Frei geschnittener Starrkérper mit Schnittkréften und -momenten.

werden, das durch den gewéhlten Angriffspunkt der Schnittkréfte entsteht. Es gibt also
einen Angriffspunkt der Schnittkréifte genau so, dass das Schnittmoment verschwindet.
Schnittmomente und -krafte haben unbekannte Richtung und Betrag. Daher muss fiir
jede Kontaktstelle entlang eines Freischnittes eine allgemeine Kraft und ein allgemeines
Drehmoment vorgesehen werden, siehe Abbildung 1.2. Diese beiden Gréflen kénnen durch
Krifte in jede Raumrichtung und Drehmomente fiir jede Drehachse angesetzt werden,
siehe Abbildung 1.3. Dies entspricht einer Aufteilung der unbekannten Kraft in Anteile
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Abbildung 1.3.: Freigeschnittener Starrkérper mit Schnittkréiften aufgeteilt in Koordina-
tenrichtungen.
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entlang der gewahlten Koordinatenrichtungen, fiir das betrachtete planare Problem gilt
also

f = fre. + fyey. (1.1)

Auch die Aufteilung der Kréifte kann in beliebige Richtungen erfolgen, oft empfehlen sich
Richtungen orthogonal und tangential zum Schnittufer, wie in Abbildung 1.4 dargestellt.
Die Gleichgewichtsbedingungen garantieren, dass die Summe der aufgeteilten Kréfte der
urspriinglichen Kraft entspricht.

Wichtig ist dabei, dass in der ersten Skizze die Schnittkréfte und -momente beliebig
eingezeichnet werden kénnen. Jeder angrenzende Freischnitt muss allerdings zu diesem
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Abbildung 1.4.: Frei geschnittener Starrkérper mit Schnittkriaften aufgeteilt entlang des
Schnittufers.

konsistent sein, das heifit, dass die gleichen Schnittgroflen in gegengleiche Richtung ver-
wendet werden. Der Betrag der Schnittgrofien zweier Schnittufer muss also gleich sein, die
Richtung umgekehrt. Dies garantiert, dass beim gedachten Zusammensetzen der Freikorper-
diagramme die Schnittbelastungen verschwinden. Daraus folgt, dass vollstdndige Skizzen
nur duflere Krdfte, wie Gravitationskrafte, duflere Anregungen, Motoren, etc., enthalten.
Schnittkréfte, beziehungsweise innere Krifte, diirfen dagegen nur in Freikérperdiagrammen
eingezeichnet werden.

Reaktionskrdfte und -momente (auch Zwangskréfte genannt) sind Grofien, die sich zur
Einhaltung vorgegebener Zwangsbedingungen ergeben. Sie stellen sich so ein, dass ein
Korper den Einschriankungen seiner Bewegungsfreiheit, also den gegebenen Zwangsbe-
dingungen, geniigt. Reaktionskréfte entstehen zum Beispiel bei Fithrungen, bei starren
Kontakten, oder auch quer zu einem ideal rollenden Rad, sowie auch bei Lagerungen.
Schnittkrafte sind Reaktionskréafte, da sie sich durch das statische Gleichgewicht aus
den Belastungen des Systems ergeben. Sie erfiillen den Zwang, dass der Zusammenhalt
der Teilkorper gewéhrleistet sein muss. Die Haftkraft ist eine Reaktionskraft, da sie den
festen Kontakt zwischen zwei Korpern sicherstellt. Die Haftkraft wird also als Schnittkraft
behandelt und berechnet. Infolge dessen muss die Haftbedingung nach dem Errechnen
der Reaktionskréfte genutzt werden, um die Annahme des Haftens zu iiberpriifen. Wird
die Haftbedingung nicht erfiillt, also die Reaktionskraft der Reibung ist gréfer, als die
maximale Reibkraft des Kontakts, kommt es zur Beschleunigung der Korper.

FEingepragte Krifte und Momente sind all jene Belastungen, deren Richtung und Betrag
durch aduflere Gesetze vorgegeben ist. Die gesamte auf einen Koérper wirkende Kraft
ist die Summe aus Reaktionskréiften und eingepragten Kraften. Zu den eingepréigten
Kréiften zédhlen zum Beispiel die Gravitationskraft und Motormomente, die von auflen
auf ein System wirken. Gleichsam gilt dies auch fiir &uflere Stérungen, wie zum Beispiel
Windlasten auf eine Hausfront. Auch die Gleitreibungskraft ist eine eingepragte Kraft.
Im Gegensatz zur Haftkraft wird beim gleitenden Kontakt keine Reaktionskraft der
Reibung berechnet, sondern die Gleitreibungskraft kann direkt durch ein mathematisches
Reibmodell bestimmt werden. Die Richtung der Gleitreibungskraft ist immer entgegen
der Relativgeschwindigkeit zweier Korper.
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1.1. Einfiihrung in die Statik Seite 4

Zusammenfassend: Schnittkrifte sind Reaktionskréifte und kommen durch das Auf-
trennen des Systems zustande. Sie garantieren, dass Teile eines Systems die Krafte und
Momente erfahren, die sie im Gesamtsystem erfahren wiirden, obwohl sie gedacht frei
geschnitten werden. Schnittgroflen ersetzen also in Freikorperdiagrammen die Wechsel-
wirkungen der betrachteten Teile mit ihrer Umgebung. Da es sich um Reaktionskréafte
handelt, kdnnen Schnittgréfien beliebig eingezeichnet werden. Thre Richtung und ihr Betrag
werden durch die Gleichgewichtsbedingungen bestimmt. Lediglich auf die Konsistenz der
Schnittkrifte an den Schnittufern ist zu Achten.

1.1.2. Krafte- und Drehmomentenbilanz

Die Gleichgewichtsbedingungen postulieren, dass Impuls- und Drehimpulserhaltung fir
jedes beliebige Teilsystem gelten. In der Statik {iberzeugt man sich leicht (Beschleunigungen
sind vernachléssigbar), dass die Summe alle Kréifte und Drehmomente beziiglich jedes
Punktes verschwinden muss. Insbesondere gelten diese Bilanzen fiir jeden beliebigen
Freischnitt. Die Gleichgewichtsbedingungen liefern fiir ebene Probleme 3 Gleichungen (2
Krifte- und 1 Momentenbilanz). Dementsprechend kénnen Schnittgrofien durch Momenten-
und Kréftebilanz (statisch) bestimmt werden.

Die Drehmomentenbilanz wird beziiglich eines beliebigen Punktes fiir jeden Teilkorper
bestimmt. Es ist zweckméfig den Bezugspunkt so zu wéhlen, dass moglichst viele unin-
teressante Kréfte kein Moment liefern. Dies geschieht genau dann, wenn der gewéhlte
Bezugspunkt auf der Wirkungslinie der Kréfte liegt und dadurch der Normalabstand
zwischen Kraftlinie und Bezugspunkt verschwindet.

1.1.3. Vorgehensweise
Um die Belastungen eines statischen Systems zu bestimmen geht man wie folgt vor:
a) Auftrennen des Systems in geeignete Teilsysteme
o Anfertigen eines Freikérperdiagramms fiir jedes freigeschnittene Teilsystem
o FKinzeichnen der Schnittgrofien in die Freischnittdiagramme

« Uberpriifen, ob sich diese beim Zusammensetzen gegenseitig aufheben

b) Aufstellen der Kraftebilanz

d

)

c¢) Aufstellen der Momentenbilanz beziiglich eines geeigneten Punktes
) Auflésen der resultierenden Gleichungen nach den gesuchten Grofien
)

e) Uberpriifen der Annahme der (Quasi-) Statik (z.B. Haftbedingungen)

1.1.4. Grundlegende Beispiele

Diese Zusammenhénge sollen im Folgenden anhand grundlegender Beispiele gezeigt werden.
Abbildung 1.5 zeigt einen Stab zwischen zwei Lagern. Im Punkt A ist ein Festlager
schematisch dargestellt. Dieser Lagertyp kann vertikale wie auch horizontale Krifte vom
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Abbildung 1.5.: Gelagerter Stab.

Stab auf den festen Untergrund (strichliert angedeutet) tibertragen. Das Lager im Punkt B
wird als Loslager oder auch verschiebliches Lager bezeichnet. Es kann nur vertikale Kréfte
aufnehmen, da es in horizontaler Richtung reibungsfrei gleitet. Loslager sind iiblicherweise
verschieblich eingebaute Lager, die unter Anderem die Wéarmedehnung des Stabes durch
Verschiebung ausgleichen. Da wir von idealen Lagern ausgehen, entstehen in diesen keine
Reibungsmomente und somit muss das {ibertragene Moment in den Lagern verschwinden.
Dadurch kénnen also im Lager einige Schnittkréfte ausgeschlossen werden. Es bietet sich
also an zur Berechnung der Lagerkréfte die Lager aufzutrenen und frei zu schneiden.
Die Freischnittskizze 1.6 ist nur vollstdndig, wenn alle Einzelteile des Systems abgebildet
werden und ein frei wéhlbares Koordinatensystem eingezeichnet wurde. Weiters wird hier

e . /B2
Lo Lo ] é
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Abbildung 1.6.: Freischnittskizze des Stabes und der Lager.

deutlich, dass sich die Schnittkréfte des Lagers im Punkt A und die Schnittkréafte des Stabs
im Punkt A aufheben miissen. Darum wirken hier die gleichen Kréfte in entgegengesetzte
Richtung. Die Gravitationskraft der Masse des Stabes F' ist eine eingepragte Kraft und
wirkt in der Stabmitte. Sie muss durch die Lagerkréfte ausgeglichen werden.

Als néchsten Schritt betrachte man die Kréftebilanz des Stabes (mittlerer Freischnitt),
die wie folgt lautet

z: 0=—faz (1.2a)
z2: 0=—fa.—F+ fB.. (1.2b)

Es zeigt sich also, dass das Lager im Punkt A nur vertikal belastet wird, da keine weiteren
horizontalen Kréafte wirken. Weiters gilt durch Umformen

F=—far+tfo- (1.3)

also dass die Summe der Lagerkrifte der Gewichtskraft des Stabes entspricht. Da diese
Gleichung allein nicht nach fa , und fg . auflésbar ist, wird die Drehmomentenbilanz um
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den Punkt A betrachtet l
Yot =0=Fg - ol (1.4)

wobei [ die Stabldnge ist. Daraus ergibt sich die Losung durch Auflésen der Kréfte- und
Drehmomentenbilanz

F
2

fB:= (1.5a)

far =% (1.5b)
Die Kraft F' des Stabes wird also gleich auf die Lager verteilt. Man beachte, dass fa . hier
negativ eingeht und somit physikalisch in positive z-Richtung auf den Stab wirkt. Intuitiv
sieht man, dass die Kréfte der Lager den Stab halten. Dagegen wirken die Lagerkrifte auf
die freigeschnittenen Lager jeweils in negative z-Richtung, iibertragen also das Gewicht
des Stabes in den Boden.

Analog dazu soll noch ein Balken nach Abbildung 1.7 betrachtet werden, der von einer
aduleren Kraft belastet wird. Hierbei sind die Krifte und Momente auf die Wand zu

F

|

A N

Abbildung 1.7.: Balken an einer Wand.

berechnen, die, unter Vernachléssigung der Schwerkraft, durch die Kraft entstehen. Da
die Kréfte an der Wand gefunden werden sollen, wird die Schnittgrenze durch den Punkt
A gelegt, siche Abbildung 1.8. Neben einer Normalkraft fa , und einer Scherkraft fa .

fA,z F

e. LA 4 l
é_' N fA,ac

R A fa x> C<_l N
fA,z

Abbildung 1.8.: Balken an einer Wand.
wirkt bei allgemeinen Kontakflichen auch ein Moment 7(A) . Dieses Moment wirkt einem
Verdrehen des freigeschnittenen Balkens entgegen. Im Gegensatz dazu kann durch ideale
Lager oder Punktkontakte kein Moment {ibertragen werden.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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Die Kréftebilanz des freigeschnittenen Balkens liefert

z: 0=—fay (1.6a)

0=—fa.—F (1.6b)

Die Scherkraft gleicht also die duflere Kraft F' aus. Zur Berechnung der Drehmomenten-
bilanz wird der Punkt A gewahlt, da hier sowohl fa , als auch fa . keinen Anteil am

Drehmoment haben. Die Kraftlinien schneiden den Bezugspunkt wodurch der Normalab-
stand verschwindet. Die Drehmomentenbilanz liefert also

ZTi(A) =0=Fl—7® (1.7)

und damit gilt fiir die Belastungen der Wand

fA,z =F (18&)
fae=0 (1.8b)
A = Fl. (1.8¢)
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1.2. Aufgaben

Aufgabe 1.1 (Rolle und Keil). Gegeben ist eine Rolle der Masse m;, welche mit dem
Seil S an einer Wand befestigt ist. Die Rolle liegt auf einem Keil der Tiefe T' (ent-
lang e,) und der Dichte ps. Zwischen Rolle und Keil gilt der Haftreibungskoeffizient
p1, zwischen Keil und Boden gilt ps. Die Erdbeschleunigung g wirkt entlang —e,.

S a

a) Berechnen Sie die Masse my und den Schwerpunkt des Keils beziiglich des einge-
zeichneten Koordinatensystems in e,- und e,-Richtung.

b) Schneiden Sie die Kérper frei und zeichnen Sie alle Schnittkréifte und -momente ein.
c) Stellen Sie die Kréfte- und Momentenbilanz fiir die Schnittkorper auf.

d) Berechnen Sie alle Normal- und Reibkréfte, sowie die Seilkraft fg als Funktionen
von mj, me, g und .

e) Welche Bedingungen miissen fiir p; und pe gelten, damit alle Kérper in Ruhe
bleiben?

f) Berechnen Sie die z-Koordinate der Normalkraft vom Boden auf den Keil, sodass
das Schnittmoment verschwindet.

Lésung von Aufgabe 1.1.

a) Mit der Hohe
h(z) = z tan(a)

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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ergibt sich fiir den ersten Teilpunkt:

T L rtan(a)z 1
my = / / / po dydrdz = fp2L2Ttan(a)
o Jo Jo 2

5. — foT foL (}an(a)x zpy dydzdz gL
Tz = . =3
T L ptan(a)x
5y = Jo Jo' Jo yp2 dydaxdz _ ltan(a)L
mo 3

b)
In
1 Af}/
_ %( mag I % tan(a)L
TR LR /
2L i
’ —
~
¢) Rolle
€y : fs + fricos(a) — fy1sin(a) =0
€y : —m1g + fr1sin(a) + fn1 cos(a) =0
T —rfs+7fr =0
N1 =mig
e g ()
Jri=fs= Mg cos(a)’

Keil
Der Angriffspunkt der Kraft fy; wird in z-Richtung mit & bezeichnet, siehe
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Grafik, der Angriffspunkt von fyo in z-Richtung mit e.

e : fr2 — fr1cos(a) + fn1sin(a) =0
e,: N2 —mag — frisin(a) — fa1cos(a) =0
Ty ktan(a)A—(k—e)B—(%L—e)mgg—f—T:O

A = fgycos(a) — fn1sin(a)

B = frisin(a) + fn1 cos(a)

sin(a)

fra=—migT— = T+ cos(a)

N2 =mig +mag
e) Es muss gelten, dass beide Kontaktstellen in Haftung bleiben, also

R1 R2
H1 > f y M2 > f .
N2

1

f) Die Momentenbilanz, mit M = 0, nach e aufgelost ergibt

— ktan(a)A 4+ kB + 2Lmag

e =
B + mag

Alternativ kann statt des Moments ein Kraftepaar verwendet werden. Ein
Kréftepaar kann die Auswirkung eines Moments auf einen Korper ersetzen. Die
Groflen der parallelen Krafte ergibt sich aus den Gleichgewichtsbedingungen so,
dass die Summe der Normalkréfte gleich der urspriinglichen Normalkraft ist
und das Moment durch den Abstand der parallelen Krafte erzeugt wird.

ey : fn2 + N3 —mag — frisin(a) — fy1cos(a) =0
2

Ty —k fn cos(a) —mgg§L+LN3 =0

Es folgt
%ngg + kfn1 cos(a)
N3 =
L

und

fne =mag + fn1cos(a) + frrsin(a) — Ns.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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1.2. Aufgaben Seite 11

Aufgabe 1.2 (Hebelbremse). Im folgenden Beispiel wird eine Trommel mit dem Radius r
und dem Massentrigheitsmoment 6 betrachtet, siche Abb. 1.9. Die Trommel dreht sich mit
der Winkelgeschwindigkeit w(t) und hat anfangs die Winkelgeschwindigkeit w(t = 0) = wy.
Der Drehwinkel der Trommel ¢(t) ist zum Anfangszeitpunkt gleich Null. Die Trommel
soll durch einen Bremshebel der Lange L zum Stillstand gebracht werden. Hierzu ist der
Bremshebel an der Stelle z = 0 drehbar gelagert und an der Stelle x = L wirkt eine
externe Kraft f. Bei x = [ kommt es zum reibungsbehafteten Kontakt zwischen Hebel
und Trommel. Die Reibung dieses Kontakts wird durch trockene Gleitreibung mit dem
Koeffizienten p modelliert.

Gegeben: [, L,0,wo, 7, i, f, Text, ¢, d

fe——

Abbildung 1.9.: Trommel mit Bremshebel.

Fiir die Unterpunkte a) bis e) gilt, dass die Trommel reibungsfrei im Punkt A gelagert ist
sowie dass das externe Moment 7.,; gleich Null ist:

a) Schneiden Sie die Trommel und den Bremshebel frei und tragen Sie alle relevanten
Kréfte ein. Bestimmen Sie die Normalkraft fn zwischen dem Hebel und der Trommel
sowie die Reibkraft fg.

b) Geben Sie den Drehimpulssatz fiir die Trommel an sowie die entsprechenden An-
fangsbedingungen.

c) Losen Sie die Differentialgleichung und bestimmen Sie mittels der Losung die Zeit
ts, den Drehwinkel ¢, sowie die Anzahl an Umdrehungen ng bis zum Stillstand.

d) Wie lautet die kinetische Energie Ty und T der Trommel im Anfangszustand sowie
im Endzustand (Stillstand)?

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
©@ACIN - CDS, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.2. Aufgaben Seite 12

e) Der Winkel s bis zum Stillstand kann auch aus der Reibarbeit W berechnet
werden. Die verrichtete Reibarbeit ergibt sich aus dem Arbeitssatz zu W = Tg — Tj.
Berechnen Sie die Anzahl der Umdrehungen n, bis zum Stillstand aus der Reibarbeit.
Hinweis: Die Reibarbeit lautet W = fO‘pS Tr dp, wobei 7r das Reibmoment definiert.

Fiir die Unterpunkte f) bis g) gilt, dass im Punkt A eine Drehfeder mit der Federkonstanten
¢ und dem entspannten Winkel ¢ = 0, eine Dampfung mit der Konstanten d sowie das
externe Moment 7.,; # 0 wirkt. Die Feder ist im Ruhezustand entspannt:

f) Welche zusitzlichen Momente wirken nun an der Trommel? Geben Sie den Drehim-
pulssatz fiir die Trommel an.

g) Schreiben Sie das resultierende Gleichungssystem als System von Differentialglei-
chungen 1. Ordnung an und bestimmen Sie die Ruhelagen.

Losung von Aufgabe 1.2.

a) Der freigeschnittene Bremshebel sowie die Trommel sind in Abb. 1.10 dargestellt.

f
- — v
— fr 1
IN
In
y fr

Abbildung 1.10.: Freischnittskizze der Trommel und des Bremshebels.
Aus dem Momentengleichgewicht ergibt sich die Normalkraft fn und die Reib-
kraft fr zu

In=+f

L
fr=nfn = nTf.

L
z

b) Drehimpulserhaltung und Anfangsbedingungen:
" L :
0p=—rfr=—rupf  ¢(0)=0, ¢(0)=wo.

c) Es folgt fiir die Zeit t5, den Drehwinkel 5 = ¢(t5) und die Anzahl an Umdre-

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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hungen ng bis zum Stillstand

ts = ot w
s r,uLf 0
R
Po = 27“,uwa0
ng= s 0 »
2 AmrupLf

d) Die kinetische Energie des Anfangszustands sowie des Endzustands lautet:

1
TO = 59@(2)
T =0
e) Mithilfe des Arbeitssatzes W = Tg — Ty und W = [* Tpde mit 7r = —r fg
ergibt sich die Anzahl der Umdrehungen zu

_ps 0l 9
s or T 47rr,uwa0'

f) Zufolge der Drehfeder und der vorhandenen Dampfung miissen die beiden
Momente My = cp und My = d¢ beriicksichtigt werden und somit lautet die
Impulserhaltung wie folgt

0(10 + d‘P + P = Teaxt — rfr Sgn(sb)'

g) Der Zustandsvektor x ist gegeben durch x’ = [y, )] und somit ergibt sich die
Zustandsraumdarstellung zu

. 0 1 0
X = X + .
76/9 *d/@ (TeztfrfR sgn((p))/g

Die entsprechenden Ruhelagen lauten

1
Y = —Text
C
o= 0.

Diese Darstellung ist besonders im Bezug auf die Automatisierung von Interesse
(Zustandsraum-Darstellung als Standard Form).

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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2. Euler-Lagrange Gleichungen

Aufgabe 2.1 (Balken). In Abb. 2.1 ist ein drehbar gelagerter Balken (Trédgheitsmoment

Hggz um den Drehpunkt A, Linge I, Masse vernachlédssigbar) abgebildet auf den das
Moment 7 wirkt. Im betrachteten ebenen Beispiel gleitet ein Wiirfel mit der Kantenlénge
2k, dem Massentrégheitsmoment 91(/5?2 ., um den Schwerpunkt S des Wiirfels und der Masse
m reibungsfrei auf diesem Balken. Weiters greift eine parallel zum Balken wirkende
Storkraft F; am Schwerpunkt des Wiirfels an. Am rechten Ende des Balkens ist eine

lineare Feder mit der Federkonstante ¢ und der entspannten Federldnge xy angebracht.

s Wiirfel

D=~

Abbildung 2.1.: Drehbar gelagerter Balken mit gleitendem Wiirfel.

a) Leiten Sie die Winkelgeschwindigkeit und die translatorische Geschwindigkeit des
Schwerpunkts des Wiirfels in Abhéngigkeit der generalisierten Koordinaten q =

T
[cp s} und deren zeitlicher Ableitungen her.

b) Bestimmen Sie die kinetische Energie des Systems in Abhéngigkeit der generalisierten
Koordinaten q und deren zeitlicher Ableitungen.

c) Ermitteln Sie die potentielle Energie des Systems. Nehmen Sie dazu an, dass die
potentielle Energie fiir ¢ = 0 verschwindet.

d) Schreiben Sie die Lagrange-Funktion an.

e) Leiten Sie mithilfe des Euler-Lagrange-Formalismus die Bewegungsgleichungen des
Systems her.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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Lésung von Aufgabe 2.1.
a) Der Ortsvektor vom Koordinatenursprung zum Schwerpunkt des Wiirfels xy
folgt zu
scos(ip)
Xy =
ssin(p)

und somit die translatorische Geschwindigkeit vy zu

d scos(p) — ssin(p)@
Vi = —Xw =
dt 5sin(p) + scos(¢)¢

bzw. ergibt sich fiir die Winkelgeschwindigkeit des Wiirfels wyy = ¢.

b) Die kinetische Energie ergibt sich unter Vernachlissigung der Masse des Balkens
zu
e O R N WO R S S 3 ¢ IR B P B N O S B0
= 5( B2z + W,ZZ)SO + imVWVW = 5( B2z + W,ZZ)SO + im(s + 5%y )
c¢) Fiir die potentielle Energie der Feder Vi ist die Lange der Feder zu bestimmen.

Dazu wird der Ortsvektor xr vom unteren zum oberen Aufthdngungspunkt der

Feder

| ksin(p) + Leos(p) — &
h — kcos(p) + ésin(gp)

bendtigt. Damit folgt die potentielle Energie der Feder zu
1 2
Ve = §C(|XF’ — xp)

mit [xp| = /xFxp. Die potentielle Energie Vi; zufolge der Gravitation berechnet
sich zu Vi = mgssin(p) und weiters die gesamte potentielle Energie zu

V:VG+VF—VF((p:O).
d) Die Lagrangefunktion L ergibt sich zu

_ _ L ($) Vo2, L (.2 2.9 :
L=T-V= 5(«93’% + 9W,zz)<P + §m<s + 579 ) — mgssin(p)
1 1
— 5ellxr| - 20)? + gelh—k = 20)°.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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e) Euler-Lagrange-Formalismus:

il5) ~(5q) =
dt \ 0q oq) —
Die einzelnen Ableitungen folgen zu
d (‘9L>T _ (955?; + 95{2,2 + m32)¢ + 2mssp
dt\oq,) i
und

<8L)T _ [—mgs cos(p) — c(|xp| — xo)@x% {k; cos(p) — %sin(gp) ksin(p) + %cos(go)}T
oq '

ms¢? — mgsin(yp)

Der Vektor der dufleren Kréfte f,, folgt zu

.
£, — .
Y le]

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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Aufgabe 2.2 (Pendel). In Abbildung 2.2 sind zwei Pendel (Linge L1, Masse m;) starr mit
Hilfe eines Querstabes (Lénge Lo, Masse mg) miteinander gekoppelt. Die Pendel sind
durch eine lineare Drehfeder (Federkonstante ¢p, entspannte Lage fiir ¢ = 0) mit dem
Querstab verbunden. Uber eine masselose Stange der Linge [ wird auf eine Punktmasse
my mittels eines Elektromotors (Masse m)y, fix im Schwerpunkt des Querstabes befes-
tigt) ein externes Drehmoment 7 aufgebracht. Im Weiteren sei angenommen, dass die
Reibungsmomente in den Aufhdngepunkten (horizontaler Abstand L) durch drehwinkel-
geschwindigkeitsproportionale Drehddmpfer (Dampferkonstante d;) ausgedriickt werden
konnen.

Hinweis: Das Massentrigheitsmoment eines diinnen Stabes (Masse m, Lénge 1), der um
eine Querachse durch den Schwerpunkt rotiert, lautet 8 = %le.

A ey

€y

d1 l g dl

Li,mq

Li,mq

Abbildung 2.2.: Pendel

a) Wahlen Sie einen geeigneten Vektor der generalisierten Koordinaten q und stellen
Sie die Ortsvektoren ro und rgx, vom Ursprung des Koordinatensystems zu den
Schwerpunkten des Querstabes und der Punktmasse, auf.

b) Bestimmen Sie die translatorische Geschwindigkeit der Punktmasse mg.

c) Berechnen Sie die kinetische Energie des Systems in Abhéngigkeit der generalisierten
Koordinaten q und deren Zeitableitung q.

d) Ermitteln Sie die potentielle Energie des Systems in Abhéngigkeit der generalisierten
Koordinaten q.

e) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen des Systems mit Hilfe des Euler-Lagrange-
Formalismus her.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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Lésung von Aufgabe 2.2.

a) Der Vektor der generalisierten Koordinaten wird mit Hilfe der Winkel ¢ und

entsprechend
%) %Lg—i—Llsingo %Lg—i—Llsingo—l—lsinw
= s Tro = T -
d P ? —Ljicosyp —Licosp —lcosvy
b)

rg = L1¢

Cf)S cp] Ll ¢ [c?s 1/1]
sin ¢ sin ¢

1/1 9 Li\?\ 5, 1 2.2
T:2§ EmlLl—le 7 %2 +§(m2+mM)L1g0

1 . .
+ oMK {L%@Q + 124% 4+ 2L, 1¢a)(sin @ sin ¥ + cos @ cos 1/))]

L
V= 2m1971(1 —cos) + (ma +mpr)gLi(1 — cos )

1
+mgg[Li(1 —cosy) + (1 —cosy)] + 2501902

1 L1\?
(2 (mmlL% +my (;) ) + (mg +mar + mK)L§> @
d/. . .
+ mKLlla (1/)(8111 @ sin 1y + cos p cos ¢))
— mp L1pt(cos @ sin ih — sing cos )
+ sinp(my + mar + ma + mr)gLi + 2c19 = —2d1¢

ml?) + mKLll%(nﬁ(sin psin + cos @ cos 1))
— mp L1 (sin @ cos i — cos psin 1))

+mgiglsiny =71

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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3. Warmeiibertragung

Aufgabe 3.1 (Strahler). Ein halbkugelférmiger Strahler (Durchmesser d, Temperatur
T,, Emissivitat €5) heizt eine ebene Scheibe (Durchmesser D, Dicke H, Emissivitit
e1, Warmeleitfdhigkeit A;) auf, sieche Abb. 3.1. Der Wéarmeaustausch durch Konvektion
wird hierbei vernachléssigt. Die Temperatur der Unterseite der Scheibe ist konstant
und entspricht der Umgebungstemperatur T,,. Die Auflenfliche des Strahlers und die
Mantelfliche der Scheibe sind ideal isoliert.

TOO T27A2752

Strahler

. ‘ T, A
h : 1,411
Sc elbei oD ‘
%er /ql
o H
Too

Abbildung 3.1.: Aufheizen einer Scheibe.

a) Bestimmen Sie die Sichtfaktoren Fia, Fo1, Fao und Fb3. Der Sichtfaktor Fi3 zwischen
der Scheibe und der imagindren Flache As ist bekannt. Geben Sie zuerst den
Sichtfaktor F3s an.

Hinweis: Nutzen Sie hierbei die Summationsregel fiir die Strahlungsraume bestehend
aus Ay, A3z und der Umgebung sowie As und As. Die Oberflache einer Kugel mit
Radius R betragt 47 R?.

b) Leiten Sie die Formel zur Berechnung der Nettowédrmestromdichten

q = diag{e}(E — F(E — diag{e})) ' (E — F)oT*

her. Gehen Sie von der Nettowdrmestromdichte die die Oberfliche A; verlasst, d.h.,
4; = €; (0T} — G;) aus, wobei die auf die Fliche A; auftreffende Strahlungsenergie
sich zu

G =N, Fji(eioTH + (1 — &;)G;) errechnet.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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c¢) Schreiben Sie die Warmeleitgleichung mit den Randbedingungen fiir die Scheibe
unter der Annahme einer homogenen Temperaturverteilung in radialer und axialer
Richtung sowie bekannter Warmestromdichte ¢; an. Bestimmen Sie das stationére
Temperaturprofil der Scheibe in z-Richtung und die Oberflachentemperatur 77 fiir

A1(z) = exp(—2).

Lésung von Aufgabe 3.1.
a)

Fi5 = Fi3 (3 1)
D2
Fyy = — 2
2= 5 s (3.2)
1
Fn =3 (3.3)
Fog = (3.4)
2= .

b) Der gesuchte Zusammenhang folgt aus
G = F |diag(e)oT* + (E - diag(c))G]

und
q = diag(e) <0T4 - G)

durch einfache Umformung

¢) Warmeleitgleichung in z-Richtung mit den Randbedingungen:

pcpgtT(z, t) = ({i <A1(z)iT(z, t)>

0
>\1(0)$T(0, t)=aq

T(H,t) =Ty
Stationédres Temperaturprofil der Scheibe in z-Richtung:
Ts(2) =Too + ¢1 (ez — eH>
Oberflichentemperatur der Scheibe T7:

T = Too + 1 (1 - o)

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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Aufgabe 3.2 (Stromschiene). Durch eine diinne, stromdurchflossene Schiene mit der homo-
gen verteilten Temperatur 77 werden zwei eingefasste Schienen erhitzt, deren Unterseite
durch geeignete Kiihlung konstant auf T, gehalten wird (sieche Abb. 3.2). Es wird an-
genommen, dass alle drei Strahlungskorper gegeniiber den schraffierten Kérpern perfekt
thermisch isoliert und in die Tiefe unendlich ausgedehnt sind und nur durch Strahlung
Wiérme austauschen. Die obere Schiene 1 wird von einem Gleichstrom I durchflossen
und erwédrmt sich durch den spezifischen Widerstand g;. Da der Strahlungsraum nicht
geschlossen ist, wird er durch eine mit Temperatur 7T, strahlende, unendlich ausgedehnte
Umgebung vervollsténdigt. Im Folgenden sollen die Temperaturen im stationdren Fall
abhingig vom beaufschlagten Strom I und der Umgebungstemperatur T, berechnet

werden.
W ]
1
T1,e1,01 °©
N Too 02,0
T: A
2,82 T3783, )\
0
s = T 2,1
2 3
e L L L T L L

Abbildung 3.2.: Skizze des Strahlungsraumes (links) und Winkeldefinitionen zur Berech-
nung des Sichtfaktors (rechts).

a) Angenommen, der Sichtfaktor Fp; = F ist gegeben. Bestimmen Sie die Sichtfaktorma-
trix fiir den Strahlungsraum ,j € {1,2,3, 00}. Hinweis: Aufgrund der unendlichen
Ausdehnung der Umgebung gilt Fioo1 = Fioa = Fiog = 0 und Fioooo = 1.

b) Berechnen Sie F explizit durch Integration entlang der Kontur (siehe Abb 3.2).

¢) Aufgrund der Symmetrie der Anordnung wird sich stationdr Th = T3 ergeben, wes-
halb die beiden Schienen zu einem Korper mit Oberflichentemperatur 74 zusammen
gefasst werden konnen. Zudem wird der Einfluss der strahlenden Umgebung vernach-
lassigt®. Geben Sie die Eintriage F'1, 14, F41 und Fyy der reduzierten Sichtfaktorma-
trix F.q an. Hinweis: Beachten Sie die Additionsregel A;F;; = A;, Fi,j + Ai, Fiyj
fiir die Zusammensetzung der Flachen A; = A4;, + A,,.

Im Folgenden wird angenommen, dass die Warmestréme ¢ in Abhéngigkeit der Tempera-
turen, also ¢1(T1, Ty, To) und G4(77, T4, Too ), bekannt sind.

d) In den beiden Schienen 2 und 3 wird sich aufgrund des Wéarmestromes ¢4 ein
stationdres Profil Ts(z) einstellen. Geben Sie die stationdre Warmeleitgleichung mit
beiden Randbedingungen an und 16sen Sie diese.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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e) Stellen Sie das nichtlineare Gleichungssystem zur Bestimmung von 77 und 7} auf.
Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis des vorherigen Punktes und die stationére
Leistungsbilanz in Schiene 1.

“Genau genommen ist dies nur zuldssig wenn die Umgebung ausschliellich aus schwarz strahlenden
Oberflachen mit einer Temperatur T, = 0 besteht. Fir dieses Beispiel wird diese Situation zur
Vereinfachung angenommen, auch wenn sie etwas praxisfern ist.

Lésung von Aufgabe 3.2.
a)

0 F F 1-2F
F 1-F

2 .
F 0 0 1-F
00 0 1

b)
— ' 1 N Ewy ) Va?+IL?
F21:ﬁ/0 sin(6a,1) —sin(fz0) do = 57 /\/m U_/a w

— % (Va2 +412 + a0 - 2Va? + 12).

0 2F
Fied = F 0 .

Ts(2) = Too + qf(b— 2).

. 01 ;2
G (Th, Ty, Tso) — m[ =0

(1, Ty, T)

Ty — T 3

b=0.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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Aufgabe 3.3 (Durchlauffritteuse). Gegeben ist eine Durchlauffritteuse wie in Abbildung
3.3. Dabei werden Lebensmittel (LM) durch ein Olbad mit der homogenen Temperatur
To transportiert. An der Eintrittsseite hat das Lebensmittel die Umgebungstemperatur
Two, an der Austrittsseite die Temperatur 17, ;.

Der Durchfluss an Lebensmittel erfolgt konstant und kontinuierlich. Wahrend des Pro-
zesses saugt das Lebensmittel eine Olmenge von 20% seiner Masse auf. Der Durchfluss sei
eintrittsseitig s und austrittsseitig folglich 1.2ry . Die entstandene Massendifferenz
des Oles wird iiber eine Pumpe P; nachgefiillt, das Frischol hat Umgebungstemperatur
Tso. Die Gesamtmasse an Ol in der Fritteuse ist somit konstant mo. Eine weitere Pumpe
P, fordert das Ol in einem Kreislauf an einem ohmschen Heizdraht vorbei um es zu
erhitzen. Das Lebensmittel im Olbad befindet sich vollstindig unter der Oloberfliche.
An der Oloberfliche findet ein konvektiver Wirmeiibergang zur Luft (Temperatur Ty)
mit dem Ubergangskoeffizienten ag f, statt. Die Oberfliche des Oles gibt an die dariiber
liegende Dunstabzugshaube durch thermische Strahlung den Wérmestrom Qgrap ab. Die
rot umrandeten Fliachen sind adiabat.

Too, AH,€H
T Q
RAD TH. A
. 0,40,€0,00,L .
Toos1p M, Cp,L]V[/W ____________________ N , Ton, 120
TOr’ij:Cp,O
: NS
s ) ERONAET = WERSIRE I P
\/
Py ﬂrPel l

Abbildung 3.3.: Durchlauffritteuse
Es sind folgende Punkte zu bearbeiten. Die Unterpunkte b) - d) kénnen unabhdngig
von a) geldst werden.

a) Bestimmen Sie die Sichtfaktormatrix fiir den Strahlungsraum iiber dem Ol, bestehend
aus der Oberfliche Ap des Oles und del: Oberfliche Ax der Dunstabzugshaube.
Berechnen Sie weiters den Warmestrom Qrap.

b) Stellen sie die stationire thermische Energiebilanz fiir das in gelb hervorgehobene
Olvolumen inklusive eingetauchter Lebensmittel auf. Das Kontrollvolumen fiir die
Energiebilanz ist in blau strichliert hervorgehoben.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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c¢) Berechnen Sie die notwendige elektrische Leistung P.; um bei stationdrem Betrieb
die Oltemperatur auf einem konstanten Wert T zu halten. Der ohmsche Heizdraht
hat dabei den Wirkungsgrad n, 0 <n < 1.

d) Am Ende der Produktion kommt der Lebensmitteldurchfluss zum Stillstand und die
beiden Pumpen P; und P, sowie die Heizung werden abgeschaltet. Geben Sie die
Differentialgleichung und notwendige Anfangsbedingungen fiir den Zeitverlauf der
Oltemperatur Tp an.

Lésung von Aufgabe 3.3. Losung:

2)

T4
EH TH
Qrap = Aodo

b)

0 = riparcprm(Too — Toar) 0.2 101 ¢p.0(Too—Trar )+ Aoco LT — To)—Qrap+Pun

1 . ) .
P, = p (—mLMCp,LM(Too —Trm) —0.2mpnep0(Too — Tom) — Aoco, (T —To) + QRAD)

mocpoTo(t) = Aoao,1(Tee — To) — Qrap

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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Aufgabe 3.4 (Ofen). Bei der Modellierung eines mit Schamott ausgekleideten Glithofens
soll die zeitliche Dynamik der Verkleidung beriicksichtigt werden. Der in Abbildung 3.4
dargestellte Langsschnitt des Ofens mit quadratischem Querschnitt zeigt ein durch einen
nicht nédher untersuchten Prozess aufgeheiztes Medium, welches auf die Verkleidung strahlt.
Zur Vereinfachung wird lediglich ein Wandsegment untersucht, welches die Form eines
Pyramidenstumpfes hat.

Ac Ac

2 2

Az| Az

»

A p

Cgi,’n, Qou,f,
e e

AN

i D

Abbildung 3.4.: Ofen mit Schamottverkleidung. Links: Langsschnitt des Ofens mit betrach-
tetem Wandsegment (grau) und Wéarmefliissen. Rechts: Wandsegment
mit vier diskreten Volumina.

Um den Rechenaufwand gering zu halten, wird ein eindimensionales Modell des Segments

verwendet, wobei sowohl die Temperatur 7" als auch der lokale Warmefluss ¢ lediglich von
x abhingen. Die Seitenflichen des Segments werden als adiabat isoliert betrachtet. Dies
fiihrt auf die partielle Differentialgleichung

pepA(x)

oT 9 ( 8T>7 55)

wobei A(x) die Querschnittsfliche des Segments bezeichnet.

a) Leiten Sie (3.5) unter den getroffenen Annahmen aus der Energieerhaltung her. Er-
klaren Sie weiters, warum die Annahme einer adiabaten Isoliertheit der Seitenflichen
ndherungsweise gerechtfertigt ist.

b) Die partielle Differentialgleichung (3.5) soll durch ein einfacheres konzentriert-
parametrisches Modell approximiert werden. Dazu wird das Wandsegement in
vier Teilvolumina (siehe Abbildung 3.4 rechts) mit Ax = % zerlegt, in welchen die
Temperatur lokal homogen angenommen wird.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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Leiten Sie aus der Energieerhaltung der Teilvolumen die Differentialgleichungen fiir
die Temperaturen T; mit ¢ = 0, 1, 2,3 her. Approximieren Sie die Ortsableitungen
der Temperatur durch geeignete finite Differenzen.

c¢) Zeichnen Sie die erhaltene Approxima.tion als RC-Ersatzschaltbild. Welche Bedingung
miissen die Warmestrome @, und @, stationar erfiillen?

d) Schreiben Sie die Differentialgleichungen in der Form x = Ax + Bu mit geeignetem
x und u.

Lésung von Aufgabe 3.4.
a) Anschreiben der Energieerhaltung fiir eine Scheibe von x1 bis xo liefert

/;2 [pcpA(x)%z; + Ez:(A(m)q(a:))} dz =0,

1

woraus das gesuchte Ergebnis folgt
b) mit den Abkiirzungen

i - )\A(.%'i+1)

G, =
R, w1 —w

= [ oA

lautet das vierdimensionale Gleichungssystem

dTy

COE = Go(Ty — Tp) + Qin
dT;
Clditl =Gi(Tx —Th) — Go(T1 — To)
dT:
CQd—tz = Go(Ts —T) — G1(Ty — T1)
dT: .
C':’)(T3 = —G2(T3 — T2) — Qout-
t
C) Qm = Qout-
L LT  To 13
. Ry Ry Ry )
Qin __Cb —61 __C'Q __CY:), Qout

Abbildung 3.5.: Konzentriert-parametrisches Ersatzschaltbild.

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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3. Wiérmeiibertragung
d) Mit x = [Ty, Ty, To, T3]7, u = [Qm, Qout]T folgt die gewtlinschte Darstellung

_Go Go 1
Co o 0 0 o 0
A A
— 1 1 1
X 0 G1 G1+G2 Ga X+ 0 0 u
Co Co Co
Ga _Ga _ 1
0 0 s s 0 s
=A =B

Ubung Modellbildung (Sommersemester 2019)
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Aufgabe 3.5 (Polymer). In dieser Aufgabe soll das Aufschmelzen eines thermoplastischen
Polymers ausgehend von der Raumtemperatur T, betrachtet werden. Abb. 3.6 a) zeigt
den Querschnitt der zylinderférmigen Apparatur.

c
Heizband: pp
Th, P S
— Polymer: b
" Tp(7); Cp,py Aps Pp
Cp,sf~ —
c
Stahlzylinder: P
TZ(T)7CP,27>\Z7pz
Tgl Tg2 T
a) b)

Abbildung 3.6.: a) Querschnitt der zylinderformigen Apperatur. b) Verlauf der spezifischen
Warmekapazitat cp .

Um den Kunststoff im Inneren zu schmelzen, fithren Heizmatten auf der Auflenseite eines
Hohlzylinders aus Stahl der Lange L konstant die Leistung P zu. Bei der sogenannten
Glastibergangstemperatur wird die kristalline Struktur des Polymers in eine fliissige
Schmelze gewandelt. Die dafiir benotigte Energie kann ersatzweise durch eine von der
Kunststofftemperatur T}, abhéngige spezifische Warmekapazitét ¢, , = ¢ (1)) beschrieben
werden, siehe Abb. 3.6 b).

Die Heizmatten sollen mit homogener Temperaturverteilung 7} und vernachléssigbarer
Dicke modelliert werden. Durch freie Konvektion kommt es zum Energieaustausch mit der
Umgebung. Diese kann ebenso wie der Wéarmeiibergang vom Heizband auf den Massezylin-
der und der Acebergang vom Zylinder auf den Kunststoff durch Randbedingungen dritter
Art der Form ¢; = a; AT}, i € {00, hz, zp} mit konstanten Warmeiibergangskoeffizienten
«; beschrieben werden.

a) Stellen Sie das gekoppelte System partieller Differentialgleichungen inklusive Anfangs-
und Randbedingungen des vorliegenden Wéarmeleitproblems mit dem Systemeingang
P auf. Die Warmeleitung in axialer Richtung kann dabei vernachléssigt werden.
Hinweis: Berechnen Sie die Heizbandtemperatur 7}, als Funktion der Leistung P,
der Raumtemperatur T, und des Wérmestroms ¢, .

Vernachléssigen Sie fiir die folgenden Aufgaben die Warmekapazitat des Metallzylinders
und nahern Sie den Kunststoff als konzentrierte Masse mit homogener Temperatur 7}, an.

b) Geben Sie ein RC-Ersatzschaltbild des Warmeleitproblems der vorigen Aufgabe an
und bestimmen Sie alle auftretenden Ersatzgréfien inklusive deren Einheiten.

c) Bestimmen Sie den Zeitverlauf der Kunststofftemperatur 7}, in einem Bereich mit
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konstanter spezifischer Warmekapazitat c,, = konst. ausgehend von T, und be-
rechnen Sie die stationdre Endtemperatur T, = limy_, 40 Tp(t).

Skizzieren Sie qualitativ den Zeitverlauf der Kunststofftemperatur 7}, bis zum Errei-
chen der Fliissigphase des Polymers. Unterteilen Sie dafiir den Aufschmelzvorgang
in drei Phasen: Aufheizen bis Ty, Aufschmelzen bis T2 sowie das Erwarmen auf
die Endtemperatur T),(t.) = Te > Tyo.

Lésung von Aufgabe 3.5.

a) Unter Verwendung der allgemeinen Wérmestréome ¢y, und ¢, (von auflen nach

innen orientiert, also z.B. von h nach z) ldsst sich der Polymer durch die partielle
Differentialgleichung

oo (Tp) Tp(r,t) = Ay (i;, (Tngp(r, t)))

mit den zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen

0 .
APETP(T’ t)’r:ri = {zp

Tp(r,0) = Two

beschreiben. Analog dazu gilt fiir die Zylinderwand

. 10 0
PzCp T (T’, t) =\ (7’87’ (T(??“Tz (7’, t)))
mit den zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen

.
r

0
r

9 TZ(T‘, t)|r:ro = (h=
,—T,
A 0

2 (7, t)‘r=m = —qzp
T.(r,0) = T.

Die Warmestrome ergeben sich zu

Gzp = azp(Tz(Ti) - Tp(rz))
Oéhz/aoog + (oo — T2(70))
1 + Oéhz/aoo

th =

b) Das thermische Ersatzschaltbild
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Rhoo th
L | I
P
Too T Co(Ty) = |1,

mit den darin auftretenden Grofien

1
2rom Lo

Cp = /v Ppcpp AV = rimLpyeyp(T)
P

Rhoo =

1 1 1 To 1
Ry, = —— —1
" onL (azpri * Az n(n) * OzhzT’c))

Die Einheiten der Grofien im ESB:

K
R = &
J
=%
[P] =W
7] = K

(th + Rhoo)cp(Tp) Tp =Too + PRpoo — Tp .

T(Tp)

Fiir den Fall ¢, , = konst. ergibt sich die Losung der ODE fiir die Anfangsbe-
dingung 7,(0) = To und konstanter Leistung P zu

Ty(t) = Too + PRpco(1 — exp(—t/7(1))) -

d) Temperaturverlauf der homogen und konzentriert angenommenen Kunststoff-
Masse bei konstanter Heizleistung:
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te
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Aufgabe 3.6 (Crank-Nicolson-Verfahren). Die eindimensionale Warmeleitgleichung mit

Reaktionsterm 5 e
T T
E = a@ +aT (38&)
ist definiert auf dem Gebiet (z,t) € (0,1) x RT. Fiir allgemeine Anfang- und Randbedin-
gungen

T(z,0) = To(z) (3.8b)
T(0,t) = Ty () (3.8¢)
T(1,t) = Ty(t) (3.8d)

soll eine numerische Losung mithilfe der Finiten-Differenzen-Methode berechnet werden.
Dazu wird das aquidistante Gitter (¢Az,nAt) mit ¢ = 0,...,N und n = 0,1,2,...
eingefiihrt. Ein verbreitetes numerisches Verfahren zur Lésung parabolischer partieller
Differentialgleichungen stellt das Crank-Nicolson-Verfahren dar. Dabei wird allgemein die

nichtlineare Gleichung
ou_ [ P
ot~ T\ " oa?

mit der Funktion f durch das implizite Differenzenschema

ARy |

—— AL : :§<fzn+1+fin)

approximiert, wobei die Abkiirzungen ]’ = u(iAz,nAt) und f}* = f (u:‘, %(iAJJ, nAt))
verwendet wurden. Die Ortsableitung in f muss dabei durch eine geeignete Methode

approximiert werden.

a) Formulieren Sie das Differenzenschema des Crank-Nicolson-Verfahrens fiir die Warmeleit-
gleichung (3.8a) an einem allgemeinen Punkt im Inneren des Definitionsgebiets.
Verwenden Sie dabei den zentralen Differenzenquotienten zur Approximation der
zweiten Ortlichen Ableitung.

b) Unter Verwendung der dirichletschen Randbedingungen soll das Crank-Nicolson-
Verfahren als System von Differenzengleichungen in Matrixform

I+QT" =I-QT"+R

mit dem Vektor T = [T7,...,T§_,]| dargestellt werden. Geben Sie auch die not-
wendige Anfangsbedingung an.

¢) Angenommen, die Randbedingung fiir = 0 wird durch eine neumannsche Randbe-
dingung der Form

or 1

%(OJ) = XQ(t)
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ersetzt. Was verdndert sich im Vergleich zum vorigen Unterpunkt? Schreiben Sie
das Crank-Nicolson-Verfahren in Matrixform an.

d) Losen Sie das Anfangswert-Randwert-Problem (3.8) in numerischer Software wie
beispielsweise MATLAB oder Octave.

Lésung von Aufgabe 3.6.

a) Mit den Abkiirzungen r = Q‘IAA;Q und [ = 2r — O‘TAt folgt

—rTEY A DT T = T 4+ (L= DT 4+ T
b) Auswerten des Differenzenschemas an i = 1,..., N — 1 liefert das lineare

Gleichungssystem
I+QT" =1-QT"+R

mit den Elementen

L —r 0 - _
—r 1 —r e o0 T+l rig 41Ty
1
o —r 1 —r 0 T+t 0
Q= . . . - T = . , R= :
. . . . N 0
—r l -r Thii 1
rTR +rTN"
0 0 0 —r } B

mit den unbekannten Werten 73" und T, welche sich aus den dirichletschen
Randbedingungen zu

Téﬁb = Tl (nAt)
T = Th(nAt)

ergeben. Die Matrix Q ist eine sogenannte Tridiagonal-Toeplitz-Matrix, welche
sich durch Verwendung des Thomas-Algorithmus effizient 16sen ldsst.

¢) Durch Approximation der Ableitung am Rand mittels einfachen Differenzen-
quotienten folgt flir die Stiitzstelle am linken Rand

Az
Ty =17 - TQ(”At)

d) wird in der Ubungseinheit besprochen.
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