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1 Kontinuumsmechanik

Physikalische Objekte bestehen aus Molekiilen, welche wiederum aus Atomen aufgebaut
sind. Unter einem mikroskopischen Modell versteht man ein Modell, welches physikalische
Zusammenhénge auf atomarer Ebene beschreibt. Mikroskopische Modelle sind damit au-
Berst wichtig fir die Untersuchung physikalischer Phdnomene. Fiir Ingenieursanwendungen
ist dieser Zugang allerdings nur bedingt einsetzbar. Wir werden uns im Folgenden daher
mit der Methode der Kontinuumsmechanik beschéaftigen, die ein méchtiges und effektives
Werkzeug zur Beschreibung von vielen physikalischen Phdnomenen darstellt und ohne ein
detailliertes Wissen der komplexen internen (Mikro-) Strukturen angewandt werden kann.
Hierzu ein Beispiel: Wasser besteht aus unzéhligen Molekiilen. In guter Ndherung kann
Wasser als kontinuierliches Medium anhand von bestimmten Feldgréfien, die im Zusam-
menhang mit internen Strukturen, wie etwa die Dichte, Temperatur und Geschwindigkeit,
beschrieben werden. Aus physikalischer Sicht ist dies eine Néherung, fiir welche die grofie
Anzahl an Molekiilen durch eine kleine Anzahl an Eigenschaften ersetzt wird. Solch ein
Modell wird auch als makroskopisches Modell bezeichnet. Ein makroskopisches Modell
beschreibt damit Figenschaften, welche einer Mittelung iiber Dimensionen entsprechen,
die klein genug sind, um grofie Gradienten und lokale Auswirkungen mikrostruktureller
Effekte zu erfassen. Ergebnisse die auf makroskopischen Modellen basieren sind nicht
exakt, allerdings hinreichend genau um physikalische Phdnomene zu beschreiben. Die
Kernaufgabe der Kontinuumsmechanik besteht prinzipiell darin,

(i) die Bewegung und Deformation (Kinematik) und

(ii) die wirkenden Spannungen und Kréfte (Kinetik) eines physikalischen Objektes zu
untersuchen sowie

(iii) sogenannte Erhaltungsséitze zu formulieren, anhand derer die Bewegung des physi-
kalischen Objektes mathematisch beschrieben werden kann.

In der Kontinuumsmechanik wird angenommen, dass ein Kérper eine kontinuierliche (oder
zumindest stiickweise kontinuierliche) Massen- und Volumenverteilung im Raum und der
Zeit aufweist. Der Koérper kann damit als kontinuierliche Menge von materiellen Punkten
beschrieben werden und wird auch als Kontinuum bezeichnet.
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1.1 Grundlagen der Elastomechanik

Bevor die kinematischen und kinetischen Beziehungen fiir den allgemeinen Fall beschrie-
ben werden, soll das folgende Kapitel einige fundamentale Konzepte der Mechanik von
deformierbaren Korpern erlautern.

1.1.1 Spannung

Die auf einen Korper wirkenden dufleren Kréfte werden innerhalb des Korpers iibertragen.
Diese Ubertragung von Kriften fithrt zu inneren Kréften. Deren Intensitéiten sind durch
Spannungen charakterisiert. Man unterscheidet in diesem Zusammenhang zwischen Normal-
und Schubspannungen.

Normalspannung

Man betrachtet zur Definition der Normalspannung einen geraden Stab mit der Quer-
schnittsflache A, auf den duBere Kréfte f mit dem Betrag ||f|| = f wirken. Deren gemeinsa-
me Wirkungslinie sei die Stabachse, vgl. Abbildung 1.1. Zunéchst schneidet man den Stab

- G
€
a .

dA

Abbildung 1.1: Normalspannung in einem Stab.

an einem Querschnitt frei. Es wirkt dann auf ein infinitesimales Flachenelement d.A der
Querschnittsfliche A eine innere Kraft dN, mit dem Betrag ||dN|| = dN, die normal zur
Flache A ist. Man definiert nun die Normalspannung o an einem Punkt der Schnittflache
A in der Form

_dN
=31
Damit Kréftegleichgewicht herrscht, muss [, 0dA = [, dN = f gelten. Es folgt damit die
mittlere Normalspannung oyiiber die Querschnittsfliche A zu

_ 1 _f
UN—A/AUdA—A. (1.2)

Im Falle einer positiven Normalkraft ist auch die Spannung oy positiv und damit eine
Zugspannung. Bei einer negativen Normalkraft ist oy negativ und damit eine Druckspan-
nung.

o (1.1)
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1.1 Grundlagen der Elastomechanik Seite 3

Schubspannung

Es wird eine Vernietung von drei Platten zur Definition der Schubspannung betrachtet,
vgl. Abbildung 1.2. Zunéchst wird die Niete mit der Querschittsfliche A freigeschnitten.

192 2f

€1

dA

Abbildung 1.2: Schubspannung in einer Niete.

Auf jedes infinitesimale Flachenelement d.A der Querschittsfliche A wirkt eine innere
Kraft dQ, mit dem Betrag ||dQ|| = dQ, tangential zur Querschittsfliche, eine sogenannte
Scherkraft. Thr entgegen wirkt eine duflere Kraft f. Man definiert die Schubspannung 7 an
einem Punkt der Schnittfliche A in der Form
_dQ
=1
Damit Kraftegleichgewicht herrscht, muss [, 7dA = [,dQ = f gelten. Es folgt damit die
mittlere Schubspannung 7¢ iiber die Querschnittsfliche A zu

_ 1 _f
TQ_A/ATdA_A. (1.4)

T

(1.3)

Spannungskomponenten

Mit diesen Voriiberlegungen kénnen die Spannungskomponenten eines deformierbaren
Korpers angegeben werden. Es wird dazu ein Koérper betrachtet, auf welchen mehrere
duflere Krifte fi, fy, ... wirken, vgl. Abbildung 1.3.

f5 dQi2
fQ f2 X
'/{ dN;
€9 d.A
f1 fl

€1
€3

Abbildung 1.3: Interne Kréfte, die in einer normal zur Richtung e; definierten Schnittflache
A an einem Punkt x wirken.
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T12€2 0922€2 T32€2
(S} A A
€1 011€1 T21€1 T31€1
e
3 T13€3 T23€3 033€3

Abbildung 1.4: Spannungskomponenten.

Um die innere Kraft an einem Punkt x zu charakterisieren, legt man eine Ebene durch
x, die senkrecht zur Richtung von e; ist. Auf ein infinitesimales Fldchenelement d.A am
Punkt x wirken eine Normalkraft dN; in Richtung e; und Scherkrifte dQi2 in Richtung
ey sowie dQ13 in Richtung e3. Man kann damit drei Spannungskomponenten am Punkt x
in der Form

dNVy . :dQu . :dle
a4 T aa 0 BT A

definieren, wobei ||dN{|| = dNVy, [|[dQi2|| = dQ12 und ||[dQ3|| = dQ13 gilt. Analog kann
man Ebenen durch x einfithren, die senkrecht zu den Richtungen es und es sind, siehe
Abbildung 1.4. Damit ergeben sich sechs weitere Komponenten o9y, 701 und 799 bzw.
o33, 131 und 732. Der erste Index (i) der Schubspannung 7;; gibt damit die Richtung der
Fléachenormale an, auf welcher sie definiert ist, und der zweite Index (j), die Richtung in
welche sie wirkt. Anhand des Momentengleichgewichts kann gezeigt werden, dass T2 = 791,
Tog3 = T32 und 731 = 713 gilt. D.h. nur sechs der neun Spannungskomponenten o11, 712, 713,
..., T3g sind unabhéangig. Diese sechs unabhangigen Komponenten beschreiben vollstandig
die inneren Kréfte an einem Punkt x innerhalb des Koérpers.

011 =

(1.5)

1.1.2 Verzerrung

Unter der Verzerrung eines Korpers versteht man sowohl Ldngsdehnungen als auch
Scherungen.

Langsdehnung

Die Léngsdehnung kann wie folgt definiert werden. Am Punkt x definiert man ein
infinitesimales Stabelement dx. Mit du wird im Folgenden die Anderung der Linge des
Elements dz unter dem Einwirken einer Kraft f bezeichnet. Die Lingsdehnung am Punkt
x ist definiert als

_du
= -
Besitzt der Stab eine einheitliche Querschnittsfliche, so ist die Langsdehnung einheitlich
iiber die gesamte Lange [y des Stabes und die Dehnung ist durch ¢ = di/ly gegeben.
Hierbei ist [y die Lénge des Stabes im Orginalzustand und dl die Gesamtanderung der
Lénge des Stabes.

(1.6)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
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€2

€]

Tt u dz + du

Abbildung 1.5: Dehnung eines Stabs.

Scherung

Zur Definition der Scherung betrachtet man den rechteckigen Kérper aus Abbildung 1.6,
auf welchen Schubspannungen 7 wirken. Die (orthogonale) Scherung ist definiert als die

Abbildung 1.6: Orthogonale Scherung.

Reduktion des rechten Winkels £BAC = 7/2, d.h. in der Form

N = g — AB'NC'. (1.7)

Verzerrungskomponenten

Mit diesen Voriiberlegungen kénnen die Verzerrungskomponenten eines deformierbaren
Korpers angegeben werden. Man betrachtet dazu das zweidimensionale, infinitesimale
Flachenelement aus Abbildung 1.7. Die im Folgenden hergeleiteten Ergebnisse lassen sich
einfach auf den dreidimensionalen Fall erweitern. Das Element sei in seiner Initialkonfi-
guration rechtwinklig und die Kanten weisen die Langen dz; und dzo auf. Wéhrend der
Deformation wird der Punkt A mit den Koordinaten (z1,z2) auf die Position A’ mit den
Koordinaten (z1 +u1, 2+ ug) verschoben. Dabei bezeichnen u; und ug die Verschiebungen
in die 1-Richtung bzw. 2-Richtung. Bei einer Deformation dndern die Kanten ihre Langen
und verdrehen sich um die Winkel v; und 2. Die Verschiebung eines Punktes B, initial
bei den Koordinaten (z; 4+ dxi,x2), kann in eine Taylorreihe entwickelt werden. Fiir
hinreichend kleine Verschiebungen kann die Reihe nach dem ersten Glied abgebrochen

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
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u1 + g—%dmg D’
C/
Gua g
u2 + 3, IQI
C
72
d332 B/
A’ " d
I u ug + 8—:fdx1
U2
es A a2 B
o o
up + g—;}dxl
€1
Abbildung 1.7: Verzerrungskomponenten.
werden, so dass fiir die Verschiebung des Punktes B in 1-Richtung
ou
uy(x1 + day, xe) &~ ug (1, 22) + 8—1d$1 (1.8)
Z1
und in 2-Richtung
ou
ug(x1 + day, xe) &~ ug(x1,x2) + 8—;dw1 (1.9)

gilt. Die Verschiebung anderer Punkte kann auf analoge Art und Weise beschrieben
werden. Die Léngsdehnung in 1-Richtung ist durch €11 = (I — ly)/lp gegeben, wobei
lo = dzy bezeichnet. Wird zusédtzlich angenommen, dass v; < 1 gilt, so folgt fiir die
Lange der deformierten Kante [ ~ dzq(1 + Ouy/0z1). Insgesamt berechnet sich folglich
die Langsdehnung in 1-Richtung zu

dxq (1 + 3_151) —dx B oy

— = 1.10
1 dx, ox1 ( )
Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ergibt
ouq Ous Ous
. = 2 == 1.11
€11 8371 , €22 afEQ , €33 6333 ( )

Die Scherung zwischen der 1- und der 2-Richtung ist durch vi2 = 1 + 2 gegeben. Wird
angenommen, dass du;/0x; < 1 und Juy/dz1 < 1 gilt, dann findet man

Oug
_ _ 8uQ 8u2
—tan 1| —25 ) &t 1(—)%— 1.12
mn an <14_Q£%> an 8x1 8$1 ( )

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
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1.1 Grundlagen der Elastomechanik Seite 7

bzw. mit Ou;/0xs < 1 und Jug/Jdre < 1

gu aul 811,1
= tan~! Oz ~ tan ! (> ~—— 1.13
2 <1 + ggj) O0x9 0x9 ( )

Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ergibt schlief3lich

_ O Ouz _ Ouy | Oug _ 9wy | O
M2 = Bxg 8951 > R = 8953 8952 > = 8951 8953 '
Zu beachten ist, dass die Beziehungen (1.11) und (1.14) nur Ndherungen sind und damit
nur fiir infinitesimale Anderungen der Verschiebungen ihre Giiltigkeit haben.

(1.14)

1.1.3 Stoffgesetze

Spannungen sind ein Maf fiir die Beanspruchung (Belastung) des Materials eines Korpers.
Dehnungen hingegen sind ein MaB fiir die Verformung. Experimentell kann beobachtet
werden, dass die Beziehung zwischen der Spannung und der Dehnung eine Materialeigen-
schaft ist, d.h. sie ist unabhédngig von der Geometrie des Korpers. Diese physikalische
Beziehung nennt man Stoffgesetz (Konstitutivgleichung). Der Zusammenhang zwischen der
Normalspannung und der Langsdehnung eines nur durch Zug beanspruchten Probestabes
kann in einem Spannungs-Dehnungs-Diagramm dargestellt werden. Abbildung 1.8 zeigt
schematisch eine solche in einem Zugversuch gewonnene Beziehung. Die Relation zwischen

0 A

plastisch <

>OF -

op— Entlastung

elastisch <

T >
3

Epl

Abbildung 1.8: Typisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines Metallstabes.

Normalspannung und Langsdehnung ist bis zu einer Proportionalitdtsgrenze op linear.
Wird die Normalspannung weiter erhéht, dann wéchst die Dehnung {iberproportional. Nach
Uberschreitung der sogenannten Fliefispannung (Streckgrenze) or nimmt die Lingsdeh-
nung stark zu, da der Werkstoff zu flielen beginnt. Anschlieffend steigt die Kurve wieder
(Verfestigungsbereich). Belastet man einen Probestab bis zu einer Spannung o < op und
entlastet ihn anschliefend vollstdndig, so nimmt er wieder seine urspriingliche Lange ein.
D.h., die Dehnung geht auf Null zuriick und die Belastungs- und die Entlastungskurve

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
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1.1 Grundlagen der Elastomechanik Seite 8

fallen zusammen. Dieses Materialverhalten nennt man elastisch. Entsprechend heif3t der
Bereich o < op linear-elastisch. Wird der Stab hingegen iiber die Flielspannung o hinaus
belastet, dann verlduft die Entlastungslinie parallel zur Geraden im linear-elastischen
Bereich. D.h., dass bei volliger Entlastung die Langsdehnung dann nicht mehr auf Null
zuriick geht, sondern vielmehr eine plastische Léngsdehnung ¢, erhalten bleibt. Dieses
Verformungsverhalten bezeichnet man als plastisch. In vielen Ingenieursanwendung reicht
es aus, lediglich den elastischen Bereich mathematisch zu beschreiben. Die Beziehung
zwischen der Spannung und der Dehnung ist in diesem Bereich in guter Naherung linear
und kann im Falle eines einachsigen Spannungszustandes (nur eine Normalspannung) in
der Form

o= Ee (1.15)

angegeben werden. Die Beziehung (1.15) ist als Flastizitdtsgesetz oder Hooksches Gesetz
fiir den einachsigen Spannungszustand bekannt und die Materialkonstante E wird als
FElastizitatsmodul bezeichnet. Der Elastizitatsmodul E ist eine Materialkonstante, die
mithilfe eines Zugversuchs bestimmt werden kann.

Elastizitdtsgesetz fiir den ebenen Spannungszustand

Es soll nun das Elastizitatsgesetz fiir den ebenen Spannungszustand angegeben werden.
Dazu werden homogene und isotrope Werkstoffe betrachtet. Ein homogener Werkstoff
weist an jeder Stelle die gleichen Eigenschaften auf. Bei einem isotropen Werkstoff sind
die Eigenschaften in alle Raumrichtungen gleich ausgepréigt. Zur Herleitung des Elasti-
zitatsgesetzes betrachtet man ein Rechteck, auf das die Normalspannungen o11 wirken.
Dann gilt entsprechend (1.15)

€11 = %0'11 . (1.16)
Erfahrungsgeméf fiihrt eine Spannung 011 nicht nur zu einer Lingsdehnung €17 = 011/ F,
sondern auch zu Querdehnungen €95 und €33 in die Richtungen es und es. Das Vorzeichen
dieser Querdehnungen unterscheidet sich von jenem von €17, weshalb auch von Querkon-
traktion gesprochen wird. Im Folgenden wird £33 nicht weiter betrachtet. Die Querdehnung
€99 ist proportional zur Langsdehnung 17 und es gilt

€99 = —VE] - (1.17)

Hierbei bezeichnet v eine dimensionslose Materialkonstante, welche als Querkontraktions-
zahl oder auch Poissonsche Zahl bezeichnet wird. Die Spannung o711 verursacht also die
Dehnungen 117 = 011/F und €92 = —voy1/E. Entsprechend erzeugt eine Spannung oao
die Dehnungen €17 = —vo93/E und €99 = 092/ E. Die gesamte Dehnung erhélt man damit
durch Superposition zu

1 1

e = plon —vom), en=p(on—von). (1.18)
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Wenn man eine Scheibe nur durch Schubspannungen 72 belastet (reiner Schub), so stellt
man im Experiment den folgenden linearen Zusammenhang zwischen der Scherung ;2
und der Schubspannung 7o fest.

Ti2 = U712 (1.19)

Hierbei ist p eine Materialkonstante und wird als sogenannter Schubmodul bezeichnet.
Indem die Deformation eines Korpers in verschiedenen Koordinatensystemen betrachtet
wird, kann fiir isotrope elastische Werkstoffe gezeigt werden, dass der Elastizitdtsmoduls
E, die Querkontraktionszahl v und der Schubmodul g nicht unabhéngig voneinander sind
und der Beziehung

E

T (1.20)

M:

geniigen. Die Beziehungen (1.18) und (1.19) stellen das Hookesche Gesetz fiir einen ebenen
Spannungszustand dar.

1.2 Kinematik von deformierbaren Korpern

Abbildung 1.9: Konfigurationen und Bewegung eines deformierbaren Korpers.

Es sei © = Q(t) das Gebiet das von einem Korper zu einem bestimmten Zeitpunkt
t > 0 eingenommen wird. 2 wird auch als Konfiguration, aktuelle Konfiguration oder
Momentankonfiguration des Korpers bezeichnet. Jeder materielle Punkt in diesem Korper
nimmt in jeder Konfiguration 2 eine geometrische Position x = x(t) ein. Die spezielle
Konfiguration g = Q(0) bezieht sich auf die feste Referenzzeit ¢ = 0 und wird als
Referenzkonfiguration oder Initialkonfiguration bezeichnet. Ein materieller Punkt der sich
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in der Momentankonfiguration am Punkt x befindet, besitzt in der Referenzkonfiguration
)y die Position X.

Die Komponenten des Positionsvektors x sind die Koordinaten {z,(¢)}, a = 1,2, 3,
welche auch als rgumliche (oder Momentan-) Koordinaten (Karte) auf Q bezeichnet werden.
Die Komponenten des Positionsvektors X sind die Koordinaten {X4(t)}, 4 = 1,2,3,
welche auch als materielle (oder Referenz-) Koordinaten (Karte) auf €y bezeichnet werden.
Die Vektoren x und X miissen nicht im gleichen Koordinatensystem definiert sein. Um die
nun die Position x eines Punktes in der Momentankonfiguration 2 mit dem euklidischen
Raum in Verbindung zu setzen, werden die Komponenten {x,(t)}, a = 1,2, 3 als kartesische
Koordinaten definiert, d.h. es gilt'

X = Za€q - (1.21)

Dabei bezeichnet {e,} eine Orthonormalbasis mit der Eigenschaft (e,,e}) = 04, wobei
dap = 1 fir a = b und 4 = 0 fir a # b gilt (Kronecker-Symbol). Nachdem jeder Vektor v
als Linearkombination der Basisvektoren e, dargestellt werden kann, errechnet sich das
innere Produkt zweier Vektoren v = v,e, und w = wpey in kartesischen Koordinaten zu

(Vv W> = VaWy0gp = VaWq - (122)

In analoger Weise konnen die materiellen Koordinaten {X4}, A = 1,2, 3 als kartesische
Koordinaten interpretiert werden, d. h. es gilt

X = X4E, . (1.23)

Die Orthonormalbasis {E 4} weist ebenso die Eigenschaft (E4, Ep) = dap auf.

Die Orthonormalbasen {e,} und {E4} kénnen zueinander rdumlich verdreht sein. Wie
in Abbildung 1.9 gezeigt, konnen die Fulpunkte der beiden Koordinatensysteme zuein-
ander um den (moglicherweise zeitabhéangigen) Vektor B = B4E,4 (hier dargestellt in
Referenzkoordinaten) verschoben sein.

Bemerkung 1.1. Man unterscheidet in der Differentialgeometrie zwischen geradlinigen
und krummlinigen Koordinaten. Geradlinige (krummlinige) Koordinaten bilden Koor-
dinatensysteme auf dem euklidischen Raum, bei denen die Koordinatenlinien gerade
(krummlinig) sind. Z. B. sind kartesische Koordinaten geradlinig und Zylinderkoor-
dinaten oder Kugelkoordinaten krummlinig. Wichtig ist in diesem Zusammenhang,
dass vektorielle oder tensorielle Groflen im Allgemeinen unterschiedliche Kompo-
nentendarstellungen in unterschiedlichen Koordinatensystemen besitzen. Auflerdem
unterscheiden sich Operatoren, wie zum Beispiel der Gradient, in unterschiedlichen
Koordinaten. Anzumerken ist, dass eine koordinatenfreie Darstellung existiert. Diese
wiirde jedoch den Rahmen dieser Einfiihrung sprengen. Fiir eine Ubersicht sei auf
[1.1, 1.2] verwiesen.

!Nach der Einsteinschen Summenkonvention wird iiber doppelt auftretende Indizes (hier a) automatisch
summiert. D. h., es gilt x = z,e, = 22:1 Ta€q = T1€1 + Toes + T3es.
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1.2.1 Bewegung eines deformierbaren Korpers

Mit einem Positionsvektor X in der Referenzkonfiguration 2y kann jeder materielle Punkt
eines Korpers eineindeutig identifiziert werden. Die Bewegung eines materiellen Punktes
im Zeitverlauf, d. h. dessen Trajektorie (Momentanposition) soll nun durch eine Abbildung
¢, : Qo — Q(t) in der Form

x = x(t) = ¢(X) (1.24)
angegeben werden. Diese Abbildung héingt also von X und ¢ ab.

Definition 1.1 (Reguldre Abbildung). Eine Abbildung ¢, wird als reguldr bezeichnet,
wenn sie eine eindeutige Inverse ¢, L. Q(t) — Qo besitzt. In diesem Sinne ist ¢, eine
C"-regulére Abbildung, wenn die Elemente von ¢,(X) r-fach stetig differenzierbare
Funktionen von X und ¢ sind und dies auch fiir ¢, L gilt.

Ist ¢, eine reguldre Abbildung, so kann der initiale Positionsvektor X eines materiellen
Punktes, der sich zum Zeitpunkt ¢ in der Momentankonfiguration 2 an der Position x
befindet, in der Form

X = ¢; ' (x) (1.25)

angegeben werden. Die inverse Abbildung ¢, ! hingt also von x und ¢ ab. Sie liefert die
Referenzpositionen X eines materiellen Punktes, welcher sich zum Zeitpunkt ¢ > 0 an der
rdumlichen Position x befindet.

Zu jedem Zeitpunkt beschreiben die Beziehungen (1.24) und (1.25) eindeutige Abbildun-
gen zwischen der Referenzkonfiguration 29 und der Momentankonfiguration (2. Ist ¢, eine
reguldre Abbildung, so ist sichergestellt, dass zwei verschiedene materielle Punkte nicht
zur gleichen Zeit die gleiche Position im Raum einnehmen und dass jedem rdaumlichen
Punkt stets ein materieller Punkt zugeordnet ist (keine Liicken im Koérper).

Bleiben die Distanzen zwischen allen Punkten eines Korpers wéahrend einer Bewegung
¢, konstant, so spricht man von einer Starrkorperbewegung. Andernfalls dndert die Be-
wegung ¢, auch die Form des Korpers, d.h. es kommt zu einer Deformation. Reine
Starrkérperbewegungen lassen sich in der Form

x=¢(X)=RX+U-B (1.26)

mit einer Drehmatrix R (orthogonale 3 x 3-Matrix) und einem Verschiebungsvektor U
darstellen. Wenn die Basisvektoren E; und e; jeweils parallel sind, gilt im Falle einer reinen
Starrkérpertranslation R = §(X), wobei 6(X) = [045] dem Einheitstensor entspricht.

Man kann sich den Referenzpositionsvektor X als eine feste Markierung eines materiellen
Punktes vorstellen. Im Gegensatz dazu bezieht sich der Positionsvektor x auf eine feste
Position im Raum, an der sich zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ > 0 unterschiedliche
materielle Punkte befinden kénnen.

Beispiel 1.1. Man betrachtet einen Einheitswiirfel (0 < X4 < 1, A = 1,2,3) als
Korper in kartesischen Koordinaten in der Referenzkonfigruation €}g. Die Bewegung
ZTq = ¢a(X1, X2, X3) eines materiellen Punktes mit dem Positionsvektor X ist gegeben
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durch
T :X1+a1X22 , ro=Xo+ay, x3=X3+a3XoX3. (127)

Die inverse Abbildung X 4 = qb;‘l(xl, x9,x3) berechnet sich zu

T3
1+ ag(xg — ag) )

X1 :.%‘1—01(1'2—&2)2 s XQZIL‘Q—CLQ s X3: (1.28)

In diesem Fall ist die Abbildung ¢, nicht an jedem Punkt regulér.

1.2.2 Materielle und raumliche Beschreibung

Die sogenannte materielle Beschreibung ist eine Charakterisierung der Bewegung ei-
nes Korpers und (skalarer, vektorieller oder tensorieller) Feldgrofen T = F(X,t) =
F (X1, Xo, X3,t) des Korpers (z. B. der Spannungen, der Massendichte p, der Temperatur
0) in der Referenzkonfiguration anhand der materiellen Koordinaten {X4}, A =1,2,3,
und der Zeit t. Im Gegensatz dazu ist die sogenannte rdumliche Beschreibung eine Charak-
terisierung der Bewegung und der Feldgrofien T = f(x,t) = f(x1, 9, x3,t) eines Korpers
in der Momentankonfiguration anhand der rdumlichen Koordinaten {z,}, a = 1,2, 3, und
der Zeit t. Dies bedeutet, dass F(X,t) und f(x,t) den gleichen Wert T besitzen aber
Funktionen verschiedener Argumente sind.

Beispiel 1.2. Die materielle Beschreibung der aktuellen Temperaturverteilung eines
Einheitswiirfels aus Beispiel 1.1 ist gegeben durch

¥ =A(1+ X2X3) , (1.29)

wobei A eine Konstante bezeichnet. Substituiert man (1.28) findet man die aktuelle
Temperatur in raumlicher Beschreibung

. r3(22 — az)
19—A<1+ 1+a3(x2—a2)) : (1.30)

Man unterscheidet zusétzlich zwischen der materiellen und raumlichen Zeitableitung [1.3].
Unter der materiellen (auch substantiellen) Zeitableitung einer (skalaren, vektoriellen oder
tensoriellen) Feldgrofie T versteht man die totale Zeitableitung d/d¢. Fiir eine Feldgrofie
T = F(X,t) in materieller Darstellung ist diese dquivalent zur partiellen Zeitableitung
OF (X, t)/0t. Unter der raumlichen (auch lokalen) Zeitableitung einer Feldgrofie T = f(x,t)
in rdumlicher Darstellung versteht man die partielle Zeitableitung 0f (x,t)/0t. Um die
materielle und lokale Zeitableitung einer rdumlichen FeldgroBe T = f(x,¢) in Verbindung
zu setzen, sind folgende Voriiberlegungen notwendig.

Die Ortsableitung einer (vektoriellen oder tensoriellen) materiellen Feldgrofie T =

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
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F(X,t) kann als materieller Gradient

Grad(T) = aa; E4 (1.31)
A

interpretiert werden. Analog dazu kann die Ortsableitung einer (vektoriellen oder tensori-
ellen) rdumlichen Feldgrofie T = f(x,t) als raumlicher Gradient

of

grad(T) = %

eq (1.32)

verstanden werden. Fiir eine vektorielle, raumliche Feldgrofie T = f(x,t) = fo(z1, 22, 23)eq
findet man

of _ 0fa
al'b N 8xb

€q = fa,bea . (133)

Damit kann der Gradient einer vektoriellen Feldgrofle f(x,t) = f,e, (Tensor erster Stufe)
in der Form
_Oa, o _
grad(f(x,t)) = a—ea €, = fap€a € (1.34)
T

angegeben werden. Der Gradient einer vektoriellen Feldgrofle ist dementsprechend ein
Tensor zweiter Stufe. Dieses Ergebnis kann fiir Tensoren héherer Stufe verallgemeinert
werden. Fiir einen Tensor zweiter Stufe f(x,t) = fu(x,t)e, €, ergibt sich

of . 0 . afab
9z, T%(fab(x,t)ea e) = T%ea ep . (1.35)

Damit ist der Gradient des Tensors zweiter Stufe ein Tensor dritter Stufe der Form

_ afab
0z,

Ebenso wie der Gradient, kann die Divergenz einer vektoriellen Feldgrofie T definiert
werden:

grad(f(x,t)) €, €€ . (1.36)

. OF OF
Div(F(X,t) = 5o Ba = ﬁ = Fan (1.37a)
div(f(x,t)) = Ot o= Oa_ faa - (1.37b)

- €y —
0%y oz,

Bemerkung 1.2 (Tensor zweiter Stufe und Tensorprodukt in kartesischen Koordina-
ten). Ein Tensor zweiter Stufe f kann basierend auf Tensorprodukten (dyadischen
Produkten) von Basisvektoren e, und e; in der Form

f = fiie1 e1 + fioe1 e2 + fize; e3
+ fare2 €1 + fazes ez + fozes e3 (1.38)
+ faies e1 + fazes e2 + fyzes e3
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angeschrieben werden. In Indexschreibweise gilt folglich®
f= fabea ey . (1.39)

Das Tensorprodukt e, e, kann also als Basis und f,, als Komponente des Ten-
sors f aufgefasst werden. Ein spezieller Tensor zweiter Stufe ergibt sich aus dem
Tensorprodukt zweier Vektoren w = wyep, und v = v,e, in der Form

w v = (w1e] + waez + wses)(vier + vaez + vses)
= wyvie; e1 + wivee; ey + wivsey es (1 40)
+ wov1€9 €1 + Wwov2es €2 + wovzes e3

+ w3vie3 e1 + w3vzes ez + w3vzes es .

Multipliziert man skalar von rechts den Vektor v = v.e. auf den Tensor f = f,;e, e,
so ergibt sich

f-v= (fabea eb) : (Ucec) = fabvc€q <eb, ec> (141&)
= fabvcébc €y = fabvb €q - (141b)

Der rechte Vektor e, wurde also aus dem Tensor herausgelost und bildet mit dem
Basisvektor e, ein Skalarprodukt. Man nennt diese Operation verjingendes Produkt
von rechts. Entsprechend kann man auch von links skalar multiplizieren und erhalt

v-f= fabUC<eCa ea>eb = fabva ey . (142&)

Man erkennt, dass das verjiingende Produkt eines Tensors zweiter Stufe mit einem
Tensor erster Stufe einen Tensor erster Stufe ergibt. Ebenso kann man ein doppelt
verjungendes Produkt zweier Tensoren zweiter Stufe f = f,e, €, und h = hye, €
einfithren’:

f:h=h:f= fabhab = habfab . (143)

“Nach der Einsteinschen Summenkonvention wird iiber doppelt auftretende Indizes (hier a und b)
automatisch summiert. D. h., es gilt f = fopeq €, = 22:1 Zizl fab€a €b.
"Nach der Einsteinschen Summenkonvention gilt f:h = fophay = 22:1 Zi:l favhab.

Bemerkung 1.3 (Kronecker-Symbol und Epsilon-Tensor in kartesischen Koordinaten).
Das Kronecker-Symbol 64, ist definiert als

1 fi =b
Sap = o (1.44)
0 fir a#b
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und kann als Einheitstensor § beziiglich einer festen Orthonormalbasis {e,} aufgefasst
werden, es gilt

0 =04 €4 €p - (1.45)
Unter dem Epsilon-Tensor versteht man den Tensor dritter Stufe

€ = €a4be €4 €} € (1.46)
mit

1 fir (a,b,c)€{(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}
abe = { —1 fiir (a,b,c) € {(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3)} . (1.47)

0 sonst (zwei oder drei gleiche Indizes)

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren v = v,e, und w = wpep ldsst sich mit dem
Epsilon-Tensor schreiben als

VX W = (U,€q) X (Wpep) = VaWp€q X € = VaWpEaphcCe - (1.48)

1.2.3 Verschiebungs-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld

Bevor der Zusammenhang zwischen der materiellen und raumlichen Zeitableitung einer
raumlichen Feldgrofie f(x,t) angegeben wird, muss noch das Verschiebungs-, Geschwindig-
keits- und Beschleunigungsfeld eingefiihrt werden.

Das Verschiebungsfeld U eines materiellen Punktes X zum Zeitpunkt ¢ ist definiert als
der Vektor von der Position X in der Referenzkonfiguration zur Position x = ¢,(X) in
der Momentankonfiguration, vgl. Abbildung 1.9. Die materielle Darstellung des Verschie-
bungsfeldes lautet damit

U(X,t) = ¢,(X) - X + B (1.49)

und die rdumliche Darstellung des Verschiebungsfeldes ist gegeben durch

ux,t) =x—¢; ' (x)+B . (1.50)

Die beiden Darstellungen konnen iiber den Zusammenhang (1.24) in Verbindung gebracht

werden, da
U(X,t) = U(gp; }(x),t) = u(x, 1) (1.51)

gilt. D. h., u und U haben den gleichen Wert. Sie reprisentieren allerdings Funktionen mit
unterschiedlichen Argumenten. Bei einer reinen Starrkorpertranslation bewegt sich jeder
materielle Punkt um die gleiche Distanz. Das Verschiebungsfeld ist damit unabhingig von
X und nur noch eine Funktion der Zeit ¢.
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Beispiel 1.3. Es wird der Einheitswiirfel aus Beispiel 1.1 betrachtet und das materielle
und rédumliche Verschiebungsfeld berechnet. Fiir das materielle Verschiebungsfeld
Ug = pa(X1, X2, X3) — X4 findet man

U1 = CL1X22 y U2 =a , U3 = a3X2X3 . (1.52)

Analog dazu ergibt sich das riumliche Verschiebungsfeld u, = z, — ¢, *(X1, X2, X3)
zu

_azws(ry — ag)
1+ ag(.’EQ — CLQ) '

(1.53)

2
ur =a1(z2 —a2)”, ux=asz,

Die materielle Darstellung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeldes ist definiert
als

0 0?
V(X,t) = ad)t(x) , AX,t) = w@(x) : (1.54)
Sie kénnen auch durch das materielle Verschiebungsfeld (1.49) ausgedriickt werden:
V(X,t) = QU(X t), AX,t)= a—QU(X t) (1.55)
) - at ) ) Y - 8t2 ) * N

Die rdumliche Darstellung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeldes ergibt sich
anhand der Bewegung (1.24) und (1.54) zu

v(x,t) = % t(X)’ — V(¢ 0.1) . atet) = A(¢r'(0.1) . (L56)

X=¢, ' (x)

Mithilfe der Kettenregel kann jetzt ein Zusammenhang zwischen der materiellen und der
lokalen Zeitableitung einer raumlichen Feldgroe T = f(x, t) hergestellt werden.

d d d
) 0 0
) 0 o0 1.57
8tf(x’t) + aXf(x,lt) 8t¢t(X)‘x=¢t1(X) (437

_ %f(x, £) + grad(£(x, 1)) - v(x, 1)

Die materielle Zeitableitung setzt sich also aus einem lokalen Anteil und einem konvektiven
Anteil zusammen. Der lokale Anteil entspricht der partiellen Zeitableitung 0f (x,¢)/0t und
beschreibt die lokale Anderung der FeldgréBe. Der konvektive Anteil ist die Richtungs-
ableitung am Punkt x in Richtung v(x,t), d. h.

grad(f(x,t)) - v(x,t) = Ci’f(x +nv(x,t)) . (1.58)
=

Er beschreibt die Anderung, die sich zusitzlich aufgrund der Bewegung eines materiellen
Punktes einstellt. Es sei betont, dass F(X,t) eine materielle Feldgrofie ist - als Funktion
von (X,t) - und f(x,t) = F(X,t) die gleiche (rdumliche) Feldgrofle ist - allerdings als
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Funktion von (x,t). Fiir die Ableitung gilt daher

0 d d
—F(X,t) = =F(X,t) = —f . 1.
CR(X 1) = S F(X 1) = S E(x,1) (1.59)
Die Anwendung dieser Zusammenhénge auf das rdumliche Verschiebungsfeld u(x,t)
ergibt unter Berticksichtigung von (1.49) fiir das rdumliche Geschwindigkeitsfeld
d 0

)
vix,t) = VX, 1) = Zulxt) = UK 1) = =i (X) st (1.60)

Die Anwendung dieser Zusammenhédnge auf das rdumliche Geschwindigkeitsfeld v(x,t)
ergibt fiir das rdumliche Beschleunigungsfeld

a(x,t) = A(X,t) = ;V(X,t) = —v(x,t) = gtv(x,t) + grad(v(x,t)) - v(x,t) . (1.61)

Hier tritt der Gradient des raumlichen Geschwindigkeitsfeldes v(x,t) auf. Dieser wird
auch als rdumlicher Geschwindigkeitsgradient

I(x,t) = grad(v(x,1)) (1.62)

bezeichnet. Er kann (wie jeder Tensor zweiter Stufe) in einen symmetrischen Anteil d und
einen schiefsymmetrischen Anteil w aufgespalten werden

1(x, ) = d(x, £) + w(x,1) , (1.63)
wobei
d(x,1) = %(l(x, £ +17(x, 1)) = d"(x, 1) (1.64a)
wix, t) = %(l(x,t) 1%, 1) = —wT(x, 1) (1.64D)
und wegen (1.60)
d(x,1) = %%(grad(u(x,t)) + grad"(u(x, 1)) (1.64c)
wix, 1) = %%(grad(u(x,t)) — grad"(u(x, ))) (1.64d)

gelten. Den symmetrischen Anteil d(x,¢) bezeichnet man als Streck- oder Deformationsge-
schwindigkeitstensor und den schiefsymmetrischen Anteil als Drehgeschwindigkeitstensor.

1.2.4 Deformationsgradient

Eine wichtige Gréfle zur Beschreibung der Deformation eines Korpers zufolge einer Bewe-
gung @, ist der Deformationsgradient F. Fiir seine Definition betrachte man eine materielle
Linie Cy C Qo in der Referenzkonfiguration mit Punkten definiert durch X = I'(§) C Qo,
wobei £ eine geeignete Parametrierung ist. Bei einer Bewegung und Deformation des
Korpers wird die materielle Linie deformiert, so dass die deformierte Linie C C Q2 die
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o

Abbildung 1.10: Vektorielle Linienelemente.

Punkte x = y(&,t) C Q umfasst. Die materielle Linie C in der Momentankonfiguration
zu einem festen Zeitpunkt ¢ ist daher definiert durch

x =7(§ 1) = ¢ (T(§)) - (1.65)

Daraus ergeben sich die rdumlichen Linienelemente dx und die materiellen Linienelemente
dX der materiellen Linie zu

0 0
= — X=—T . 1.
dx = (€ 0d¢ . aX = S (1.66)
Leitet man (1.65) mittels Kettenregel nach £ ab, so ergibt sich
0 0 0
8*5’7(5,15) = 87X¢t(x) : afgr(f) (1.67)
und mit (1.66) findet man
dx = F(X,t) - dX | (1.68)
wobei der Deformationsgradient
0
F(X,t) = Grad(¢(X)) = 52-é:(X) (1.69)

eingefithrt wurde. Der Deformationsgradient beschreibt also, wie sich ein vektorielles
Linienelement dX zufolge der Bewegung dndert.

Die vektoriellen Linienelemente kénnen mit den Basisvektoren {e,} und {E 4} in der
Form dx = dx,e, bzw. dX = dX4E4 angegeben werden. Damit folgt

0z, 0z,
= a a: _ X a: ~~r Cqg X
dx = dx,e 8XAd A€ c')XAe oap dXpB

Oxq Oz, (1.70)
=—e, Ex-EpdXp=(—-——e,Es ) -dX

OX, @A BB (GXA ¢ A)

—y 0

und fiir die Komponenten des Deformationsgradienten
0z,
0Xa '’
d.h. F = F,4e,E 4. Der Deformationsgradient ist also ein Tensor zweiter Stufe, der Punkte
aus zwei Konfigurationen verkniipft. Man nennt einen Tensor mit dieser Eigenschaft auch
Zwei-Punkt-Tensor. Der inverse Deformationsgradient bestimmt sich zu

Fop = (1.71)
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F(x,t) = grad(¢; ' (x)) = %q&;](x) . (1.72)

Dieser beschreibt in der Form F~1(x,t) - dx = dX, wie ein vektorielles Linienelement dx
vor der Bewegung in der Referenzkonfiguration aussah. Der inverse Deformationsgradient
kann damit in der Form

Fl(x,t) = (F_1>AaEA e (1.73)
mit den Komponenten
0X 4
-1 i
(F )Aa = (1.74)

angegeben werden. Der transponierte (oder adjungierte) Deformationsgradient FT von F
kann aus der Vorschrift

(F-dX,dx) = (dX,FT - dx) , (1.75)

welche fiir alle dX und dx giiltig sein muss, bestimmt werden. Darin bezeichnet (W, V) bzw.
(w,v) das innere Produkt auf Qg bzw. . Bei der Berechnung des transponierten Deforma-
tionsgradienten ist Vorsicht geboten. Es macht (bei Zwei-Punkt-Tensoren) im Allgemeinen
keinen Sinn, die Indizes der Komponenten einfach zu vertauschen (FT # FaeEp), da X
in der Referenz- und x in der Momentankonfiguration definiert ist. Stattdessen muss das
Tensorprodukt vertauscht werden, d.h. der transponierte Deformationsgradienten in der
Form

F' =F, E e, (1.76)
definiert werden. Der inverse, transponierte Deformationsgradienten lautet folglich
-T _ (-1
FT= <F )Aaea Ex . (1.77)
Fiir die Zeitableitung des Deformationsgradienten rechnet man

d dOx,  Ovg,  Ovg Oxpy Oy

—Fo4 = = = —2 = , 1.78
At T A0Xs  0Xa 01y 0Xa Oy (1.78)
d.h. q q
= Grad(V) =1F  bzw. = <th>F_1 : (1.79)
wobei 1 wieder den rdumlichen Geschwindigkeitsgradient (1.62) bezeichnet.
Fiir reine Starrkorperbewegungen gilt wegen (1.26)
F=R (1.80)

mit der orthogonalen Matrix R.

Beispiel 1.4. Es werden wieder der Einheitswiirfel aus Beispiel 1.1 betrachtet und
der Deformationsgradient sowie der inverse Deformationsgradient berechnet. Die
Komponenten Fy 4 = 0z,/0X 4 des Deformationsgradienten F sind mit (1.27) in der
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Form
1 2a1X2 0
F(X) =10 1 0 (1.81)
0 a3X3 1+a3Xs

gegeben. Mithilfe der Beziehung (F~1) 4o = 0X4/0x, und der inversen Abbildung
(1.28) findet man

1 —2ai(x2 —a2) 0
Fl(x)= |0 1 0 : (1.82)
0 —asxs 1

(1+a3(:):27a2))2 1+as(z2—az2)

Definition 1.2. Es seien dx,, a =1,2,3, und dX 4, A = 1,2, 3, korrespondierende
materielle Linienelemente in der Momentan- bzw. Referenzkonfiguration. Mterielle
Flachenelemente werden mit Kreuzprodukten in der Form

da=da,n=dx, xdx. und dA=dA4N =dXg x dXc, (1.83)

mit den Einheitsnormalenvektoren n bzw. N definiert. Materielle Volumenelemente
werden mit Spatprodukten in der Form

dv = ((Xm X dXQ),dX3> und dV = <(dX1 X ng),dX3> (184)
definiert.
NT n
P, l
e
dXs dxs /
= $u(X)
X dX1 t dX1

Abbildung 1.11: Volumenelemente in der Referenz- und Momentankonfiguration.

Die Transformationsvorschrift fiir Linien, Flachen- und Volumenelemente kann anhand
des Deformationsgradienten beschrieben werden:

Lemma 1.1. Es sei F(X,t) = Grad(¢,(X)) der Deformationsgradienten einer Be-
wegung ¢,(X) und dx,dX,da,dA,dv bzw. dV seien korrespondierende materielle
Linien, Fldchen- und Volumenelemente, dann gilt:

(1) dx =F -dX , dx, = FyadXy
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(2) da = det(F)F-T.dA, da, = J(F*T) L dAa

(3) dv=JdV , J=det(F)= teapcewcFaaFopFec .

Die Determinate det(F) = J(X, t) wird auch als Volumenverhdiltnis oder Jacobideterminate
bezeichnet. Da das Volumen nicht Null oder negativ werden kann, gilt J(X,t) > 0 fiir
alle X € Qg und fiir alle Zeiten t. Eine Bewegung fiir die J = 1 gilt, wird auch als isochor
oder volumenerhaltend bezeichnet. Fiir die zeitliche Anderung der Jacobideterminate J
erhilt man

d
_— = 1 . 1.
% J = Jdiv(v) (1.85)

Aufgabe 1.1. Zeigen Sie die Giiltigkeit von d.J/dt = J div(v) und der in Lemma (1.1)
angegebenen Zusammenhénge. Verwenden sie dazu die Definition des Epsilon-Tensors
(1.47) und die materielle Zeitableitung des Deformationsgradienten (1.79).

1.2.5 Deformations- und Verzerrungstensor

Der Deformationsgradient ist grundsétzlich kein geeignetes Verzerrungsmafl. Betrachtet
man die Bewegung eines materiellen Linienelements, so kann diese aufgeteilt werden in
eine Translation, eine Rotation und eine Streckung, an der man in erster Linie interessiert
ist. Durch die Gradientenbildung féllt die Translation zwar heraus, die Rotation steckt
allerdings noch im Deformationsgradienten. Diese muss also zur Berechnung von Léngsdeh-
nungen abgespalten werden. Zur Berechnung von Scherungen (Schubverzerrungen) miissen
die Rotationen von urspriinglich orthogonalen materiellen Linienelementen verglichen
werden.

Eine wesentliche Aufgabe in der Kontinuumsmechanik ist die Beschreibung der Defor-
mation eines Korpers. Darunter werden Langen- und Winkeldnderungen von materiellen
Linienelementen des Korpers verstanden. Dies fiihrt unmittelbar auf die Frage, wie sich
das innere Produkt zweier vektorieller Linienelemente dX;,dX> durch die Bewegung ¢,
verdndert.

Abbildung 1.12: Zur Beschreibung des Deformations- und Verzerrungstensors.

Zur Klarung dieser Frage betrachte man einen materiellen Punkt mit der Position X
in der Referenzkonfiguration €2y sowie die orthonormalen Linienelemente dX; und dXao,
siehe Abbildung 1.12. Dieser Punkt wird durch die Bewegung ¢, auf die Position x € (2
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abgebildet. Die zugehorigen deformierten Linienelemente dx; und dxs ergeben sich mit
dem Deformationsgradienten F in der Form

dx; =F-dX;, dxps=F- -dXs. (1.86)
Das innere Produkt der deformierten Linienelemente dx; und dxs lautet also
(dxq,dxo) = (F - dX;,F - dXy) = <dX1,gig- dXs) . (1.87a)
C
Analog gilt fiir die quadrierte Lange des deformierten Linienelements dx;

(dxy,dx;) = (dX 1, FTF - dX;) . (1.87b)
C

Hierbei ist C = FTF ein Ma8 fiir die Deformation des Korpers zufolge der Bewegung
¢,. In der Kontinuumsmechanik sind zumindest zwei Deformationstensoren gebréuchlich,
deren formale Definition im Folgenden gegeben wird.

Definition 1.3 (Green Deformationstensor). Der rechte Cauchy-Green (Green)
Deformationstensor C ist definiert durch

C(X,t) = FY (X, t)F(X,t) . (1.88)
Er besitzt die folgenden wesentlichen Eigenschaften:

1. Wenn {X 4} ein Koordinatensystem auf € ist, dann gilt

CAB = FaAFaB . (189)

2. C ist symmetrisch und positiv semi-definit, d.h. (C - dX,dX) > 0 fiir alle dX.
Wenn die Bewegung ¢, regular ist, dann ist F regulir und C ist invertierbar
und positiv definit.

Offensichtlich ist C ein Objekt, welches auf Elemente der Referenzkonfiguration €2
angewandt wird. Alternativ dazu kann auch ein Deformationstensor fiir die Momentankon-

figuration 2 definiert werden. Man betrachte dazu das innere Produkt der Linienelemente
dX1 und dX2

<dX1,dX2> = <F_1 . Xm,F_1 . dX2> == <dX1, F_TF_1 . dX2> (190)
Cc
sowie die quadrierte Lénge des Linienelements dX;

(dXy,dX;) = (dx;, FTF L. dx;) . (1.91)

Cc
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Definition 1.4 (Cauchy Deformationstensor). Der Cauchy Deformationstensor ¢
wird durch

c(x,t) = F (X, H)F1(X,1) (1.92)
definiert, wobei X = ¢, }(x). Wenn ¢, € C* und regulir ist, dann gilt

1. die Komponentendarstellung

b (F_1>Aa<F_1>Ab (1.93)

2. und c ist symmetrisch und positiv definit.

Jede Bewegung ¢, kann als Kombination einer Starrkérperbewegung (Rotation und
Verschiebung) und einer Deformation dargestellt werden. Fiir reine Starrkérperbewegungen
gilt wegen (1.80) C = 4. C enthilt also einen Starrkérperbewegungsanteil, der jedoch fiir
die Deformation des Korpers irrelevant ist. Um diesen Anteil abzuspalten, wird nur die
Anderung von (dX,,dXp) auf (dx,,dxg) betrachtet, d.h. (dxq,dxg) — (dX4,dXps). Es
ergibt sich mit (1.87)

(dxq, dxg) — (dXo, dX5) = (X4, C - dX ) — (dX4, 8(X) - dXg)

= (dXa, (C — §(X)) -dX3) . (1.94)
2E

Damit ist C(X) — d(X) ein Maf fiir die reine Verzerrung.

Definition 1.5 (Green-Lagrange Verzerrungstensor). Der Green-Lagrange Verzer-
rungstensor £ wird durch

£(X,1) = %(C(X,t) _8(X)) (1.95)

definiert. Wenn ¢, € C* und regulir ist, dann gilt

1. die Komponentendarstellung
1
Eap = Q(CAB —0AB) (1.96)

2. und & ist symmetrisch.

Alternativ dazu kann auch ein Verzerrungstensor fiir die Momentankonfiguration 2
definiert werden.

Definition 1.6 (Euler-Almansi Verzerrungstensor). Der Euler-Almansi Verzerrungs-

tensor € wird durch |
e, 1) = 5(800) — clx,1)) (L.97)

definiert. Wenn ¢, € C' und regulir ist, dann gilt
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1. die Komponentendarstellung
1
Eab = 5(6ab - Cab) (1'98)

2. und € ist symmetrisch.

Fiir die Umrechnung zwischen € und £ ergibt sich
E=FTeF . (1.99)

Wegen (1.80), (1.88), (1.92) und den vorangegangenen Definitionen verschwinden bei
reinen Starrkérperbewegungen die Verzerrungstensoren, d. h. es gelten £ = 0 und € = 0.

Beispiel 1.5. Es wird wieder der Einheitswiirfel aus Beispiel 1.1 betrachtet und
der rechte Cauchy-Green Deformationstensor und der Verzerrungstensor berechnet.
Verwendet man (1.81), so gilt fir den rechten Cauchy-Green Tensor

1 2a1X2 0
C(X) = 201Xy 1+4a}X3+a3X] asX3(1+ azXs) (1.100)
0 a3 X3(1 + a3z X2) (1+ azXs)?

und fiir den Verzerrungstensor findet man

0 a1X2 0
EX) = |mXe 2a3X2+(1/2)a2X? (1/2)azX3(1 + a3X2)| - (1.101)
0 (1/2)a3X3(1 + ang) ang(l + (1/2)a3X2)

1.2.6 Verzerrungsgeschwindigkeitstensor

Gelegentlich (z.B. in manchen Stoffgesetzen fiir plastische Verformung) werden materielle
Zeitableitungen von Verzerrungstensoren, d.h. Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren, be-
notigt. Ausgehend von der Definition des Green-Lagrange Verzerrungstensors in (1.95)
und den Zusammenhéngen (1.64a) und (1.79) folgt

dex, = Lex =t (dF>TF+FTdF — 1FT(I" +1)F = FTdF . (1.102)
de 7 ot Y 2\ \at dt™ ) 2 B T

Einsetzen dieses Ergebnisses in die materielle Zeitableitung von (1.94) fithrt auf

d d
37 (0%, dxg) — (dXa, dXg)) = 2(dXa, 7€ - dXy)

= 2(dX,, F1dF - dXj) = 2(dx,, d - dxg) ,

(1.103)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.2 Kinematik von deformierbaren Koérpern Seite 25

was die Bezeichnung Streck- oder Deformationsgeschwindigkeitstensor fiir d motiviert.
Ferner liefert die materielle Zeitableitung von (1.99)

T
i5(X, t) = (dF> eF+FTLcp + Flelp
dt dt dt dt (1.104)
= FT1%eF + FT%EF + FTelF |

so dass ein Vergleich mit (1.102) auf den Zusammenhang

d
ae‘:d—sl—lTs (1.105)
fihrt. Damit ergeben sich die nachfolgenden Definitionen der Verzerrungsgeschwindig-

keitstensoren.

Definition 1.7 (Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren). Der materielle Verzerrungs-
geschwindigkeitstensor ist in der Form

E(X,t) = %s(x,t) =FI(X,t)d(¢,(X),t) F(X, 1) (1.106)

definiert. Der rdumliche Verzerrungsgeschwindigkeitstensor ist in der Form
d
é(x,t) = as(x,t) = d(x,t) — e(x, t)I(x,t) — 1T (x, t)e(x, t) (1.107)

definiert.

Aus (1.107) zeigt sich also, dass fiir kleine Verzerrungen e die Tensoren € und d in guter
Naherung iibereinstimmen.

1.2.7 Geometrische Linearisierung

In vielen Anwendungen sind die auftretenden Deformationen sehr klein. Man kann in
diesen Fallen die kinematischen Gréflen der Kontinuumsmechanik durch eine geometrische
oder kinematische Linearisierung vereinfachen. Zu diesem Zweck werden zunéchst die
Verschiebungsgradienten

H(X,t) = Grad(U(X,¢)) und h(x,t) = grad(u(x,t)) (1.108)

eingefiihrt. Alle kinematischen Grofien der Kontinuumsmechanik sind ezakt mithilfe der
Verschiebungsgradienten H bzw. h darstellbar. Betrachtet man nur kleine Deformationen,
welche durch |H|| < 1 charakterisiert sind, dann kénnen alle kinematischen GroBen beziig-
lich des Verschiebungsgradienten linearisiert werden. Unter Verwendung der Abkiirzung
A = |[H]| gilt, dass H von der Ordnung O(A) ist, was durch H = O(A) ausgedriickt
werden kann [1.4].

Beispielhaft betrachtet man den Verzerrungstensor £. Aus der Definition U(X,t) =
¢,(X) — X des Verschiebungsfeldes gemafl (1.49) folgt

H(X,t) = F(X,t) — §(X) (1.109)
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und daraus ergibt sich fiir den Green-Lagrange Verzerrungstensor die Darstellung

£ %(FTF —8) = %((6+H)T(5+H) _9)

: (1.110)
=5 (H +H'+H'H) .
Im Zuge der Linearisierung kann sie fiir A < 1 ndherungsweise durch
1 T 2y . 1 T
£—§<H+H)+(’)(A)N§<H+H> (1.111)

ersetzt werden.

Falls in der Referenz- und Momentankonfiguration das gleiche Koordinatensystem
verwendet wird (e, = E,), kann fiir A < 1 die Ableitung nach den materiellen Koordinaten
{X,} durch die Ableitung nach den rdumlichen Koordinaten {x,} ersetzt werden, da dann
fiir beliebige Feldgrofien T

Grad(T) = grad(T)F = grad(T)(d + H) = grad(T)(d + O(A)) ~ grad(T) (1.112)

gilt. Damit fallen auch der materielle und der rdumliche Verschiebungsgradient H ~ h
bzw. der materielle und der rdumliche Verzerrungstensor £ ~ & zusammen. Aus diesem
Grund kann man einen infinitesimalen Verzerrungstensor € ~ £ ~ € definieren.

Definition 1.8 (Infinitesimaler Verzerrungstensor). Der infinitesimale Verzerrungs-
tensor € ist definiert durch

&(X, 1) = %(Grad(U(X,t)) + Grad " (U(X, 1)) . (1.113)

In kartesischen Koordinaten {X,} errechnen sich die Komponenten von € zu

_ 170U, 09U,
= , 1.114
cab 2(8Xa + aXb> (1.114)
Aufgabe 1.2. Zeigen Sie, dass fir A < 1 und e, = E,
1 T
(‘:NEZNE—i(H—i—H) (1.115)

gilt.

Beispiel 1.6. Es wird wieder der Einheitswiirfel aus Beispiel 1.1 betrachtet und der
infinitesimale Verzerrungstensor berechnet. Fiir den Verschiebungsgradienten findet
man

0 2a1X> 0
H(X,t) = Grad(U(X,t)) = |0 0 0 (1.116)
0 a3X3 a3X2
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und fiir den Verzerrungstensor ergibt sich

0 a1X2 0
e(X,t) = |a1 X 0 (1/2)asXs| - (1.117)
0 (1/2>G3X3 agXQ
Der Vergleich des Cauchy-Green Verzerrungstensors (1.101) aus Beipsiel 1.5 mit dem

infinitesimalen Verzerrungstensor (1.117) zeigt, dass € = € gilt, wenn Terme hoherer
Ordnung in a1 X5, a3 Xs und a3 X3 vernachlissigt werden.

1.2.8 Kompatibilitatsbedingungen

Fiir ein beliebiges Verschiebungsfeld u, welches eine injektive Abbildung der Referenz- auf
die Momentankonfiguration beschreibt, sind die kartesischen Komponenten des infinitesi-
malen Verzerrungstensors € eindeutig durch (1.114) gegeben. Das inverse Problem, die
Ermittelung des Verschiebungsfeldes durch Integration des Verzerrungsfeldes, gestaltet
sich schwieriger. Das Losen der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen fiir u beinhaltet
sechs unabhéngige Gleichungen fiir drei Unbekannte. D. h., das resultierende Problem
ist iiberbestimmt und es besteht die Moglichkeit, dass kein injektives Verschiebungsfeld
existiert. Existiert ein zuldssiges Verschiebungsfeld, dann nennt man das zugehorige Verzer-
rungsfeld vertrdglich oder kompatibel. Es werden sogenannte Kompatibilitdtsbedingungen
bendétigt, die ein Verzerrungsfeld erfiillen muss, so dass die Existenz eines injektiven
Verschiebungsfeldes garantiert ist. Zur Bestimmung der Kompatibilitdtsbedingungen wird
(1.114) zunéchst partiell differenziert.

_ 1
Eab,cd = §<Ua,bcd + Ub,acd) (1118)

Wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen ergibt sich daraus die Beziehung
éab,cd =+ gcd,ab - gbd,ac - éTac,bd =0. (1119)

Wird sie fiir verschiedene Indizes angeschrieben, so ergeben sich 3* = 81 Gleichungen. Sie
stellen die notwendigen und hinreichenden Kompatibiltiatsbedingungen in kartesischen Ko-
ordinaten fiir die Existenz eines Verschiebungsfeldes fiir einen einfach zusammenhéngenden
Korper dar?. Von den 81 Gleichungen sind aufgrund der Symmetrie des Verzerrungsten-
sors und der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen nur sechs linear unabhéngig.
Ausfiihrlich angeschrieben, lauten diese sechs Gleichungen [1.5]:

Ei1,22 + €211 — 281212 =0, (E123 + €132 —€231); — 11,23 =0
€233 +E3322 — 262323 =0, (€231 + €213 —€312) 9 — 2231 =0 (1.120)

)

33,11 +E11,33 — 283131 =0, (€312 + €321 —€123) 3 — €3312 =0 .

2In einem einfach zusammenhéngenden Kérper kann jede geschlossene Kurve auf einen Punkt geschrumpft
werden, ohne das sich die Kurve jemals aulerhalb des Korpers befindet.
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1.3 Kinetik von deformierbaren Korpern

Im vorangegangenen Kapitel wurden einige kinematische Aspekte der Bewegung und
Deformation von Koérpern diskutiert. Die Bewegung und Deformation eines Korpers fithrt
zu Spannungen innerhalb des Korpers, vgl. Kapitel 1.1.1. Diese werden im Folgenden
genauer beschrieben.

Abbildung 1.13: Zum Spannungsvektor.

Man betrachtet einen deformierbaren Korper, der ein Gebiet 2 des physikalischen
Raumes mit dem Rand 02 zum Zeitpunkt ¢ > 0 einnimmt. Man postuliert, dass beliebige
Kréfte auf Teile des Korpers oder auf den ganzen Koérper wirken. Diese Kréfte unterteilt
man in duflere Krafte, die auf den Rand 02 wirken, und innere Kréfte, die im Inneren von
Q) auftreten. Man schneidet den Korper nun so auf, dass ein infinitesimales Element da
der Querschnittsfliche einen materiellen Punkt mit den rdumlichen Koordinaten x zum
Zeitpunkt ¢ beinhaltet. An der infinitesimalen Querschnittsfléiche da greift eine resultierende
Kraft df an. Zusétzlich definiert man an diesem Punkt den Einheitsnormalenvektor n.
Bevor die Bewegung stattfand, befand sich der Koérper in der Referenzkonfiguration g
zum Zeitpunkt ¢ = 0 und nahm das Gebiet ¢ mit dem Rand 0y ein. Als Gegenstiick zu
da in der Momentankonfiguration, fithrt man ein infinitesimales Flachenelement d.A ein,
das den gleichen materiellen Punkt mit den Referenzkoordinaten X zum Zeitpunkt ¢ = 0
beinhaltet. Dort greift die gleiche resultierende Kraft df an und man definiert auch fir
diese Konfiguration einen Normalenvektor N. Fiir jedes Fldchenelemente gilt dann laut
Abbildung 1.13

t(x,t,n) = j—z (1.121a)
T(X,t,N) = C% : (1.121b)

Hierbei bezeichnet t den Cauchy Spannungsvektor, d.h. eine Kraft bezogen auf da mit
dem Normalenvektor n, und T den ersten Piola-Kirchhoff Spannungsvektor, d.h. die
gleiche Kraft bezogen auf d.A mit dem Normalenvektor IN. Man beachte, dass daher
die Komponenten von t = t,e, und T = T,e, in rdumlichen Koordinaten mit den
Basisvektoren e, definiert sind.
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Satz 1.1 (Cauchy und Piola-Kirchhoff Spannungstensor). Fs wird angenommen, dass
die Impulserhaltung (1.168) gilt, dass ¢, eine C'-requlire Abbildung ist und dass der
Cauchy Spannungsvektor t(x,t,n) und der Piola-Kirchhoff Spannungsvektor T(X,t, N)
stetig in thren Argumenten sind. Dann existieren eindeutig definierte Tensorfelder o
(der Cauchy Spannungstensor) und P (der erste Piola-Kirchhoff Spannungstensor),
welche nur vom Ort x bzw. X und der Zeit t abhdngen, sodass

t(x,t,n) = o(x,t)-n (1.122a)
T(X,t,N) =P(X,t)-N (1.122b)

und
P=JoF " (1.123)

gelten. Fir die Komponenten von t und T gilt daher

te = Taptp (1124&)

Ty = PyaNg = Jog(F 1) 4Ny . (1.124b)
Der Cauchy Spannungstensor o = o4 €, €p ist symmetrisch. Dies gilt im Allgemeinen
nicht fiir den ersten Piola-Kirchhoff Spannungstensor P = P, 4 e, E 4. Der Zusammenhang

(1.123) kann unter Verwendung der Beziehung nda = JF~"NdA (siche Lemma 1.1) wie
folgt hergeleitet werden.

df = t(x,t,n)da = o -nda = ¢JF T NdA =P -NdA = T(X,t,N)dA  (1.125)
P

Eine Konsequenz aus (1.122) ist das dritte Newtonsche Gesetz (actio gleich reactio)
t(x,t,n) = —t(x,t,—n) oder T(X,t,N)=-T(X,t,—N) . (1.126)

Um einen Spannungsvektor T(X, t) = TAE 4 zu erhalten, der vollstindig in der Referenz-
konfiguration, d.h. in materiellen Koordinaten mit den Basisvektoren E 4, definiert ist,
transformiert man zunéchst analog zu (1.68) die resultierende Kraft df. Dies fihrt auf
einen fiktiven Kraftvektor

df = df E4 =F Ldf (1.127)

und den zugehoérigen Pseudospannungsvektor

T(X,t) = i F'T. (1.128)

Folglich kann hierzu auch ein (vollstdndig in der Referenzkonfiguration definierter) Span-
nungstensor S = Sap Ea Ep eingefithrt werden, so dass der Zusammenhang

T(X,t)=S-N=F'P-N (1.129)

gilt. Der Spannungstensor S ist symmetrisch und heif3t zweiter Piola-Kirchhoff Spannungs-
tensor.
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Definition 1.9 (Zweiter Piola-Kirchhoff Spannungstensor). Der zweite Piola-Kirchhoff
Spannungstensor S ist definiert als

S(X,t)=F '"P=F 'JoF T (1.130)
und in Koordinaten {X 4} auf Qg gilt fir S

Sap = (F ") aaPap = J(F ") 2a0a(F)ps - (1.131)

Zusétzlich soll noch kurz dargestellt werden, welchen FEinfluss die geometrische Linearisie-
rung auf die Spannungstensoren hat. Betrachtet man wieder infinitesimale Deformationen
fir die |H|| < 1 gilt, so findet man fiir den Deformationsgradienten F,p = do5 + O(A),
den inversen Deformationsgradienten (F~!)g, = dp, + O(A) und die Jacobidetermi-
nante J = det(F) = 1 + O(A). Das bedeutet, dass die Spannungstensoren fiir eine
infinitesimale Deformation identisch sind (S ~ P ~ o). Damit kann, wie zuvor bei den
Verzerrungstensoren, ein infinitesimaler Spannungstensor

& =a(X,1) (1.132)

eingefiihrt werden.

1.4 Bilanzgleichungen

In diesem Abschnitt werden die zur Beschreibung der Strémung einer Fliissigkeit oder der
Deformation eines Festkorpers benotigten Bilanzgleichungen (Massenerhaltung, Impulser-
haltung, Drehimpulserhaltung, Energieerhaltung) formuliert. Je nach Wahl des Kontrollvo-
lumens wird dabei zwischen Lagrangescher Betrachtung (materialfestes Kontrollvolumen),
Eulerscher Betrachtung (ortsfestes Kontrollvolumen) und allgemeiner Betrachtung (belie-
biges Kontrollvolumen) unterschieden, siehe auch [1.1, 1.2].

1.4.1 Lagrangesche, Eulersche und allgemeine Betrachtung

In der Lagrangeschen Betrachtung wird ein materialfestes (kdrperfestes, materielles) Kon-
trollvolumen, d. h. eine Teilmenge )y eines deformierbaren Korpers, festgelegt und dessen
Verhalten {iber die Zeit ¢ studiert, siehe Abbildung 1.14. Da hierbei das Kontrollvolumen
¢, (Qo) = Q(t) fest mit der Materie verbunden ist, gibt es keinen Transport von Masse
iiber die Berandung d¢, () = 092(t) der Menge. Die Berandung 02(t) bewegt sich mit
der lokalen Geschwindigkeit v(x,t) der Materie.

Im Gegensatz dazu wird bei der FEulerschen Betrachtung ein ortsfestes, konstantes
Kontrollvolumen €. verwendet, vgl. Abbildung 1.15. Verfolgt man nun einen materiellen
Punkt mit der Referenzposition X, so kann dieser im Zeitverlauf durch 2. wandern
und sich iiber die Berandung 9. des Kontrollvolumens bewegen. Es erfolgt daher im
Allgemeinen ein Massentransport iiber die Berandung 0f2., welche sich selbst nicht bewegt.

Im Falle der allgemeinen Betrachtung wird ein beliebiges zeitabhdngiges Kontrollvolumen
Q(t) verwendet. Seine Berandung 9Q(t) bewegt sich mit der lokalen Geschwindigkeit

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.4 Bilanzgleichungen Seite 31

Bewegungsbahn eines
materiellen Punktes

Abbildung 1.14: Zur Lagrangeschen Betrachtung (geschlossenes System: konstante Masse,
Energie kann iiber die Berandung flieBen).

Bewegungsbahn eines
materiellen Punkts

Abbildung 1.15: Zur Eulerschen Darstellung (offenes System: konstantes Volumen, Masse
und Energie kénnen iiber die Berandung flieBen).
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V(x,t). Im allgemeinen Fall v(x,t) # v(x,t) kommt es zu einem Massentransport tiber
die Berandung 9Q(t).

In der Koninuumsmechanik ist die Lagrangesche Betrachtung besonders gut zur Be-
schreibung von elastischen Koérpern geeignet, da hier eine Festlegung und Beschreibung
der Teilmenge ) des Korpers B iiber die Zeit einfach moglich ist. Zur Beschreibung von
Flissigkeiten ist diese Vorgehensweise nicht praktikabel, da hier die Beschreibung einer
Teilmenge fir langere Zeitspannen t schwierig, wenn nicht unméglich, wird. Daher wird
im Rahmen der Strémungsmechanik meist die Eulersche Betrachtung verwendet.

In diesem Abschnitt werden ausgehend von Bilanzgleichungen in Lagrangescher Be-
trachtung korrespondierende Gleichungen in differentieller Betrachtung und schliellich in
allgemeiner und Eulerscher Betrachtung abgeleitet.

1.4.2 Grundlegende Theoreme

Vorbereitend zur Formulierung von Bilanzgleichungen werden hier zwei grundlegende
Theoreme angegeben. Mithilfe des nachfolgenden Divergenztheorems ist es moglich, Fla-
chenintegrale in Volumenintegrale und umgekehrt umzuwandeln. Im Folgenden sei Q(t)
ein beliebiges zeitabhéngiges Volumen mit der Oberfliche 8@(7&). Der nach auflen gerich-
tete Einheitsnormalenvektor auf ein infinitesimales Oberflaichenelement da wird mit n
bezeichnet.

Satz 1.2 (NDivcrgonztheorem, GauBscher Integralsatz). Wenn £ eine vektorielle Feld-
grofse auf Q(t) ist, dann gilt

() oy = / (£, n)da . (1.133)

Q(t) A0(t)

Mit dem nachfolgenden Reynoldsschen Transporttheorem kann die zeitliche Anderung
eines Volumenintegrals iiber eine beliebige skalare, vektor- oder tensorwertige Feldgrofie
f(x,t) untersucht werden.

Satz 1.3 (Reynoldssches Transporttheorem fiir allgemeines Volumen). Gegeben sei
die skalare, vektor- oder tensorwertige Punktion f(x,t) € C' als Funktion der Position
x € Q(t) und der Zeit t. Es sei v(x,t) die lokale Geschwindigkeit der Berandung
O0(t). Dann gilt

d/ £(x, 1) dy:/ Ot tydv+ [ £(x,1)(%mn)da . (1.134)
dt Ja) Q) Ot 8(t)

Bemerkung 1.4. Das Reynoldsche Transporttheorem kann als dreidimensionale Er-
weiterung der Leibnizregel zur Differentiation von Parameterintegralen interpretiert
werden. Diese Regel definiert wie ein Integral ff((f)) f(x,t) de mit stetig differenzier-
baren Funktionen f(z,t), a(t) und b(t) total nach ¢ abgeleitet werden kann. Es gilt
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dann
d b o) Of (z, 1) db(t) da()
dt /a(t) Bz, t)de = /a(t) —o Qe HE0), ) =g~ — fla(t), )=~ . (1.135)

Beweis: Reynoldssches Transporttheorem fiir allgemeines Volumen. In Abbildung 1.16
ist das allgemeine zeitabhéngige Volumen (Integrationsgebiet) Q zu den Zeitpunkten
t und t + At dargestellt. Fiir ein infinitesimales Element da der Oberfliche 0Q(t)
ist n der nach auen gerichtete Einheitsnormalenvektor und v die zugehorige lokale
Momentangeschwindigkeit der Oberfliche. Natiirlich sind n und v Funktionen von ¢
und x € 8@(15). Ausgangspunkt der Herleitung des Reynoldschen Transporttheorems
fiir ein allgemeines Volumen €(t) ist nun die zeitliche Ableitung

dv = At(v,n) da

\Q(t + At)
~0Q(t + At)

Abbildung 1.16: Anderung des Integrationsvolumens €(t).

d 1
— f = lim — f A — f . (11
dt /Q(t) (x,t) dv Af_r}o At (/Q(H-At) (ot + Af) dv /Q(t) (<.1) dy) (1.156)

Mit Q(t + At) = Q(t) + AQ und f(x,t + At) ~ f(x, ) +At%f(x, t) fiir At — 0 ergibt
sich zunéchst

/ f(x,t—i—At)dl/:/~ f(x,t)dv+ [ _f(x,t)dv
Q(t+At) Q(t)

AQ
+At/ of (x,t) d1/—|—At/ of (x,t) v (1.137)
o Ot A Ot
~ 0

Wie in Abbildung 1.16 angedeutet, setzt sich das durch die Anderung des Volumens
Q(t) hinzukommende Volumen A aus infinitesimalen Volumenelementen

dv = At(v,n) da (1.138)
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zusammen. Damit kann der Term [, f(x,t) dv in (1.137) in die Form

/ f(x,t)dv = At/~ f(x,t)(V,n)da (1.139)
AQ a(t)
umgeschrieben werden. Wird f in (1.139) auf den Wert 1 gesetzt, so ergibt sich
AQ = At fa()(t) (¥, n) da und folglich gilt fiir At — 0 auch AQ — 0. Dies erklirt warum
der letzte Term in (1.137) im Vergleich zu den anderen Summanden vernachléssigt
werden kann. Setzt man nun (1.139) in (1.137) und das Resultat in (1.136) ein, so
erhalt man (1.134). O

Eine Spezialisierung des Reynoldsschen Transporttheorems ergibt sich fiir ein material-
festes Integrationsvolumen Q(t) = ¢, (o).

Satz 1.4 (Reynoldssches Transporttheorem fiir materialfestes Volumen). Gegeben sei
die skalare, vektor- oder tensorwertige Funktion £(x,t) € C* als Funktion der Position
x € Q(t) und der Zeit t. Es sei Q(t) ein materialfestes Volumen, sodass v(x,t) auch
die lokale Geschwindigkeit der Berandung 02 (t) darstellt. Dann gilt

4 / Tz, ) diy = / Ot tydv+ [ £(x,t)(v,n)da
dt Ja)

Q) Ot oQ(t)
- / <8f +grad(f) - v + £ div(v)> dv (1.140)
Q) \ Ot

d .
= /Q(t) (dtf I fle(V)) dv .

Beweis: Reynoldssches Transporttheorem fiir materialfestes Volumen. Man transfor-
miert von rdumlichen Koordinaten x, auf materielle Koordinaten X4, sodass der
Integrationsbereich in der Referenzkonfiguration dargestellt wird:

d

d/ f(x,t)dy:—/ £(¢h,(X), 1) J(X, 1) dV . (1.141)
Q(t) Q

dt dt

In diesem Ausdruck kénnen Differentation und Integration vertauscht werden, da
Qo als Teilmenge der Referenzkonfiguration nicht von der Zeit abhédngt. Dies liefert
unter Verwendung von (1.85) und (1.57) das Ergebnis

d

7/ e, dv= [ Lerredyay
dt Jaw)

Qo dt dt

d
= (f + fdiv(v)) Jdy
Qo \dt

d .
= /Q(t) <dtf + fle(V)> dv

_ / <af + grad(f) - v + fdiv(v)) dv .

(1.142)
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O

1.4.3 Generalisierte Bilanzgleichung

Die Bilanzgleichungen fiir die Masse, den Impuls, den Drall und die Energie kénnen
als Spezialfélle einer generalisierten Bilanz einer beliebigen extensiven physikalischen
GroBe W = W(Q(t),t) = Jo ¥(x,t) dv iiber einem allgemeinen Volumen Q(t) gesehen
werden. Hierbei ist 1 (x,t) eine beliebige skalare, vektor- oder tensorwertige Feldgrofie.
Nun interessiert die zeitliche Anderung ihres Integrals iiber das Volumen Q(t). Diese
zeitliche Anderung setzt sich im Allgemeinen aus drei Anteilen zusammen:

(i) Produktion oder Zufuhr P(£2,t) von ¥ im Volumen €

(ii) Netto-Abfluss F(9Q,t) von ¥ durch die Berandung 9} unabhingig von einem
Materialfluss

(iii) Netto-Abfluss M(99,t) von ¥ zufolge eines Materialabflusses durch die Berandung
19)9)

Es gilt dementsprechend die generalisierte Bilanzgleichung

d - - - -

a‘I’(Q,t) =P(Q,t) — F(0Q,t) — M(09Q,1t) . (1.143)
Ein Abfluss aus dem Volumen wird als positiver Fluss gezdhlt wird, woraus sich die
negativen Vorzeichen ergeben. Weiters wird angenommen, dass sich die physikalische

GroBe ¥(Q,t) und die Produktion oder Zufuhr P(£,t) als Volumenintegrale

(0, 1) = /Q(t) B(x, 1) dv (1.144a)

P, 1) = /Q CULY (1.144b)

iiber die zugehorigen Dichten 1)(x,t) und p(x,t) darstellen lassen. Die Anderung von ¥
zufolge eines Materialabflusses ergibt sich daher als Oberflichenintegral in der Form

M(9Q, ) :/mzmv—v,n) da . (1.145)
Hierbei entspricht v — v der lokalen Relativgeschwindigkeit zwischen dem Material und
der Oberfliche Q und (v — ¥, n) der lokalen Netto-Abflussgeschwindigkeit (Volumenfluss-
dichte, Volumen je Zeit- und Flicheneinheit) durch die Oberfliche. Ahnlich fordert man
fiir den nach auflen positiv gezdhlten, vom Materialfluss unabhéngigen Fluss F(8Q, t), dass
sich dieser als Fliachenintegral iiber eine Flussdichte f(x,n,t) (Fluss je Flacheneinheit),
mit dem Einheitsnormalenvektor n zur Berandung ), angeben lisst. Es wird also fiir die
Flussdichte gefordert, dass diese auf der Flache 9Q nur von deren &uBeren Einheitsnor-
malenvektor n, nicht aber von anderen differentialgeometrischen Eigenschaften, z. B. der
Kriimmung, abhéngt. Diese Forderung wird auch als Cauchy Postulat bezeichnet. Unter
der Annahme, dass das Cauchy Postulat erfiillt ist, hingt die Flussdichte f also nur von
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x, n und ¢ ab und es kann gezeigt werden [1.1], dass sie eine lineare Funktion von n ist,
d.h. es gilt f(x,n,t) = (p(x,t),n), wobei die neue Grofle ¢p(x,t) ebenfalls als Flussdichte
bezeichnet wird. Der Netto-Abfluss kann daher in der Form

F(OQ,t) = /~ f(x,n,t)da = /~ (p(x,t),n)da (1.146)
[2/9) ox2
berechnet werden.
Es erweist sich als giinstig, zunéchst die Lagrangesche Darstellung der generalisierten
Bilanzgleichung zu formulieren, d. h. es wird von einem materialfesten Integrationsvolumen
Q(t) ausgegangen.

Definition 1.10 (Lagrangesche integrale generalisierte Bilanzgleichung). Gegeben
seien die Dichten (x,t), p(x,t) und ¢(x,t) definiert fiir t € R, x € Q(¢). Diese
Groflen erfiillen die generalisierte Bilanzgleichung in Lagrangscher Betrachtung, falls
fiir das materialfeste Volumen Q(t) (i) die folgenden Integrale existieren, (ii) das
Integral [, 1 dv beztiglich der Zeit ¢ differenzierbar ist und (iii)

d/wdu:/ pdl/—/ o9, ) G (1.147)
dt Ja Q l9)
—_— —— —/ —

AW/ dt P F

gilt. Darin bezeichnet n den Einheitsnormalenvektor zur Berandung 02, dv das
Volumenelement in € und da das Flachenelement auf der Berandung 0f2.

Die integrale generalisierte Bilanzgleichung (1.147) besagt also, dass die Anderung einer
Grofle 1 im betrachteten materialfesten Volumen {2 sowohl durch den Fluss ¢ iiber die
Berandung 012 als auch iiber die Produktion oder Zufuhr p innerhalb des Volumens ()
definiert wird, siche Abbildung 1.17. Wenn p = 0 und ¢ = 0 gelten, dann ist ¥ zeitlich
konstant und wird haufig als Erhaltungsgrife bezeichnet.

o0

QO(X’ t) ‘n

Abbildung 1.17: Zur Definition der generalisierten Bilanzgleichung bei materialfestem
Kontrollvolumen.

Vorbereitend fiir die integrale generalisierte Bilanzgleichung in Eulerscher und allgemei-
ner Betrachtung wird zunéchst eine differentielle, lokalisierte Version der generalisierten
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Bilanzgleichung gesucht. Es ist zu beachten, dass zur Formulierung der lokalisierten
Version der Bilanzgleichungen héhere Anforderungen an die Stetigkeit bzw. die stetige
Differenzierbarkeit der beteiligten Groflen als zur Formulierung der integralen Version not-
wendig sind. In den weiteren Betrachtungen wird angenommen, dass alle vorkommenden
Grofien hinreichend oft stetig differenzierbar sind, sodass alle nachfolgend auftretenden
Ableitungen existieren. Es gibt jedoch Situationen, wo diese Annahme zu restriktiv ist.
Ein Beispiel ist die Beschreibung von Schockwellen (Uberschallstrémungen), bei denen
Diskontinuitdten der betrachteten Grofien auftreten kénnen.

Wendet man das Reynoldssche Transporttheorem nach Satz 1.4 auf die Lagrangesche
integrale generalisierte Bilanzgleichung (1.147) an und formt man das Oberfléchenintegral
mit dem Divergenztheorem 1.2 um, so folgt daraus die differentielle, lokalisierte Version
der generalisierten Bilanzgleichung.

Definition 1.11 (Differentielle generalisierte Bilanzgleichung). Es sei 1(x,t) € C*
eine stetig differenzierbare Funktion und ¢(x,t) € C! ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Weiterhin sei die Funktion p(x,t) stetig, d.h. p(x,t) € C°. Diese Gréfien
erfiillen dann und nur dann die generalisierte Bilanzgleichung, wenn

dy &

ar + ¢ div(v) = Bt + grad(v) - v+ ¢ div(v) = p — div(ep) (1.148)

gilt.

Durch Integration von (1.148) iiber ein beliebiges Kontrollvolumen Q(¢) € R? und
Anwendung des Divergenztheorems 1.2 und des Reynoldsschen Transporttheorems 1.3 fiir
allgemeines Volumen ergibt sich die allgemeine Darstellung der generalisierten Bilanzglei-
chung.

Definition 1.12 (Integrale generalisierte Bilanzgleichung fiir allgemeines Volumen).
Gegeben seien die Dichten v (x,t), p(x,t) und ¢(x,t) definiert fiir t € R, x € Q(t).
Diese GroBen erfiillen die generalisierte Bilanzgleichung fir ein allgemeines Volumen

(t), falls (i) die folgenden Integrale existieren, (ii) das Integral [t dv beziiglich der
Zeit t differenzierbar ist und (iii)

/Q(?tbdy—l—/(md;(v,Mda—

d[¢dy+/~1,D<V—\~/,n>da:/~pdy_/~<¢’n>da (1.149)
dt (9] o0 Q 90
—_—— — —
AW dt M p F

gilt. Darin bezeichnet n den Einheitsnormalenvektor zur BerandungNBQ, dv das
Volumenelement in €2 und da das Flachenelement auf der Berandung 0f2.

Wie es sein muss, folgt aus (1.149) die Lagrangesche integrale generalisierte Bilanz-
gleichung (1.147), wenn die Spezialisierung 2 = Q mit materialfestem Volumen € und
somit v = v beriicksichtigt wird. Wird in (1.149) hingegen die Spezialisierung Q=0
mit ortsfestem Volumen . € R? und somit v = 0 verwendet, so folgt die Eulersche
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Darstellung der generalisierten Bilanzgleichung.

Definition 1.13 (Eulersche integrale generalisierte Bilanzgleichung). Gegeben sind
die Funktionen ) (x,t), p(x,t) und ¢(x,t) definiert fir ¢ € R, x € .. Diese Grofien
erfiillen die generalisierte Bilanzgleichung in Eulerscher Betrachtung, falls fiir das
ortsfeste Volumen Q. (i) die folgenden Integrale existieren, (ii) das Integral [, ) dv
beziiglich der Zeit ¢ differenzierbar ist und (iii)

o
r dv + . YP(v,n)da =
—/ zl)dv—i—/ Y(v,n)da = pdz/—/ (p,n)da (1.150)
dt Ja. 80, Qe Qe
—_—— — — —
AW/ dt M P F

gilt. Darin bezeichnet n den Einheitsnormalenvektor zur Berandung 0f2., dv das
Volumenelement auf 2. und da das Fliachenelement auf der Berandung 0f2..

Anhand der generalisierten Bilanzgleichungen kénnen nun die Massen-, Impuls- und
Energieerhaltung hergeleitet werden.

1.4.4 Massenerhaltung

Die Massenerhaltung besagt, dass eine positive Masse existiert und konstant ist, d. h. es
gilt

m(Qo) = m(2(t)) >0 (1.151)
flir alle Zeiten t. Die differentielle Form fiir ein Massenelement dm lautet sinngeméaf
dm(X) = dm(x,t) >0 . (1.152)

Die Massendichtefunktion der Referenzkonfiguration po(X) und der Momentankonfigura-
tion p(x,t) konnen dann mit dv = JdV zu

dm dm
p00) = 1oy polX) = S = p(6,(X),0)T(X, 1) (115)
angegeben werden, sodass die Masse m durch
m = / pdv :/ podV (1.154)
Q Q0

gegeben ist. Da Masse weder erzeugt noch vernichtet werden kann, lasst sich die Masse-
nerhaltung in Lagmngescher Darstellung in der Form

0
Cm=2S / pdv =0, Zp=0 (1.155)

darstellen (kein Massenfluss iiber die Berandung 0f2). Die Massenerhaltung folgt alternativ
auch aus der Lagrangeschen integralen generalisierten Bilanzgleichung (1.147), wenn man
1 = p und p = 0 sowie ¢ = 0 setzt. Wendet man analog die differentielle generalisierte
Bilanzgleichung (1.148) an, so erhélt man die differentielle (lokalisierte) Version der
Massenerhaltung in der Form
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0 . d :
ap%— div(pv) = FTs pdiv(v) =0 . (1.156)

Diese Beziehung wird hdufig auch als Kontinuitatsgleichung bezeichnet, siehe z. B. [1.1, 1.2].
Ein wichtiger Spezialfall ist der eines dichtebestindigen oder inkompressiblen Materials,
welches sich dadurch auszeichnet, dass dessen Massendichte konstant ist (p = const).
Die Kontinuitétsgleichung (1.156) vereinfacht sich dann zu div(v) = 0. Die symbolische
Schreibweise in (1.156) ist fiir beliebige Koordinaten giiltig. In kartesischen Koordinaten
x4 ergibt sich

0 0 0 0 0 0

atp + a$1 (pvl) + ax2 (p'UQ) + axg (pvg) 8tp + 8332 (pvl) ( )
Die integrale Darstellung der Massenerhaltung fiir ein allgemeines Voluznen ergibt sich
einfach durch Integration von (1.156) iiber das beliebige Kontrollvolumen €(¢).

/~ @du+/~ p(v,n)da=0. (1.158)
o ot o0

Wird hierauf das Reynoldssche Transporttheorem fiir allgemeines Volumen geméafl Satz
1.3 angewandt, so ergibt sich alternativ

d
—/~pd1/—|—/~p(v—\7,n>da=0. (1.159)
dt Ja a9

Der zweite Summand in (1.159) beschreibt den (abgehenden) Netto-Massenstrom tiber die
Berandung 0f2. Analog zu dieser Herleitung ergibt sich die Fulersche integrale Darstellung
der Massenerhaltung fir ein ortsfeste Kontrollvolumen €. in der Form

d
—/ pdy—i—/ p(v,n)yda=0. (1.160)
dt Ja. 09,

Der zweite Summand beschreibt wieder den (abgehenden) Massenstrom tiber die ortsfeste
Berandung 0f2..

Bemerkung 1.5. In vielen Fallen ist es sinnvoll das Transporttheorem 1.4 fiir materi-
alfestes Volumen mithilfe der Massenerhaltung umzuformulieren. Dazu ersetzt man f
durch pf und erhélt eine neue Form des Transporttheorems durch

d d
&/prdy—/gpafdy (1.161)

Aufgabe 1.3. Beweisen Sie (1.161).

1.4.5 Impuls- und Drehimpulserhaltung

Die Impulserhaltung in der Kontinuumsmechanik ist eine Erweiterung von Newtons zwei-
tem Gesetz. Der Ausgangspunkt der Herleitung der Impulserhaltung fiir deformierbare
Kérper ist eine C! regulire Bewegung eines Korpers im R3. Es wird zunéchst ein korper-
festes Kontrollvolumen € (€2g in der Referenzkonfiguration) betrachtet. Der translatorische
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Impuls zum Zeitpunkt ¢ ist durch
I(t) = / pvdv = [ poVdV (1.162)
Q Qo
und der Drehimpuls durch
Ly, (1) :/ rx pvdr = / rx ppVdy, (1.163)
Q Qo

definiert. Der Drehimpuls wurde auf einen beliebig gewédhlten Punkt, mit dem Ortsvektor
Xg, bezogen. Der Vektor r = x — x¢ ist folglich der Ortsvektor vom Bezugspunkt zu
einem materiellen Punkt. Es ist zu beachten, dass in (1.163) auch bei Integration in der
Referenzkonfiguration der Ortsvektor r aus der Momentankonfiguration zu verwenden
ist. Die Impulserhaltung besagt, dass die totale Zeitableitung des Impulses gleich den
resultierenden Kréften f bzw. Momenten 7 ist, d. h.
d d

El(t) =f(t) bzw. &on (t)=7(t) . (1.164)
Die auf eine Teilmenge des Koérpers wirkenden Kréfte konnen in zwei Klassen unterteilt
werden:

(i) Die erste Klasse von Kréften beschreibt extern eingeprigte Spannungskréfte, auch
Oberflichenkrifte genannt, welche auf die Berandung der Teilmenge wirken und
die Interaktion mit dem Rest des Korpers bzw. mit seiner Umgebung beschreiben.
Die Spannungskrafte konnen mithilfe des Cauchy Spannungsvektors t(x,t,n) bzw.
ersten Piola Kirchhoff Spannungsvektors T'(X, ¢, N) beschrieben werden, vgl. (1.122),
welche die Flachenkraftdichte (Kraft pro verformter Einheitsfliche) auf ein Ober-
flichenelement da an der Position x mit dem Normalenvektor n bzw. auf ein
Oberflichenelement d.A an der Position X mit dem Normalenvektor N beschreiben.

(ii) Die zweite Klasse von Kréften resultiert aus extern eingepréagten Volumenkriften,
(z. B. Gravitation, elektrostatische oder elektromagnetische Krifte) und wirkt auf
die Masse innerhalb der Teilmenge. Im Folgenden wird die spezifische Massenkraft
(Kraft pro Einheitsmasse) der dufleren Kréfte mit f(x,t) = Fy(X, t) bezeichnet.

Die resultierenden Kréfte f(¢) und Momente 7(¢) kénnen also mit dm = pdv = pydV in
der Form

f(t):/ pfbdl/—i—/ tda:/ podeV—i—/ TdA (1.165a)
Q o9 Qo EIoN

T(t):/rxpfbdy+/ rxtda:/ rprdeV+/ r x TdA (1.165Db)
Q o0 Q Q0

dargestellt werden. Die integrale Impulserhaltung in Lagrangescher Darstellung (siehe
dazu Abbildung 1.18) ist erfiillt, wenn fiir jedes 2 die Gleichung

d
—/pvdyz/pfbdl/—l—/ tda (1.166)
dt Jao Q l9)
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o0
Abbildung 1.18: Zur Lagrangeschen Darstellung der Impulserhaltung.

gilt. In der Momentankonfiguration wird dabei in jedem Punkt x der Flachennormalenvek-
tor n der Berandung 0f2 fiir die Auswertung des Vektors t(x, ¢, n) verwendet. Analoges
gilt fiir die Darstellung in der Referenzkonfiguration. Ersetzt man die Spannungsvektoren
in (1.165) gemaf (1.122), so erhélt man direkt die Lagrangesche integrale Darstellung der
Impulserhaltung

i/pvdyz/pfbdl/—i-/ o -nda (1.167a)
dt Jo Q a0
d
—/rxpvdyz/rxpfbdy—i—/ r x (o-n)da (1.167b)
dt Jo Q fGl9)
bzw 5
—/ pOVdV:/ poFydV + [ P.NdA (1.167¢)
ot Jao Qo IO
Q/ rxpOVde/ rx poFpdV+ [ rx(P-N)dA. (1.167d)
ot Ja, Q0 IO

Durch Vergleich der generalisierten Bilanzgleichung in der Form (1.147) mit der trans-
latorischen Impulserhaltung in Lagrangescher Darstellung (1.167a) erkennt man, dass
1 = pv die Impulsdichte, ¢ = —o die Flussdichte und p = pf, die Zufuhrdichte ist. Die
Anwendung von Definition 1.11 in Kombination mit der differentiellen Massenerhaltung
(1.155) und (1.156) liefert die differentielle (lokalisierte) Version der Impulserhaltung in
der Form

d
PV = pfy + div(o) (1.168)
bzw. analog dazu
0
pOEV = poFy + Div(P) . (1.169)
In Komponentendarstellung gilt
d
pava = pfoa + Oab,b (1.170)
bzw. 9
poaVa = poFpe + Paaa - (1.171)
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Die integrale translatorische Impulserhaltung fiir ein beliebiges Volumen ergibt sich mit
der generalisierten Bilanzgleichung (1.149) folglich zu

d
—/~pvdz/—l—/~pv<v—\~f,n)da=/~pfbdu+/~U-nda. (1.172)
dt Jo Q) Q a0

In analoger Weise ergibt sich mit der generalisierten Bilanzgleichung (1.150) die Fulersche
Darstellung der integralen translatorischen Impulserhaltung in der Form folglich zu

d
—/ pvdu—i—/ pv(v,n>da=/ pfbdl/—i—/ o -nda . (1.173)
dt Jo, 0 Qe Qe

Die differentielle translatorische Impulserhaltung (1.168) besteht aus drei partiellen
Differentialgleichungen, die die Komponenten des Beschleunigungsvektors mit den Vo-
lumenkréften und den rdumlichen Ableitungen des Spannungstensors verkniipft. Die
Formulierung ist wieder fiir beliebige Koordinaten giiltig und in kartesischen Koordinaten
T, kann sie in der Form

(3% Ovg
p

— 1.174
T +8:cbvb) Pfoa + Tabp ( )

angegeben werden. Wie in [1.1] gezeigt, kann der nachfolgende Satz aus der integralen
Darstellung der Drehimpulserhaltung hergeleitet werden.

Satz 1.5 (Differentielle Drehimpulserhaltung). Es sei angenommen, dass die Massen-
erhaltung und die translatorische Impulserhaltung erfillt sind. Die Drehimpulserhal-
tung ist dann und nur dann erfillt, wenn der Cauchy-Spannungstensor o bzw. der
zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor S symmetrisch ist, d. h. es gilt

oc=0', S=8T (1.175)
oder in Komponentendarstellung

Oab = Oba , SAB = SBA - (1.176)

Der erste Piola-Kirchhoff Spannungstensor ist im Allgemeinen nicht symmetrisch. Aller-
dings impliziert die Transformationsvorschrift (1.131), dass fiir den ersten Piola-Kirchhoff

Spannungstensor
PFT = FPT | P,uFys = FyuPoa , (1.177)

gelten muss. Die Symmetrien in (1.175) und (1.177) sind dabei wieder unabhéngig vom
gewahlten Koordinatensystem.

1.4.6 Energieerhaltung

Energie ist eine extensive Zustandsgrofle eines Systems. Energie ist eine Erhaltungsgrofie,
d. h. sie kann weder erzeugt noch vernichtet werden, sondern nur transportiert und von
einer Form in eine andere Form umgewandelt werden.

Zunichst wird eine materialfestes Kontrollvolumen () und lediglich mechanische
Energie betrachtet. Andere Energieformen, wie thermische, elektrische, magnetische oder
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chemische Energie werden vorerst vernachléssigt. Unter diesen Umsténden stellt die Ener-
gieerhaltung (oder gleichwertig die Leistungsbilanz) keine zusétzliche Bedingung dar. Sie
ist vielmehr eine Konsequenz der Impulserhaltung. Zur Formulierung der Energieerhaltung
(Leistungsbilanz) fir deformierbare Korper betrachtet man ein materialfestes Kontrollvo-
lumen 2. Die externe mechanische Leistung Peyt ist definiert als die Leistungszufuhr in
das Kontrollvolumen zum Zeitpunkt ¢, die durch die Kraftdichten t und pfy bzw. T und
poFy hervorgerufen werden:

Poxt (£) :/Q(pfb,v> d1/+/m(t,v> da:/QO<p0Fb,v> v [ (mviad.

Im Falle elastischer Materialien kann eine Verzerrungsenergiedichte 7 (Energie pro Ein-
heitsvolumen) in der Form

w(e):/:a(ﬁ):dﬁ:/:s@);dé (1.179)

definiert werden. Zugehorig beschreibt die interne mechanische Leistung Py, die Leistung
des Spannungsfeldes zum Zeitpunkt ¢ und ist definiert als

Pine(t) = / o:ddv=[ S:&£dV (1.180)
Q Qo
mit d gemiB (1.64a) und &£ gemas (1.106).
Die kinetische Energie T der Masse in € ist zu jedem Zeitpunkt ¢ durch

T(t)—/92 v,V dl/—/ —po(V,V)dV (1.181)

gegeben. Da nur mechanische Energie betrachtet wird, kann die Energieerhaltung (Leis-
tungsbilanz) in der Form

gz 1 (&) + Pune(t) = Pext(t) (1.182)

formuliert werden. Nunmehr kann die innere Energie Uy, eingefithrt werden. Sie berechnet
sich aus der spezifischen Energie u(x,t) = U(X,¢) (innere Energie pro Einheitsmasse) zu

Uin(t):/qudV: . poUdV . (1.183)
0

Die spezifische innere Energie u(x,t) = U(X, ) ist dabei eine makroskopisch verschmierte
Darstellung der auf die Masse bezogenen Energie in einem Stoff (ohne die kinetische
Energie). Die Verzerrungsenergiedichte 7 soll hier im Term pu enthalten sein. Da nur
mechanische Energie betrachet wird, ist die interne Leistung identisch mit der Anderung

der internen Energie:
d

dt

Die Gleichung (1.182) kann mit der inneren Energie in die Form

Pint (t) = —Uin(t) . (1.184)
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d d
3 T + Uin(t) = Pexs(?) (1.185)
bzw. q .
—/ p(u—i— —(v,v)) dV:/<pfb,v> du+/ (t,v)da (1.186)
oder

2/ 00 (U 4= 1<V,Vv>> dy = / (poFp, V)dV + (T,V)dA (1.187)
at Ja, 2 Qo 900

umgeschrieben werden. Die linken Seiten dieser Gleichungen charakterisieren dabei die
totale Leistung im Korper. Sie muss gleich der externen mechanischen Leistung Pex(t) sein.

Im Folgenden wird sowohl mechanische als auch thermische Energie betrachtet. Ein
Kontinuum, welches mechanische und thermische Energie besitzt, wird als thermodyna-
misches Kontinuum bezeichnet. Der thermodynamische Zustand ist bekannt, wenn alle
Groflen zur Beschreibung des Systems bekannt sind. Diese Gréflen nennt man auch ther-
modynamische Zustandsgrifsen. Sie sind makroskopische Gréfen die im Allgemeinen von
der Position und der Zeit abhédngen. Zum Beispiel kann der thermodynamische Zustand
eines thermoelastischen Festkorpers im sieben-dimensionalen Zustandsraum mit sechs
Spannungsvariablen und der Temperatur beschrieben werden. Die Funktionen, die eine
bestimmte Zustandsvariable beschreiben, werden als Zustandsgleichungen oder Konstitu-
tivgleichungen bezeichnet. Zur Charakterisierung des thermodynamischen Zustands ist
die Beschreibung der mechanischen und thermischen Energie notwendig. Dazu wird der
Begriff der Wérme Q(t) eingefithrt. Wéarme ist eine thermische Energieform, die zwischen
einem System und der Umgebung aufgrund eines Temperaturgradienten oder einer Tem-
peraturdifferenz ausgetauscht wird. In Abschnitt 2 wird darauf ndher eingegangen. Die
thermische Leistung ist definiert als

dQ(t):/prdV—/ q'da:/ poRAV — QdA . (1.188)
dt Q a0 Qo Q0

Dabei bezeichnen die skalare Funktionen ¢(x,n,t) und Q(X, N, t) die (abflieBenden) Wiir-
meflussdichten iiber die Berandung 92 bzw. 9€y mit den (nach aufien positiv definierten)
Einheitsnormalenvektoren n bzw. N und r(x,t) = R(X,t) die Warmeproduktion pro
Einheitsmasse. Das Analogon zum Cauchy Postulat bildet das Stoksche Wérmefiuss Theo-
rem der Thermodynamik. Es besagt, dass die skalaren Funktionen ¢ und @ als lineare
Funktionen

.(A}(x, n,t) = (q(x,t), n) (1.189a)

Q(X,N,t) = (Q(X,t),N) (1.189Db)

dargestellt werden koénnen. Das rdumliche Vektorfeld q(x,¢) wird dabei als Cauchy War-
meflussdichte und das materielle Vektorfeld Q(X, ) als Piola-Kirchhoff Warmeflussdichte
bezeichnet. Wird die thermische Energie mitbetrachtet, so dndert sich die innere Energie
auch zufolge der Anderung der Wirme und es gilt fiir die Anderung der inneren Energie

Pint(t) + %Q(t) = %Um(t) : (1.190)
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Setzt man (1.190) in (1.182) ein, so ergibt sich fiir die Energieerhaltung (Leistungsbi-
lanz)
d d

d
2T + ZUin(t) = QM) +Pexs(t) - (1.191)

Diese Beziehung wird auch als erster Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet. Die
integrale Energieerhaltung (integrale Leistungsbilanz) ist nun in Lagrangescher Darstellung
fiir das materialfeste Volumen ( erfiillt wenn

| %/QP(UWL%W?W) dV:/Qp((fb7V>+r)dV+/aQ(<t7v>—<q,n>)da (1.192)
%Aopo<u+%<v,v>> dVZ/QOPO(<Fb,V>-I-R)dV-|— BQO<T,V)—<Q,N>dA

(1.193)

gilt. Auch fir die Energieerhaltung (Leistungsbilanz) soll eine differentielle, lokalisierte
Version hergeleitet werden. Verwendet man die vorangegangenen Erhaltungssétze, so
erhélt man die differentielle, lokalisierte Version der Energieerhaltung (Leistungsbilanz)
in der Form

p%u +div(q) =0 :d+ pr (1.194a)
p02U+div<Q) =S:&+pR. (1.194Db)
ot

Bemerkung 1.6. Der Ausgangspunkt des Beweises von (1.194a) ist die Lagrangesche
integrale Darstellung (1.192) in der Form

(i/gp<u + ;<V,V>) dv = /Qp(<fb,v> +r)dv+ BQ(<U -v,n) — (q,n))da . (1.195)

Mithilfe des Reynoldsschen Transporttheorems folgt fiir die linke Seite von (1.195)

Ciﬁ/gp(u + ;<V,v)) dv =

(1.196)
/ d( (u + 1<v v})) + (u + }<V v>> div(v) dv
o dt P oWV p oWV .
Fiir die rechte Seite von (1.195) ergibt sich mit dem Divergenztheorem
/ p{f, v) + pr + div(o - v) — div(q) dv . (1.197)
Q

Im ersten Schritt betrachtet man nun den Term div(e - v), welcher in der Form

0 0v, 0o ap
di ) = 5. WaOab) = 5 0a a
iv(o - v) A (VaTab) 8%0 b+ o,

(1.198)
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dargestellt werden kann. Man beachte weiterhin, dass aufgrund der Drehimpulser-
haltung (1.175) der Spannungstensor o symmetrisch ist und das doppelt verjiingen-
de Produkt des schiefsymmetrischen Drehgeschwindigkeitstensors (1.64b) mit dem
symmetrischen Spannungstensor verschwindet. Es ergibt sich insgesamt mit dem
Deformationsgeschwindigkeitstensor d geméaf (1.64a)

ov, 1/0v, Ouy 1/0v, Ouy
Za = (= = = 1.1
8wbaab 2 <8:1:b + &%)J b (8:):1, &%)Uab dabTab (1.199)
=0
und es folgt schliefllich fiir (1.198)
div(e -v) =0 :d + (div(o), V) . (1.200)

Verwendet man in (1.196) noch

i(ﬂé(wﬂ) 1( >§tp+p<(i ,v>, (1.201)

so erhélt man fiir die Energieerhaltung (Leistungsbilanz)

/pu+< p+ pdiv(v )) <u+;<v,v))+p<§tv,v>dy:

A B
/ p{fp, vy +pr+ o :d+ (div(e),v) —div(q)dv . (1.202)
Q> S——

B

Aufgrund der Massenerhaltung (1.156) verschwindet der Ausdruck A. Die mit B
gekennzeichneten Terme verschwinden aufgrund der Impulserhaltung (1.168). Da
nun {2 materialfest aber grundsétzlich beliebig gewéhlt werden kann, folgt aus dem
Integranden von (1.202) die differentielle Darstellung der Energieerhaltung (Leis-
tungsbilanz) (1.194a). Analog kann vorgegangen werden, um die Darstellung (1.194b)
zu beweisen.

Der Integrand von (1.196) kann in die Form

gt( (“ * ;< >)> +diV(P(U + ;<V7V>)v> (1.203)

umgeschrieben werden. Gemeinsam mit dem Integranden von (1.197) ergibt sich daher
nach Integration iiber ein beliebiges Kontrollvolumen Q(t) und Anwendung des Divergenz-
theorems fiir ein allgemeines Volumen die integrale Darstellung der Energieerhaltung fiir
ein allgemeines Volumen (Leistungsbilanz)
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%/QP<U+%<V,V>> du+/8@p<u—|—%(v,v))(v—fx,n}da:
/Qp(<fb,v>—|—r)d1/—i—/aQ(<0'-v,n)—(('],n))da. (1.204)

In analoger Weise kann die Fulersche integrale Darstellung der Energieerhaltung (Leis-
tungsbilanz) in der Form

d 1
g/gcp(u + §<v,v>> dv +

- p<u+1<v,v>><v,n> da =
/Qp((fb,v>+r)d1/+/ ((o-v,n) — (@,n))da (1.205)
c Qe

2

hergeleitet werden.

Abschlieflend soll noch kurz der Begriff der spezifischen Enthalpie, welcher haufig bei
thermischen oder thermodynamischen Prozessen von Interesse ist, erklart werden. Dazu
wird die Oberflachenkraftdichte t in der externen mechanischen Leistung (1.178) in der
Form

t=o0(x,t) - n (1.206)

angeschrieben und vom Cauchy Spannungstensor o der Drucktensor —pE mit der Ein-

heitsmatrix E und dem Druck
spur(o)

= 1.207
p 3 (1.207)
abgespalten, d.h. man schreibt
oc=1—-pE. (1.208)
Damit kann die externe mechanische Leistung in der Form
Pext(t) = / (pfy,v)dv+ [ (T-n,v) da—/ p(n,v)da (1.209)
Q o0 o0N
Ptech

angegeben werden. Der Term — [;, p(n, v) da wird gelegentlich als (Leistung der) Vo-
lumendnderungsarbeit bezeichnet. Die iibrigen Terme werden mit Pie, abgekiirzt und
gelegentlich als technische Arbeit (Leistung) bezeichnet. Bei Fluiden mit sehr geringer
Viskositéat kann der Leistungsbeitrag von 7 héufig ndherungsweise vernachléssigt werden.

Wird nun auf der linken Seite von (1.192) das Reynoldssche Transporttheorem 1.4
fir materialfestes Volumen verwendet und werden auf der rechten Seite von (1.192) die
Beziechungen (1.206) und (1.208) eingesetzt, so folgt daraus eine alternative Formulierung
der integralen Energieerhaltung in Lagrangescher Darstellung

/Q%<p<u - %<V’V>)> dvt 89p<u +%+%<V’V>)<n’v> do=
e (1.210)

[ ott@w)+0dv+ [ ((7-vm) - (@ m) da = SQ) + P

Hierbei ist
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h(x,t) = u + % (1.211)

die spezifische Enthalpie (siehe auch Abschnitt A). Ahnlich zur Herleitung von (1.210)
kénnen die Beziehungen (1.206) und (1.208) in die rechten Seiten von (1.204) und (1.205)
eingesetzt werden, was auf die alternativen Formulierungen

%/ﬁﬂ(u + %(v,v>> dl/-l-/mp<fj+%<vav>)<v—‘77 n)da =

h

/p((fb,v)+r)dy+ ((r-v,n) — (@,n))da . (1.212)
Q o2

und

d 1 1
£/Cp<u+§<v,v>> dv + 8QCp(u—l—%+§<v,v>)<v,n)da:
h

/ p((fp,v) +r)dv + ((t-v,n) —(q,n))da (1.213)
Qe 09

fiir die integrale Energieerhaltung in allgemeiner bzw. Eulerscher Darstellung fiihrt.

1.5 Materialmodelle

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die Kinematik sowie die zugehorigen Bi-
lanzgleichungen hergeleitet. Um die Bewegungsgleichungen fiir Festkorper oder Fluide zu
berechnen, fehlen noch Materialmodelle, die einen Zusammenhang zwischen der Verzer-
rung bzw. Verzerrungsgeschwindigkeit und der Spannung herstellen. Diese Materialmodelle
werden auch als Konstitutivgleichungen bezeichnet.

Im Rahmen dieser Lehrveranstaltung werden lediglich einfache Materialien behandelt.
Ein Material wird als einfaches Material bezeichnet, wenn dessen momentaner Span-
nungszustand nur von der lokalen Vergangenheit der Deformation abhangt. D.h., der
Wert des Cauchy Spannungstensors an einem materiellen Punkt kann als Funktion der
Vergangenheit des Deformationsgradienten an diesem Punkt dargestellt werden. Es zeigt
sich in Experimenten, dass sehr viele reale Materialien als einfache Materialien modelliert
werden konnen. Ab dem Abschnitt 1.5.2 erfolgt auflerdem eine Einschrankung auf linear
elastische Materialien.

1.5.1 Elastizitat

Fir elastisches Material gilt, dass die aktuelle Spannung an einem materiellen Punkt
im Korper nicht vom bisherigen Verformungsweg (Geschichte der Verformung) oder
der Zeit abhéngt. In einem (isothermen) elastischen Material ist damit der momentane
Spannungszustand an einem materiellen Punkt alleine durch die momentane Deformation
an diesem materiellen Punkt festgelegt. Der Cauchy Spannungstensor ist damit eine
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Funktion des Deformationsgradienten F und es gilt
oc=o0(F,x), (1.214)

wobei die Abhéngigkeit o (-,x) von der Momentanposition x eines materiellen Punktes
andeutet, dass die Materialeigenschaften an unterschiedlichen materiellen Punkten im
Korper verschieden sein kénnen. Ein Material mit dieser Eigenschaft wird auch als
heterogen bezeichnet. Sind die Materialeigenschaften an jedem Punkt gleich, so hingt die
Konstitutivgleichung (1.214) nicht mehr explizit von der Position x ab, d.h. es gilt o =
o (F) und man spricht von einem homogenen Material. Eine solche materielle Homogenitét
wird im Folgenden stets vorausgesetzt. Eine zu o(F) dquivalente Formulierung kann
mithilfe des zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensors als Funktion des Green-Lagrange
Verzerrungstensors £ in der Form

S =5(&) (1.215)

angeben werden. Die Gestalt der Konstitutivgleichung (1.215) kann durch die Annahme
einer Verzerrungsenergiedichte 7, definiert als Funktion des Green-Lagrange Verzerrungs-
tensors, in der Form

m(E) :/08 S(é):dé:/ogab Sap dEap (1.216)

eingeschrankt werden. Dazu wird gefordert, dass die Integration im Verzerrungsraum
wegunabhéngig ist. Man nennt ein Material, welches diese Eigenschaft erfiillt hyperelastisch
und es folgt fiir eine orthonormale Basis

o

Sap = 9E, "

(1.217)

Unter der Annahme einer infinitesimalen Deformation gelten die kinematischen Linearisie-
rungen € ~ € und S ~ &. Fiir eine infinitesimale Deformation eines elastischen Materials
folgt dann aus der Konstitutivgleichung (1.215)

& =&(¢) (1.218)

und fiir ein hyperelastisches Material definiert man analog zu (1.216) die infinitesimale
Verzerrungsenergiedichte

w(é):/:&(;-):dé, w(é):/oéab Gap dEqp - (1.219)

Anlog zu (1.217) folgt

Gap = . (1.220)
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1.5.2 Linear-elastischer Festkorper

Prinzipiell sind die Konstitutivgleichungen (1.215) bzw. (1.218) fiir eine Deformation bzw.
infinitesimale Deformation eines elastischen Materials nichtlinear. Die Spannungen sind
damit nicht proportional zu den Verzerrungen. Wird jedoch angenommen, dass dieser
Zusammenhang linear ist, so kann die Konstitutivgleichung in der Form

o=C:¢e y 5'ab = Cabcdécd (1.221)

dargestellt werden, wobei die Komponenten des Steifigkeitstensors vierter Stufe C materielle
Parameter darstellen. Diese konnen von der Referenzposition X abhéngen, falls der Korper
nicht materiell homogen ist. Die Konstitutivgleichung (1.221) fiir eine infinitesimale
Deformation eines linear-elastischen Materials wird als generalisiertes Hookesches Gesetz
bezeichnet. Insgesamt beinhaltet der Tensor vierter Stufe 3* = 81 Komponenten, die
allerdings nicht alle unabhéngig sind. Es ergeben sich folgende Abhéngigkeiten:

(i) Der Spannungstensor ist symmetrisch, d.h. 645 = 044, um die Drehimpulserhaltung
zu erfiillen. Daraus lasst sich unmittelbar ableiten, dass der Steifigkeitstensor C in
den ersten zwei Indizes symmetrisch sein muss, Cupeq = Cpaeq- Damit reduziert sich
die Anzahl der unabhéngigen Komponenten auf 6 x 3 x 3 = 54.

(ii) Der Steifigkeitstensor kann in einen beziiglich der letzten beiden Indizes symmetri-
schen und schiefsymmetrischen Anteil aufgespalten werden

1 1

Cabcd - §(Cabcd + Cabdc) + §(Cabcd - Cabdc) . (1222)

Da der Verzerrungstensor symmetrisch ist (€.q4 = €4¢), hat nur der symmetrische
Anteil einen Einfluss auf die Spannungen

_ 1 _
Cabcdecd = i(cabcd + Cabdc)ecd . (1223)

Der schiefsymmetrische Anteil ist damit beliebig. Ohne Beschrénkung der Allgemein-
heit kann dieser zu Null gesetzt und gefordert werden, dass der Steifigkeitstensor in
den letzten zwei Indizes symmetrisch ist, Cypeq = Cupde- Die unabhéngigen Kompo-
nenten reduzieren sich damit auf 6 x 6 = 36.

(iii) Ist das linear-elastische Material zudem hyperelastisch, dann folgt aus (1.220)

or
8éab

= Cubeded (1.224)

und nochmaliges Differenzieren resultiert in

0*n

Die Reihenfolge der Differentation in (1.225) ist beliebig, so dass der Steifigkeits-
tensor fiir eine infinitesimale Deformation eines linear-hyperelastischen Materials
symmetrisch sein muss (Cgpeq = Cedap) und sich die Anzahl der unabhéngigen
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Komponenten schlieBllich zu (6 x 6 + 6)/2 = 21 reduziert. Ebenso kann gezeigt
werden, dass ein linear-elastisches Material hyperelastisch ist, falls Cypeqd = Cedap
gilt. Die betrachteten Materialien werden im Folgenden als hyperelastisch angenom-
men. Die 21 unabhéingigen Komponenten kénnen weiter reduziert werden, wenn das
Materialverhalten rdumliche Symmetrien aufweist.

Die Verzerrungsenergiedichte fiir eine linear-elastische Deformation lautet

1 1
m(&) = 55 :C:E= §Cabcdéabécd . (1.226)

Dies kann gezeigt werden, indem (1.226) nach &, partiell differenziert wird:

_ 1 _
Cabcdecddardbs + 5 Cabcdsabdcr (Sds

- 1
2
1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1.227
= 7C7”scd€cd + 7Cabrs€ab = 7Crscd€cd + 7Crsab€ab ( )
2 2 2 2

-

rs -

Die Kombination von (1.221) und (1.226) erlaubt eine alternative Formulierung der
Verzerrungsenergiedichte
_ 1

o:e, 7(e)= §6abéab ) (1.228)

N | —

m(e) =

Die Konstitutivgleichung (1.221) kann invertiert werden, um eine Konstitutivgleichung
fiir die Verzerrungen als Funktion der Spannungen zu erhalten

E=S:0, &= SabedOab (1.229)
wobei der Nachgiebigkeitstensor vierter Stufe S eingefithrt wurde. Kombiniert man (1.228)
und (1.229), findet man die sogenannte Koverzerrungsenergie fiir eine linear-elastische
Deformation als Funktion der Spannungen

. 1_ _ . 1 _
(o) = 37 S:o, 7'(o)= §Sabcdaabacd : (1.230)

Wie bereits erwahnt, konnen die unabhéngigen Komponenten des Steifigkeitstensors weiter
reduziert werden, wenn eine rdumliche Symmetrie des Materialverhaltens gegeben ist. In
diesem Zusammenhang bezeichnet man ein Material als ein anisotropes Material, wenn
die Materialeigenschaften an einem materiellen Punkt unterschiedlich in verschiedene
Richtungen sind. In einem isotropen Material sind hingegen die materiellen Eigenschaften
in alle Richtung identisch. Einen Tensor T n-ter Stufe bezeichnet man als isotrop, wenn die
Komponenten der Darstellung in zwei beliebigen orthonormalen Basen identisch sind. Ein
Tensor vierter Stufe ist symmetrisch und isotrop, wenn fiir ihn die skalare Dekomposition

Cabed = Mapded + 11(0acObd + Gaddve) (1.231)

moglich ist [1.5]. Dabei bezeichnen A und p die Laméschen Konstanten. Verwendet man
diesen Ausdruck fiir ein isotropes Material, so kann (1.221) in der Form
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0 =2u€ + Aspur(€)d , Tap = 2uEab + Aeclab (1.232)

dargestellt werden. Die Konstitutivgleichung (1.232) gibt die Spannungskomponenten als
Funktion der Verzerrungskomponenten wieder. Die Umkehrabbildung, also die Verzer-
rungskomponenten als Funktion der Spannungskomponenten, lautet

1 A 1 A

—— ————————— 0)0 , Eup= —Ogp — ——————0c¢cOap - (1.233
2MU 2#(3/\+2M)Spur(a) y  Eab 2'ua'ab 2M(3)\+2M)Ucc ab ( )
Die Laméschen Konstanten kénnen auch anhand des Elastizitdtsmoduls E und der Quer-
kontraktionszahl v ausgedriickt werden, vgl. Abschnitt 1.1.2,

g =

FEv E

A AT M A

(1.234)

Die einzelnen Komponenten lauten damit

11 = 2uE1n + A(E11 + €22+ E33) , T12 = 2012
092 = 2uE20 + A(E11 + €22+ E33) , 013 = 2ué13 (1.235)
033 = 2uE33 + AN(E11 + €22+ E33) , 023 = 20éa3

bzw.
_ 1_ v, _ _ _ 1
€11 = Egll - 5(0’22 +033), E12= 5012
_ 1_ v, _ _ _ 1
€22 = 5022 — E(Ull +033), f13= @‘713 (1.236)
_ 1_ v, _ _ _ 1
€33 = ;033 — E(OH +092), &3 = 5023 .

Fiir Stahl gilt beispielweise £ ~ 2.1 -10°N/mm?, v ~ 0.3, A ~ 1.2 - 10°N/mm? und
p~8.1-10* N/mm?.

1.6 Folgerungen fiir eine linear-elastische Deformation

Die Beziehungen in diesem Abschnitt gelten fir linear-elastische Deformationen und
linearisierte Beziehungen (kleine Deformationen).

1.6.1 Arbeitssatz

Es soll noch der Arbeitssatz fiir einen Gleichgewichtszustand mit infinitesimaler Verzerrung
dargestellt werden. Die Verzerrungsenergiedichte fiir eine linear-elastische Deformation
ist durch (1.228) gegeben. Die Verzerrungsenergie in einem Koérper, der das Gebiet €
einnimmt, lautet dementsprechend

/ rE)dy = - / GarFar AV | (1.237)
Q0 2

Qo
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Man beachte weiterhin, dass aufgrund der Drehimpulserhaltung (1.175) der Spannungs-
tensor o symmetrisch ist und somit ein doppelt verjingendes Produkt mit einem schief-
symmetrischen Tensor verschwindet. Es ergibt sich folglich mit dem infinitesimalen Ver-
zerrungstensor (1.114)

__ _ 1700, 0U, 1_ (oU, 0U, _ oUy
1 1 o —5.,9% 1.2
TabSab = Taby (8Xb ” 8Xa) p7ab <8Xa 8Xb> Lrre (1.238)
=0
Anhand der Identitat (Produktregel)
_ 0Uy J _ 0 ap
_ N g 1.2
b g ox, (GarUa) X, U (1.239)
bzw.
o : Grad(U) = Div(e - U) — (Div(e), U) (1.240)
findet man mit dem Divergenztheorem (siehe Satz 1.2)
1 1 1
/ w(E)dV == [ &:Grad(U)dy = 7/ (&N, U)dA — 7/ (Div(5), U)dV .
Qo 2 Jay 2 Jagy 2 Jay
(1.241)

Mit der Impulserhaltung 0 = poFy, + Div(e) fiir den Gleichgewichtszustand (V = 0)
geméf (1.169) und der Definition des Spannungsvektors T = o - N gemaf (1.122b) erhélt
man schlieBlich die Beziehung

/ m(e)dV = 1/ (poFp, U) dV + L (T,U)dA . (1.242)
o 2 /o 2 Jogy

Die rechte Seite von (1.242) représentiert die durch externe Kréfte verrichtete Arbeit
wahrend einer linear-elastischen Deformation. Der Arbeitssatz besagt, dass im Gleichge-
wichtszustand fiir infinitesimale Verzerrungen die in einem Koérper gespeicherte Verzer-
rungsenergie gleich der durch externe Kréfte verrichteten Arbeit ist.

1.6.2 Betti-Rayleigh Beziehung

Betrachtet werden zwei Gleichgewichtszustdnde eines linear-elastischen Korpers. Die
(gedachte) verrichtete Arbeit Wiy der externen Krifte T und (poFy)™") des ersten
Gleichgewichtszustands bei der Verschiebung U®) des zweiten Gleichgewichtszustands
lautet

Wip = 1( (T, @) dA) . (1.243)

3 ([ {ooFn®. @) av 4

Qo 0
Analog zu den im vorherigen Abschnitt getroffenen Uberlegungen gilt wegen (1.221) und
der Symmetrie des Steifigkeitstensors

ngzl/ a(”:s(?)dvzl/ e .c:e@ay
2 Qo 2 Qo

; (1.244)
— 7/ 5@ g0y = Wy, |
2 Ja,
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Daraus folgt dass die Verzerrungsenergie des Spannungsfeldes des ersten Gleichgewichts-
zustands und des Verzerrungsfeldes des zweiten Gleichgewichtszustands gleich der Verzer-
rungenergie des Spannungsfeldes des zweiten Gleichgewichtszustands und des Verzerrungs-
feldes des ersten Gleichgewichtszustands ist. Analog entspricht die (gedachte) verrichtete
Arbeit Wio der ersten Krifte (T™, (pgFy)(1)) bei der Verschiebung U®) gleichzeitig
auch der (gedachten) verrichteten Arbeit Wy der zweiten Krifte (T(?), (poF)®) bei der
Verschiebung UM, d. h. es gilt

1
Wiz = 5 / <(p0Fb)<1>,U<2>> av +
Qo
1

=5 [ {(oF)®,0D)av +
2 Qo 0Qo

Die Gleichung (1.245) wird als Betti-Rayleigh (Reziprozitits-)Beziehung bezeichnet.

<T(1)7 U(2)> dA
OS2 (1.245)

<T<2>, U(1>> dA =Wy .

Beispiel 1.7 (Betti-Rayleigh Beziehung). Betrachtet wird der in Abbildung 1.19
skizzierte, einseitig eingespannte Balken mit zwei unterschiedlichen Belastungsfillen
(1) und (2), wobei jeweils ein Gleichgewichtszustand herrschen soll. Im Fall (1) wirkt
am Punkt :cgl) eine vertikale Lastkraft F(1) und die zugehérige Biegelinie (vertikale
Verschiebung) sei U (x1). Im Fall (2) wirkt am Punkt :L‘§2) eine vertikale Lastkraft
F® und die zugehorige Biegelinie sei U2 (z1). Die Betti-Rayleigh Beziehung besagt
nun, dass F(l)U(z)(xgl)) = F(Q)U(l)(az?)) gilt.

Fall (1)

Abbildung 1.19: Anwendung der Betti-Rayleigh Beziechung.

1.7 Energieprinzipien und Variationsmethoden

Prinzipiell kénnen die Bewegungsgleichungen eines Festkorpers mithilfe der Impulsbilanz
und den Konstitutivgleichungen abgeleitet werden. Dabei werden fiir ein Rechengebiet
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Q (z.B. ein Teilgebiet eines Korpers) die statischen und dynamischen Kréfte (Spannun-
gen) lokal bilanziert. Die Gleichungen werden fiir das dreidimensionale Kontinuum in
differentieller Form formuliert und um Randbedingungen und Anfangsbedingungen er-
génzt, so dass sich im Allgemeinen eine Anfangs-Randwertaufgabe ergibt. In einfachen
Féllen ist diese Vorgehensweise praktikabel und mitunter kann eine analytische Losung
gefunden werden. Fiir umfangreichere Problemstellungen stéfft man jedoch schnell an die
Grenzen dieser Vorgehensweise hinsichtlich Komplexitiat und Losbarkeit. Abhilfe kénnen
hier Energieprinzipien und Variationsmethoden schaffen, welche auch die Grundlage fiir
viele numerische Verfahren darstellen, z. B. fiir die finite Elemente Methode. Energie-
prinzipien und Variationsmethoden dienen zunéchst als Methode zur Herleitung von
Bewegungsgleichungen iiber Extremalprinzipien. Bereits wahrend der Herleitung kann eine
finit-dimensionale Approximation des Verschiebungsfeldes verwendet werden. Zudem kann
das zu berechnende Verschiebungsfeld auf eine reduzierte Anzahl and Raumdimensionen
und vereinfachte Rechengebiete (z. B. Mittelachsen von Stdben oder Mittelebenen von
Schalentragwerken) beschrankt werden.

1.7.1 Virtuelle Verschiebung

Betrachtet wird ein Korper zu einem Zeitpunkt ¢. Die Positionsvektoren X € €y und
x € () charakterisieren einen materiellen Punkt dieses Korpers in der Referenzkonfiguration
Qo bzw. der Momentankonfiguration 2. Die Uberlegungen werden fiir ein materielles
Verschiebungsfeld U = U(X, t) angefiihrt und lassen sich einfach auf rdumliche Koor-
dinaten tbertragen. Das Verschiebungsfeld U eines materiellen Punktes zeigt von der
Referenzposition X zur Momentanposition x, vgl. Abbildung 1.20.

Abbildung 1.20: Zur virtuellen Verschiebung.

Es wird ein neues, beliebiges Vektorfeld U am Punkt x eingefithrt, mithilfe dessen eine
virtuelle, deformierte Konfiguration in einer Umgebung von U beschrieben werden kann.
Die virtuelle Konfiguration wird anhand des modifizierten Verschiebungsfelds

U=U+7,U (1.246)

mit dem skalaren Parameter n parametriert. Da die beiden Verschiebungsfelder U und U
kinematisch zuldssig sein miissen, d. h. allfdllige geometrische Randbedingungen erfiillen
miissen, muss U an allen Rédndern mit geometrischen Randbedingungen verschwinden.

Der Ausdruck ndU représentiert also die Differenz zwischen den benachbarten Ver-
schiebungsfeldern U und U. Diese Differenz kann beliebig klein sein und fiir n6U — 0

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.7 Energieprinzipien und Variationsmethoden Seite 56

(zumeist mit 7 — 0) nennt man §U auch erste Variation des Verschiebungsfelds U. In der
Mechanik wird 70U héufig als virtuelle Verschiebung bezeichnet.?

Bemerkung 1.7. Die erste Variation kann als Gateaux Differential (siche [1.6]) inter-
pretiert werden.

Definition 1.14 (Gateaux Differential). Die erste Variation einer skalaren, vek-
tortiellen oder tensoriellen GréBe T(U) am Punkt U in Richtung dU wird auch
als Gateauz Differential von T(U) beztiglich §U am Punkt U bezeichnet und ist
in der Form

ST(U;6U) 1= lim 20 +MU) = TU) _ d 15 sy (1.247)
n—0 n dn n=0

definiert.

Da das Géateaux Differential eine lineare Operation ist, kann die Reihenfolge der
Variation und Differentiation bzw. Integration vertauscht werden. Es gilt z. B.

(1) 6(Grad(T)) = Grad(dT)
(2) 6 o, TAV = [ 6T AV,

wobei )y hier ein materialfestes Gebiet beliebiger Dimension bezeichnet. Damit
koénnen die ersten Variationen des Deformationsgradienten und des Green-Lagrange
Tensors berechnet werden. Mit der Definition F(U) = Grad(U) +  des Deformati-
onsgradienten (vgl. (1.109)) findet man die Variation des Deformationsgradienten

SF(U;6U) = diF(U + o)
n

=0 (1.248)

= di(Grad(U) + nGrad(6U) + 6) = Grad(8U) .
U =0

Fiir die erste Variation 0€ des Green-Lagrange Tensors (1.95) gilt

SE(U;0U) = %(5FTF + FToF) = %((FTGrad(éU))T + FTGrad(6U)) . (1.249)

1.7.2 Anfangs-Randwertaufgabe der Kontinuumsmechanik

Eine der fundamentalen Bilanzgleichungen ist die Impulserhaltung in differentieller Form
(1.168) bzw. (1.169). Die Verwendung von V = U in (1.169) fihrt auf

poU = poFy + Div(P) . (1.250)

Im Folgenden werden nun Rand- und Anfangsbedingungen fiir die Bewegung vorgegeben,
die benétigt werden, um die eindeutige Losbarkeit der partiellen Differentialgleichung

3Die Verwendung des 6-Symbols fiir die erste Variation einer Gréfe ist in der Literatur iblich. Das
6-Symbol steht in keinem Zusammenhang mit dem Kornecker-Delta 5.
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(1.250) zu gewahrleisten. Es wird dazu angenommen, dass die Berandung 09 in zwei
disjunkte Anteile aufgeteilt werden kann:

0o =00y UoQr mit 0Qu NoQr = {} . (1.251)
Man unterscheidet zwischen zwei Klassen von Randbedingungen:

(1) Dirichlet (wesentliche oder geometrische) Randbedingungen, die mit der Verschiebung
U korrespondieren und

(2) Neumann (natirliche, Kraft-) Randbedingungen, die physikalisch mit der Oberfla-
chenspannung T in Verbindung gesetzt werden kénnen.

Man schreibt fiir die Randbedingungen
UX,t)=U auf 00y und T(X,t)=P-N=T auf 9Qr, (1.252)

wobei U und T die Vorgaben auf den jeweiligen Berandungen 09y und 09 sind.
Zusétzlich zu den Randbedingungen miissen noch Anfangsbedingungen spezifiziert werden.
Die Anfangsbedingungen der Verschiebung und Verschiebungsgeschwindigkeit zu einem
Zeitpunkt ¢ = 0 werden in der Form

U(X,0) = Up(X) und U(X,0) = Uy(X) (1.253)

vorgegeben, wobei Ug(X) und Uy(X) auf Qp definiert sind. Fiir Kompatibilitdt der
Randbedingungen mit den Anfangsbedingungen fordert man zusétzlich auf 92

U(X,0) = Up(X) und U(X,0) = Uy(X) . (1.254)

Zusammenfassend kann die Impulserhaltung als Anfangs-Randwertaufgabe zu

poU = poFy, + Div(P) auf Qg (1.255a)
UX,t)=U auf 0y, T(X,t)=P-N=T auf 0Qr (1.255b)
U(X,0) = Uyp(X), UX,0)=TUp(X) auf (1.255¢)

formuliert werden.

1.7.3 Lagrange-D’Alembert-Prinzip

Um das Lagrange-D’Alembert-Prinzip [1.7, 1.8] zu formulieren, wird von der Anfangs-
Randwertaufgabe (1.255) ausgegangen. Eine Multiplikation von (1.255a) mit einer (belie-
bigen, kinematisch zuléssigen) virtuellen Verschiebung 6U gefolgt von einer Integration
iiber das Gebiet Qg ergeben

/Q (=000 + poF, + Div(P),5U) ) dV =0 . (1.256)
0
Anhand der Identitdt (Produktregel)
aPaA 8 a(sUa
= =2 (PadU,) — Py 222 1.2
9X 4 oU, 3XA( A0U,) A@XA (1.257)
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bzw.
(Div(P),0U) = Div(P - 6U) — P : Grad(6U) (1.258)
findet man mit dem Divergenztheorem (1.2) und den Randbedingungen (1.255b)
/ (Div(P),6U)dV = [ (P-N,6U)dA— [ P:Grad(5U)dV . (1.259)
Q% o0y Qo

Einsetzen in (1.256) liefert das Lagrange-D’Alembert-Prinzip

/Q (¢=po¥0 + puF4, 6U) — P : Grad(6U)) dv + [ (P-N.gU)dA=0. (1.260

0 T

Diese Formulierung wird auch als schwache Form der Anfangs-Randwertaufgabe (1.255)
bezeichnet. Die Spannungsrandbedingungen sind Teil dieser Formulierung - daher der
Name natiirliche Randbedingungen.

Wie sich nachfolgend zeigen wird, setzt sich die linke Seite von (1.260) aus den Termen
OWr — 0Ming + OWext zusammen. Hierbei ist §Wr die virtuelle Arbeit der Tragheitskrafte,
oMyt die interne virtuelle Arbeit und W,y die externe virtuelle Arbeit. Diese virtuellen
Arbeiten werden von den jeweiligen (realen) Kraften entlang der virtuellen Verschiebung
0U verrichtet.

Die virtuelle Arbeit die die Trigheitskrifte —poU entlang der virtuellen Verschiebung
60U verrichten ergibt sich in der Form

W = —/ po (U, 6U) dV . (1.261)
Qo

Die virtuelle Arbeit die die extern eingepriagten Krifte pgF, und P - N entlang der
virtuellen Verschiebung 6U verrichten wird als externe virtuelle Arbeit §Wext bezeichnet.
Sie ist in der Form

Wext = / (poFp,6UYdV + | (P -N,6U)dA (1.262)
Qo oQr

definiert. Die Arbeit welche von den inneren Kréften (Spannungen) P entlang der virtuellen
Verschiebung dU (bzw. den zugehérigen virtuellen Verzerrungen) verrichtet wird bezeichnet
man als interne virtuelle Arbeit 6l;y;. Sie ist definiert als

STt = / S:6€dV = [ P:Grad(6U)dV . (1.263)
Qo Q0

Dabei wurden die Symmetrieeigenschaft des zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensors
(1.177), die Transformationsvorschrift (1.130), die erste Variation des Green-Lagrange
Tensors (1.249) und die Beziehung (AB): C = A : (BCT)T = A : (CBY) = A;;B;jxCix
verwendet, um die Identitét

S:0€ =PTF T : sym(FT Grad(4U))

oF
Tp-T T T T -1 (1264)
=PTF T 6F'F) =P": F'FF!) = P : Grad(§U)
oF

zu erhalten. Somit kann das Lagrange-D’Alembert-Prinzip in der alternativen Form
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OWr — 0lint + OWext = 0 (1.265)

dargestellt werden. Es besagt, dass die virtuelle Arbeit der Tragheitskrafte und die externe
virtuelle Arbeit gleich der internen virtuellen Arbeit sind.

Eine Spezialisierung von (1.265) auf den statischen Fall eines deformierbaren Festkorpers
(d.h. U = 0) ergibt das sogenannte Prinzip der virtuellen Arbeit [1.7]

Mg = Wext - (1.266)

Die Spezialisierung von (1.265) auf den dynamischen Fall eines Starrkorpersystems (finit-
dimensionales System) wird oft als D’Alembert-Prinzip oder D’Alembert-Prinzip in La-
grangescher Fassung bezeichnet [1.7].

Vorbereitend fiir den nachfolgenden Abschnitt wird nun der Begriff der wvirtuellen
kinetischen Energie definiert. Die kinetische Energie T laut (1.181) kann unter Verwendung
des Geschwindigkeitsfeldes (1.55) in der Form

1 . .
T= —po(U,U)dV (1.267)
Q 2
ausgedriickt werden. Bilden der ersten Variation (Gateaux Ableitung) liefert die virtuelle
kinetische Energie

0T = iT(U’—I—néfj) = d(/ 1po(U'%—176{'J',I'J+776I'J) dV)
d77 n=0 d77 Qo 2 n=0
1 1 (1.268a)
= ( =po(6U, U +1ndéU) + -po(U +néU,0U) dV>
bzw.
6T = [ po(U,sU)dY . (1.269)

Qo

Sie steht mit der virtuellen Arbeit der Tragheitskrafte Wy liber die sogenannte Lagran-
gesche Zentralgleichung [1.7, 1.8]

. . d
5T = [ po(U,6U)dV = — [ po(U,5U)dV — / po(U,5U) dV
o dt Joo o (1.270)

d .
_ 7/ po (U, U AV + 5 Wi
dt Ja,

in Beziehung.

Beispiel 1.8 (Virtuelle Energie eines Zug/Druck-Stabes). Betrachtet wird die axiale
Dehnung eines isotropen, elastischen Stabes in 1-Richtung, vgl. Abbildung 1.21. Der
Einfluss der Gravitation wird vernachléssigt. Fiir das Gebiet und die Berandung
gelten Qp : X; € (0,L) und 99 : X; = 0,L. Der Stab ist an der Stelle X; =
0 fest eingespannt. Er wird mit einer Linienlast ¢(Xi,t) in 1-Richtung und am
Stabende X = L mit einer Einzelkraft f(¢) in 1-Richtung belastet. Ferner hat er die
Linge L und die ortsabhingige Querschnittsfliche A(X7). In diesem einfachen Fall
verschwinden (in guter Naherung) alle Spannungen mit Ausnahme von 17 und das
Materialgesetz (1.232) reduziert sich zu 617 = E&11. Es werden kleine Deformationen
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angenommen und die Verschiebung ist gegeben als

X, U
—>

AN

Abbildung 1.21: Einseitig eingespannter Zug/Druck-Stab.

Ui(X,t) =U(X1,t), Up(X,8)=0, Us(X,t)=0, (1.271)

wobei U die axiale Verschiebung an einem Punkt auf der Stabachse ist. Fiir die
Léngsverzerrung gilt daher

_ oU
€11 = 87)(1 . (1272)
Die virtuelle externe und interne Arbeit lautet
L
Wext = F()SU(L, 1) + / ¢(X1, 8)6TU(X1, £) dX, (1.273a)
0
Lr L 95U
(5I'Imt :/ / 0115611 d.AXm :/ / UllidAXm (1.273b)
0o JA 0 JA 0X4
L oU 06U
wobei
oU
Ny = / G dA = BAX)) 22 (1.274)
A 0X1

die resultierende Normalkraft ist. Der Term E.A(X) wird als Zugsteifigkeit bezeichnet.
Die virtuelle kinetische Energie lautet mit dV = A(X;)dX;

6T = /OL po(X1)AX)U(X1,1)0U (X1, t)dX; . (1.275)

Beispiel 1.9 (Virtuelle Energie eines Euler-Bernoulli Biegebalkens). Betrachtet wird
die Biegung eines beidseitig gelenkig gelagerten Euler-Bernoulli Biegebalkens, vgl. Ab-
bildung 1.22. Der Einfluss der Gravitation wird vernachléssigt. Fiir das Gebiet und
die Berandung gelten Qg : X7 € (0, L) und 09 : X; = 0, L. Der Stab hat die Lange L
und die ortsabhéngige Querschnittsfliche A(X1). Auf den Balken wirkt eine verteilte
Last ¢(X1,t). Es werden kleine Deformationen angenommen und die Verschiebung
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ist gegeben als
L
q(X1,t)

Ennssnnnniill! [

—— X\, U

A

N S
\J X37 w

Abbildung 1.22: Gelenkig gelagerter Balken.

ow
U1(X,t) = _X387 , Ua(X,t) =0, Us(X,t)=W(Xy,t), (1.276)
1
wobei W (X71,t) die Verschiebung der Balkenachse in Richtung z3 ist. Ferner wird der
lineare Zusammenhang 717 = E¢1; vorausgesetzt. Fiir die Langsverzerrungen gilt

0*W
211 = —X3—— 1.2
€1 39 X12 (1.277)
und die externe und interne virtuelle Arbeit lautet mit dV = dAdX;
L
West = / g(X1, )W (X1, ) dX, (1.2784)
0
L L 0%6W
S = / / 511051, dAdX, = / / X3 O dAdX,  (1.278)
0 JA 0 JA 0X7
L O’W 9?6W
= Elyn(X)—— ——-dX 1.2
/0 22(X1) ax? axz X1 (1.278¢)
wobei
0*W 0*W
My = [ 611X3dA=-F | X§——5dA=—FEln(X1) ooy 1.279
2 /AUH 3dA /A e A 22 ( 1)8X12 ( )
das Biegemoment um die 2-Achse mit dem Flichentrégheitsmoment
Too(X1) = / X2dA (1.280)
A
ist. Die virtuelle kinetische Energie lautet
L . .
5T = / po(X1)A(X )W (X1, )W (X1, 1) dX, . (1.281)
0

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.7 Energieprinzipien und Variationsmethoden Seite 62

1.7.4 Hamilton-Prinzip

Mit Hilfe der Variationsrechnung kann ein Funktional

t
J(U) :/IF(t,U,U) dt (1.282)
to

mit der Anfangszeit ¢y und der Endzeit ¢; minimiert werden [1.6]. Hierbei ist das Argument
U = U(t) selbst eine Funktion der Zeit und auf dem Intervall [to, ;] definiert. Ein
Funktional ist also eine Funktion einer Funktion. Mathematisch ausgedriickt ist ein
Funktional eine (stetige) Abbildung von einem Vektorraum (oder einer Teilmenge davon)
in den zugehorigen Skalarkorper. Man spricht von einem linearen Funktional (es gilt
Additivitdt und Homogenitét), wenn

J(ClU -+ CQV) = ClJ(U) + CQJ(V) (1.283)

fiir beliebige Konstanten c¢; und ¢z und beliebige Elemente U und V des Vektorraums
erfiillt ist.

Um das Funktional (1.282) zu minimieren, kann im Sinne einer Extremalbedingung seine
erste Variation berechnet und zu Null gesetzt werden [1.6]. Sie kann als Richtungsableitung
(Gateaux Ableitung) bestimmt werden, vgl. Definition 1.14. Die erste Variation des
Funktionals (1.282) lautet damit

§J(U;6U) = (i]J(U +70U)

n=0

1 dq . .
= [ LF(£.U 406U, U 4 0o ) dt 1.284
/to F (LUt 70)) . (1.284)
t [ OF oF .
_ 5th:/ [5U+.6U} dt |
to to 8U 8U

Die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir ein lokales Minimum eines Funktionals
lassen sich nun wie folgt formulieren [1.6].

Satz 1.6 (Notwendige Bedingungen erster Ordnung). Angenommen U* € U ist ein
(lokales) Minimum des Funktionals J, welches in einer Teilmenge U eines normierten
linearen Vektorraums (U, ||-||) definiert ist. Dann gilt

§J(U*;6U) =0 (1.285)

fiir alle zuldssigen Richtungen dU an der Stelle U*. Man nennt dabei eine Richtung
0U € U,6U # 0 an der Stelle U* zuldssig, wenn

(a) 6J(U*;6U) ewistiert und
(b) U*+ndU € U fir alle n € (—e,€) und hinreichend kleines € > 0 gilt.

Bedingung (b) impliziert, dass U* im Inneren von U zu liegen kommdt.
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Damit dieser Satz fiir das Funktional (1.282) erfiillt ist, muss fiir beliebige zuldssige
Richtungen dU

t1
0J(U*;0U0) = 0Fdt =0 (1.286)
to
gelten. Fithrt man fiir den zweiten Summanden in (1.284) eine partielle Integration durch,
so erhilt man

b OF 9F . LIOF  d [ OF 9F 1t
o sus O sy dt:/ [—(.)]5Udt [.5U} —0. (1287
/to {aU 50 } . o0~ @\au v, (1.287)

—_———
=0

Es werden nur Variationen dU zugelassen, die an den zeitlichen Réndern ty und ¢; ver-
schwinden. Dies wurde in (1.287) durch Verwendung von 0U(tp) = dU(¢1) = 0 ausgeniitzt.

T
Wiéhlt man nun fiir ein festes ¢ = 1,...,n die Variation 60U = {5U1 . 5Un] so, dass
0U; = 0 fiir j # ¢ und 6U;(to) = 0U;(t1) = 0 gilt, dann ergibt sich
b1 OF d / OF
——|=—=]|0U;dt=0. 1.288
/to |:8Ui dt<an)] ( )

Lemma 1.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Angenommen g(t) ist
eine stickweise stetige Funktion auf dem Intervall [to,t1] und es gilt

t1
/ g()5Ui(t) dt = 0 (1.289)
to

fir alle stickweise stetigen Funktionen 6U;(t) im Intervall [to,t1], dann folgt fast
tberall (abgesehen von einer abzihlbaren Menge von Punkten) g(t) =0, t € [to, t1].

Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgen unmittelbar die Euler-Lagrange

Gleichungen
OF d/oF

Mit diesen Grundlagen aus der Variationsrechnung kann nun das Hamilton-Prinzip
(auch Prinzip der stationdren Wirkung genannt) formuliert werden. Das Hamilton-Prinzip
basiert auf der Annahme, dass ein dynamisches System anhand der kinetischen und
potentiellen Energie charakterisiert werden kann und es sich genau in der Form bewegt,
dass seine iiber die Zeit integrierte Wirkung minimiert wird. Fiir konservative dynamische
Systeme kann diese integrierte Wirkung durch ein Wirkungsintegral der Form ft? L dt mit
der Lagrange Funktion L beschrieben werden. Dies fithrt auf die Minimierungsbedingung

11 11
5| Ldt={ ésLdt=0, (1.291)
to to

wobei hier die Linearitdt der Gateaux Ableitung ausgeniitzt wurde. Fiir nicht-konservative
dynamische Systeme kann zumindest die Minimierungsbedingung (Hamilton-Prinzip)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.7 Energieprinzipien und Variationsmethoden Seite 64

t1
oLdt =0 (1.292)
to
verwendet werden. Der Integrand 6L stellt die Variation der Lagrange Funktion in der
Form

5L =0T — oW (1.293)

dar. Dabei ist 6T die virtuelle kinetische Energie (1.269) und 6W = Mipg — Wexs
die Differenz der virtuellen internen und externen Energie nach (1.262) und (1.263).
Im Folgenden soll gezeigt werden, dass das Hamilton-Prinzip (1.292) auf die Anfangs-
Randwertaufgabe (1.255) fithrt. Einsetzen von (1.293) in das Hamilton-Prinzip (1.292)
liefert

t t
sLdt = / (6T — 6Tt + W) dt = 0 . (1.204)

to to

Die erste Variation der Lagrange Funktion lautet mit der virtuellen kinetischen Energie
(1.269) bzw. der internen und externen virtuellen Arbeit (1.263) und (1.262)

5L = / (poU,60)dV — [ P Grad(6U)dV
o (1.295)

+ [ (poFs, 6U) AV + (P-N,6U)dA .
Q0 6QT

Wird die virtuelle kinetische Energie (1.269) beziiglich der Zeit partiell integriert, so ergibt
sich

t t . .
5Tdt = / / H(poU, 6U) dt} v
to Qo LJto

e (1200
= / H<POU,5U)} —/ (poU,6U) dt} dv .
Qo t to
Dies entspricht natiirlich der zeitlich integrierten Lagrangeschen Zentralgleichung (1.270).
Da fiir eine zuldssige Variation dU(ty) = dU(t1) = 0 gilt, verschwinden in (1.296) die
Randterme. Unter Verwendung von (1.259) kann das Hamilton-Prinzip (1.294) daher in
der Form

1 ..
0= / / (=poU + Div(P) + poFs, 6U) dV dt (1.297)
to Qo

dargestellt werden. Wie es sein muss, entspricht dies gerade dem Zeitintegral des Ausdrucks
(1.256). Die Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung (Lemma 1.2)
auf (1.297) liefert folglich die Anfangs-Randwertaufgabe (1.255).

Beim Lagrange-D’Alembert-Prinzip muss die virtuelle Arbeit der Tragheitskrafte direkt
(vorzeichenrichtig) formuliert werden. Das Hamilton-Prinzip ist daher insofern geringfiigig
einfacher als die kinetische Energie (weitgehend ohne Vorzeicheniiberlegungen) formuliert
und danach variriert wird [1.7].
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Beispiel 1.10 (Bewegungsgleichung eines Zug/Druck-Stabes). Fiir den Stab aus
Beispiel 1.8 soll nun die Bewegungsgleichung hergeleitet werden. Um die Notation
zu vereinfachen wird X; = X gesetzt. Partielle Integration der virtuellen internen
Arbeit (1.273c) ergibt

L oU 95U
Sy = /0 BA(X) 5 dX (1.2984)
ou 1% L 9 oU
_ {EA(X)aXéU]O - /0 aX(EA(X) 6X>5UdX' (1.208b)

Wird die virtuelle kinetische Energie (1.275) beziiglich der Zeit partiell integriert, so
ergibt sich

t1 L t1 ..
5T dt = / { o AUSU dt} dx
0

to to

5 ) (1.299)
. t1 1 .
= / HpoAUéU} - / po AUSU dt} dx
0 to to
und, da fiir eine zuldssige Variation 6U (X1, tg) = U (X1,t1) = 0 gilt, folgt
t1 t1 L .
STdt = — / / po(X)AX)T (X, 1)5U (X, £)dX | dt . (1.300)
to to 0
Die externe virtuelle Arbeit lautet
L
Wert = / (X, )6U (X, 1) dX + f(£)SU(L, 1) . (1.301)
0

Insgesamt findet man durch Anwendung des Hamilton-Prinzips (1.292) die integrale
Darstellung

"Lt = /tt {/OL [—po(X)A(X)U(X, f + (%(EA(X)?)U()

+q(X, t)]5U(X, t)dXx (1.302)

~ [EA(X)?Z&U(X, t)]OL + F®8U(L, t)} dt=0.

Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung liefert die Bewegungs-
gleichungen in der starken Form

po(X)AX)T (X, t) = a% (EA(X)S)[?) +q(X,t) fir X e(0,L)  (1.303)
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mit der Bedingung

ou
0X Ix

ou

EAO S5,

SU(0, 1) + ( EA(L)ZZ f(t))cSU(L,t) —0.  (1.304)
Da der Zug/Druck-Stab am Rand X = 0 eingespannt ist, d.h. die (geometrische)
Randbedingung

U0,t) =0 (1.305)

zu erfiillen ist, muss 0U(0,t) = 0 gelten. Die Variation §U(L,t) kann grundsétzlich
beliebig sein, so dass aus (1.304) die (natiirliche) Randbedingung

ou

BAD) 5ol

= f(t) (1.306)
folgt.

Die partielle Differentialgleichung (1.303) hat die Ordnung zwei und wird auch
als (lineare) Wellengleichung bezeichnet. Andere elastische Strukturen, wie etwa ein
Torsionstab oder eine schwingende Saite, kénnen ebenfalls mithilfe einer strukurell
ahnlichen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben werden (siehe
Abschnitte 1.9.2 und 1.9.7).

Beispiel 1.11 (Bewegungsgleichung eines Euler-Bernoulli Biegebalkens). Betrachtet
wird der Euler-Bernoulli Biegebalken aus Beispiel 1.9, fiir welchen die Bewegungs-
gleichung hergeleitet werden sollen. Es gilt wieder X; = X. Partielle Integration der
virtuellen internen Arbeit (1.278¢) ergibt

L O2W O25W
M = [ BLo(X) G i 01X
2W OSW O oW L

82
+/ e <E]22(X) 8X2>]5de

Insgesamt findet man durch Anwendung des Hamilton-Prinzips (1.292) die integrale
Darstellung

t . 2 2
/to {/OL [_po(X)A(X)W(X,t) - 63(2 <E122(X)g)?2/> +q(X, t)] SW dX
*Wosw 0 %W L
— | Elpn(X)—=—— Elypn(X ow dt =0
[ 22( )an axX 8X< 22( )8X2> L}

(1.308)
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und mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung die Bewegungsgleichung in
der starken Form
. 52

po(X)A(X)W (X, 1) + Ix2 (EIQZ(X)

Pw .
Fiir die verbleibenden Randterme in (1.308) gilt aufgrund der beiseitigen gelenkigen
Lagerung (geometrische Randbedingung) dW(0,¢) = 0 und dW (L, t) = 0, wohinge-
gen 00W (X, t)/0X|x—¢ und 60W (X,t)/0X|x—r beliebige Werte annehmen kdénnen.
Hieraus folgen die Randbedingungen

0*wW 3}

W =0 fur X = O,L y (1310)
welche ein verschwindendes Biegemoment an den Réndern erzwingen.

Die partielle Differentialgleichung (1.309) wird auch als biharmonische Differential-

gleichung bezeichnet.

1.7.5 Freie Schwingung und Eigenwertproblem

Unter einer freien Schwingung versteht man die Schwingung einer elastischen Struktur
ohne Einwirkung einer externen Kraft, die nur durch von Null verschiedene Anfangsbedin-
gungen hervorgerufen werden. Im Falle von linear elastischem Systemverhalten (lineare
partielle Differentialgleichung und lineare Randbedingungen) kann die Berechnung von
freien Schwingungen basierend auf Eigenwertproblemen erfolgen. Anhand von zwei Bei-
spielen werden nachfolgend Eigenwertprobleme von ungeddampften elastischen Strukturen
formuliert.

Beispiel 1.12 (Freie Schwingung und Eigenwertproblem eines beidseitig eingespannten
Zug/Druck-Stabes). Im Folgenden wird die Losung der Differentialgleichung (1.303)
fiir f(¢t) = 0 und ¢(X,t) = 0, einen konstanten Querschnitt A und eine konstante
Massendichte pg gesucht. Es wird dazu angenommen, dass der Stab an beiden Enden
eingespannt ist. Im Speziellen wird eine Losung betrachtet, fiir welche der Stab
insofern eine synchrone Schwingungsbewegung durchfiihrt, als das Verhéltnis der
Verschiebungen an zwei beliebigen Punkten konstant ist. Die Lésung von (1.303) ist
dann separierbar in der Ortsvariable X und der Zeit ¢, so dass diese in der Form

U(X,t) = a(t)d(X) (1.311)

darstellbar ist, wobei ¢(X ) nur von der Ortsvariable X und «(t) nur von der Zeit ¢
abhéngt. Setzt man den sogenannten Separationsansatz (1.311) in die Differential-
gleichung

0?U(X, 1)

POAU (X, 1) = BA™—2

(1.312)
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ein, vgl. (1.303), so folgt unter den getroffenen Annahmen

poAd(X)a(t) = a(t)EAg;Z fir X € (0,L) (1.313a)
at)p(0) =0 und «a(t)p(L)=0. (1.313b)

Dividiert man (1.313a) durch pgAa(t)¢(X) und fithrt die Wellengeschindigkeit ¢ =
V E/po ein, findet man

1 0%

%d(t) = C2MW fir X € (0,L) . (1.314)

Die linke Seite von (1.314) héngt nur von der Zeit und die rechte Seite nur vom Ort
ab. Die Ortsvariable und die Zeit sind unabhéngige Variablen und (1.314) kann daher
nur erfiillt sein, wenn die beiden Seiten konstant sind. Daher fithrt man eine positive
Konstante w ein und setzt die linke Seite von (1.314) gleich —w?, womit man eine
gewoOhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form

a(t) + w?a(t) =0 (1.315)

erhalt. Die Differentialgleichung (1.315) ist ungeddmpft und weist damit rein konju-
giert komplexe Eigenwerte bei s1 2 = iw auf. Die Fundamentallésung der Differenti-
algleichung (1.315) lautet

a(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) , (1.316)

wobei A und B unbekannte Konstanten sind. Setzt man nun die rechte Seite von
(1.314) ebenfalls gleich —w? und berticksichtigt man in den Randbedingungen (1.313b),
dass «(t) nicht fir alle Zeiten Null ist (aufler bei trivialen Nulllésungen), so ergibt
sich mit 8% = w?/c?

%9
o5 +A%¢(X)=0 fir X € (0,L) (1.317a)

9X2
$0)=0 und G(L)=0. (1.317b)

Die Gleichungen (1.317) reprasentieren das Figenwertproblem fiir einen beidseitig
eingespannten Zug/Druck-Stab. Die Fundamentallsung dieses Problems ist mit den
unbekannten Konstanten a und b gegeben durch

¢(X) = acos(BX) + bsin(SX) . (1.318)

Die Randbedingung ¢(0) = 0 wird fiir a = 0 eingehalten und die Randbedingung
¢(L) = 0 kann nur nichttrivial erfiillt werden, wenn die sogenannte charakteristische
Gleichung

sin(BL) = 0 (1.319)
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erfiillt ist. Mit der Bedingung jm = L, 7 = 1,2, ... kann anhand der charakteristi-
schen Gleichung auf

und folglich
j=1,2,... (1.321)

geschlossen werden. Die Frequenzen w; werden als Eigenfrequenzen und die zugehori-
gen Funktionen

$i(X) = b, sin(JI?jX), j=1,2..., (1.322)

als Figenfunktionen oder Eigenmoden bezeichnet. Man kann sich leicht davon iiber-
zeugen, dass die Eigenfunktionen orthogonal zueinander sind und

/ ’ $i(X)p;(X)dX = {LJ = konst. fiir i =] (1.323)
0 0 fir i#j

gilt. Der Wert L; ist vom Koeffizienten b; abhdngig. Fiir eine Normierung der
Eigenfunktionen (L; = 1) wird daher

/ PHX)dX =1, j=12... (1.324)

festgelegt, womit man die orthonormalen Eigenfunktionen

6:(X) = \/Esm(jgx) =12 (1.325)

erhalt. Die Losung kann nun als Superposition aller Eigenfunktionen angegeben
werden

s > 2 g
t) = a;i(t)o (A; cos(w;t) + Bj sin(w;t \/>sin(X>.
)= 200500 = 3 (4; oot (wit)y/ 7 sin( %
(1.326)
Um die Konstanten A; und B; zu berechnen, miissen die Anfangsbedingungen

U(X,0) = Up(X) und U(X,0) = Uy(X) beriicksichtigt werden. Eingesetzt in die
Losung (1.326) ergibt sich

X)=) A;6;(X), Up(X)=> w;Bj¢;(X) . (1.327)
j=1 Jj=1
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Bildet man das innere Produkt von (1.327) mit ¢;(X), so erhélt man aufgrund der
Orthonormalitit der Eigenfunktionen die Koeffizienten

L 1 (L. .
@:/1%uwﬂxmx,1%:fr Un(X)p;(X)dX | j=1,2,... .
0 wj Jo

(1.328)

Fiir unterschiedliche Randbedingungen ergeben sich unterschiedliche charakteristische
Gleichungen, Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen. Eine Zusammenstellung einiger
Moglichkeiten ist in Tabelle 1.1 angegeben. Fiir ein eingespanntes Ende eines Sta-
bes gilt U(X,t) = 0, X = 0,L und fir ein freies Ende (ohne externe Last) gilt
oU(X,t)/0X =0, X =0, L.

Randbedingungen bei Eigenfrequenzen Eigenfunktionen
X=0,X=1L
eingespannt, eingespannt w;j = % ¢j(X) =sin j%X
frei, frei wj = % ¢j(X) = cos %X
frei, eingespannt wy =2 g x) = sin((Qj_l)WX
, CINZesp ) J - 2L
eingespannt, frei wj = (2J;L1)m ¢;(X) = COS(%X)

Tabelle 1.1: Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen eines Stabes.

Beispiel 1.13 (Freie Schwingung und Eigenwertproblem eines Euler-Bernoulli Biegebal-
kens). Man betrachtet zunédchst einen beidseitig gelenkig gelagerten Euler-Bernoulli
Biegebalken mit konstantem Flachentragheitsmoment I2o und konstantem Querschnitt
A. Dies fihrt geméaf (1.309) auf die Differentialgleichung

- oW
mit den Randbedingungen
0*W 3}
Der Separationsansatz
W(X,t) = a(t)p(X) (1.331)

fithrt auf die Zeitdifferentialgleichungen

a(t) +wlat) =0 (1.332)
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und das Eigenwertproblem

ote

14 . .

a7~ K'e(X) =0 fir X e(0,L) (1.333)

H(X)=0 P o fie X—0.L (1.334)
X2 o ‘

wobei die Abkiirzung k* = w?pgA/(El52) eingefithrt wurde. Die Fundamentallsung
dieses Eigenwertproblems lautet

d(X) = a1 sin(kX) + ag cos(kX) + ag sinh(kX) + a4 cosh(kX) (1.335)

und mit den Randbedingungen findet man

0 1 0 1 ax 0
0 -1 0 1 0

_ ‘ - (1.336)
sin(kL) cos(kL) sinh(kL) cosh(kL)| |as 0
—sin(kL) —cos(kL) sinh(kL) cosh(kL)| |a4 0

A

Nichttriviale Losungen von (1.336) ergeben sich, wenn die Determinante von A
verschwindet, d. h.

det(A) = 4sin(kL)sinh(kL) =0 (1.337)

gilt. Offensichtlich ist die charakteristische Gleichung (1.337) fir k;L = jm, j =
1,2, ... erfiillt. Die Eigenfrequenzen lauten somit

FEI

. N2 22 .

(A./‘_ _1 2 . e 1-338
J (.]‘ ) 0 1[47 J ) <y ) ( )

und fiir die Eigenfunktionen findet man mit a;; = konst., as; = a3; = as; = 0 und
einer entsprechenden Normierung

9;(X) = \/zsin(j;X) : (1.339)

Die Losung kann wieder durch Superposition aller Eigenfunktionen formuliert werden.

Es soll noch kurz eine weitere Lagerung betrachtet werden. Fiir einen einseitig
eingespannten Euler-Bernoulli Balken mit konstantem Flachentriagheitsmoment Ioo
und konstantem Querschnitt A lautet die Bewegungsgleichung

. oW
pPOAW (X, 1) + Elyy gy =0 fiir X € (0,L) (1.340)
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und die Randbedingungen
ow

W(X,)=0, F==0 fir X=0 -
PW_ W v
ox2 0 oaxs M -5

Die Erfullung dieser Randbedingungen durch die Fundamentallésung (1.335) fiihrt
auf die charakteristische Gleichung

1+ cos(kL)cosh(kL) =0 . (1.342)

Sie ist nicht analytisch 16sbar. Ihre numerische Losung lautet k1L = 1.875, koL =
4.694, ksL = 7.855, ... und die Eigenfrequenzen sind in der Form

Elx .
wj:(k;jL)?,/m, j=1,2,... . (1.343)

Wie im vorangegangen Beispiel gezeigt wurde, ergeben sich fiir unterschiedliche Randbedin-
gungen unterschiedliche charakteristische Gleichung, Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen.
Eine Zusammenstellung der unterschiedlichen Moéglichkeiten ist in Tabelle 1.2 gegeben.
Fiir ein eingespanntes Ende eines Balkens gilt W (X, t) =0, oW (X,t)/0X =0, X =0, L,
fiir ein freies Ende 0?°W(X,t)/0X? = 0, OW?3(X,t)/0X? = 0, X = 0,L und fiir ein
gelenkig gelagertes Ende W (X, t) =0, OW?(X,t)/0X? =0, X =0, L.

gegeben.

Randbedingungen bei Charakteristische Gleichung
X=0,X=L wj:(/-ch)%/pffLa, j=1,2,...
gelenkig, gelenkig sin(k; L)
eingespannt, frei 1 + cos(k;L) cosh(k;L)
frei, gelenkig tan(k;L) — tanh(k;L)
eingespannt, eingespannt 1 — cos(k;L) cosh(k;L)
frei, frei 1 — cos(k;L) cosh(k; L)

Tabelle 1.2: Charakteristische Gleichung und Eigenfrequenzen des Euler-Bernoulli Balkens.

1.7.6 Finit-dimensionale Approximation elastischer Strukturen

Die Bewegungsgleichungen elastischer Strukturen stellen partielle Differentialgleichungen
dar. Im Allgemeinen miissen diese fiir numerische Simulationen finit-dimensional approxi-
miert werden. Fine géingige Approximationsmethode dafiir ist die Ritz-Methode.
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Ritz-Methode

Die Ritz-Methode basiert auf der Variationsformulierung. Dabei wird ein Losungsansatz
als Linearkombination von, dem Problem angepassten, Ansatzfunktionen vorgegeben. Man
approximiert U(X,t) € R"™ in der schwachen Form (1.294) anhand eines Ansatzes der Art

¢10(X) (au(t), ¢1(X))

UX,t)~ U(X,t) = : + : , (1.344)
Pno(X) (an(t), ,(X))
————
$o(X)
T T
mit den Vektoren o;(t) = [aﬂ osz} , ¢o(X) und (bj(X) = [¢j1 ¢jN} y ] =

1,...,n. Diese beinhalten die Koeffizienten a;;(t) mit ¢ =1,...,N, j=1,...,n und die
Ansatzfunktionen ¢;(X) mit ¢ = 0,1,...,N, j = 1,...,n. Durch die Einfithrung des
Ansatzes (1.344) wurde die Ortscharakteristik festgelegt, womit nur noch die Koeffizienten
«; variiert werden konnen. Die erste Variation der Verschiebung lautet damit

(61 (t), ¢1(X))
SU(X, 1) = 0U(X,t) = : . (1.345)

(Ooun(t), ¢,(X))

Ziel ist es, die Koeffizienten «;;(t) der Linearkombination (1.344) so zu berechnen, dass
die Wirkung

t1 X t1
/ 5L(1,0,0) dr = / SL(E, 0u1, . . ., Oty G, - . ., o)t = O (1.346)
to to

mit der Approximation (1.344) minimiert wird. Damit die Ritz-Methode eine konvergente
Approximation liefert miissen folgende Anforderungen erfiillt sein [1.9]:

(i) Die Ansatzfunktionen ¢;; miissen stetig und vollstindig” sein.
(ii) Die Ansatzfunktionen ¢j;, i = 0,1, ..., N miissen linear unabhéngig sein.

(iii) Die Ansatzfunktionen ¢j;, @ = 1,2,..., N miissen die homogenen geometrischen
Randbedingungen erfiillen.

(iv) Die Ansatzfunktionen ¢jo, j = 1,...,n missen die geometrischen Randbedingungen
erfiillen.

Mithilfe der Ansatzfunktionen ¢;g kann die stationire Losung dargestellt werden. Oft ist
es einfach moglich, diese direkt analytisch aus der starken Form (1.255) zu bestimmen.
Fiir die Ansatzfunktionen ¢;; mit ¢ > 1 kénnen z. B. Eigenfunktionen einer vereinfachten
partiellen Differentialgleichung (z. B. durch Annahme eines konstanten Querschnitts) oder
allgemeine Polynome angesetzt werden.

‘Eine Menge von Ansatzfunktionen {¢s;} wird als vollstandig bezeichnet, wenn es moglich ist, die
analytische Losung der Differentialgleichung mithilfe der Ansatzfunktionen darzustellen.
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Beispiel 1.14 (Ritz-Methode fiir einen einseitig eingespannten Zug/Druck-Stab). Die
Ritz-Methode soll fiir den einseitig eingespannten Zug/Druck-Stab aus Beispiel 1.8
bzw. 1.10 angewendet werden. Das Hamilton-Prinzip fithrt (fiir ¢(X,¢) = 0) auf die
schwache Form

t L oU ooU
/ { / (pO(X)A(X)U(X DU (X,1) + BAX) 5 0 ) d
fo 170 (1.347)
— H)sU(L, t)} it =0,
siehe (1.302). Wird ein Ansatz der Form
U(X,t) ~ U(X, Za] (1.348)
gewéhlt, so lautet dessen erste Variation
. N
SU(X,t) m sU(X,t) =Y daj(t)p;(X) . (1.349)

Das Einsetzen von (1.348) und (1.349) in (1.347) fuhrt auf

t1 L N N
/| { / [p(](X)A(X)(Zdj(t)@(X)) (Z csai(t)@(X))] ax

S A F

1

t) i 50%@)@@)} dt =0

bzw.

h( N N L
-/ {Zaai@[zdj(t) [ (o0 AX)0:(X)65()) dx
0 7j=1

=D;;
N L 99i 0¢;
+jzzlaj(t)/0 (EA(X)aXaX{) dX (1.351)
=K,
L longelon —
+/0 (EA(X)aXaX) dX — f(t)dh‘(L)] } dt =0.
=—fi(t)
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Die Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung liefert die gewthnli-
che Differentialgleichung

Dé(t) + Ka(t) = f£(t) (1.352)

mit den Freiheitsgraden a(t) = [al aN}T, der konstanten Massenmatrix
D = [Djjli j=1,..n, der konstanten Steifigkeitsmatrix K = [Kjj; j—1,.. .~y und dem
Vektor f(t). Werden die Ansatzfunktionen ¢; orthogonal gewéhlt, so ist die konstante
Massenmatrix D diagonal, vgl. (1.323). Damit die Ansatzfunktion ¢o(X) die geome-
trische Randbedingung U (X = 0,t) = 0 erfiillt, kann z. B. ¢o(X) = 0 gewahlt werden.
Fiir die restlichen Ansatzfunktionen ist ein Polynomansatz der Form

6;(X) = <)L(>j , % _ i(f)j_l Cj=12....N (1.353)

sinnvoll. Dieser erfiillt die (homogene) geometrische Randbedingung U(X = 0,¢) = 0.

1.8 Einfache Beispiele zur Elastostatik von geraden Staben

Im vorliegenden Abschnitt werden einige besonders einfache statisch belastete gerade
Linientragwerke (gerade Stédbe) untersucht. Es wird dabei stets von linear elastischen
Festkorperkontinua ausgegangen. So nicht anders angeben, ist das Material homogen und
isotrop mit den Materialparametern Elastizitdatsmodul F und Querkontraktionszahl v
und es werden nur kleine Verschiebungen u; zugelassen. Folglich kann mit linearisier-
ten Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen gerechnet werden und eine Unterscheidung
zwischen Referenzlage und verformter Lage kann entfallen.

Zur Losung derartiger kontinuumsmechanischer Problemstellungen sind eine Reihe von
Gleichungen und Beziehungen nétig, wobei die meisten von ihnen bereits im Verlauf
dieses Kapitels vorgestellt wurden. Der Ubersichtlichkeit halber sind einige wichtige
Zusammenhénge nochmals in Abbildung 1.23 in Form eines sogenannten Tonti-Diagramms
dargestellt.

1.8.1 SchnittgroBen eines Stabes

Ein gerader entlang der Achse x1 ausgerichteter Stab befinde sich im statischen Gleich-
gewicht. Wird der Stab nun in einer beliebigen Ebene x1 = Z; = const. auseinanderge-
schnitten, so verbleiben die beiden entstehenden Stabhélften jeweils fiir sich im statischen
Gleichgewicht, wenn, wie in Abbildung 1.24 gezeigt, an den beiden entstehenden Schnit-
tufern mit dem Querschnitt A4 (das muss kein einfach zusammenhéngendes Gebiet sein)
geeignete Krafte und Momente aufgebracht werden. Diese Krifte und Momente werden
Schnittgréfien genannt und sind die Resultierenden der Spannungsvektoren im geschnit-
tenen Querschnitt. Man betrachte zunéchst das positive Schnittufer (Schnittufer I in
Abbildung 1.24). An einem infinitesimalen Fldchenelement d.A dieses Querschnitts wirkt
die Kraft dF = [011, 012, 013] TdA. Integration iiber die Querschnittsfliche liefert
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Verschiebungs-
randbedingungen
A
Verschiebungen Belastung f;
%
A A
Verschiebungs- Gleichgewichts-
Verzerrungs- bedineuneen
Beziehungen sung
4 Konstitutiv-
Verzerrungen gesetz Kraftrand-
< » Spannungen o;; > .
€ij bedingungen
Kompatibilitits- Differential- Differential-
bedingungen operator operator
y Differential-
—0 Wélbfunktion | gleichung | Spannungs-
o % funktion v

Abbildung 1.23: Tonti-Diagramm fiir ein elastostatisches kontinuumsmechanisches Pro-
blem.

Iy o11
F— |p :/ 1o | dA (1.354)
A
F3 013

Die Kraft F; wird auch Normalkraft genannt. F» und F3 werden als Querkrafte bezeichnet.
Beziiglich eines Punktes [71,Z9,Z3]T iibt die in dA wirkende Kraft dF das Moment
dM = [0, 29 — Zo, 3 — 23]" x dF aus. Integration iiber die Querschnittsfliche liefert

M,y (o — T2)o13 — (x3 — T3)o12
M = MQ = <1‘3 - 573)011 dA . (1.355)
M3 —(x9 — Z2)on1

M ist ein Torsionsmoment. My und Ms sind Biegemomente. Man beachte, dass die
Werte von M grundsétzlich von der Wahl des jeweiligen Bezugspunktes (hier [Z1, Z2, Z3]T)
abhéngen. Wie spéter noch gezeigt wird, werden die Biegemomente héufig auf den
Schwerpunkt des Querschnitts bezogen.

Die Schnittgréolen zweier zusammengehoriger Schnittufer miissen im Gleichgewicht
stehen. Daher sind an einem negativen Schnittufer (Schnittufer II in Abbildung 1.24) die
Schnittgréflen mit negativem Vorzeichen definiert.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.8 FEinfache Beispiele zur Elastostatik von geraden Stédben Seite 77

Schnittufer 1

Schnittufer 11

Abbildung 1.24: Schnittgroflen eines Stabes.

1.8.2 Zug/Druckbelastung eines geraden Stabes

Ein gerader entlang der Achse x1 ausgerichteter Stab mit einem beliebigen homogenen
Querschnitt A sei an seinen Enden 21 = 0 und x7 = [ gleichférmig mit der Normalspan-
nung o belastet (vgl. Abbildung 1.25). Dariiber hinaus treten keine Einspannungen oder
Belastungen auf.

Abbildung 1.25: Stab mit Zug/Druck-Belastung.

In diesem Fall kann leicht gezeigt werden, dass fiir die Spannungen

Oij = 0(52'1(5]'1 (1.356)
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gilt. Da sie konstant sind, erfiillen sie natiirlich die Gleichgewichtsbedingungen (1.174).
Aus dem Hookschen Gesetz (1.221) folgt fiir die Verzerrungen
o
€ij = E((l + u)éilélj — I/(Sij) . (1.357)
Da auch sie konstant sind, sind die Kompatibilitdtsbedingungen (1.120) automatisch
erfiillt.
Fiir die Verzerrungsenergiedichte gemaf} (1.228) folgt

1 102
S - - 1.
T 2011511 5 (1.358)

und fiir die Verzerrungsenergie geméaf (1.237) erhélt man

1 L 1 N?
nlnt = 7TAZ = §N€11l = igllEAl = §ﬂl 0 (1359)
Hierbei ist
NZFl :/ Ulld.A:O'A:EHEA (1.360)
A

die resultierende Zugkraft und E.A die Zugsteifigkeit des Stabes.
Integration der Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen (1.114) fiir die Félle ¢ = j mit
eij gemdB (1.357) liefert zunachst

g o) g
w =z + filze,z3) , up = —uEx2+f2(x1,x3) ) U3 = VT3 + f3(x1,72) (1.361)

mit den noch zu bestimmenden Funktionen f;. Fiir sie folgt aus den Verschiebungs-
Verzerrungs-Beziehungen (1.114) fiir die Félle ¢ # j mit €;; gemaf (1.357)

Ofi(x,23) _ Ofa(w1,73)

G = SR = () (1.362a)
6f1(8:;2?: z3) _ _8f3g;11’ 22) _ f () (1.362b)
af?fﬁ; z3) _ _8f3g;12, 72) _ fo(mn) (1.362¢)

Integration liefert

fi(wa, x3) = o fa(ws) + fr(x3) ,  folwr,23) = —w1 fa(z3) + fe(z3) (1.363a)
fi(z, x3) = z3fs5(x2) + fo(wa) .  fa(w1,2) = —x1 fs(w2) + fro(z2) (1.363b)
fa(wy,23) = 23 fe(w1) + fri(z1) ,  f3(w1,22) = —w2fe(21) + fra(z1) (1.363c)

Daraus folgt, dass

fi (xg, xg) = C11Z2Z3 + c1229 + c13x3 + C19 (1.364&)
fo(z1,23) = coow123 + ca121 + Ca323 + c20 (1.364b)
f3(21,22) = c332122 + 3121 + 3222 + €30 (1.364c)
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gilt, wobei die Konstanten c¢;p und ¢;; noch zu bestimmen sind. Nach Einsetzen von (1.364)
in (1.362) zeigt sich, dass die Konstanten c;; eine schiefsymmetrische Matrix bilden, d. h.
¢ij = —cj;. In dieser Matrix konnen folglich drei Eintrage frei gewahlt werden. Auch die
Konstanten c;p konnen frei gewéahlt werden. Insgesamt bleiben also sechs frei wéahlbare
Parameter iibrig und fiir die Verschiebungen folgt

g
Uy = E.Tl + c12x2 + c1323 + C10 (1365&)
g
Uz = —V %2 — €120 + €373 + C20 (1.365b)
u3z = —V%xza — €13T1 — €23T2 + €30 - (1.365¢)

Die sechs frei wiahlbaren Parameter beschreiben genau die Freiheitsgrade einer Starrkor-
perbewegung, welche natiirlich keine Auswirkung auf die Spannungen und Verzerrungen
des Bauteils haben. Aus praktischer Sicht sind diese Freiheitsgrade ebenfalls nicht weiter
von Relevanz, da meist eine entsprechende Einspannung fiir deren Sperrung sorgt.

Transformation des Spannungstensors

Aus dem Spannungstensor (1.356) folgt, dass die gewdhlten Koordinatenachsen gerade
Hauptachsen des Spannungstensors sind. Man kann sich nun die Frage stellen, ob in dem
Stab auch Schubspannungen wirken. Um dies zu beantworten, fithrt man ein gedrehtes Ko-
ordinatensystem mit den Koordinaten z1, T2 und 3 ein. Dabei wird zuerst um den Winkel
9 um die Achse z9 gedreht und dann um den Winkel 3 um die bereits gedrehte Achse
x3 (vgl. die in [1.10] beschriebenen Euler-Winkel). Die Drehmatrix zur Transformation
von den neuen in die urspriinglichen Koordinaten lautet daher

[ cos(pa) 0 sin(pg)] [cos(ps) —sin(ps) 0
R = 0 1 0 sin(¢3)  cos(es) 0O
| —sin(p2) 0 cos(pz) 0 0 1

- (1.366)
cos(ia) cos(ps)  —cos(pa)sin(gps) sin(pz)

= sin(ys) cos(ys3) 0
| —sin(p2) cos(p3)  sin(pz)sin(ps)  cos(yp2)

Die Komponenten R;; von R entsprechen den Richtungskosinus zwischen den Koordina-
tenachsen z; und z;. Fiir die Komponenten oy; des transformierten Spannungstensors &
gilt daher

ok = RipRj1045 (1.367)
und man erhalt
& =R'0R
cos?(ipa) cos?(p3) — cos?(yp2) sin(p3) cos(p3)  sin(pz) cos(p2) cos(ips3)
= 0|~ co(pa)sin(pn) cos(ips)  cost(pa)sin(gn)  —sin(ya) cos(i) sinfs)
sin(pz) cos(p2) cos(pz)  —sin(pa) cos(p2) sin(ps) sin? (p2)
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Abgesehen vom trivialen Spezialfall cos(ps) = 0 treten also fiir beliebige Winkel ¢o
und @3 von Null verschiedene Schubspannungskomponenten auf. Offensichtlich ist o/2
der maximal mogliche Absolutwert einer Schubspannungskomponente. Er tritt z. B. bei
w9 = /4 und @3 = 0 auf. Die maximale Schubspannung tritt also in einer Schnittebene
auf, die zur Koordinatenachse x1 um den Winkel 7 /4 geneigt ist.

Dieses Ergebnis léasst sich verallgemeinern: Es seien die Koordinatenachsen x1, x2 und
x3 Hauptachsen des Spannungstensors o, d. h.

01 0 0
o=10 o 0 (1.369)
0 0 o3

mit den zugehorigen Hauptnormalspannungen ;. Man kann zeigen, dass die extremalen
Schubspannungen in Schnittebenen, welche um 7 /4 gegen jeweils zwei Hauptachsen geneigt
sind, auftreten und die Werte

1
Te=gloi—oj|  mit  k#i k#j i# (1.370)

haben [1.11]. An diesen Schnittebenen treten auflerdem die Normalspannungen

1
O = i(ai +0j) mit k#i, k#j,i#] (1.371)

auf.

Aus der Transformationsvorschrift & = RToR folgt noch, dass der hydrostatische
Spannungsanteil (beschrieben durch den Kugeltensor von o) keinen Einfluss auf die
Schubspannungen hat.

Materialversagen

Es soll geklart werden, wann, d. h. bei welchen Spannungszustdnden, im untersuchten Stab
Materialversagen durch plastische Verformung einsetzt. Eine mathematische Funktion
f : RS — R zur Beantwortung dieser Frage muss also jenen Bereich des sechs-dimensionalen
Spannungsraums definieren, in dem das Material rein elastisch verformt wird. Dieser Be-
reich sei durch f < 0 charakterisiert. Die Berandung dieses Bereiches stellt eine durch
f = 0 definierte Hyperfliche des Spannungsraums dar und wird oft als Fliefifiiche bezeich-
net. Dementsprechend wird f = 0 als Flieflbedingung bezeichnet. Die Funktion f benétigt
als Eingangsgrofie den Spannungstensor und muss invariant gegeniiber Drehungen des Ko-
ordinatensystems sein. Fiir isotrope Werkstoffe (das sind jene, deren Materialeigenschaften
unabhéingig von der Orientierung sind) gilt aufgrund der Transformationsmoglichkei-
ten des Spannungstensors, dass die Funktion f nur von maximal drei skalaren Gréflen
abhéngen darf, welche bereits den Beanspruchungszustand des Materials eineindeutig
definieren. Das sind z. B. die drei (oft als Invarianten bezeichneten) Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms von o, wobei der Koeffizient der héchsten Potenz auf 1
zu normieren ist. Alternativ konnen die drei Hauptnormalspannungen o; (vgl. (1.369))
verwendet werden, welche ja gerade die Losungen des charakteristischen Polynoms von o,
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also die Eigenwerte des Spannungstensors sind. Der durch die Hauptnormalspannungen o;
aufgespannte Raum wird auch Hauptspannungsraum genannt. Er ldsst eine anschauliche
geometrische Interpretation der Flielflache zu. Man beachte noch, dass der Fall f > 0
physikalisch nicht sinnvoll ist, da die zugehorigen Spannungszustéinde nicht erreicht werden
koénnen.

Zu der grundsétzlich materialabhdngigen Form und Lage der durch f = 0 definierten
FlieBfliche gibt es verschiedene Hypothesen, sogenannte Anstrengungshypothesen, die
basierend auf Experimenten abgesichert wurden. Zwei solcher Hypothesen werden im
Folgenden diskutiert, weitere sind z. B. in [1.12, 1.13] beschrieben.

Fiir duktile Werkstoffe wird héufig die sogenannte Gestaltinderungsenergiehypothese
nach von Mises verwendet. In diesem Fall kann die Funktion f in der Form

f= é((Uu — 092)? + (022 — 033) + (033 — 011)2)

+ (012)* + (023)* + (031)* — % (1.372)
_ 1 2 2 2 0%/
= 6((01 —02)° + (02 — 03)" + (03 — 01) ) — 3

mit der materialabhéngigen FliefSigrenze oy geschrieben werden. Die Flieigrenze oy
ist gerade jener Spannungswert bei dem im einachsigen Spannungszustand das jeweilige
Material zu flielen beginnt. Er wird meist experimentell, z. B. durch Zugversuche, ermittelt.
Entsprechend (1.372) lasst sich die Vergleichsspannung

oCc =

1.373
\/;((011 — 022)% + (022 — 033)% + (033 — 011)?) + 3((012)% + (023)% + (031)?) ( :
berechnen und direkt mit oy vergleichen. Im Fall o¢ < oy liegt eine rein elastische
Verformung vor, im Fall o¢ = oy tritt Flieen ein. Dies entspricht der héufig verwen-
deten Vorgangsweise, dass ein allgemeiner (mehrachsiger) Spannungszustand auf einen
dquivalenten einachsigen umgelegt und mit einem dafiir geltenden Grenzwert verglichen
wird.

Gemaf (1.372) beschreibt die FlieBbedingung f = 0 in der Anstrengunghypothese nach
von Mises im Hauptspannungsraum einen Kreiszylinder dessen Achse mit der Linie der
hydrostatischen Spannungszustinde o1 = 09 = o3 zusammenfillt. Er hat offensichtlich
den Radius oy+/2/3 und ist in Abbildung 1.26 mit durchgezogenen Linien skizziert.

Bei der Anstrengungshypothese nach Tresca geht man davon aus, dass Flieflen genau dann
eintritt, wenn die maximale Schubspannung den Grenzwert oy /2 erreicht. D. h.

f = max{|oy — 03], |02 — 03], |03 — 01|} —OY
X (1.374)
— §(|01 — 03| + |02 — 03| + |03 — 01|) — OV .

In diesem Fall beschreibt die Fliebedingung f = 0 ein Prisma dessen Querschnitt ein
regelmiBiges Sechseck mit Umkreisradius oy +/2/3 ist. Seine Mittelachse fillt wieder mit
der Linie der hydrostatischen Spannungszustinde o1 = 09 = o3 zusammen (vgl. strichlierte
Linien in Abbildung 1.26).
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01 =09 =0
UY\/% s s
./
RN Tresca
TN von Mises
von Mises
Tresca
>0
! /
I Z oy V2
- - -5

® FlieBbeginn bei einachsigem Spannungszustand
b) © Flieflbeginn bei reiner Scherung

Abbildung 1.26: Fliefigrenzen im Hauptspannungsraum, a) allgemeiner Fall, b) fiir ebenen

Spannungszustand (o3 = 0).
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1.8.3 Reine Torsion eines geraden Stabes

Ein gerader parallel zur Achse x1 ausgerichteter Stab mit einem beliebigen homogenen
Querschnitt A sei an seinen Enden 21 = 0 und 21 = [ mit dem Torsionsmoment M, = My
belastet (vgl. Abbildung 1.27). Dabei erfolge die Krafteinleitung in den Endquerschnitten
genau so, dass die Verschiebungen us und uz bei 7 = 0 verschwinden und bei x; = [
einer reinen Drehung des Querschnitts um den Punkt (z9,Z3) entsprechen. Dartiber
hinaus treten keine Einspannungen oder Belastungen auf. Allféllige Verschiebungen u; in
Richtung x; werden ungehindert zugelassen.

my

Abbildung 1.27: Stab mit Torsionsbelastung.

Das Torsionsmoment ergibt sich in jedem beliebigen Normalquerschnitt A des Stabes
in der Form

MT = /AUlg(xQ — 52) — 012(1}3 — i’3)d¢4 (1.375)

(vgl. (1.355)). Da der Stab frei von Querkriften sein soll, gilt natiirlich
0:/ Ulgd.A, 0:/ 0'13(1./4. (1.376)
A A

Folglich ist M7 geméf (1.375) unabhéngig von der Lage des Drehpunktes (Z2, Z3).

Im Folgenden wird eine urspriinglich von Saint Venant vorgeschlagene Methode zur
Berechnung von Verformungen und Spannungen in einem unter reiner Torsionsbelastung
stehenden geraden Stab mit beliebigem Querschnitt skizziert (vgl. [1.13, 1.14]). Zu Saint
Venants zentralen Annahmen zéhlen:

o Die Form der Stabquerschnitte (nicht deren Lage) ist im unbelasteten und im
belasteten Zustand unabhéngig von .
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o Die Verschiebungen in der Querschnittsfliche (d.h. us und ug) ergeben sich aus
einer reinen Drehung des Querschnitts.

e Die Verschiebungen u; kénnen zu einer Verwolbung der Querschnitte fithren. Sie
wird ungehindert zugelassen, d.h. o1; = 0.

Der Querschnitt bei 1 sei um den Winkel a(x1) gegeniiber seiner unbelasteten Ausgangs-
lage verdreht. Es ergeben sich damit die Ansétze

ug = —a(x1) (g — T3) , us = a(x1)(x2 — T2) (1.377)
und aus den Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen (1.114) folgt
€99 = €33 = €93 =0 . (1.378)
Aus dem Hookschen Gesetz (1.221) und der Annahme o3 = 0 folgen
€11 =0 (1.379a)
011 = 099 = 033 = 093 =0 . (1.379b)

Die sogenannte Verwindung da/dz; des Stabes entspricht dessen Drehwinkeldnderung
pro Langeneinheit. Die Erfahrung, dass eine ungehinderte Verwoélbung der Querschnitte
proportional zu dieser Verwindung ist, legt den Ansatz

do
= T@(xg, xg) + C10 (1380)
Z1
nahe, wobei p(z2,x3) die noch zu bestimmende stetige Wolbfunktion ist. Wegen (1.379a)
muss dann d?a/dz? = 0 gelten und gem#f der Annahme, dass die Verschiebungen uy und
ug bei x1 = 0 verschwinden, folgt daraus

a(zy) = o'z (1.381)

mit der noch zu bestimmenden Konstanten o/ = da/dz;. Fiir die verbleibenden im
Allgemeinen von Null verschiedenen Komponenten des Verzerrungs- und Spannungstensors
erhélt man

e,

E12 = % (8;‘02 —x3 + $3> (1382&)
o [ Op _

€13 = 5 (8563 + 29 — I‘2> (1382b)

0

o012 = 2Ge1p = GO/((?;O —x3+ :Eg) (1.382c¢)
2

013 = 2G€13 = GO/(;:; + X9 — i’g) . (1382d)

Da die Verzerrungen aus einem zuléassigen Ansatz fiir die Verschiebungen berechnet wurden,
erfiillen sie trivial die Kompatibilitdtsbedingungen (1.120). Die Gleichgewichtsbedingungen
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(vgl. (1.174)) in Richtung von x9 und x3 sind trivial erfillt. Mit o1; = 0 folgt aus der
Gleichgewichtsbedingung in Richtung von x

60'12 8013 .

— 4+ —==0. 1.383
8362 + 81'3 ( )
D.h. ¢ muss der Laplace-Gleichung
Pyp  0%p
— +=—==A =0 1.384

geniigen. Da bei reiner Torsion, abgesehen von den Endquerschnitten, alle Oberflichen des
Stabes frei von Oberflachenkriften sind, kénnten nun Randbedingungen formuliert und
(1.384) gelost werden. Als praktisch héufig einfacher hat es sich erwiesen, die von Prandtl
vorgeschlagene Torsionsfunktion Ga/1)(x2, 23) zu bestimmen und sie als Spannungsfunktion
zu verwenden, um daraus die noch unbekannten Schubspannungen in der Form

g1 = Galg;i s 013 = —GO/S;Z (1.385)
zu berechnen. Mit dieser Wahl ist die Gleichgewichtsbedingung (1.383) identisch erfiillt.
Es verbleibt die Frage, wie ¢)(x2, x3) zu wéhlen ist, damit die Kompatibilitdtsbedingungen
(1.120) erfiillt werden. Letzteres kann bereits dadurch gewéhrleistet werden, dass ¢ den
Identitaten

oy Oy _ oY Oy

— — = T 1.386
83:3 8.732 o 8:752 81’3 T2t T2, ( )

welche direkt aus der Gleichsetzung von (1.382¢) und (1.382d) mit (1.385) folgen, geniigt,
da ja mit jeder giiltigen Funktion ¢ die Ansétze die Kompatibilitdtsbedingungen automa-
tisch erfiillen. Nach Differentiation und Elimination von ¢ erhélt man aus (1.386)

Ap) = -2 . (1.387)

D. h. ¢ muss der Poisson-Gleichung geniigen. Der Spannungsvektor an der Mantelfliche
des Stabes (Rand 0.4 von A) muss gemifl den Annahmen verschwinden, d. h. es muss

0 o012 o013/]0
0= g192 0 0 %) (1388)
013 0 0 ns

gelten, wobei n = [0, n2,n3]T der Einheitsnormalvektor auf die Mantelfliche ist. Einsetzen
von (1.385) liefert

—Ng — —NnN3 = . (1.389)

Daraus folgt, dass der Gradient [0v)/0x1, 0% /02, 0¢/0z3)T = V(1)) parallel zu n so-
wie normal auf den Tangentialvektor [0, —n3,na]T von 0A steht. Folglich ist 1 entlang
von jedem zusammenhéngenden Teil von 0.A konstant. Beschreibt A ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet (Vollquerschnitt), so kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit
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P|oa = 0 gesetzt werden. Gleichung (1.389) ist daher eine zur Losung von (1.387) benétigte
Randbedingung.
Mit (1.376), (1.382¢) und (1.382d) erhélt man fiir das Torsionsmoment gemafl (1.375)

Mrp = GO// (8(,0 + x9 — fg)xg — (8(,0 — 3+ fg)a}gd.A . (1.390)
A\ 0zx3 Oxo

Analog erhélt man mit (1.385), (1.387) und dem GaufBschen Integralsatz fiir das Torsions-
moment

Mr = —Gd/ / O+ OV idA = o / I LR
A Oz Ox3 A Oxo O3
:GO/(_}{ w[o X9 mg}nds+2/ zpdA> (1.391)
0A A

— Gao ( fa | Uwadey — aadas) + 2 /,4 z/;dA) — G /,4 (V)T (Vi)dA

wobei s die Bogenldnge entlang der Kontur 0.4 ist. Bei der Auswertung obiger Konturin-
tegrale ist die Orientierung von s stets so zu wahlen, dass das Gebiet des Querschnitts in
Richtung steigender Werte von s links der Kontur liegt (mathematisch positive Orientie-
rung).

Sowohl die Erfahrung als auch die Gleichungen (1.382c), (1.382d), (1.384), (1.387),
(1.390) und (1.391) legen nahe, dass My proportional zu G’ ist. Man bezeichnet die
ausschliefllich vom Querschnitt abhédngige Proportionalitdtskonstante

0 0
Jr = / ((P —+ To — 33‘2).%‘2 — ((,0 — T3 — l‘3>$3d./4
A\ 0z3 0xo

__ [ oY
= /A 83:2372 + axgzcgdA

(1.392)
= —]f ¥[0 zp a3|nds+ 2/ Wwd A
0A A
- 7( D(sdas — padas) + 2 / WdA = / (V)T (Vir)dA
0A A A
als Drillwiderstand und GJr als Drillsteifigkeit. Es gilt also der Zusammenhang
My = GJrd . (1.393)

Aus (1.387) und (1.389) folgt, dass ¢ unabhéngig von der Lage des Punktes (Z2,z3) ist.
Folglich muss dies auch fiir 0;;, €;;, My und Jr gelten.
Fiir die Verzerrungsenergiedichte gemafl (1.228) folgt

T 0l + 0%5) (1.394)

1
e
und fiir die Verzerrungsenergie geméaf (1.237) erhélt man mit (1.385)
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My = 1 /,4 rdA = %Ga’Zl / (w)T(w)dA

2GJp

) . (1.395)
= §GJTo/2l = 5MTo/z

Beispiel 1.15. Als Beispiel soll nun ein mit dem Torsionsmoment Mr belasteter
gerader Stab mit homogenem elliptischem Hohlquerschnitt untersucht werden. Der
Querschnitt werde durch die Konturen

2 2 2 2
&-i-%—l—o %+%—1:0 (1.396)
mit 0 < ¢ < 1 begrenzt, d. h. die begrenzenden Ellipsen besitzen die Halbachsen a
und b bzw. ac und bc. Das Material besitze den Schubmodul G. Gesucht sind der
Drillwiderstand Jp des Querschnitts, die Verwindung o/, die Spannungen o152 und
o13 und die Wolbfunktion .
Ein naheliegender Ansatz fiir die Torsionsfunktion, der zumindest die Randbedin-

gungen identisch erfillt, ist nun

22 a2
w—k‘< +b7— ) (1.397)
mit der noch zu bestimmenden Konstanten k. Damit er (1.387) geniigt, muss
a’b?
k=——-—= 1.398
a? + b2 ( )
gesetzt werden. Am dufleren Rand gilt
=0, (1.399)
am inneren Rand
5. a’b?

Fiir den Drillwiderstand erhélt man gemafl (1.392)

a’b?

m(l —hHr (1.401)

Jr =

und fiir die Verwindung
;. MT(a2 + b2)

= 1.402
Ga?b3(1 — M7 ( )
Aus (1.385) lassen sich noch die Spannungen
2x3 M 2x9 My
Sk it S =< - 1.403
12 ab?(1 —cH)m’ 13 a’b(l — ch)w ( )
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berechnen. Fiir die Amplitude der Schubspannung gilt daher

2| M| 3 2l
2 2 _ 2 3
\/012—1—013—&1)(1_64)71_ a4+b4 . (1.404)

Sie steigt also ausgehend vom Mittelpunkt in jede radiale Richtung linear an und
ist monoton steigend mit |z2| und |z3|. Ihr Maximum muss folglich am Rand des
Querschnitts auftreten. Fiir a > b z. B. treten die extremalen Schubspannungen an
den Stellen (x2,z3) = (0,£b) auf und haben dort den Wert

:FabQSJ\{TC% : (1.405)
Aus der Integration von (1.386) folgt die Wélbfunktion
b2 _ CL2
0= gy (%23 — Tas) — T3an + Taw - (1.406)

Hierbei wurde die frei wahlbare Integrationskonstante gerade so gesetzt, dass ¢ am
Drehpunkt (Z2,z3) verschwindet. Offensichtlich sind die Linien konstanter Quer-
schnittsverwolbung hier Hyperbeln. Aus (1.377), (1.380) und (1.406) erkennt man,
dass die Wahl von (Z2, Z3) mit Starrkorperdrehungen mit dem Winkel o/ um die
Achse x5 und dem Winkel o/Z3 um die Achse x3 verbunden ist.
Fiir (%2,73) = (0,0) nimmt ¢ an den Stellen (z2,73) = (£a/v2,+b/V/2) die
Extremwerte £,,4, mit
_[p* —a?|ab
Pmaz = 212 2
an. Fir a = 2b, ¢ = 0 und (Z2,z3) = (0,0) ist ¢ in Abbildung 1.28 dargestellt. Man
beachte, dass ¢ unabhéngig von c ist.

(1.407)

T3

—Pmaz
Abbildung 1.28: Wélbfunktion fiir einen Stab mit elliptischem Querschnitt.

Aus den Ergebnissen fiir den elliptischen Hohlquerschnitt lassen sich sofort die
entsprechenden Groflen fiir die folgenden Spezialfille berechnen: Fiir ¢ = 0 erhélt man
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die Ergebnisse eines elliptischen Vollquerschnitts, fiir a = b jene eines kreisférmigen
Hohlquerschnitts und fiir ¢ = 0 und a = b jene eines kreisférmigen Vollquerschnitts.
Offensichtlich verschwindet ¢ identisch fiir alle kreisformigen Querschnitte, d. h. diese
Querschnitte erfahren durch Torsion keine Verwdlbung.

Ahnlich dem obigen Beispiel lassen sich fiir viele Querschnitte die GréSen Jr, ¢ und
¢ bestimmen [1.12, 1.13], fertige tabellierte Ergebnisse finden sich z.B. in [1.15, 1.16].
Fiir weitere allgemeine Querschnitte kann natiirlich auch die Differentialgleichung (1.387)
numerisch gelést werden.

1.8.4 Reine Biegung eines geraden Stabes

Ein gerader entlang der Achse x1 ausgerichteter Stab mit einem beliebigen homogenen
Querschnitt A sei an seinen Enden 1 = 0 und 1 = [ mit den im Gleichgewicht stehenden
Biegemomenten Mgy = —[0, My, M3]T bzw. M = [0, M, M3]T (vgl. Abbildung 1.29)
belastet. Dariiber hinaus treten keine Einspannungen oder Belastungen auf.

Abbildung 1.29: Stab mit reiner Biegebelastung.

Offensichtlich ist die Biegebelastung in jedem zu z; normal liegenden Querschnitt des
Stabes gleich. Fiir jeden dieser Querschnitte gilt aulerdem, dass alle Spannungsresultie-
renden (insbesondere M) unabhéngig von 1 gleich sind. Daraus ergeben sich folgende
zentrale Annahmen:

o Jeder Querschnitt verformt sich gleich.

e Die Verzerrungs- und Spannungszustédnde sind unabhéngig von x1. Dies muss folglich
auch fiir den Winkel zwischen jedem Querschnitt und der lokalen Stabachse gelten.

e Die Verschiebungen u; ergeben sich aus einer reinen Drehung der Querschnitte um
eine Achse die normal auf x; steht.
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Da einer allfalligen Querkontraktion innerhalb der Querschnitte keine dufleren Belastun-
gen oder Einspannungen entgegengesetzt werden, kann diese ungehindert erfolgen. Aus
Symmetriegriinden muss ein urspriinglich ebener und normal zu z; stehender Querschnitt
auch durch die Biegebelastung eben bleiben und normal zur verformten Balkenlédngsachse
stehen (vgl. Abbildung 1.30). Es ist daher naheliegend, die Gesamtverformung des Stabes
aus den Verschiebungen u; der durch die Koordinaten xo = 0 und z3 = 0 definierten
Stabachse und zusétzlicher Relativverschiebungen ; zu berechnen, d. h.
T3

A

M3

Abbildung 1.30: Bei reiner Biegebelastung bleiben Stabquerschnitte eben und normal zur
Stabachse.

(vgl. Abbildung 1.31). Die Verschiebungen u; der Stabachse kénnen natiirlich nur von x;
abhéngen. Anders bei den Relativverschiebungen ;, hier miissen die zu Querkontraktionen
fithrenden Verschiebungen e und @3 von z; unabhéngig sein, d.h. @e = ua(xe,x3)
und @3 = us(we, x3). Die verbleibende Verschiebung @; muss nun gerade solche Werte
annehmen, dass die Querschnitte eben und normal zur verformten Stabachse bleiben, d. h.
11 beschreibt eine reine Drehung in der Form

Oug Ous

ﬂl = —XQ—

—xr3— . 1.4
8%’1 3 &%1 ( 09)

Hierbei sind —0us/0z1 und dug/dz; (in linearer Naherung) die Drehwinkel um die Achsen
z9 und z3.
Fiir die Langsverzerrung erhalt man aus obigem Ansatz

Ity R 0%
€11 = +— —T2—=5 — T35 - 1.410
U oy 2 Ox? ’ Ox3 ( )
Die Ausdriicke kg = 9%tip/02% und k3 = 0%u3/0x? entsprechen (in guter Niherung) den
Krimmungen der deformierten Stabachse. Sie miissen geméafl den Annahmen, genauso
wie €11, unabhéngig von z1 sein. Daraus folgen die Ansétze
K K

_ 2 _ 3
ug(z1) = ?1‘% 4+ co121 + co9 us(zy) = ?x% + e3121 + €30 (1.411a)
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3

x1

Z2

Abbildung 1.31: Verschiebung und Deformation eines Stabquerschnitts bei reiner Biege-
belastung.

und weiter
Ul (xl) = c1121 + C1o (1.411b)

mit den noch zu bestimmenden Konstanten ko, c21, c20, K3, €31, €30, c11 und cjg. Fiir die
Léangsverzerrung gilt damit (vgl. [1.13, 1.14])

€11 = C11 — R2X9 — R3X3 (1.412)

und die Querschubverzerrungen
12 =¢13=0 (1.413)

verschwinden identisch.
Aus dem Hookschen Gesetz (1.236) folgt daher auch

o2 =013=0. (1.414)

Geméf den Annahmen sollen keine Normalspannungen in Richtung von zs und x3 wirken,
d.h. o292 = 033 = 0. Mit dem Hookschen Gesetz (1.236) folgt daher aus (1.412)

g11 = E(CH — Koo — I€3:L‘3) (1.415)

sowie
€99 = £33 = —I/(Cll — RoX9 — /igl’g) . (1.416)
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Damit alle lokalen Gleichgewichtsbedingungen (1.174) erfiillt sind, muss noch

dogz  Ooas

83:2 N 8:03
gelten. Da aber die Schubspannungen am Rand 9.4 des Querschnitts verschwinden miissen,
folgt

=0 (1.417)

093 =0 (1.418)

und geméfl dem Hookschen Gesetz
€923 = 0. (1.419)

In dem nur durch Biegemomente belasteten Stab verschwinden also alle Spannungen aufler
011 (einachsiger Spannungszustand) und alle Schubverzerrungen.

Unter Beriicksichtigung von (1.411a) kénnen nun (1.416) und (1.419) integriert werden.
Dies fiihrt auf die bislang unbekannten Verschiebungen

- K2

tg(xe,x3) = —u(cnxg — ?(x% — x%) — ngxgxg) — 2373 (1.420a)
- K3, 2 2

uz(xe, x3) = —V(cnacg — ?(a:;g —x5) — /@2332373) + co3x2 (1.420b)

mit der neuen Integrationskonstante ca3. Da das Verschiebungsfeld damit bereits berechnet
ist, sind die Kompatibilitdtsbedingungen (1.120) offensichtlich erfiillt. Zusammengefasst
erhélt man fiir die Verschiebungen

uyp = uy(x1) + a1 (21, x2, T3)

(1.421&)
= C1171 + €10 — K2Z1Z2 — €212 — K313 — €313
U9 = ﬂ2($1> + 7:62(17271'3)
K2 K9 (1.421b)
= ?.%% + Cc2121 + €20 — V(CHJ?Q — ?(.ﬁg — .1‘%) — /€3$2$3> — C2373
uz = ug(w1) + a3(xe, r3)
= 51‘% “+ c3121 + €30 — V(Cuxg — ?(1'% — x%) — /'432372.%'3) + Co32 .

Die Konstanten c1q, c29, 30, €21, c31 und cog beschreiben die sechs Starrkorperfreiheitsgra-
de und sind zunéchst nicht weiter von Interesse. Die iibrigen Konstanten cj1, k2 und k3
beschreiben den Verformungszustand des Stabes und kénnen wie nachfolgend beschrieben
aus den integralen Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden. Wie es sein muss, treten
nur diese Konstanten in den von Null verschiedenen Spannungs- und Verzerrungskompo-
nenten in (1.412), (1.415) und (1.416) auf. Aus den Bedingungen, dass die resultierende
Normalkraft verschwinden muss und dass das Schnittmoment in jedem Normalquerschnitt
mit M ibereinstimmen muss, folgen die Bestimmungsgleichungen

0= / Uud.A = E(CHA - /12/ xgd.A - /'433/ xgd.A) (1.422&)
A A A
MQ :/ fIZgO’ndAZE(CU/ .ng.A—/iz/ Jigxgd.A—Hg/ :c%dA) (1.422b)
A A A A

M3 = —/ 3520'11(1./4: —E<611/ :Egd.A—Iﬁz/ ﬂ?%dA—Kg/ $2.T3d./4) (1422C)
A A A A

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbock, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.8 FEinfache Beispiele zur Elastostatik von geraden Stédben Seite 93

fiir ¢11, k2 und k3. Legt man den Koordinatenursprung in den Schwerpunkt der Quer-
schnittsfliche A, so verschwinden die Flichenmomente 1. Ordnung, d.h. [, 22dA = 0 und
Jaz3d A =0. Aus (1.422) folgt dann

1 Mala3 + M3las 1 MoIs3 + Mslas
cn=0,  me=pe “E Tola 2
E  Iyl33 — I35 E  Iyl33 — I3

wobei fiir die Flachenmomente 2. Ordnung die Abkiirzungen

[22:/ xgd_A7 133:/ .Qf%d.A, 1232/ rox3d A (1.424)
A A A

K3 = (1.423)

verwendet wurden. Man nennt oo und I33 auch Flachentragheitsmomente und Io3 Deviati-
onsmoment. Sie besitzen Tensoreigenschaften, d. h. es kann stets ein gegeniiber den Achsen
o und x3 gedrehtes Hauptachsensystem gefunden werden, in dem das Deviationsmoment
verschwindet. Bei symmetrischen Querschnitten ist jede Symmetrieachse automatisch eine
Hauptachse.

Anhand von (1.411a) sei nochmals betont, dass k2 und k3 die Kriimmungen der Sta-
bachse in Richtung x2 und x3 sind. Die Beziehungen zwischen kg, k3, M2 und M3 lassen
sich auch kompakt in Matrixnotation zusammenfassen:

—M> _ B Ioo  Ia3| K3 k3| 1 1 I3z —Ix3| |—M>
M3 L Is3| ko]’ K2 E Iyl —I33 | —Is I Ms |
—_————
—Jg — 3
(1.425)

Die Biegemomente und Kriimmungen sind also iiber die sogenannten Biegesteifigkeiten
FEls, Fl33 und Elog verkniipft. Sie sind in der Matrix J g zusammengefasst. Offensichtlich
verursacht Ms im Allgemeinen sowohl eine Kriimmung ko in Richtung von z9 als auch k3
in Richtung von 3. Gleiches gilt fiir M3. Wenn das Deviationsmoment I3 verschwindet,
ruft Ms nur eine Kriimmung 3 in Richtung von x3 hervor und M3 nur eine Kriimmung
ko in Richtung von xzs.

Einsetzen von (1.423) in (1.415) liefert

_ MyIps 4 M3slz Mal33 + M3la3

T 3 . 1.426
Inol33 — 12, 2 Inolss — 12, ’ ( )

011 =

Diese Gleichung spannt im Raum xo-x3-011 eine Ebene auf. Entlang der Linie

oy = 2 Mala3 + M3122:c2 ’

K3 Mj I3+ M3slas
die auch neutrale Faser genannt wird, verschwindet o11. An jedem Punkt des Querschnitts
ist 011 proportional zum Normalabstand zur neutralen Faser. Extremwerte von o1 treten
daher an den Oberflichenpunkten mit dem gréfiten Normalabstand zur neutralen Faser

auf. Diese Aussagen fiir 017 gelten analog fiir €17, €92 und e33 (vgl. (1.412), (1.415) und

(1.427)

(1.416)).
Fiir die Verzerrungsenergiedichte erhilt man geméf (1.228)
1 1
™ = 50’11611 = §E6%1 (1428)
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und fiir die Verzerrungsenergie folgt geméas (1.237)

1 1
Mine = l/ rmdA = l—E/ (koxg + Kaxs)idA = 1= {Hg @]JB r?’]
A 2 Ja 2

K2
_ z% [0z 03] [:j :

(1.429)
—M,

_ z% [~ e M) 35 [ oy

1.8.5 Biegung und Torsion eines geraden Stabes durch Einzelkraft am
Stabende

Ein gerader entlang der Achse 1 ausgerichteter Stab mit einem beliebigen homogenen
Querschnitt A sei an seinem Ende z1 = [ im Punkt (22, 23) = (Z2, 3) mit der Einzelkraft
F = [0, Fy, F3]" belastet (vgl. Abbildung 1.32). Am Ende z; = 0 werden Momente und
Krifte gerade so aufgebracht, dass sich der Stab im statischen Gleichgewicht befindet.
Etwaige Starrkorperfreiheitsgrade sind so zu wéhlen, dass die bei z; = 0 aufgebrachten
Momente und Kréfte keine Arbeit verrichten (Einspannstelle). Dariiber hinaus treten keine
Einspannungen oder Belastungen auf. Das Koordinatensystem liegt im Flachenschwerpunkt
des Querschnitts bei 1 = 0.

Abbildung 1.32: Stab mit Biege- und Torsionsbelastung.

Es ist zu erwarten, dass diese Belastungssituation zu einer Biegung und Torsion des
Stabes fithrt. Aus den in den Abschnitten 1.8.3 und 1.8.4 gewonnen Erkenntnissen kann
daher darauf geschlossen werden, dass sich die Gesamtverformung des Stabes wieder aus
Verschiebungen der durch die Koordinaten x3 = 0 und x3 = 0 definierten Stabachse und
zusétzlicher Relativverschiebungen des Querschnitts zusammensetzt. Da einer allfilligen
Querkontraktion keine &ufieren Belastungen oder Einspannungen entgegengesetzt werden,
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kann diese wieder ungehindert erfolgen.

Fiir die in einem Stabquerschnitt ; = const. wirkende resultierende Schnittkraft F und
das resultierende Schnittmoment M (mit dem Bezugspunkt (z2,z3) = (0,0)) gilt (am
positiven Schnittufer) aus Gleichgewichtsgrinden

0 M,y ToF3 — T3k
F= F2 y M = M2 = —(l - 1’1)F3 . (1430)
F3 M3 (l — CCl)FQ

Anders als bei reiner Biegung (vgl. Abschnitt 1.8.4), wo die Biegemomente entlang der
Stabachse konstant sind und wo aus Symmetriegriinden die Balkenquerschnitte auch unter
Belastung eben bleiben, hdngen hier die Biegemomente linear von x; ab und es kann eine
Verwdlbung des Querschnitts auch zufolge der Biegebelastung auftreten.
Basierend auf den Ergebnissen von Abschnitt 1.8.4 (siehe (1.423) und (1.424)) ist zu
erwarten, dass sich die lokalen Kriimmungen der Stabachse in der Form
1 Mylos + M3zlao 1 Mylzz + Mslas
T E Il 1% 0T TR Iply - 12 (1.431)
22433 23 22433 23
einstellen. Da eine allféllige Torsionsverformung der Querschnitte keinen Beitrag zur
Spannung o1; leistet (vgl. Abschnitt 1.8.3) und geméfl den Annahmen wiederum oo =
o33 = 0 gilt, folgt aus (1.412), (1.415) und (1.416)

011 = E(l — 1‘1)(1’2%2 + .%'3]€3) (1.432&)
enn = (I — z1)(w2ka + x3k3) (1.432b)
€99 = €33 = —V(l — SL‘1)(1}2]€2 + 1'3/6‘3) (1.4326)
mit den Abkiirzungen
1 F3l53 — F51 1 Fylo3 — F31
fy = L B3z = ol oy L Folos — Eulss (1.433)

E Iyl — 12 E Iyl — 12

Aus der Gleichgewichtsbedingung (vgl. (1.174)) in Richtung von x; folgt

—E(zaks + w3ks) + %Ul; + %U;j =0. (1.434)
Aufgrund der formalen Ahnlichkeit zu (1.383) erscheint es sinnvoll, die Spannungen o712
und o073 dhnlich zu dem Fall reiner Torsion (vgl. Abschnitt 1.8.3) durch Ableitung aus
einer Spannungsfunktion zu berechnen. Da im vorliegenden Fall die Stabquerschnitte einer
gleichzeitigen Torsions- und Biegebelastung ausgesetzt sind, sollen zwei Spannungsfunktio-
nen verwendet werden, wovon eine, ndmlich Ga/y(z2, x3), die Torsionsbelastung und die
zweite, namlich Gx(x2, x3), die Belastung zufolge der Querkrifte abbilden soll. Fiir den
Verdrehwinkel « gelte wieder o/ = day/dz; und do//dz; = 0. Ein Ansatz, der automatisch
(1.434) erfillt, ist daher
) O 3 oy Ix a3

+G—+Ek:2 . o13=—Ga ’——G—+Ek—. (1.435)

712 = GO& 81‘3 8%‘3 8.%'2 (91‘2
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Mit diesem Ansatz sind die Schubspannungen oo und 13 unabhéngig von x;. Dies
erscheint plausibel, da ihre Resultierenden

F2 = / O‘12d./4 (1.436&)
A
Fg = / 0'13d./4 (1436b)
A
M1 = ngg — Lf‘gFQ = / 2013 — .’E30'12d./4 (1436C)
A

ebenfalls diese Eigenschaft aufweisen.
Aus den noch tbrigen Gleichgewichtsbedingungen (vgl. (1.174)) in Richtung von x5
und z3 und dem Hookschen Gesetz (1.221) folgt vollig analog zu Abschnitt 1.8.4, dass

0923 = 0 s £93 = 0. (1.437)

Aus (1.432¢), (1.435), (1.437), dem Hookschen Gesetz und den Kompatibilitiatsbedingungen
(1.120) folgt

1,0(Ay) | 10(Ax) _
5% g + 5 Oy vks =0 (1.438a)
1 ,0(Ay) 10(Ax) B
e 05 + 2 s +vke=0. (1.438b)

Offensichtlich werden diese Bedingungen erfiillt, wenn ¢ und y den Gleichungen

A(p) = =2 (1.439a)
A(x) = 2v(xoks — x3ka) + o (1.439Db)

mit der noch zu bestimmenden Integrationskonstante cg, geniigen (vgl. auch (1.387)). Um
co zu bestimmen, geht man zunachst vom unbelasteten Fall F; = F5 = 0 aus. Dann gilt
o/ =0 und geméaf (1.433) auch ko = k3 = 0. Damit dann auch 019 = 013 = 0 erfiillt ist,
muss

=0 (1.440)

gelten. Man tiberzeugt sich leicht, dass die tibrigen Kompatibilitdtsbedingungen (1.120)
automatisch erfiillt sind.

Um ¢ und x aus (1.439) berechnen zu kénnen, werden noch Randbedingungen benétigt.
Sie folgen aus der Bedingung, dass der Spannungsvektor an der Mantelfliche des Stabes
(Rand 0A von A) geméafl den Annahmen verschwinden muss, d. h.

o11 o2 o13||0
0= J12 0 0 n2 (1.441)

013 0 0 ns

wobei n = [0,n2,n3)T wieder der Einheitsnormalvektor auf die Mantelfliche ist. Unter
Verwendung von (1.435) und G = E/(2(1+v)) ist (1.441) erfillt, wenn ¢ und x am Rand
0A den Bedingungen
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oY op

Fna = ping = (1.442a)
ox ox

a—x?’nQ — 8_1-2n3 = —(1 = V)(.’L'%kQTLQ + x§k3n3) (1442b)

gentigen (vgl. auch (1.389)). Folglich ist ¢ wieder entlang von jedem zusammenhéngenden
Teil von 0.A konstant. Aus (1.439), (1.440) und (1.442) lassen sich also die unbekannten
Funktionen v und x unabhéngig voneinander berechnen. Man beachte, dass Z2 und Z3
keinen Einfluss auf ¢ und x haben.

Durch Einsetzen von (1.435) in (1.436¢) folgt mit dem Drillwiderstand Jp gemafl (1.392)
die Definitionsgleichung

ToFy — X3 Fy = / —G(.’Egax + l’gax) + 1E‘CL’Ql’g(1'31{?3 — l’gkﬁz)dA—{— GO/JT , (1443)
A 81‘2 8.7}3 2

welche zur Berechnung der derzeit noch unbekannten Verwindung o’ herangezogen werden

kann. D.h. nur o/ und daraus abgeleitete Grofien (z. B. 012 und o13) hdngen von Z5 und

Z3 ab. Damit sind alle Spannungen berechnet. Aus (1.435) folgen mit dem Hookschen

Gesetz (1.221) noch die Verzerrungen

1 ,0¢ 10y a3
_1 LOX 1422 1.444
12 = 0 G T o, TR (1.444a)
1,09y 10x x%
3= Y oy T 20, T (1.444)

so dass nun auch alle Verzerrungen bekannt sind.

Bemerkung 1.8. Es stellt sich die Frage unter welchen Umstinden o verschwindet,
also der Stab keine Verwindung erfihrt. Gemafl (1.443) ist dies der Fall, wenn der
Kraftangriffspunkt (22, Z3) gerade so liegt, dass

0 0 1
ToFy — T3Fy = /_A _G<$2;f + l'gx) + 5E$2x3(x3k3 — .Q?ng)d.A (1.445)

erfiillt ist. In diesem Fall geht die Wirklinie der Lastkraft F durch den sogenannten
Schubmittelpunkt, dessen Koordinaten nur vom Querschnitt A und der Querkontrak-
tionszahl v abhéngen und hier mit (Z2, £3) bezeichnet werden sollen. Um &2 und 23
zu bestimmen, berechnet man x fir den Fall F5 # 0 und F3 = 0 und ein zweites Mal
fiir den Fall F» = 0 und F3 # 0. Aus (1.445) erhélt man im ersten Fall 23 = Z3 und
im zweiten Fall Zo = Zo.

Bei symmetrischen Querschnitten liegt der Schubmittelpunkt (2, #3) immer auf
der Symmetrieachse. Er stimmt im Allgemeinen nicht mit dem Flachenschwerpunkt
(0,0) tiberein und kann auch auflerhalb des Querschnitts A liegen.

Durch Integration des Verzerrungsfeldes €;; sollen nun die Verschiebungen u; berechnet
werden. Dies wird besonders einfach, wenn zuvor die Spannungsfunktionen Ga/v (2, z3)
und Gx(z2,x3) mithilfe der Beziehungen
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Op O e op O _

e B Gy 2 (1.446a)
dn  Ox 2 2 on _ ox 2 2

25— Dus + ko(z5 + va3) , 9z — O + ks(vzy + z3) (1.446b)

in Wolbfunktionen ¢(xa, x3) (vgl. (1.386)) und n(x2, r3) umgerechnet werden. In (1.446a)
wurde wieder angenommen, dass die Torsionsbelastung zu einer Rotation der Stabquer-
schnitte um den Punkt (Zg,z3) fiihrt. Durch Einsetzen von (1.446) in (1.435) erhélt man

Oy _ on

o192 = Go/(ax2 — 3+ x3> + Ga—ag2 + Guksy (23 — 22) (1.447a)
Oy _ on

013 = GO/(axB + 19 — .TQ) + Gail‘g + GV]C3($§ — JZ‘%) . (1447]3)

Da mit den Funktionen v und y bereits alle Gleichgewichts-, Kompatibilitdts- und Span-
nungsrandbedingungen erfiillt wurden, geniigen die geméafl (1.446) berechneten Ansétze
©(x2, x3) und n(xe, r3) automatisch diesen Bedingungen.

Aufgabe 1.4. Schreiben Sie die Gleichgewichts-, Kompatibilitdts- und Spannungsrand-
bedingungen unter Verwendung von ¢(x2,z3) und n(z2, x3) an.

Mit dem Hookschen Gesetz (1.221) erhélt man aus (1.447) die Verzerrungen e;2 und
e13. Die iibrigen Verzerrungskomponenten sind in (1.432b), (1.432c¢) und (1.437) gegeben.
Integration dieser Verzerrungen liefert

2 2 2
T v T v €z
(g i 1 2 2\ 2322k
u1_<x1 2>(952 2+ T3 3)+2$2<3 — I3 | k2 2‘7”3 3 T2 )7 (1.448a)

+ o p(x9, x3) + n(x2, 23) + C1272 + C1373 + C10

x2 — 12 1 T
u =v(l —x 3 2ko — xoxsk —l—:n2<—l)k:
2 ( 1)( 5 2 — T2T3 3) 571 3 2 (1.448b)
— o'z (x3 — T3) — c12m1 + C23T3 + C20
2 2
uz =v({l —x ks — xoxsks | + —x7| — — 1 |k
3 ( 1)( 5 3 273 2> 571\ 3 3 (1.448¢)

, —
+ o'x1 (e — ZT2) — 1371 — 232 + €30

mit den noch zu bestimmenden Konstanten c12, ¢13, cog und ¢;g. Diese sechs frei wiahlbaren
Parameter beschreiben wieder genau die sechs Starrkorperfreiheitsgrade und kénnen
ermittelt werden, indem z.B. an der Stelle z; = 0 bestimmte Einspannbedingungen
vorgegeben werden. Im vorliegenden Fall wurde eingangs festgelegt, dass die bei 21 = 0
aufgebrachten Momente und Kréfte keine Arbeit verrichten sollen — daraus lassen sich
im Allgemeinen die obigen Konstanten bestimmen, denn geméf dem Arbeitssatz (1.242)
muss dann die gesamte Verzerrungsenergie des Stabes durch die Lastkraft F eingebracht
worden sein. Wie diese Berechnung der Konstanten konkret geschehen kann wird am Ende
von Beispiel 1.16 gezeigt.
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Da die bei 1 = 0 aufgebrachten Momente und Kréfte keine Arbeit verrichten sollen,
miissen die Beziehungen o = 22 und 3 = I3 gelten, d.h. die lokale Rotation der
Querschnitte zufolge der Torsionsbelastung erfolgt um den Schubmittelpunkt (2, #3). Um
dies zu zeigen, verwendet man den Betti-Rayleighschen Reziprozitiatssatz (siehe Abschnitt
1.6.2): Wenn eine im Schubmittelpunkt (#2,43) angreifende Einzelkraft F = [0, Fy, F3]T
zu keiner Verwindung o’ des Stabes fiihrt (vgl. Bemerkung 1.8), so darf umgekehrt eine
(reine) Torsionsbelastung, die natiirlich eine Verwindung o’ bewirkt, keine Verschiebungen
ug und wg im Schubmittelpunkt (&2, 23) hervorrufen. Die Torsionsbelastung fiithrt zu
einer Verdrehung der Querschnitte um den Punkt (Z2,z3), d.h. nur an diesem Punkt
verschwinden die Verschiebungen us und w3 bei reiner Torsion. Folglich miissen X2 = 29
und T3 = 3 gelten.

Ahnlich wie in (1.408) lassen sich die Verschiebungen u; geméf (1.448) wieder in die
nur von z1 abhéngigen Verschiebungen wu; der Stabachse und die Relativverschiebungen
u; aufteilen. Daraus ergibt sich

U; = ﬂz(wl) + ﬁi({L‘l, x9, 1‘3) (1.449)
mit
”l_Ll = C10 (1.450&)
1
Uy = §x% (3;)1 — l> ko 4+ o/ 21Z3 — c1221 + 20 (1.450b)
- 1 2 Mo AV /. = 1.4
3—51 3 3 — QL L1T2 — C13T1 + C30 - (.50C)

Alle iibrigen Summanden in (1.448) sind den Relativverschiebungen ;(x1, z2,x3) zuzu-
ordnen. Man beachte, dass anders als bei reiner Biegung (vgl. Abschnitt 1.8.4) hier die
Relativverschiebungen 7y und @3 im Allgemeinen auch von x; abhéngen.

Fiir die Verzerrungsenergiedichte erhilt man geméaf (1.228)

1 1
T = -011€11 + 012€12 + 013613 =

1
5 QEUH + G(U%Q + 013) (1.451)

und fiir die Verzerrungsenergie folgt gemafl (1.237)

l
nint:/ / rdAdx, = mt-l—l'llnt (1.452)
0o JA

mit der Verzerrungenergie

1nt 2E/ / Ulld.Adl'l —/ l—ZEl / k‘g:Eg-l—kigl’g) dAdx,
l3

(1.453a)
_ g[kg k) I [ﬂ = g[Fg F| 13! Ej

2

zufolge der Normalspannungen und der Verzerrungsenergie
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1 l
rlgit = ﬁA /'40'%2 = U%gdAdxl
1
= §Gl (0/2JT + /A ((Vx)T(Vx +20/'V)) + (1 + v)?(k3z5 + k323)  (1.453b)

+2(1+v) [—k;g:cg img} (Vx + a’w))dA>

zufolge der Schubspannungen. Da die Schubspannungen nicht von x; abhéngen, gilt
dies natiirlich auch fiir die auf die Stablinge bezogene Schubverzerrungenergiedichte
[40t2+013dA/(2G). Nach erfolgter Berechnung von 9 und  fiir den jeweiligen Querschnitt
lasst sich I'I;?lt auch als Bilinearform von F5, F3 und dem effektiven Torsionsmoment
(i‘Q — Zi‘z)Fg — (i’g — £‘3)F2 schreiben.

Beispiel 1.16. Als Beispiel soll nun ein gerader Stab mit Lange [ und kreisringférmigem
Querschnitt untersucht werden. An der Stelle (21, x2,z3) = (I, Z2,0) soll die Einzellast
F = [0,0, F3]T angreifen. Der kreisringférmige Querschnitt werde durch die Radien
1o und r; = cry mit 0 < ¢ < 1 begrenzt. Das Material besitze den Schubmodul G.
Gesucht sind die Spannungen o4;, die Verschiebungen u; und die Verzerrungsenergie
rlint-

Aus Beispiel 1.15 folgt

1

Y= 5(7‘2 — 23— 23) (1.454a)
© = —T3x2 + Tox3 (1.454b)
Jr = g(r;* —rly. (1.454c)

Aus (1.424) folgt

™
122 = I33 = Z(T;" - 7“;1) ; 123 =0 y (1455)
und aus (1.433)
1 Fy

ko =0 ks =———. 1.456
2 ) 3 EIQQ ( )

Gemaéf (1.439b), (1.440) und (1.442b) ist nun die Differentialgleichung

A(x) = 2vagks (1.457)
mit den Randbedingungen
ox ox
87:63”2 — 87;1;2”3 = —(1 + V).Z%]ang (1458)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.8 FEinfache Beispiele zur Elastostatik von geraden Stédben Seite 101

zu losen. Diese Gleichung ist besonders einfach in Polarkoordinaten zu l6sen und man
erhélt (ohne eine beliebig wéhlbare Integrationskonstante)

3+2v 1+2v 1+v
X:kg( wz(ri—l—r?— >+ To(r3 4 23) — 3 :1:%) (1.459)

4 4

Aus dieser Losung kann durch Integration von (1.446b) direkt die Wolbfunktion

1 22 32
n = —ksxs (—(3 + 2v) (1"2 + 72+ ;ar’ 2) + (14 2v)23 + Vx%) (1.460)
4 .%'2 —I—x3

(ohne eine beliebig wihlbare Integrationskonstante) bestimmt werden.

Gemaf Bemerkung 1.8 gilt fiir den Kreisringquerschnitt, dass der Schubmittelpunkt
an der Stelle (22, 23) = (Z2,x3) = (0,0) liegt, d. h. das Integral in (1.443) verschwindet
und es folgt geméfl dieser Gleichung fiir die Verwindung

/ 572F3
= . 1.461
=G (1.461)
Mithilfe von (1.432a) und (1.435) kénnen nun die Spannungen
011 = E(l - xl):ligkg (1.462&)
Grs [ —a' + hara (34201804 (14 20) (1.462b)
o12 = Grg| —a' + —ksx V) v .
/ 1 2,2 2 2y 73 — 13 2
o13 =G| o+ ~k3| B+20)| —(rg +77) + (1317) 75— + 23
4 ([IJZ + x3>
(1.462c)

+(1— 2y)x§>>

ausgerechnet werden. Wie es sein muss, hingen o2 und o3 nicht von z; ab. Die
Spannungen o2 und o013 enthalten zunédchst den bekannten Anteil zufolge der Tor-
sionsbelastung. Im Falle von 015 hdngt dieser Anteil linear von x3 ab. Der iibrige
Anteil von o015 ist sowohl beziiglich x5 als auch beziiglich x3 schiefsymmetrisch. Im
Falle von 013 hiangt der Anteil zufolge der Torsionsbelastung linear von xo ab. Der
ibrige Anteil von o3 ist sowohl beziiglich x9 als auch beziiglich x3 symmetrisch.
Aufgrund dieser Symmetrieeigenschaften vereinfacht sich die nachfolgende Berechnung
der Verzerrungsenergie zufolge der Schubspannungen. Geméaf} (1.453) erhélt man

3 F2
= G Bl (1.463a)
1 /i2F2  F2
ns :z( 2°3 3 > 1.463b
it = 9\ Grr T heGA ( )
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mit der Schubsteifigkeit kgG.A und dem sogenannten Schubfaktor

6(1+ v)%(1 + c2)?
(14 ¢2)?2(8v2 + 14v + 7) + 4c?(4v2 + 10v 4 5)

ks = (1.464)
(vgl. [1.17]). Er beriicksichtigt den Einfluss der Schubspannungsverteilung auf die
Verzerrungsenergie. Schubfaktoren fiir weitere Querschnitte sind z. B. in [1.18, 1.19]
gegeben. Im Integral (1.453b) sind die Beitréige eines Torsionsmoments und einer
im Schubmittelpunkt wirkenden Querkraft zu den Schubspannungen o2 und o3
orthogonal zueinander. Folglich entkoppelt die Schubverzerrungsenergie in einen
Anteil der alleine auf Torsion zuriickzufithren ist und einen weiteren Anteil der alleine
auf eine im Schubmittelpunkt wirkende Querkraft zuriickzufiihren ist.
Fiir die Verschiebungen folgt aus (1.448)

2 2,.2
x] 3+2vf o o rors
uy = (lazl — 2)x3k3— 4 (T’a-i-T’i + 1211 3 LL’3]€3

2Ty (1.465a)
1
+ Z(:c% + x3)w3ks + 19w + 133 + c10
Uy = —V(l — x1)$25€3k3 — O/xll‘g — €121 + C23x3 + Co (1.465b)
v 1 x1
ug = —(1 — x1) (2% — 22k +w2(—l>k
3= 5l —a1)(wy — 23)ks + 521 5 3 (1.465¢)

/
+ ' x1x9 — €131 — C23%2 + C30 -

Um die verbleibenden Konstanten c;3, 13, c23 und c;p zu bestimmen, wird nun ange-
nommen, dass im Querschnitt 1 = 0 die Verschiebungen w; im Mittel verschwinden,
und es wird ausgeniitzt, dass die dort aufgebrachten Krifte und Momente keine
Arbeit verrichten sollen. Aus der Bedingung [ 4 %;|z,—0dA = 0 folgt zunéchst

Cio — 0. (1.466)

Es handelt sich bei 1 = 0 um ein negatives Schnittufer, weshalb die zu Null zu
setzende Arbeit der dufleren Kréfte an dieser Stelle aus dem Spannungsvektor und
den Verschiebungen wie folgt berechnet werden kann

1 lF5 ([ F3 1 ,
0= —5 /A(Uliui)’xl:()dA = 7 (l{:sGA + 613) + iEIQQQ Cc23 . (1.467)
Da diese Identitidt unabhéngig von Z2 und damit unabhéngig von o’ gelten soll, folgt
F3
=—— =0. 1.468
c13 SGA ( )

Das gleiche Resultat erhdlt man aus der dem Arbeitssatz (1.242) entspringenden
Forderung nach Gleichheit der von der &ufleren Belastung F3 verrichteten Arbeit und
der im Stab gespeicherten Formédnderungsenergie (Verzerrungsenergie) Miy. Formal
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lautet diese Forderung

1 B?F: 1., 1
310l s )=0220) = G BT,y T a0 T o) — 5lFbeis
2 ) (1.469)
n G +1l(’~F+ F3>
= llint = — —i| X .
"7 6 Ely | 2 23T ksGA

Da die noch unbekannte Konstante c12 keinen Einfluss auf die Verzerrungsenergie und
auf die Arbeit der dufleren Belastungen hat, kann sie aus obigen Bedingungen nicht
berechnet werden. Eine naheliegende Forderung zur Bestimmung von co ist, dass
die Stabachse an der Einspannstelle 1 = 0 mit der Achse x5 einen rechten Winkel
einschlieflen soll, d. h.

8“2

Oy =—a2=0. (1.470)
Oy (1,22,23)=(0,0,0)

Die Wahl c¢12 = 0 fiihrt auf ug|(,, 2,)=(0,0) = 0; die verformte Stabachse liegt also in
der Ebene x5 = 0.

Durch Spezialisierung obiger Ergebnisse fiir den Fall ¢ = 0 erhdlt man sofort
die Ausdriicke fiir den geraden Stab mit kreisférmigem Vollquerschnitt. Fiir den
Schubfaktor gilt dann (vgl. [1.18])

6(1+ v)?

= 1.471
Sv2 4+ 14v +7 ( )

ks

1.9 Lineare Theorien zum Verformungsverhalten von geraden
Stdben

In diesem Abschnitt soll das dynamische Verformungsverhalten von geraden Stédben unter-
sucht werden. In Abschnitt 1.8 wurden einfache Bespiele zur Elastostatik gerader Stédbe
unter Beriicksichtigung der drei-dimensionalen kontinuumsmechanischen Zusammenhénge
gelost. Einfacher lassen sich Stabprobleme 16sen, wenn das Stabvolumen alternativ durch
eine repréasentative ein-dimensionale Struktur beschrieben wird. In den meisten Féllen
stellt dies zwar nur eine Naherungslosung dar, diese ist im Ingenieurwesen jedoch héufig
hinreichend genau. Ein Stab kann daher als ein-dimensionales Kontinuum interpretiert
werden. Der Einfachheit halber sollen die hier betrachteten Stédbe entlang der Achse x;
ausgerichtet sein und die Flachenschwerpunkte der Stabquerschnitte sollen sich an der
Position (z2,z3) = (0,0) befinden.

Zur Beschreibung des Stabes wird die durch die Flachenschwerpunkte der Stabquer-
schnitte definierte Stabachse — eine ein-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3 — herange-
zogen. Ausgehend von der Stabachse werden Ansétze fiir die Verschiebungen gemacht;
die verschiedenen Stabtheorien unterscheiden sich in der Komplexitéit dieser Ansétze.
Natiirlich sollen die so gefundenen Losungen fiir die Spannungen, Verformungen, Ver-
zerrungsenergien, etc. zumindest in hinreichend genauer Ndherung mit jenen Losungen
iibereinstimmen, die durch Beriicksichtigung der vollen drei-dimensionalen kontinuumsme-
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chanischen Zusammenhénge gefunden werden. Aufgrund der im Abschnitt 1.8 beobachteten
Verdrehungen und Verwolbungen von Stabquerschnitten ist klar, dass zu einer korrekten
Beschreibung der Stabverformung bei allgemeinen Belastungen nicht alleine die Ver-
schiebungen @; = @;(21) = Ui|(zy,25)=(0,0) der Stabachse geniigen. Es miissen daher in
manchen Belastungsfillen weitere (den Punkten der Stabachse zugeordnete) aggregierte
Verformungsparameter des Querschnitts verwendet werden.

Kontinua, in denen allen materiellen Punkten neben ihren drei Verschiebungsfreiheitsgra-
den weitere drei Rotationsfreiheitsgrade zugeordnet werden, nennt man Cosserat-Kontinua
[1.20, 1.21]. Fur die im folgenden betrachteten Stabtheorien reichen diese drei zusétzlichen
als Rotationen interpretierten Freiheitsgrade der Punkte der Stabachse.

Wird das dynamische Verhalten eines Kontinuums untersucht, so sind die Zeitverlaufe
der auftretenden Feldgrofen (Verschiebungen, Verzerrungen, Spannungen, etc.) zu berech-
nen. Analog weisen bei der Untersuchung des dynamischen Verformungsverhaltens von
geraden Stédben die den Punkten der Stabachse zugeordneten Verschiebungs- und Rotati-
onsfreiheitsgrade eine Zeitabhangigkeit auf. Damit tritt neben der Ortskoordinate x; die
Zeit t als unabhédngige Variable auf, und es ist im Allgemeinen ein verteilt-parametrisches
Problem zu 16sen. Fiir eine kompaktere Schreibweise werden im Folgenden generell die
Abkiirzungen

=(), —=2=() (1.472)

8:131

verwendet.

In den nachfolgenden Herleitungen wird oft davon ausgegangen, dass der Stabquerschnitt
und seine Materialeigenschaften unabhéngig von x; sind. Ist dies nicht der Fall, so kénnen
die in diesem Abschnitt angefithrten Beziehungen meist trotzdem verwendet werden — sie
stellen dann eine im Ingenieurwesen meist hinreichend genaue Naherung dar.

1.9.1 Dynamisches Verhalten von Zug/Druck-Staben

Anhand der Ergebnisse aus Abschnitt 1.8.2 ldsst sich leicht nachvollziehen, dass gerade
Stébe, die nur eine Zug- oder Druckbelastung erfahren mit dem Verschiebungsansatz

up = uy(t, o) , us = —viy(t, x1)1o , ug = —vuy(t,z1)r3 (1.473)

beschrieben werden kénnen. Hierbei ist u1(x1), also die Langsverschiebung des Stabes, ein
aggregierter Verformungsparameter, der zur vollstindigen Beschreibung des Zug/Druck-
Stabes geniigt. Die Beziehungen (1.473) gelten, wenn der Koordinatenursprung in den
Flachenschwerpunkt des Stabquerschnitts A gelegt wurde, keine Starrkérperrotationen
auftreten und Starrkdrperverschiebungen nur in Richtung der Achse x; zugelassen werden.
Diese Einschrankungen vereinfachen die Untersuchung des dynamischen Falls, da damit
keine resultierenden Beschleunigungskréfte quer zur Stabachse wirken kénnen.
Natiirlich gilt
€11 = ﬂll(t,$1) , (1474)

geméf dem Hookschen Gesetz (1.221)

011 = EHE = ﬂ’l(t,wl)E (1.475)
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und fiir die Zugkraft (vgl. (1.360))
N =enEA=1)(t,71)EA . (1.476)

Analog zu (1.359) folgt die Verzerrungsenergie je Langeneinheit in der Form

1, _ 1 N(t,z1)?
Mo (1) = 5 (@ (¢, 21)) BA = §(E—A1) : (1.477)
dxl
N(t’xl) N(taleFd-Tl)
< P>r— —
p(tvl‘l)dl‘l z1

Abbildung 1.33: Infinitesimales Element eines Zug/Druck-Stabes.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung betrachte man das in Abbildung 1.33 dargestellte
infinitesimale Stabelement. Hierbei sei p(t, z1) eine in Richtung x; wirkende Streckenlast.
Das Stabelement besitzt den translatorischen Impuls

d, /A piis (t,21)dA = dar pAiin (£, 71) | (1.478)

wobei p die Massendichte beschreibt. Die Zeitableitung des Impulses folgt in der Form
dx1pAuy (t, z1). Die integrale Impulsbilanz fiir das betrachtete Stabelement liefert da-
her

N,(t, x1) = —p(t,r1) + p.Ale(t, x1) . (1.479)
Mit (1.476) lasst sich dies auch in Form

(ay(t, 21)BA) = —p(t,z1) + pAuy (t,21) (1.480)

schreiben, so dass nur noch (¢, z1) als unbekannte Grofle vorkommt. Um diese Gleichung
zu lésen, werden noch geeignete Anfangsbedingungen fiir w1 (¢, z1) und w1 (¢, z1) sowie
(zwei) Randbedingungen an den Stabenden z; = 0 und z1 = [ benétigt. Ublicherweise
tritt an jedem der beiden Rénder jeweils eine Randbedingung auf, die sich als algebraische
Gleichung der Form

bo(a@1(t,0), N(£,0) =0,  b(@(t,1), N(t1) =0 (1.481)

ausdriicken ldsst. Grundsétzlich ist es aber auch méoglich, iiber Randbedingungen Gréfien
am Rand x; = 0 mit Gréflen am Rand x; = [ in Beziehung zu setzen, wie dies z. B. zur
Beschreibung eines periodisch fortgesetzten Stabes notwendig ist.
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Zwei Beispiele fiir mogliche Randbedingungen an der Stelle 1 = 0 (negatives Schnittufer)
sind in Tabelle 1.3 zusammengefasst. Die Konstanten & bis k3 sind entsprechend zu wéahlen.
Die Konstante ko > 0 stellt eine Langsfedersteifigkeit dar; fiir ko = 0 ergibt sich ein in
Richtung x; frei verschieblicher Rand. Analog zu Tabelle 1.3 lassen sich Randbedingungen
fiir ein positives Schnittufer formulieren. Man beachte, dass es nicht moglich ist, an einem
Rand gleichzeitig u; und N beliebig vorzugeben.

Randbedingung Bild Gleichung
x3 %
Feste Einspannung $1% bo = u1(t,0) — kq
ki
3

Elastisch 7 _
verschiebliches Ende T1 %—/\/]\g\/\/—- bo = N(t,0) — kaur (t,0) — k3
2

Tabelle 1.3: Mogliche Randbedingungen am Rand x1 = 0 eines Zug/Druck-Stabes.

Wirken auf einen Zug/Druck-Stab im Bereich x1 € (0,1) zusétzliche konzentrierte Kréfte
(in Richtung z1), so ist das Rechengebiet an den Angriffspunkten dieser konzentrierten
Lasten aufzutrennen und das Problem durch entsprechende Rand- bzw. Ubergangsbedin-
gungen zu ergianzen.

Nachdem der Verlauf von u; (¢, z1) berechnet wurde, kann mit (1.476) N ausgerechnet
werden. AuBerdem konnen mit (1.473) alle lokalen Verschiebungen u; und mit (1.475) die
von Null verschiedene lokale Spannung o1 ausgerechnet werden. Mit diesen Gleichungen
ist es also moglich, ausgehend von u; (der aggregierten, der Stabachse zugeordneten,
kinematischen Grofle) alle interessierenden Grofien im drei-dimensionalen Kontinuum des
Stabes zumindest ndherungsweise zu bestimmen. Fiir einen mit einer konstanten Zugkraft
belasteten Stab (N (t,z1) = const.,, ) der keinen Beschleunigungen ausgesetzt ist stimmt
die so gefundene Losung exakt mit jener iiberein, die unter Beriicksichtigung der vollen
drei-dimensionalen kontinuumsmechanischen Zusammenhénge in Abschnitt 1.8.2 gefunden
wird. Diese exakte Ubereinstimmung wird nicht mehr erzielt, wenn die Belastungssituation
des Stabes eine sich iiber z; dndernde Zugkraft N(¢,x;) hervorruft oder wenn an einer
Einspannstelle die Verschiebungen us und wus zufolge der Querkontraktion behindert
werden. Trotzdem stellt das hier beschriebene Rechenverfahren auch in diesen Fiéllen eine
im Ingenieurwesen haufig hinreichend genaue Ndherungslésung dar.

Aufgabe 1.5. Herleitung der Gleichungen eines Zug/Druck-Stabes mit dem
Hamilton-Prinzip

Leiten Sie (1.480) mit Hilfe des Hamilton-Prinzips (vgl. (1.292)) her. Im Bereich
x1 € [0,1] sei der Stab mit einer in Richtung x; wirkenden Streckenlast p(t, 1)
beaufschlagt. Gehen Sie z. B. von einer festen Einspannung am Rand z; = 0 und
einem freien Rand bei 21 = [ aus.
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1.9.2 Dynamisches Verhalten von Torsions-Staben

Es soll das dynamische Verhalten eines Torsions-Stabes, dessen Verdrehachse mit der
Stabachse (z2,23) = (0,0) zusammenfillt, untersucht werden. Anhand der Ergebnisse
aus Abschnitt 1.8.3 ldsst sich leicht nachvollziehen, dass gerade Stébe, die nur eine
Torsionsbelastung erfahren mit dem Verschiebungsansatz

uy = o (t, 21) (w2, 23) | ug = —a(t,x1)xs , usz = a(t,x1)x2 (1.482)

beschrieben werden konnen. Hierbei ist a(t,x;), also der Verdrehwinkel des Stabquer-
schnitts, ein aggregierter Verformungsparameter, der zur vollstdndigen Beschreibung des
Torsions-Stabes geniigt. Starrkérperrotationen um die Achsen x5 und z3 sowie Starrkor-
perverschiebungen werden aufler Acht gelassen. Ferner wird davon ausgegangen, dass ra-
diale Beschleunigungen, d. h. Zentrifugalbeschleunigungen, sowie axiale Beschleunigungen
iy = & (t, x1)p(x2, x3) vernachlissigbar klein sind bzw. nur verschwindende resultierende
Krifte und Momente hervorrufen. Diese Annahmen vereinfachen die Untersuchung des
dynamischen Falls, da damit nur solche resultierenden Beschleunigungskréifte auftreten,
die den Querschnitt in Rotation versetzen.
GemaéB (1.393) gilt fiir das Torsionsmoment

Mr(t,x1) = GJrd/(t,x1) , (1.483)

wobei der Drillwiderstand Jr in (1.392) definiert ist. Analog zu (1.395) folgt die Verzer-
rungsenergie je Langeneinheit in der Form

o 1 Myp(t, 1)
2 GJr

(t,21) = 5((t,21) PGl = (1484)

d.%'l

i
-

\ 4

Mr(t,xq) My(t,x1 + dzq)
<— Pr—r» —>

7(t, z1)dzy T

Abbildung 1.34: Infinitesimales Element eines Torsions-Stabes.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung betrachte man das in Abbildung 1.34 dargestellte
infinitesimale Stabelement. Hierbei sei mp(t, 1) eine &uflere Last in Form eines {iber die
Stabldnge verteilten Moments um die Achse z1. Das Stabelement besitzt den Drehimpuls

dl‘l/Ap\/fU% + 236(t, x1)\ /23 + 22 dA = day pé(t, 1) /A(JI% +22)dA (1.485)

~———
=1Ip =1+ I33
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wobei der Ausdruck Ip auch polares Flichentrigheitsmoment genannt wird. Die Zeitablei-
tung des Drehimpulses folgt in der Form dzjpd(t,z1)Ip. Die integrale Drehimpulsbilanz
flir das betrachtete Stabelement liefert daher

Mp(t, 1) = —mr(t, 1) + plpé(t, 1) (1.486)
Mit (1.483) lasst sich dies auch in Form
(O/(t,xl)GJT)/ = —mT(t,xl) +p[pd(t,.7j1) (1.487)

schreiben, so dass nur noch «a(¢,z1) als unbekannte Grofle vorkommt. Man beachte
die strukturelle Ahnlichkeit zu (1.480). Um (1.487) zu 16sen, werden wieder geeignete
Anfangsbedingungen fiir «(¢, 1) und &(t,z1) sowie (zwei) Randbedingungen an den
Stabenden z1 = 0 und x; = [ bendtigt, die sich z. B. in der Form

bo(a(t,0), Mp(t,0) =0,  b(alt,1), Mp(t,1)) = 0 (1.488)

ausdriicken lassen. Zwei Beispiele fiir mogliche Randbedingungen an der Stelle 1 = 0
(negatives Schnittufer) sind in Tabelle 1.4 zusammengefasst. Die Konstanten k; bis k3
sind entsprechend zu wéhlen. Die Konstante ko > 0 stellt eine Drehfedersteifigkeit dar;
fiir k3 = 0 ergibt sich ein um die Achse x; frei drehbarer Rand. Analog zu Tabelle 1.4
lassen sich Randbedingungen fiir ein positives Schnittufer formulieren. Man beachte, dass
es nicht moglich ist, an einem Rand gleichzeitig @ und Mr beliebig vorzugeben.

Randbedingung Bild Gleichung
T3 T
Feste Einspannung 7 bo = a(t,0) — ky
—
T
k1
.ZU3T
Elastisch Z ka v T by = MT(t, O) — k‘ga(t, 0) — k3
—>

verdrehbares Ende
V772

Tabelle 1.4: Mo6gliche Randbedingungen am Rand x; = 0 eines Torsions-Stabes.

Wirken auf einen Torsions-Stab im Bereich z; € (0,1) zusétzliche konzentrierte Torsi-
onsmomente, so ist das Rechengebiet an den Angriffspunkten dieser konzentrierten Lasten
aufzutrennen und das Problem durch entsprechende Rand- bzw. Ubergangsbedingungen
71 erganzen.

Nachdem der Verlauf von «(t, z1) berechnet wurde, kann mit (1.483) My ausgerechnet
werden. AuBerdem konnen mit (1.482) alle lokalen Verschiebungen w; und mit (1.382c)
und (1.382d) oder mit (1.385) die von Null verschiedenen lokalen Spannungen o2 und o3
ausgrechnet werden. Mit diesen Gleichungen ist es also moglich, ausgehend von « (der ag-
gregierten, der Stabachse zugeordneten, kinematischen Grofe) alle interessierenden Grofien
im drei-dimensionalen Kontinuum des Stabes zumindest ndherungsweise zu bestimmen.
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Fiir einen mit einem konstanten Torsionsmoment belasteten Stab (M (¢, x1) = const.s, )
der keinen Beschleunigungen ausgesetzt ist stimmt die so gefundene Losung exakt mit
jener iiberein, die unter Beriicksichtigung der vollen drei-dimensionalen kontinuumsmecha-
nischen Zusammenhénge in Abschnitt 1.8.3 gefunden wird. Diese exakte Ubereinstimmung
wird nicht mehr erzielt, wenn die Belastungssituation des Stabes ein sich iiber 1 &nderndes
Torsionsmoment My (¢, x1) hervorruft oder wenn an einer Einspannstelle die Verschie-
bungen u; zufolge der Querschnittsverwolbung behindert werden. Trotzdem stellt das
hier beschriebene Rechenverfahren auch in diesen Féllen eine im Ingenieurwesen haufig
hinreichend genaue Naherungslésung dar.

Aufgabe 1.6. Herleitung der Gleichungen eines Torsions-Stabes mit dem
Hamilton-Prinzip

Leiten Sie (1.487) mit Hilfe des Hamilton-Prinzips (vgl. (1.292)) her. Im Bereich
x1 € [0,1] sei der Stab mit einem verteilten Drehmoment mr (¢, 1) beaufschlagt.
Gehen Sie z. B. von einer festen Einspannung am Rand 7 = 0 und einem freien Rand
bei x1 = [ aus.

1.9.3 Theorie eines schubweichen Balkens bei ebener stationdrer Biegung

Stdbe deren Achse durch eine Belastung eine Kriimmungsidnderung erfdhrt, werden oft
als Balken bezeichnet. Daher sind Teile der in diesem und den nachfolgenden Abschnit-
ten beschriebenen Zusammenhénge auch unter dem Begriff Balkentheorie bekannt. Die
Betrachtungen beschrianken sich auf die ebene Biegung eines geraden Stabes (keine Zug/-
Druckbelastung, keine Torsion). Die Abschnitte 1.9.3 bis 1.9.5 sind zunéchst auf stationére
Betrachtungen beschrénkt, d. h. es kann mit diesen Theorien nur das stationidre Verhalten
von Balken berechnet werden. Moglichkeiten zur Modellierung des dynamischen Verhaltens
von Balken werden in Abschnitt 1.9.6 skizziert.

Der Flachenschwerpunkt des Stabquerschnitts A soll mit dem Schubmittelpunkt ident
sein und an der Position (x2,z3) = (0,0) liegen. Die durch die Schwerpunkte der Stabquer-
schnitte gebildete Balkenachse fallt also mit der Achse z1 zusammen. Der Stab soll die
Lénge | aufweisen und sich iiber den Bereich 1 € [0,(] erstrecken. Der Einfachheit halber
soll die Biegeverformung in der Ebene x5 = 0 stattfinden, d. h. uo = 0. Diese Annahme ist
z. B. unter folgenden Bedingungen gerechtfertigt:

e 153 =0, d.h. 9 und z3 sind Hauptachsen.

o In jedem Balkenquerschnitt ist das resultierende Schnittmoment M (x1) in Richtung
x9 und die resultierende Schnittkraft Q(z1) in Richtung x5 ausgerichtet.

FO]ghCh gﬂt F1 = F2 = O, F3 = Q(xl), M1 = M3 =0 und M2 = M(fl}l)

Bemerkung 1.9. Schréankt man die Ergebnisse von Abschnitt 1.8.5 auf diesen Fall ein
(2 =0, F5 = 0), so ergeben sich gemafl (1.448) bis (1.450) fiir einen Balken mit der
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FEinzelkraft F3 am Stabende die Verschiebungen

w = xg(Q@l) i <x1>) + Q(21)0(x2, 73)

ksGA 3
U2 = —VI2T M(wl)
> Ely
_ 22 — a2 M(x
ug = tg(wy) =g E(IQ;)
mit ) 7
_ of T1 3
- 1 _
uz (1) 2951( 3 )E122 C13%1

und der Funktion

es gilt u5(0) = —cy3. In Beispiel 1.16 wurde das Ergebnis

c :_Q(l’1)
B T ksGA

berechnet.

_ 1 v m?z, 2 n(x2, x3) 3
0wz, w3) = " Ely (2953( 3 _x2> R T ksGA

In diesem Fall gilt Q(z1) = const.,, = F3 und M(x1) = —(I — z1)F3 (vgl. (1.430)).
Die Konstante ¢13 kann als Verdrehwinkel um die Achse xo interpretiert werden, denn

(1.489a)
(1.489b)

(1.489c¢)

(1.489d)

(1.489)

(1.489f)

Basierend auf den in Bemerkung 1.9 gemachten Beobachtungen, kann nun folgender
Ansatz fiir die Verschiebungen eines schubweichen Balkens bei ebener Biegung gemacht

werden:

Die Punkte eines Querschnitts, der im unbelasteten Zustand eben war, erfahren durch
die Belastung eine Verschiebung ug(x1) in Richtung 3, eine Verdrehung um den Winkel
B(x1) um die Achse x4, eine zusétzliche lokale Verschiebung @; in Richtung z; zufolge der
von der lokalen Querkraft abhéngigen Verwolbung des Querschnitts sowie zusétzliche lokale
Verschiebungen @y und 43 in Richtung xo bzw. x3 zufolge der vom lokalen Biegemoment

abhéngigen Querkontraktion des Querschnitts. Es gilt also

uy = x3f(x1) + U1 (w1, 22, 23)
U2 = ﬂQ(ZL‘l,ZEQ,l'?,)

U3 = ﬂ3($1) + 113(301, T2, 1}3)
mit den zusétzlichen lokalen Verschiebungen

i = Q(x1)0(x2,23)

Uy = —VXX M(:El)
2 23 Ely
2 .2
iy = V952 w3 M (1)
2 FElys

(1.490a)
(1.490b)
(1.490c)

(1.490d)

(1.490e)

(1.490f)
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und der Funktion

1 v 2 n(x2, x3) T3
9 _ v.[%_ 2 ) _ . 1.490
(r2:13) = =5, <2$3< 3 x2) M ksGA (1.490g)

Der Schubfaktor kg hiangt bei homogenen Querschnitten nur von der Form des Querschnitts
A und von der Querkontraktionszahl v ab (vgl. (1.464) fiir den Kreisringquerschnitt in
Beispiel 1.16). Aus (1.424), (1.439b), (1.442b) und (1.446b) folgt daher, dass die Funktion
0(x2,z3) nur von A, E und v abhingt. Aus einem Vergleich von (1.489a) und (1.490a)

folgt
Blx1) = ,?S(éj — ug(z1) (1.491)

d.h. der Verdrehwinkel 3(z;) setzt sich aus einem Anteil —u4(x;) zufolge der (kleinen)
Verdrehung der Balkenachse und einem Anteil Q(z1)/(ksG.A) zufolge der lokalen Schub-
belastung zusammen.

Gemeinsam mit den Schnittgrofien Q(x1) und M (z;) gentgen die Freiheitsgrade us(z1)
und SB(z1) zur vollstandigen Beschreibung der Verformung des Balkens. Die Sinnhaftigkeit
der Identifikation von lokalen Verschiebungen ; als Anteile an den Gesamtverschiebungen
u; wird sich spater noch deutlicher zeigen. Man beachte, dass (neben den iiblichen
Abhéngigkeiten von A, E und v) @; nur von Q(z1), 42 nur von M (x;) und ugz ebenfalls
nur von M (z1) abhéngt. D.h. die lokalen Verschiebungen @; hdngen nur von lokalen
Schnittgroflen ab.

Ahnliches gilt fiir die Spannungen. Aus (1.432a) und (1.447) erhélt man

o11 = $3—($1) (1.492a)
Iz9
Q(z1) 1 0n
= 1.492
oz 2(1 aF I/)IQQ k}3 6%2 ( ) b)
Q(x1) ( 1 On 2 9 )
= | —— — . 1.492
013 301 + 1)1 \ 3 B + v(z3 — x3) (1.492c¢)

Unter Beriicksichtigung von (1.424), (1.439b), (1.442b) und (1.446b) folgt, dass (neben
den iiblichen Abhéngigkeiten von A, E und v) o011 nur von M (x1), 012 nur von Q(x1) und
013 ebenfalls nur von Q(z1) abhéangt. D.h. die (nicht verschwindenden) Spannungen o7y,
héngen nur von lokalen Schnittgrofien ab.

Die Biegesteifigkeit des Balkens betragt geméfl (1.425) Elsy. Die Schubsteifigkeit betragt
gemaf (1.453b) bzw. (1.463b) ksGA. Fur die Verzerrungsenergie je Langeneinheit erhélt

man daber (M) (Q))?
/ _ M(zq 1

—_————— — —

:ni]Xt/ :nii/t

Nun ist es noch nétig, die zu den dynamischen Groflien M (z1) und Q(z1) energetisch
konjugierten kinematischen Groflen M (z1)/(EI2) und Q(z1)/(ksG.A) durch die Freiheits-
grade ug(x1) und f(z1) auszudriicken. Zwei Groflen bilden ein energetisch konjugiertes
Paar, wenn ihr Produkt eine Energie oder Energiedichte beschreibt (vgl. [1.4]). Um diese
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Abbildung 1.35: Infinitesimales Element eines Biegestabes.

Groflen zu bestimmen, betrachte man das in Abbildung 1.35 dargestellte infinitesimale
Stabelement der Lénge dx;, auf welches neben den iiblichen Schnittgréfien die in Richtung
x3 wirkende Streckenlast ¢(z1)dz; und das um die Achse x2 wirkende verteilte Moment
m(x1)dz wirken. Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt

Q'(x1) = —q(z1),  M'(z1) = Q(z1) — m(zy) . (1.494)

Es wird angenommen, dass die Streckenlast ¢(z;) und das verteilte Moment m(z)
gerade so in das infinitesimale Stabelement eingebracht werden, dass ausgehend vom
unbelasteten Ausgangszustand ¢(z;) die Arbeit g(x;)us(z1)dz;/2 und m(z;) die Arbeit
m(x1)5(x1)dx1 /2 am Stabelement verrichten. Am Schnittufer x; wird die Arbeit

_% /A(Uuuz‘)‘xldfl = —%(M(:m)ﬁ(xl) + Q(z1)us(x1)) (1.495a)

in das Stabelement eingebracht. Am Schnittufer xy + dz; wird die Arbeit
1 1
5 A(Uliui)|xl+dxld¢4 = i(M(xl —l—dx1)ﬁ(az1 —i—dxl) +Q(IE1 +dx1)ﬂ3(az1 +d$1)) (1.495b)

eingebracht. Diese einfachen Zusammenhénge ergeben sich, da

1
. / oriid A =0 . (1.496)
2Ja

Damit wird auch klar, dass die Interpretation der gewdhlten Freiheitsgrade 5(z1) und
us(z1) als (aggregierter) Verdrehwinkel bzw. als (aggregierte) Verschiebung sinnvoll ist.

Auf eine allgemeine Herleitung der Beziehungen (1.495) und (1.496) wird hier verzich-
tet.
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Aufgabe 1.7. Zeigen Sie, dass (1.495) und (1.496) fiir den in Beispiel 1.16 untersuchten
Stab mit kreisringférmigem Querschnitt bei ebener Biegung ohne Torsion (o = 0)
erfiillt sind.

Die Anwendung des Arbeitssatzes (1.242) auf das betrachtete infinitesimale Stabelement
liefert

1 _ 1
M (x1)dr = iq(:cl)ug(wl)dxl + im(azl)ﬂ(:z:l)dwl

1

— §(M(x1)ﬁ(x1) + Q(x1)us(zy)) (1.497)

+ %(M(xl + dey)B(x1 + da1) + Qa1 + da g1 + dar)) |

d. h. die netto eingebrachte Arbeit entspricht der im Stabelement gespeicherten Verzer-
rungsenergie. Nach einem Grenziibergang dz; — 0 und Verwendung von (1.494) vereinfacht
sich (1.497) zu

1
Mine (1) = §(M(w1)6’(m1) + Q(1)(B(x1) + wy(x1))) (1.498)
und aus einem Vergleich mit (1.493) folgen die gesuchten Zusammenhénge
M(l'l) o
ElLy B (z1) (1.499a)
Q(‘rl) _ —/
FsOA B(z1) + ug(z1) - (1.499b)

Letztere Bezichung folgt auch direkt aus (1.491). Mit (1.499) kann nun auch die Verzer-
rungsenergie je Langeneinheit aus (1.493) in der alternativen Form

Mg (21) = %Ebz(ﬁ'(ﬂﬁ))z i %kSG-A(ﬁ(fEl) + wy(z1))? (1.500)

geschrieben werden.

Um ein Balkenbiegeproblem zu 16sen, reicht es daher die Verldufe von ugz(x1), 5(x1),
Q(z1) und M (x1) durch Integration der Differentialgleichungen (1.494) und (1.499) zu
berechnen. Diese seien hier nochmals zusammengefasst:

as(x1) = —B(z1) + /?s(éiﬁ)l (1.501a)
B(z1) = ]\2([2) (1.501b)
Q'(x1) = —q(z1) (1.501c)
M'(x1) = Q(z1) — m(x1) . (1.501d)

In Abhéngigkeit der Lagerungsbedingungen des Balkens kénnen ¢(z1) oder m(z1) von
us(z1) oder S(x1) abhingen. Ist dies nicht der Fall, so ist die Differentialgleichung (1.501)
linear und daher besonders einfach zu l6sen.

Um (1.501) tatséchlich lésen zu kénnen, werden noch (vier) Randbedingungen an den
Balkenenden z; = 0 und z; = [ benétigt. Ublicherweise treten an beiden Réndern jeweils
zwei Randbedingungen auf, die sich als algebraische Gleichungen der Form
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mit dim(bg) = dim(b;) = 2 ausdriicken lassen.

Einige Beispiele fiir mogliche Randbedingungen an der Stelle 1 = 0 (negatives Schnit-
tufer) sind in Tabelle 1.5 zusammengefasst. Die Konstanten k; bis kg sind entsprechend
zu wahlen. Die Konstante k3 > 0 stellt eine Langsfedersteifigkeit dar; fiir ks = 0 ergibt
sich ein in Richtung z3 frei verschieblicher Rand. Die Konstante k5 > 0 stellt eine Dreh-
federsteifigkeit dar; fiir k5 = O ergibt sich ein frei drehbarer Rand. Analog zu Tabelle
1.5 lassen sich Randbedingungen fiir ein positives Schnittufer formulieren. Man beachte,
dass es nicht mdoglich ist, an einem Rand gleichzeitig us und @ oder 8 und M beliebig
vorzugeben.

Randbedingung Bild Gleichung
7
k2 0) -k
A U —
Feste Einspannung by = [U:&( ) 1]
B(0) = k2

Elastisch gebettetes Ende

Unverschiebliches, elastisch
drehbares Ende

[ u3(0) — k1 ]
M(0) — k5B(0) — ke

Elastisch verschiebliches,
unverdrehbares Ende

k3

7.

x3
L1

Tabelle 1.5: Mogliche Randbedingungen am Rand x; = 0 eines Biegebalkens.

Wirken auf einen Balken im Bereich x; € (0,1) Einzelkrifte oder Einzelmomente, so ist
das Rechengebiet an den Angriffspunkten dieser konzentrierten Lasten aufzutrennen und
das Problem durch entsprechende Rand- bzw. Ubergangsbedingungen zu erginzen.

Nachdem die Verlaufe von us(x1), 5(z1), Q(z1) und M (x;) berechnet wurden, kénnen
mit (1.490) alle lokalen Verschiebungen u; und mit (1.492) alle von Null verschiedenen
lokalen Spannungen o1; ausgerechnet werden. Mit diesen Gleichungen ist es also moglich,

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.9 Lineare Theorien zum Verformungsverhalten von geraden Stdben Seite 115

ausgehend von den der Stabachse zugeordneten (aggregierten) kinematischen und dynami-
schen Groflen alle interessierenden Groflen im drei-dimensionalen Kontinuum des Stabes
zu bestimmen. Aus einem Vergleich der Abschnitte 1.8.5 und 1.9.3 iiberzeugt man sich
leicht, dass die so gefundene Losung fiir den mit einer Einzelkraft am Ende belasteten
Balken (Q(z1) = const.,, ) exakt mit jener iibereinstimmt, die unter Berticksichtigung
der vollen drei-dimensionalen kontinuumsmechanischen Zusammenhénge gefunden wird.
Diese exakte Ubereinstimmung wird nicht mehr erzielt, wenn die Belastungssituation
eines Balkens eine sich iiber x; dndernde Querkraft Q(x1) hervorruft. Trotzdem stellt
die hier beschriebene Theorie des schubweichen Balkens auch in diesen Féllen, d. h. bei
Q(z1) # const.,,, eine im Ingenieurwesen meist hinreichend genaue Ndherungslosung dar.

1.9.4 Balkentheorie nach Timoshenko bei stationdaren Verhaltnissen

Der in der Balkentheorie nach Timoshenko verwendete Ansatz fiir die Verschiebungen
gleicht dem im vorherigen Abschnitt verwendeten Ansatz (1.490) jedoch werden die zu
Querkontraktionen und Verwolbung des Querschnitts fithrenden zusédtzlichen lokalen
Verschiebungen #; vernachléssigt. Damit gilt, wie in Abbildung 1.36a angedeutet: Die
Punkte eines Querschnitts, der im unbelasteten Zustand eben und normal zur Balkenachse
war, erfahren durch die Belastung eine Verschiebung us(z1) in Richtung zs und eine
Verdrehung um den Winkel 3(z1) um die Achse 3. Der Querschnitt bleibt also auch im
belasteten Zustand eben, es gilt fiir die Verschiebungen

uyp = xgﬂ(acl) s ug = 0 y us = ﬂg(xl) (1503)

und es handelt sich wieder um eine Theorie eines schubweichen Balkens. Aus den Verschie-
bungen (1.503) wiirden die Schubverzerrungen

1 _
eig=¢e3=0, c13= 5@@«"1) + ag(1)) (1.504)
und die Schubspannungen
o2 =093=0, o13=G(B(z1)+us(21)) (1.505)

folgen. Offensichtlich wiirde damit die Bedingung eines unbelasteten Randes 9.4 verletzt
werden. Auerdem wiére die aus (1.505) resultierende Querkraft GA(S(z1) + u5(x1)) um
den Faktor 1/kg groBer als der in Abschnitt 1.9.3 berechnete Wert

Q1) = ksGA(B(x1) + @y(z1)) (1.506)

(vgl. (1.499Db)). In der Balkentheorie nach Timoshenko wird daher auf eine Beschreibung
der tatsédchlichen Verteilung der Schubspannungen o152 und o013 verzichtet und der um
den Schubfaktor kg korrigierte Wert (1.506) fiir die Querkraft verwendet. Dies erklart
warum kg im Rahmen der Balkentheorie nach Timoshenko auch als Schubkorrekturfaktor
bezeichnet wird. Man beachte, dass die Balkentheorie nach Timoshenko zunéchst keine
Vorschrift zur Berechnung von kg liefert.

Wegen (1.496) und (1.506) liefert die Balkentheorie nach Timoshenko exakt die glei-
chen Ergebnisse fiir uz(x1) und S(z1) wie die Theorie des schubweichen Balkens aus
Abschnitt 1.9.3. D. h. die Gleichungen (1.493), (1.494) und (1.497) bis (1.502) sowie die
Randbedingungen geméafl Tabelle 1.5 gelten unverdndert.
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xl xl

a) T2 — b) T2 -

Abbildung 1.36: Verschiebung und Verdrehung von Balkenquerschnitten, a) nach Timos-
henko, b) nach Euler-Bernoulli.
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1.9.5 Balkentheorie nach Euler-Bernoulli bei stationdaren Verhaltnissen

Der in der Balkentheorie nach Euler-Bernoulli verwendete Ansatz fiir die Verschiebungen
gleicht dem im vorherigen Abschnitt verwendeten Ansatz (1.503) jedoch wird von einem
schubstarren Balken ausgegangen, d.h. es gilt ksGA — oo und aus (1.506) folgt f(x1) =
—u4(2z1). Damit gilt, wie in Abbildung 1.36b angedeutet: Die Punkte eines Querschnitts,
der im unbelasteten Zustand eben und normal zur Balkenachse war, erfahren durch die
Belastung eine Verschiebung us(x1) in Richtung von z3 und eine Verdrehung um den
Winkel —af(21) um die Achse z3. Der Querschnitt bleibt daher auch im belasteten Zustand
eben und normal zur Balkenachse und es gilt fiir die Verschiebungen

up = —xsis(z1) uy =0, us = us(zy) . (1.507)

In der Balkentheorie nach Euler-Bernoulli verschwinden also alle Schubverzerrungen
und Schubspannungen (vgl. (1.504) und (1.505)). Um ein Balkenbiegeproblem zu lésen,
reicht es wieder die Verlaufe von ug(x1), 8(x1), Q(x1) und M (1) durch Integration der
Differentialgleichung

ug(z1) = —B (1) (1.508a)
B (x1) = % (1.508D)
Q'(z1) = —q(1) (1.508¢)
M'(z1) = Q(z1) — m(x1) . (1.508d)

(vgl. (1.501)) mit den Randbedingungen gemaf (1.502) und Tabelle 1.5 zu berechnen.
Haufig wird (1.508) nach sukzessivem Einsetzen in der Form

(Elynily(z1))" = q(z1) + m/(z1) (1.509)

geschrieben. Analog konnen alle Randbedingungen mit den Ausdriicken ug(x1), 8(x1) =
—tus(x1), M(z1) = —FElIypui(z) und Q(z1) = m(z1) — (Elxpus(x1))" formuliert werden.
Es ist dann nur noch eine Differentialgleichung fiir us(x1) zu l6sen, was in vielen Fallen
analytisch moglich ist.

Beispiel 1.17. Einfacher Kragbalken
Anhand von einem einfachen Kragbalken sollen nun die Verformungen gemé&f
Balkentheorie nach Timoshenko und geméfl Balkentheorie nach Euler-Bernoulli ver-
glichen werden. Der Kragbalken sei entlang der Achse x; ausgerichtet, am Ende
x1 = 0 fest eingespannt und am Ende z; = [ im Punkt (x2,23) = (0,0) mit der
Einzelkraft F = [0,0, F3]T belastet. Der Balkenquerschnitt und die Materialparameter
sind unabhéngig von x1. Die Biegesteifigkeit betrigt F 2o, die Schubsteifigkeit kgG.A.
Die Randbedingungen lauten geméfl Tabelle 1.5 fiir den eingespannten Rand bei
xr1 = 0
u3(0) =0, B(0)=0 (1.510a)

und fir den freien Rand bei 21 =

Q)=F;, M(@)=0. (1.510b)
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Auf den Balken wirkt keine Streckenlast und kein verteiltes Moment, d. h. ¢(z1) =0
und m(z1) = 0. Damit kénnen (1.501) und (1.508) direkt integriert werden und man

erhalt
Q(z1) = F3 (1.511a)
M(x1) = F3(x1 — 1) (1.511b)
_ F3 l’%
B(x1) Flvy <2 - m1l> (1.511c)
(1) = Fy (o1, o +- B (1.511d)
SV T BIp\ 27 6 ) ksGAT '
fiir die schubweiche Balkenformulierung nach Timoshenko und
Q(z1) = F3 (1.512a)
M($1) = Fg(aj‘l — l) (1.512b)
F3 x%
= — — 1.512
B(x1) Elyy ( 5 ﬂcll) (1.512c)
F3 (22 3
~EB 3 1 1
= —l - — 1.512

fiir die schubstarre Balkenformulierung nach Euler-Bernoulli. Die Ergebnisse fir Q(z1),
M (z1) und B(z1) stimmen also in diesem Fall bei den beiden Formulierungen exakt
iiberein (dies gilt nicht allgemein). Bei der Verschiebung wus(x1), welche natiirlich auch
direkt aus (1.489d) abgelesen werden kann, unterscheiden sich die Formulierungen nur
um den Term z1 F3/(ksG.A). Der von diesem Term hervorgerufene relative Unterschied
(afB (1) — @i (21))/ud (z1) ist in Abbildung 1.37 fiir ein kreisrundes Vollprofil mit
Durchmesser d, kg geméfl (1.471) und v = 0.3 dargestellt. Fiir diesen Fall lautet der

relative Unterschied

_ _ -1
afP (o) —uf (@) _ () Aks (l)zwl(l_M)
ul (1) 1+v\d) 1 31 ‘

(1.513)
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—1/d=0
—1/d=10.6 |-
= —1/d=1.2
&
= l/d =24 |
18
S[¥
m
Ko
]

Abbildung 1.37: Relativer Unterschied (@4’® —ul)/ui der Biegelinien eines einfachen
Kragbalkens nach Euler-Bernoulli und Timoshenko.

Die Abbildung bestétigt zunachst, dass die Balkentheorie nach Euler-Bernoulli
eine steifere Formulierung liefert als die Balkentheorie nach Timoshenko. Der relative
Unterschied zwischen den beiden Formulierungen steigt zur Einspannstelle hin. Fiir
gedrungene Balken, d.h. kleine Werte [/d, ist der relative Unterschied iiber die
ganze Balkenldnge erheblich. Fiir Balken dieser Art ist also die Verwendung der
schubweichen Formulierung ratsam.

Beispiel 1.18. Statisch unbestimmter Balken

q
<EREEEEEEEEN | | ]
%—»xl

707
Y I3 é % .

Abbildung 1.38: Statisch unbestimmter Balken mit I-Profil.

Fiir den in Abbildung 1.38 gezeigten statisch unbestimmten Balken sollen Verfor-
mungen geméfl der Balkentheorie nach Timoshenko und geméfl der Balkentheorie
nach Euler-Bernoulli berechnet werden. Der Balken hat die Lange [ = 8 m und wird
mit einer Streckenlast ¢ = 10000 N/m belastet. Er ist am Rand z; = 0 fest einge-
spannt und am Rand z1 = [ drehbar gelagert. In der Mitte des Balkens ist eine starre
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Konsole mit einer horizontalen Lange [/4 befestigt. An deren Ende wirkt die Lastkraft
F = 100000 N. Fiir die Materialkennwerte gelte £ = 2.1 - 10" Pa und v = 0.3.
Der Balken ist als Breitflanschtrager HE-B 300 nach DIN EN 10034 ausgefiihrt. Er
besitzt das Flichentrigheitsmoment Ipp = 2.517 - 1074 m?, die Querschnittsfliche
A =1.49-10"2m? und gemiB [1.22] den Schubfaktor kg = 0.19576.

Da an der Stelle x1 = [/2 sowohl die Querkraft Q(z1) als auch das Biegemoment
M (x1) unstetig sind, ist das Rechengebiet in die beiden Abschnitte (0,7/2) und (1/2,1)
zu teilen. Es ergeben sich daher folgende Randbedingungen:

3(0) = 0 (1.514a)

B(0) =0 (1.514b)

Jim (u3(1/2+ €) — uz(1/2 — €) =0 (1.514c)

Jim (B(1/2+€) = B(1/2 =€) = 0 (1.514d)

lim (QU/2+¢) = Q(U/2 - ) + F =0 (1.514e)
lim (M(1/2+¢) = M(1/2 =€) = FI/4 =0 (1.514f)
u3(l) =0 (1.514g)

M()=0 (1.514h)

Fir die schubweiche Formulierung nach Timoshenko erhélt man durch einfache
Integration sofort die analytische Lésung

_ 1 xd 3 x2
ug(z1) = (ql — Qo2 — Mp2

Ely 24 6 2
INF (23 3221 x02 513
IR el Rt S o 1.515a
+U<m1 2)2(3 1 T TR ( )
1 x2 l l
+ k’SGA<_q21 + Qol'l — U(:L‘l — 2)F<.L1 — 2))
1 3 x?
B(x1) Ely ( —iy + QO? + Moz
(1.515b)
_ (x _l)F af 3wl 12
T\ 2 4 "1
l
Q(z1) = —qz1 + Qo — 0<$1 - 2>F (1.515c¢)
77 l 3l
M(x1) = —q% + Qox1 + Mo —o{ a1 — o | F|z1 = (1.515d)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.9 Lineare Theorien zum Verformungsverhalten von geraden Stdben Seite 121

mit der Einheitssprungfunktion o( - ) und den Integrationskonstanten

: I
gl PR A g4 ) Lot
Qo = R (1.515e)
kg Al?2
1 5  3(1+v)D:
 dgt Pyt g gl
Moy = —1 2 . (1.515f)
1+ (+l/)x22
s Al

Fiir die schubstarre Formulierung nach Euler-Bernoulli erhdlt man das FErgebnis
(1.515) ohne die blau dargestellten Terme. Dieses Resultat folgt natiirlich auch, wenn
in (1.515) der Grenziibergang ksGA — oo bzw. ks — oo durchgefihrt wird. Die
Ergebnisse sind fiir beide Formulierungen in Abbildung 1.39 dargestellt. Mit den
hier gewéhlten Zahlenwerten unterscheiden sich die Integrationskonstanten Qg und
My und folglich auch f(x1), Q(z1) und M (z1) bei den beiden Formulierungen nur
marginal.
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Abbildung 1.39: Verformungen und Schnittgrofien des statisch unbestimmten Balkens.
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1.9.6 Dynamisches Verhalten von geraden Staben bei Biegebelastung

Der Einfachheit halber sollen hier nur die Balkentheorien nach Timoshenko, Euler-Bernoulli
und Rayleigh studiert werden. Zur Herleitung der entsprechenden Differentialgleichungen
betrachte man wieder das in Abbildung 1.35 dargestellte infinitesimale Stabelement der
Lange dx;. Auf den Stababschnitt wirken neben den {iblichen Schnittgréfien, die nun
auch zeitabhéngig sind, wieder die in Richtung x3 wirkende Streckenlast ¢(¢,z1)dz; und
das um die Achse zo wirkende verteilte Moment m(¢, x1)dz;. Auf ein Volumenelement
dV = dAdz; wirkt die Beschleunigungskraft —dVpii; , wobei p die Massendichte be-
schreibt und grundsétzlich die Verschiebungen wu; geméf (1.490) zu verwenden sind. In den
Balkentheorien nach Timoshenko, Euler-Bernoulli und Rayleigh treten die Freiheitsgrade
ug und S auf, welche nun sowohl von z; als auch von ¢ abhéngen. In diesen Theorien
wird fiir die zusétzlichen lokalen Verschiebungen @; = 0 angenommen, woraus u; = 0 folgt.
Man erhélt aus der Zeitableitung von (1.503) die Geschwindigkeiten

i = x3f(t, x1) i =0, s = us(t,z1) . (1.516)

Das betrachtete Stabelement besitzt daher den translatorischen Impuls

dzy /Apﬁg,(t,:cl)dA = dz1pAus(t, 1) (1.517a)
in Richtung x3 und den Drehimpuls

dx; Apﬂ(t,:cl)x%dA = dx1 planf(t, x1) (1.517b)

um die Achse x2, wobei hier vorausgesetzt wird, dass p iiber den Querschnitt A kons‘.c.ant ist.
Die Zeitableitungen dieser Impulse folgen in der Form daqp.Aus(t, z1) und dzyplaef(t, x1).
Die integrale Impulsbilanz fiir das betrachtete Balkenelement liefert daher (vgl. (1.494))

Q' (t,x1) = —q(t,x1) + pAus(t,z1) (1.518a)
M'(t,x1) = Q(t,z1) — m(t,x1) + plyfB(t, 1) . (1.518b)
Die sich aus der Verzerrungsenergie ergebenden Zusammenhénge (1.499) gelten im dyna-

mischen Fall unverdndert. Zusammengefasst lauten die Differentialgleichungen geméafl der
Balkentheorie nach Timoshenko daher

ag(t, v1) = —B(t, x1) + igGi) (1.519a)
/ _ M(tv 'Tl)
B(t,z1) = “Ely (1.519Db)
Ql(taxl) = —Q(t,xl) "‘P-Aﬂ?,(t,ﬂ?l) (15190)
M'(t,x1) = Q(t,z1) — m(t,z1) + plyofB(t, 1) . (1.519d)

Die Randbedingungen geméfl (1.502) und Tabelle 1.5 gelten weiterhin, wobei nun alle
auftretenden Terme von der Zeit abhidngen kénnen. Die Formulierung ist noch um geeignete
Anfangsbedingungen fiir (¢, z1), B(t,21), u3(t,z1) und B(t,z1) zu erweitern. In der
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Balkentheorie nach Euler-Bernoulli entfallen die in (1.519) blau dargestellten Terme fiir
die Querschubverzerrung und fiir das Moment zufolge der rotatorischen Tréigheit des
Balkenquerschnitts [1.23]. Nach sukzessivem Einsetzen wird (1.519) in der Theorie nach
Euler-Bernoulli haufig in der Form

(Elynui(t,z1))" = q(t,x1) +m/(t,z1) — pAus(t, z1) (1.520)

geschrieben. In der Balkentheorie nach Rayleigh wird nur die Querschubverzerrung ver-
nachléssigt [1.23], d.h. (1.519) kann in der Form

(Elyiy(t,x1))" = q(t,z1) +m/(t,21) — pAug(t, v1) + (plaous(t, z1)) (1.521)

geschrieben werden.
AbschlieBend soll anhand von einem Beispiel gezeigt werden, dass (1.519) auch mit
Hilfe des Hamilton-Prinzips (vgl. (1.292)) hergeleitet werden kann.

Beispiel 1.19. Ableitung von Balkengleichungen nach Timoshenko mit dem
Hamilton-Prinzip

o~

A
\ 4

7 LAy
RGN My

£

Abbildung 1.40: Abgestiitzter Kragbalken.

Man betrachte den in Abbildung 1.40 dargestellten an der Stelle 1 = 0 einge-
spannten Kragbalken. Neben der entlang der Balkenldnge wirkenden Streckenlast
q(t, 1) und dem verteilten Moment m(t,z;) wird der Balken an der Stelle z; = [ mit
einer Lastkraft F7(¢) und einem Lastmoment M (t) belastet und durch eine linear
elastische Feder mit der Federkonstante k abgestiitzt.

Fiir die kinetische Energie gilt

l YR
T:/ / p“g“dAdxl
0 /A4 (1.522)

l . ) ! . .
_P / / (@232 + i2)d Adzy = £ / (Innf? + Ai2)day
2Jo Ja 2 Jo
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und fiir die Verzerrungsenergie (vgl. (1.500))

t 1
I_Iint = / n{ntdxl + 5k(ﬂ3(t,l))2
0

L . (1.523)
= /0 (ELoa(B')? + ksGA(B + i) )dars + Sk(aa(t,1))?
Die virtuelle Arbeit der dufleren Kréfte ergibt sich in der Form
!
5Wext = FL(S’l_Lg(t, l) + MLéﬁ(t, l) + / (q5ﬁ3 + méﬁ)dxl . (1.524)
0
Wegen der geometrischen Randbedingungen
us(t,0) =0, B(t,0) =0 (1.525)
gilt
Sus(t,0)=0,  68(,0)=0. (1.526)

Das Hamilton-Prinzip (sieche (1.292)) liefert unter Berticksichtigung von (1.526)

t1
0= 0T — 0Mint + Wexedt

to
t1
=/ (M, — EI»p'(t,1))66(t,1)
+(Fp, — kiag(t, 1) — ksGA(B(,1) + @4(¢,1)))das(t, ) (1.527)
l ..
+ ; <(—p[22,3 + (EIQQ,BI)/ — ksG.A(ﬁ + I_Lg) + m) o

+ ( — pAuz + (ksGA(B + uh)) + q) 5713) dzidt .

Daraus liest man geméafl Fundamentallemma der Variationsrechnung (Lemma 1.2)
die Randbedingungen

My = El»nf(t,1),  Fp=kus(t 1)+ ksGA(B(t,1) + us(t,1)) (1.528)
und die Differentialgleichungen

0= (ELnf) — plypp — ksGA(S + %) +m (1.529a)
0 = (ksGA(B+u})) + q — pAus (1.529b)

ab. Wie es sein muss, sind letztere bei Verwendung von M = Ely/3 und Q =
ksGA(B + uf) identisch zu (1.519).

Aufgabe 1.8. Ableitung von Balkengleichungen nach Euler-Bernoulli mit
dem Hamilton-Prinzip

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.9 Lineare Theorien zum Verformungsverhalten von geraden Stdben Seite 126

Wiederholen Sie das Beispiel 1.19 fiir die Balkengleichungen nach Euler-Bernoulli
(Gleichung (1.519) ohne die blau dargestellten Terme).

1.9.7 Dynamisches Verhalten von biegeschlaffen Zugelementen

F3(x1 + dx) N(zy + dz)

Fl(-%'l + d.%'l)

Abbildung 1.41: Kréfte an einem infinitesimalen biegeschlaffen Zugelement.

Seile, Ketten, Schlduche, Riemen, Biander, etc. konnen als biegeschlaffe Zugelemente
angesehen werden, wenn ihre Biegesteifigkeit (vgl. (1.425)) vernachlissigbar klein ist
(vgl. [1.23, 1.24]). Fiir Probleme, bei denen die Verschiebungen auf die Ebene x5 = 0
beschrénkt sind, gilt dann sy — 0. Biegeschlaffe Zugelemente sind also Tragwerke, die
keine Momente tibertragen kénnen, d.h. im ebenen Fall My = 0 (vgl. (1.355)). Die Folgen
dieser Eigenschaft konnen anhand von dem in Abbildung 1.41 dargestellten infinitesimalen
Stabelement studiert werden. Es besitze den lokalen Steigungswinkel ¢ gegeniiber der
Achse z1. Das Koordinatensystem bleibt raumfest. Fiir das infinitesimale Stabelement
ergibt die Momentenbilanz beziiglich der Achse x5 fiir die Schnittkréafte geméaf (1.354)
den Zusammenhang

F5cos(¢) + Fysin(¢) =0, (1.530)

wobei der rotatorische Tragheitsterm plaa¢ wegen Izp — 0 hier keinen Beitrag liefert. Aus
(1.530) ergeben sich folgende Konsequenzen:

o Die Schnittkraft F = [Fy,0, F3]T steht stets tangential zur lokalen Stabachse.

e Der Stab kann keine Kraftkomponenten tibertragen, die normal zur aktuellen Sta-
bachse stehen. D. h. der Stab ist frei von Querkraften.

Fiir eine kompakte Schreibweise wird die resultierende Normalkraft (Zugkraft) N =
\/ F2 + F2 eingefiihrt. Folglich gilt,

Fy = N cos(¢) , F3 = —Nsin(¢) , (1.531)

und (1.530) ist automatisch erfiillt.

Zugelemente konnen dann als biegeschlaff betrachtet werden, wenn die Normalspannun-
gen zufolge einer Verkriimmung der Stabachse gegeniiber der mittleren Normalspannung
N/A zufolge der Zugkraft N vernachlassigbar klein sind. Diese Bedingung wird von sehr
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schlanken Stében mit entsprechend grofer Zugkraft N erfillt (vgl. (1.360), (1.415) und
(1.423)).

Der Einfachheit halber soll die Achse des biegeschlaffen Zugelements im unbelasteten
Zustand mit der Achse z; zusammenfallen. Als aggregierte Verformungsgrofien treten
dann die auf die Stabachse bezogenen Verschiebungen 44 (¢, x1) und us(¢, x1) auf.

Ahnlich zur Verschiebungshypothese in der Balkentheorie nach Euler-Bernoulli kann
auch fiir biegeschlaffe Zugelemente angenommen werden, dass Querschnitte, die im un-
belasteten Zustand eben und normal zur Stabachse waren, im belasteten Zustand stets
eben und normal zur Stabachse bleiben. Anders als in der Balkentheorie nach Euler-
Bernoulli fufit diese Annahme aber nicht auf der Schubstarrheit des Stabes sondern auf
dem Ausbleiben von Querkréaften.

Die Verdrehwinkel ¢ sei so klein, dass die Naherungen

—¢ = arctan(uy) ~ uj , ¢ ~ tan(¢) ~ sin(¢) , cos(¢) ~ 1 (1.532)
zuldssig sind. Fir die Verschiebungen kann daher der Ansatz (vgl. (1.507))
Uy = ’ELl(t,.Il) - $3ﬂé(t,l’1) 5 U2 = 0 5 us = ﬂg(t,$1) (1533)

verwendet werden.

Zur Modellierung des dynamischen Verhaltens von biegeschlaffen Zugelementen ist es
notig geometrische Nichtlinearitédten zu beriicksichtigen. Konkret muss die Annahme kleiner
Verschiebungen usz(x1) (bei der Berechnung der Verzerrungen) aufgegeben und zumindest
die Theorie zweiter Ordnung verwendet werden, d. h. die Gleichgewichtsbedingungen sind
am verformten Korper zu formulieren.

Geméf der Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehung (1.110) erhélt man daher bei Bertick-
sichtigung von |u}| < 1 fiir die Langsverzerrung

1
e11 = @y (t,x1) — x3us(t,x1) + §(ag(t,x1))2 . (1.534)

Mit dem Hookschen Gesetz (1.221) und der Annahme eines einachsigen Spannungszustan-
des (vgl. Abschnitt 1.8.2) liefert dies

_ _ 1 _
Uz‘j = E5116z’15j1 = E(u'l(t,xl) — xgug(t, acl) + 2(ug(t,x1))2>5i15ﬂ s (1.535)

und fiir die resultierende Normalkraft gilt

N = /Aand.A: E.A(u'l(t,azl) + ;(ug(t,l'l))Q) . (1.536)

Hierbei kann )
e=u)(t,x) + 5(ag(zt, z1))? (1.537)

als die zu N energetisch konjugierte, mittlere Langsverzerrung interpretiert werden. Dies
ist zugleich die Léngsverzerrung in der Stabachse, d.h. ¢ = 811‘(902@3):(070).

Damit die Annahme eines biegeschlaffen Stabes, d. h. My = 0, gerechtfertigt ist, muss
der Term —z3uy in (1.535) gegeniiber den tibrigen Summanden vernachléssigbar klein
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sein. Der zu vernachléssigende Term wird in der Randfaser mit dem grofiten Wert ||
extremal. Auf eine genauere Priifung der Bedingung —xsu4 ~ 0 basierend auf einer
drei-dimensionalen kontinuumsmechanischen Problemformulierung wird hier verzichtet.

Fiir einen biegeschlaffen Stab mit —xzsu4 ~ 0 kann also die Verzerrungsenergie je
Léngeneinheit in der Form

1 1 1 ol
Mine (t, 21) = 5 /AEijO’ijdA = §E«4<ﬂ/1(t,371) + 5(?13(75,561))2) =5Ne  (1.538)

geschrieben werden.

q(z1)dzy

1 unverformte Lage

Abbildung 1.42: Infinitesimaler Ausschnitt eines biegeschlaffen Zugelements.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung betrachte man das in Abbildung 1.42 dar-
gestellte infinitesimale Stabelement. Hierbei sei p(t,z1) eine in Richtung z; wirkende
Streckenlast und ¢(¢, 1) eine in Richtung =3 wirkende Streckenlast. Unter Verwendung
der Geschwindigkeit [u1(t,21),0,us(t,z1)]T ergibt sich der translatorische Impuls des
Stabelements in der Form

uy(t, 1) Uy (t, 1)
dxl/ P 0 dA =dzipA 0 . (1.539)
A B -
uz(t, 1) uz(t, 1)
Seine Zeitableitung lautet
ﬁl(ta .fL'l)
dxipA 0 . (1.540)
us(t, 1)

Fiir das betrachtete Stabelement liefert die integrale Impulsbilanz entlang der Richtungen
z1 und x3 daher
N'(t,z1) = —p(t, z1) + pAup (t, z1) (1.541a)
(N (t, x1)u5(t, z1)) = —q(t, z1) + pAus(t,z1) . (1.541Db)
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Man beachte, dass (1.541a) ident zu (1.479) ist. Mit (1.536) lasst sich (1.541) auch in der
Form

<<U’1(t, z1) + %(ﬂg(t, 531))2) EA>/ = —p(t, 1) + pAus (t,z1) (1.542a)

((a’l(t, 1) + ;(ag(t,xl)ﬁ) EAag(t,xl)) = —q(t,x1) + pAtis(t, z1) (1.542b)

schreiben, so dass nur noch u; (¢, 1) und us(¢, ;) als unbekannte Gréflen vorkommen.
Um diese Gleichungen zu lésen, werden noch geeignete Anfangsbedingungen fiir u; (¢, 1),
us(t, x1), u1(t,r1) und us(t, 1) sowie (vier) Randbedingungen an den Stabenden z1 = 0
und x; = [ benétigt, die sich z. B. in der Form

bo(u1(t,0), us(t,0), @4(t,0), N(t,0)) =0 (1.543a)
by (1 (t, 1), as(t, 1), us(t, 1), N(t,1)) = 0 (1.543Db)

mit dim(bg) = dim(b;) = 2 ausdriicken lassen. Drei Beispiele fiir mogliche Randbedingun-
gen an der Stelle 21 = 0 (negatives Schnittufer) sind in Tabelle 1.6 zusammengefasst. Die
Konstanten k1 bis kg sind entsprechend zu wahlen. Die Konstanten k3 > 0 und ks > 0
stellen Langsfedersteifigkeiten dar; fiir k3 = 0 bzw. ks = 0 ergibt sich ein in die jeweilige
Richtung frei verschieblicher Rand. Analog zu Tabelle 1.6 lassen sich weitere Félle von
Randbedingungen fiir ein positives Schnittufer formulieren. Man beachte, dass es nicht
moglich ist, an einem Rand gleichzeitig u; und N oder @z und w5 N beliebig vorzugeben.

Anhand von einem Beispiel soll nun gezeigt werden, dass (1.542) auch mit Hilfe des
Hamilton-Prinzips (vgl. (1.292)) hergeleitet werden kann.

Beispiel 1.20. Herleitung der Gleichungen eines biegeschlaffen Zugelements
mit dem Hamilton-Prinzip

Q(tv 1‘1)

Abbildung 1.43: Biegeschlaffes Zugelement.

Man betrachte das in Abbildung 1.43 dargestellte biegeschlaffe Zugelement, das am
Rand z1 = 0 fest eingespannt ist. Am Rand z; = [ werden die Verschiebungen u; (1) =
/10 und u3(l) = 0 erzwungen. Neben der in Richtung z; wirkenden Streckenlast
p(t, z1) wirkt die Streckenlast ¢(,z1) in Richtung x3.

Fiir die kinetische Energie gilt

Lo 1
T= / / p dAdz, = 7/ pA(ui + uz)dzy (1.544)
0Ja 2 2.Jo
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Randbedingung Bild

Gleichung

Feste
Einspannung

In Richtung x;
elastisch
verschiebliches
Ende

lN (t,0) — kst (t,0) — lﬂ
by = ~
Ug(t, O) — k‘g

In Richtung z3
elastisch
verschiebliches
Ende

u1(t,0) — ky ]

b —
" L‘Lga,ow(t, 0) — ksiis(t,0) — kg

Tabelle 1.6: Mogliche Randbedingungen am Rand x1 = 0 eines biegeschlaffen Zugelements.

und fiir die Verzerrungsenergie

gilt

Wegen der geometrischen Randbedingungen

1

l 1 l 2
Mine :/0 N{ . (t,z1)dz; = 5/0 EA(@’1+2(ag)2> dz; . (1.545)

Die virtuelle Arbeit der dufleren Kréfte ergibt sich in der Form

l
OWext :/ p(t,x1)5ﬂ1 + q(t,xl)éagdxl . (1.546)
0

a1(t,0) = a3(t,0) = a3(t,1) = 0, ay(t,1) = 1/10 (1.547)

511 (0) = 83(0) = da1(1) = das(l) =0 . (1.548)
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Das Hamilton-Prinzip (siehe (1.292)) liefert unter Beriicksichtigung von (1.548)
t1
0= 0T — 0Ming + OWexedt
t
Otl ! 1 9 ! .
-] ([((ul + 3 () )EA) +pt, 1) — pAal]éﬂl (1.549)
to 0
1 ! .
+ K(a’l + 2(@3)2) EAaé,) +q(t, 1) — pAus(t, xl)}dﬁ;;) doq dt .

Daraus liest man geméfl Fundamentallemma der Variationsrechnung (Lemma 1.2)
direkt die Differentialgleichung (1.542) ab.

Die Erfahrung lehrt und (1.541b) zeigt, dass die Steifigkeit eines biegeschlaffen Zugele-
ments gegen Auslenkungen in Richtung x3 direkt von N(¢,x;) abhéngt. Fiir biegeschlaffe
Zugelement gilt, dass ihre Steifigkeit in Richtung x; wesentlich grofier ist als in Richtung
x3. In vielen Belastungsfillen gilt daher, dass (dynamische) Bewegungen in Richtung x3
erheblich groBere Amplituden aufweisen als Bewegungen in Richtung x1, d.h. u3 leistet
einen groBeren Beitrag zur kinetischen Energie (1.544) als u; (vgl. [1.23]). Wird nun in
(1.544) (u1)? gegeniiber (ii3)? vernachlissigt, so vereinfacht sich (1.541) zu

N'(t,x1) = —p(t, z1) (1.550a)
(N (t,x1)us(t,z1)) = —q(t, x1) + pAus(t,x1) . (1.550b)

Diese Gleichung lésst sich besonders einfach 16sen, da (1.550a) vorab integriert werden
kann. Die Unbekannte u(¢,z1) tritt hier nicht mehr auf, sie kann aber nachtraglich
durch Integration von (1.536) berechnet werden. Im Spezialfall p(¢,z1) = 0 gilt nattirlich
N = const.,, und (1.550b) vereinfacht sich weiter. Da (1.550) einfach zu l6sen ist und
(1.550b) eine strukturelle Ahnlichkeit zu (1.480) und (1.487) aufweist, wird diese Form der
Bewegungsgleichung im Ingenieurwesen héufig der genaueren Form (1.541) vorgezogen.

1.9.8 Struktur der Bewegungsgleichungen von geraden Staben

Die in diesem Abschnitt auftretenden Bewegungsgleichungen besitzen eine strukturelle
Ahnlichkeit und lassen sich daher in der Form

m(u) +c(a) = f (1.551)

mit den in Tabelle 1.7 zusammengefassten Verschiebungsgrofien u(¢, z1), den auf u(t, x;)
anzuwendenden Differentialoperatoren m und ¢ sowie den verteilten dufieren Lasten f (¢, 1)
anschreiben. Der Operator m beschreibt die Massentrégheit des Systems, der Operator c die
Steifigkeit. Die Parameter und Operatoren zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens
von geraden Stdben erlauben daher eine Deutung als Abstraktionen jener Parameter und
Operatoren die zur Beschreibung diskreter mechanischer Systeme verwendet werden (vgl.
[1.10, 1.25]).
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Art des Verschiebungs- Operatoren Auflere Last
Stabes grofe u(t, z1) c(-) m(-) f(t,z1)
Zug/Druck- _ _ "~
one/ i (BA(-Y) pA() p
Torsions- o —(GIr( )Y In( ) m
Stab T PP T
Balken nach
Euler- U3 (EIQQ( . )H)” p.A( . ) q+ m’
Bernoulli
Balken nach _ Y N VY p
[Cn Clzl mit

Balk h U o A 0

alken nac us = — (k@@ )Y q
Timoshenko [5] cu _ (ksGA(-) ), p[O I ]( ) [ ]

Cl2 = —(ksG.A( . )) 22 m
Co1 = k‘sG.A( . )/
Cog = ksG.A( . ) — (EIQQ( . )/)/

Biegeschlaffes
Zugelement U3 —(N(-)Y pA( ) q
mit N' = —p

Tabelle 1.7: Parameter und Operatoren zur Formulierung der Bewegungsgleichungen von
geraden Stédben.

Aufgabe 1.9. Uberlegen Sie sich, wie (1.551) und Tabelle 1.7 um Dampfungsterme, die
von i(t, z1) abhiingen, erweitert werden kénnen. Wiederholen Sie dazu die Herleitung
der Bewegungsgleichungen unter Berticksichtigung viskoser Ddmpfungsterme.
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2 Warmeiibertragung

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen zur Modellierung von Wéarmetbertragungs-
prozessen diskutiert. Unter Warmeiibertragung soll hier der Energietransport in und
zwischen Festkorpern, Flissigkeiten und Gasen zufolge von Temperaturunterschieden
verstanden werden. Die Temperatur ist ein Maf fiir die mittlere kinetische Energie zufolge
der ungeordneten mikroskopischen Bewegung der Atome und Molekiile eines Stoffes.

Geméf dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik [2.1, 2.2] wird bei Wérmetibertra-
gung Energie vom Ort hoherer Temperatur zum Ort geringerer Temperatur transferiert,
d. h. es findet ein Temperaturausgleich statt. Besitzen zwei Korper die gleiche Tempe-
ratur, so befinden sie sich im thermischen Gleichgewicht und es findet kein weiterer
Temperaturausgleich statt.

Wirme kann auf drei verschiedene Arten iibertragen werden [2.3-2.6]:

1. Warmeleitung

Der Energietransport durch Wérmeleitung stellt eine Interaktion zwischen benach-
barten Atomen oder Molekiilen eines Stoffes dar. Die von der Temperatur abhédngige
innere Energie flieBt dabei von Atomen oder Molekiilen mit hoherem Energieniveau
zu solchen mit kleinerem Energieniveau, wobei es durch zuféllige mikroskopische
Bewegungen und Vibrationen fortwéahrend zu Diffusions- und Kollisionsvorgan-
gen kommt. Warmeleitung tritt in Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen auf. In
festen elektrischen Nichtleitern erfolgt die Interaktion ausschlieBlich durch Gitter-
schwingungen; in elektrischen Leitern trégt auch die translatorische Bewegung von
Elektronen zur Warmeleitung bei. Warmeleitung erfolgt ohne einen makroskopischen
Materialstrom.

2. Konvektion

In Fluiden (Fliissigkeiten und Gase) erfolgt der Transport von innerer Energie zu-
satzlich zu den zufélligen molekularen Diffusionsbewegungen (Wérmeleitung) durch
makroskopische Materialstrome, d. h. durch Massentransport. Strenggenommen ist
Konvektion daher kein eigener Warmeiibertragungstyp sondern eine Kombination
anderer Formen von Warmeiibertragung. Wird bei Konvektion der makroskopische
Materialstrom durch eine d&uflere Einwirkung verursacht (z.B. durch ein Geblése,
eine Pumpe oder die Bewegung eines Fahrzeuges), so spricht man von erzwungener
Konvektion. Bei freier Konvektion hingegen wird die Strémung durch den von tem-
peraturbedingten lokalen Dichteunterschieden hervorgerufenen Auftrieb verursacht.
Eine spezielle Form von Konvektion tritt bei Siede- oder Kondensationsvorgédngen
auf. Hierbei fiihren Temperaturunterschiede nicht nur zu verdnderter Dichte sondern
auch zu Ubergingen zwischen fliissigem und gasférmigem Aggregatzustand des
Fluids.
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3. Wirmestrahlung

Unter Warmestrahlung versteht man den Energietransport mittels elektromagneti-
scher Wellen die durch die innere Energie von Materie, die sich im lokalen thermody-
namischen Gleichgewicht befindet, ausgelost wurden. Diese Merkmale unterscheiden
Warmestrahlung von anderen elektromagnetischen Wellen. Warmestrahlen haben
eine Wellenlédnge im Bereich von 0.1 pm bis 0.1 mm und transportieren Energie mit
Lichtgeschwindigkeit. Warmestrahlung kann in Festkorpern, Fliissigkeiten, Gasen
und im Vakuum auftreten.

Abbildung 2.1 zeigt die drei Arten von Warmeiibertragung am Beispiel einer Gebéau-
dewand mit Radiatorheizung. Der Radiator arbeitet als Warmequelle und gibt durch
thermische Strahlung und freie Konvektion Warme an die Raumluft und die Gebaude-
wand ab. In der Wand selbst flieit die Energie hauptsichlich durch Wéarmeleitung zur
duferen Gebdudeoberfliche, wo die von einer Windstrémung erzwungene Konvektion und
gegebenenfalls auch Warmestrahlung die Energie an die Umgebung abfiihrt. Natiirlich
konnen die beteiligten Materialien und Medien auch thermische Energie speichern oder
abgeben, was zu einer zeitlichen Anderung ihrer lokalen Temperatur fiihrt (transiente
Wiérmetibertragung). In diesem Beispiel treten, wie auch in vielen anderen praktischen
Anwendungen, mehrere Warmeiibertragungsmechanismen in Kombination auf.

Waérmeleitung durch Wand

P

I

UL

Konvektion

Erzwungene
Konvektion
durch Wind

>
Il — Wirmestrahlung

Abbildung 2.1: Arten der Warmeiibertragung.

AbschlieBlend sei erwéahnt, dass der Peltier-Effekt, ein thermo-elektrischer Effekt, einen
Waérmestrom verursachen kann selbst wenn kein Temperaturunterschied vorhanden ist.
Beim Peltier-Effekt wird der Wérmestrom ausschliefllich durch die von einer elektrischen
Potentialdifferenz ausgelosten Elektronenbewegungen, d. h. durch den Stromfluss, erzeugt.

In der vorliegenden Vorlesung werden Warmeleitung in Festkérpern und einfache
Formulierungen fiir die Warmeiibertragung an deren Rédndern diskutiert. Es werden
sowohl transiente als auch stationdre Warmeiibertragungsprobleme untersucht.
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2.1 Wairmeleitung

Waiérmeleitung erfolgt ohne einen makroskopischen Materialstrom, kann in allen drei Ag-
gregatzustédnden eines Stoffes auftreten und wird auch als Wéarmediffusion bezeichnet. Wie
Jean Baptiste Joseph Fourier 1822 herausfand, ist bei Warmeleitung die Warmestromdich-
te ¢(t,x) in W/m? im Punkt x = (=, ¥, 2) proportional zum lokalen Temperaturgradienten
[2.3-2.5]. Gemé&B dem Fouriersche Wirmeleitgesetz gilt daher

q(t,x) = —A(x, T)VT(t,x) . (2.1)

Hierbei ist T'(t,x) die Temperatur in K zum Zeitpunkt ¢ am Ort x und die symmetri-
sche Matrix A die im Allgemeinen orts- und temperaturabhingige Wérmeleitfahigkeit
in W/(mK). In isotropen Materialien ist die Warmeleitfahigkeit unabhéngig von der
Raumrichtung der Warmestromdichte, d. h. es gilt A(x,T) = A(x,T)E und die Warmeleit-
fahigkeit kann durch die skalare positive Grofie A(x,T') beschrieben werden. In homogenen
Materialien ist A unabhéngig vom Ort.

Fiir ein festes Kontrollvolumen ¥V und ohne Materialbewegung kann fiir inkompressible
Stoffe oder fiir Situationen mit konstantem Druck aus dem Energieerhaltungssatz (siehe
Abschnitt 1.4.6, insbesondere (1.193)) die Beziehung

oT(t,x) B .
/Vpcp(X,T)ath— /W q(t,x)-nd.AqL/vg(t,x,T) v (2.2)

—0 —P

hergeleitet werden. Hierbei bezeichnet p die Dichte und c,(x,T") die spezifische War-
mekapazitit bei konstantem Druck (siehe auch Anhang A) des im Kontrollvolumen V
befindlichen Stoffes. Eine Herleitung von (2.2) ausgehend vom Energieerhaltungssatz, eine
Begriindung fiir die Verwendung von ¢, (statt ¢,) und analoge Beziehungen fiir andere
Situationen (z. B. bewegte Fluide) finden sich in [2.7, 2.8].

Da sich das Material nicht bewegt, spielen kinetische und potentielle Energie in (2.2)
keine Rolle. @ beschreibt den Wirmestrom der in das Kontrollvolumen hineinflieft,
wobei n den Flichennormalvektor der Berandung 0V darstellt. P beschreibt die in das
System durch Arbeit eingebrachte Leistung, welche mangels Volumenédnderung direkt
in Wérme umgewandelt wird und hier durch die volumetrische Warmequelle g(t,x,T)
(Warmequellendichte) ausgedriickt wird. Ein Beispiel fiir g ist die Warmeentwicklung in
einem Ohmschen Widerstand (siehe auch Abschnitt 2.3).

Anwendung des Gaufischen Integralsatzes (1.2) auf (2.2) liefert

chp(x,T)W dvz/vv-q(t,x)+g(t,x,T)dv. (2.3)

Aus der Uberlegung, dass diese Beziehung fiir beliebig gewihlte Kontrollvolumina V erfiillt
sein muss, und durch Einsetzen von (2.1) erhélt man die Fouriersche Wiérmeleitglei-
chung

oT(t,x)

5 = v (AETDIVIEX)+9(0xT) . (2.4)

PCp (X? T)
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Diese parabolische Differentialgleichung wird gelegentlich auch als Warmediffusionsglei-
chung bezeichnet und stellt ein Anfangs-Randwert-Problem dar. Sie ist also noch mit
Anfangs- und Randbedingungen zu versehen. Randbedingungen werden in Abschnitt
2.2 diskutiert. Anfangsbedingungen sind haufig in der Form 7'(0,x) = Tp(x) gegeben.
Schwieriger aber praktisch gelegentlich bedeutend ist der Fall, dass Ty(x) unbekannt ist
und aus dem Zeitverlauf von Messwerten (z. B. Oberflichentemperaturen) rekonstruiert
werden soll. Es handelt sich dabei um eine Beobachtungsaufgabe.

Bei stationdren Problemstellungen gilt 97/0t = 0 (vgl. Abschnitt 2.4), die Angabe von
Anfangsbedingungen entfillt natiirlich und (2.4) reduziert sich zu einem Randwertproblem
in Form einer elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Im Fall g = 0 ist fiir solche
Differentialgleichungen bekannt, dass sowohl das Maximum als auch das Minimum der
Loésung am Rand des Rechengebietes auftreten muss. Ahnliche weiterfiihrende Aussagen
auch fiir Félle g # 0 finden sich z. B. in [2.9]. Weiters folgt aus (2.4), dass p und ¢, auf
die Losung stationidrer Wérmeleitprobleme keinen Einfluss haben. Dies gilt allgemein fiir
stationdre Warmeiibertragungsprobleme ohne Massenstrome.

Fiir die nachfolgenden Spezialisierungen von (2.4) wird angenommen, dass es sich um
isotropes, homogenes Material mit temperaturunabhéngiger Warmeleitfahigkeit A handelt.
In kartesischen Koordinaten gilt dann

oT <a2T T  O°T

pCPE o Ox2 T 83/2 + 822> +g(t,l‘,y,z,T) (2.5&)

fiir die Temperatur T' = T'(t, z,y, z) am Punkt (z,y, z). In Zylinderkoordinaten (sieche

A€z e,
r
T(t,r,p,2)
=)
/
Sy
_/
5‘9 er
€, €y
) b) 0

Abbildung 2.2: Koordinatensysteme, a) Zylinderkoordinaten, b) Kugelkoordinaten.

Abbildung 2.2a) gilt fir die Temperatur T = T'(¢,, ¢, z) am Punkt (r, ¢, z)

oT 10/ 0T 1 0%°T O?T
9 MNra\"s ) T2z T 5.2 T 2.
Per ot (r or <’I” 87“) + r2 8()02 + 622> +g(t,r, 2E2) ) ( 5b)

und in Kugelkoordinaten (siche Abbildung 2.2b) gilt fiir die Temperatur T' = T'(¢, 7,0, ¢)
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am Punkt (r,0, )

or 10 orT 1 0 or 1 0T
(L2 (00 CCATE s By
P ot (7"2 or <r or * r2sin(6) 06 sin )89 * r2sin?(0) Op? ot 0,0,T)
(2.5¢)
Aus (2.5) lassen sich sofort weitere Spezialisierungen fiir den 1-dimensionalen Fall oder

radialsymmetrische Fille ableiten. Haufig wird in (2.5) statt der Parameter p, ¢, und A
die als Temperaturleitfdhigkeit bezeichnete Abkiirzung

a=— (2.6)

mit der Einheit m?/s verwendet.

Aufgabe 2.1 (Warmeleitgleichung in Zylinderkoordinaten). Beweisen Sie die Giiltigkeit
von (2.5b) unter Verwendung von

0 10 0
+e,—~— +e

V:era r Oy 0z

(2.7)
und e, /0p = e, .

Aufgabe 2.2 (Warmeleitgleichung in Kugelkoordinaten). Beweisen Sie die Giltigkeit
von (2.5¢) unter Verwendung von

0 10 1 0
V—era—%eg;%—i—e@fsm(@)% . (28)

2.2 Randbedingungen

Zur vollstdndigen Definition und damit auch zur Losbarkeit eines Warmeleitproblems
werden Randbedingungen im Randgebiet 0V benétigt [2.3, 2.4]. Diese konnen eine Orts-
abhéngigkeit aufweisen, z. B. konnen sie abschnittsweise definiert sein.

Bei einer Randbedingung erster Art (Dirichletsche Randbedingung) ist die Temperatur
am jeweiligen Randabschnitt 0V, C 0V in der Form

T(t,x) = Ty(t,x) Vx € 0V, (2.9a)

fest vorgegeben. Um eine solche Randbedingung herzustellen, kann z. B. eine Tempera-
turregelung verwendet werden. Ein weiteres Beispiel fiir diese Randbedingung ist die
Temperatur eines Fluids bei Phasenumwandlungsvorgéngen (z. B. Eiswasser). Die das
Fluid einschliefflende Oberfliche wird dann konstant auf Phasenumwandlungstemperatur
gehalten.

Bei einer Randbedingung zweiter Art (Neumannsche Randbedingung) ist die Warme-
stromdichte ¢,(¢,x) = q(¢,x) - n in Richtung der Flichennormalen n am jeweiligen
Randabschnitt 0V, C 9V in der Form
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Gn(t,X) = Ga(t, %) Vx € 0V, (2.9b)

fest vorgegeben. Dem Fourierschen Warmeleitgesetz (2.1) folgend ist daher der Tempera-
turgradient entlang von n festgelegt. Von einer adiabaten Randbedingung spricht man im
Fall ¢, = 0.

Bei einer Randbedingung dritter Art (Newtonsche, Robinsche oder gemischte Randbe-
dingung) gilt

Gn(t,x) = a(x)(T(t,x) — To(t,x)) Vx € 0V, (2.9¢)

mit einem Proportionalitdtsfaktor @ € R, der auch Warmeiibergangskoeffizient genannt
wird. Diese Art von Randbedingung wird in den Abschnitten 2.2.1 bis 2.2.3 zur Beschrei-
bung von Konvektion und Warmeleitung verwendet. Man beachte noch, dass (2.9¢) fiir
a — oo wieder auf (2.9a) fihrt.

Eine allgemeinere Randbedingung ist durch die nichtlineare Beziehung

n(t,x) = do(t, x, T(t,X))  Vx €V, (2.9d)

gegeben. Diese Struktur tritt z. B. in Abschnitt 2.2.4 bei der Beschreibung von Wéarme-
strahlung auf.

Die Randbedingungen (2.9) stellen oft idealisierte oder makroskopische Nédherungen fiir
in der Realitat komplexere Warmeiibertragungsvorginge dar. Um bei Verwendung der
obigen Ansétze dennoch moglichst exakt zu rechnen, ist daher eine sorgfiltige Bestimmung
der in den Gleichungen verwendeten Parameter notwendig. Dies soll in den folgenden
Abschnitten beispielhaft fiir praktisch bedeutende Randbedingungen erldutert werden.

Der Ubersichtlichkeit halber sind fiir ein stationires Wirmeleitproblem einige wichtige
Zusammenhénge nochmals in Abbildung 2.3 in Form eines Tonti-Diagramms dargestellt.
Abschnitt 2.4 wird sich speziell mit stationdrer Warmeiibertragung befassen.

2.2.1 Erzwungene Konvektion

Erzwungene Konvektion tritt in Fluiden an der Oberfliche von umgebenden Kérpern auf,
wenn die Stromung durch eine &uflere Einwirkung, z. B. einen Druckunterschied, verursacht
wird [2.3, 2.4, 2.6, 2.10]. Abbildung 2.4 zeigt ein Beispiel fiir erzwungene Konvektion; ein
Fluid streicht mit einer Geschwindigkeit u, und einer Temperatur T, parallel {iber eine
ruhende ebene Platte mit der Lénge L. Fiir die Warmeiibertragung durch Konvektion
sind die als homogen vorausgesetzte Oberflichentemperatur 7, der Platte sowie die
Temperaturverteilung 7'(z, y) und die Geschwindigkeitsverteilung u(x,y) im Fluid nahe
iiber der Plattenoberfliche ausschlaggebend. Direkt an der Plattenoberfliche (y = 0) gilt
die Haftbedingung, d.h. das Fluid hat eine verschwindende Geschwindigkeit (u(x,0) = 0)
und die gleiche Temperatur wie die Plattenoberfliche (T'(x,0) = Tp). Oberhalb der Platten-
oberflache bilden sich im Fluid Grenzschichten mit einem charakteristischen Temperatur-
und Geschwindigkeitsprofil aus. Das Warmeiibertragungsverhalten héngt unter anderem
von der Dicke dieser Grenzschichten (d7(x) fiir die thermische Grenzschicht und §,(x) fiir
die Stromungsgrenzschicht) ab und davon ob die Strémung in diesen Schichten laminar oder
turbulent ist. Im Folgenden werden mogliche Berechnungsmethoden fiir den laminaren und
turbulenten Bereiche der Stréomung iiber die Platte separat vorgestellt und schliellich zur
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Dirichletsche
Randbedingungen

A

Temperatur T Warmequellen-
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A A
Fouriersche
Wairmeleitgleichung
v Fouriersches
Temperatur- Wirmeleitgesetz Warmestrom- Neumannsche
gradient VT’ < > dichte q > Randbedingungen

Abbildung 2.3: Tonti-Diagramm fiir ein stationdres Warmeleitproblem.
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Abbildung 2.4: Grenzschichten bei erzwungener Konvektion an einer Platte, a) Stromungs-
grenzschicht, b) thermische Grenzschicht.
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Bestimmung eines gemittelten Warmeiibertragungsverhaltens herangezogen. Transiente
Effekte werden dabei nicht berticksichtigt, d. h. die Stromung iiber die Platte wird als voll
ausgebildet und makroskopisch stationér betrachtet.

Laminarer Bereich

In vielen Féllen ist die Stromung am Einlauf der Platte (nahe der Vorderkante) laminar
und etwas weiter von der Kante entfernt turbulent. Die Strémungsgrenzschicht habe eine
lokale Dicke 6, (z). Im laminaren Bereich, der sich von x = 0 bis « = z, erstreckt, ist die
Stromung gleichméfig und geordnet, so dass eindeutige Stromlinien identifiziert werden
kénnen. Die Geschwindigkeitsprofile sind in Abbildung 2.4a angedeutet. Direkt an der
Plattenoberfliche gilt u(x,0) = 0 (Haftbedingung) und am oberen Rand der Grenzschicht
gilt u(x, 0y (7)) = tso. Da 6, (z) mit steigendem z zunimmt, nimmt du/0y|,— ab. Dieser
Gradient ist proportional zur viskosen Scherspannung im Fluid.

Ferner bildet sich eine thermische Grenzschicht mit der Dicke d7r(z) aus. Direkt an
der Plattenoberfliche gilt T'(x,0) = Tp und am oberen Rand der Grenzschicht gilt
T(z,07(z)) = Tx. Das in Abbildung 2.4b angedeutete Temperaturprofil beschreibt einen
Abkiihlvorgang der Platte, da Tp > T,o. Die hier angestellten Uberlegungen gelten aber
auch fiir Tp < To. Fiir den Gradienten 0T'/0y|,—o gilt analog zu Ou/dy|y—o, dass sein
Absolutwert mit steigendem z abnimmt. Da bei y = 0 keine Fluidbewegung vorhanden
ist, ergibt sich der lokale Warmestrom an der Stelle z in Richtung y allein aus der
Wiérmeleitung, d. h.

o (z, y)‘

8y y=0
mit der Warmeleitfihigkeit A des Fluids. Offensichtlich besitzt ¢, eine Singularitéit bei
z =0.

Eine vollstandige analytische Berechnung von 6, (x), dr(z), u(x,y), T(x,y) und g, ist
anspruchsvoll und erfordert die Verwendung der Kontinuitétsgleichung, der Impulsbilanz,
der Energiebilanz, einer thermischen oder kalorischen Zustandsgleichung und einer Kon-
stitutivgleichung fiir die Reibung im Fluid. Derartige Berechnungen werden z. B. in [2.3,
2.4, 2.10, 2.11] durchgefiihrt. In dieser Vorlesung soll lediglich die in der Strémungsme-
chanik und Warmelehre gebrauchliche Beschreibung mittels dimensionsloser Kennzahlen
und teilweise empirisch gefundener Zusammenhéange erlautert werden. Die Verwendung
dimensionsloser Zahlen hat den Vorteil, dass Ergebnisse (z. B. auch numerische oder expe-
rimentelle Ergebnisse) auf andere Situationen mit d&hnlicher Geometrie einfach iibertragen
werden konnen.

Als erste wichtige dimensionslose Kennzahl gilt die Reynolds-Zahl

o =—A (2.10)

Re, = —- | (2.11)

wobei z eine charakteristische Lénge (im vorliegenden Fall die Léngskoordinate = der
Platte) und v die kinematische Viskositit des Fluids in m?/s ist. Re, beschreibt das
Verhdltnis von Tragheits- zu Zihigkeitskrdiften in einer Stromung. Anhand von Re, kann
entschieden werden, ob eine Stromung laminar oder turbulent ist. Sie ist laminar fiir
Re; < Re; und turbulent fiir Re, > Re.. Die kritische Reynolds-Zahl Re. ist eine
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situationsabhéngige Grofie und hat fiir den Fall der parallel angestrémten ebenen Platte
(vgl. Abbildung 2.4) den Wert Re, = 5 - 10°. Daraus folgt

e = Reo— . (2.12)
Uoo
Als gute Néherung fiir die Dicke der Strémungsgrenzschicht im laminaren Bereich hat sich

die Formel
vx 5%

ou(z) =5/— =

u(®) Uso vRey,
erwiesen [2.3, 2.4, 2.6]. Sie zeigt, dass d,(z) mit steigenden Werten v und = zunimmt und
mit steigenden Werten 1, abnimmt.

Als weitere wichtige dimensionslose Kennzahl wird die Prandtl-Zahl

(2.13)

14
Pr=— 2.14
=2, (214)

verwendet. Sie ist eine rein stoffabhangige Groéfle und setzt den Impulstransport durch
viskose Reibung ins Verhéltnis zur Warmeleitung durch das Temperaturfeld. Sie hat daher
auch einen direkten Einfluss auf die Grenzschichtdicken im laminaren Bereich. Dieser
FEinfluss kann durch

6u(z) = dp(x)VPr (2.15)

beschrieben werden [2.3, 2.4, 2.6]. Fiir Pr = 1 (haufig bei Gasen und Dampfen) gilt folglich
du(z) = op(z). Pr < 1 (0u(x) < dp(x)) tritt bei fliissigen Metallen auf und Pr > 1
(0y(z) > d7(x)) bei vielen anderen Fliissigkeiten.

Die Gleichungen (2.13) und (2.15) zeigen, dass die Dicke d7(z) der thermischen Grenz-
schicht nicht von den Randwerten Tp und 7T, abhingt. Es kann gezeigt werden, dass
Gleiches fiir die Form des Temperaturprofils T'(z, y) gilt, so dass die Grenzschichtgleichun-
gen Ublicherweise fiir die normierte Temperatur

T T(:Ca y) B Too

T(z,y) = T T. (2.16)

gelést werden und T'(z,y) fiir beliebige Werte Tp und Ty, giiltig ist. Einsetzen von (2.16)
in (2.10) liefert daher

oT (z,y)

fo =AY

o |y:0(TP —Ty) (2.17)

—&
mit dem lokalen Warmeiibergangskoeffizienten a,, d.h. die lokale Wéarmestromdichte
ist proportional zur Temperaturdifferenz Tp — T,,. Diese Proportionalitit ist charak-
teristisch fiir Warmeiibertragung durch Konvektion und wird daher bei vereinfachten
Modellierungsanséitzen haufig direkt verwendet.

Bemerkung 2.1. Der menschliche Korper niitzt die in (2.17) dargestellte Propor-
tionalitdt zur Temperaturregelung. Soll der Korper gekiihlt werden, so werden die
oberflichennahen Blutgefifie erweitert, es flieft mehr Blut durch diese Blutgeféifle
und die Oberflichentemperatur des Korpers ist, so wie der kithlende Wairmestrom
nach auflen, hoher. Soll der Warmeverlust nach auflen gemindert werden, wird die
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oberflachennahe Durchblutung durch Verengung der Blutgefifle reduziert.

Offensichtlich ist die Bestimmung des Wéarmeiibergangskoeffizienten «,, der von der
Waiérmeleitfahigkeit des Fluids und der Form der Temperaturverteilung im Fluid abhéngt,
eine zentrale Fragestellung. Um sie zu untersuchen, sind die Grenzschichtgleichungen zu
l6sen, wobei hier hdufig die Nuflelt-Zahl
. x 0T
T A
als weitere dimensionslose Kennzahl verwendet wird. Sie setzt die Wéarmestromdichte
an der Plattenoberfliche (vgl. (2.10) und (2.17)) in Beziehung zur Wéarmestromdichte
durch reine Warmeleitung im Fluid iiber die charakteristische Distanz x bei gleicher
Temperaturdifferenz Tp — T.,. Im Bereich der laminaren Plattengrenzschicht kann in
guter Naherung die semiempirische Formulierung

Nujgm,» = vV Rezp(Pr) (2.19a)

Nu, (2.18)

mit
v Pr

Bl 2.19b
PP = e T 1.973P10%7% 1 21 20P1)1/6 (2.19b)

gemif [2.3] verwendet werden. Ahnliche Ausdriicke fiir ¢(Pr) finden sich in [2.4, 2.6].

Turbulenter Bereich

Die Stromung wird im Bereich von z = . (Ubergangsbereich) instabil und schligt
in eine turbulente Stréomung um. In der als turbulente Schicht bezeichneten Region in
Abbildung 2.4a (auch Defektschicht genannt) ist die Bewegung der Fluidteilchen daher
3-dimensional, instationdr und scheinbar zuféllig (chaotisch). Es bilden sich ungeord-
nete Wellen und Wirbel, die sich auch wieder auflésen. Der Rand der Grenzschicht ist
iiblicherweise ausgefranst, so dass die Grenzschichtdicke

bu(x) = 0.372Re; /° (2.20)

[2.4, 2.6] eher einem zeitlichen Mittelwert als einem festen Maf entspricht. Ein Vergleich von
(2.13) und (2.20) zeigt, dass die Grenzschicht im turbulenten Bereich schneller wéchst als
im laminaren Bereich. Dies ldsst sich mit der durch Turbulenz verstarkten Durchmischung
erkliren. Gleichung (2.20) und die nachfolgenden Beziehungen gelten fiir Re. < Re, < 108.

In der Néahe der Plattenoberfliche wird die Bewegung der Fluidteilchen durch die Wand
behindert. In der sogenannten viskosen Unterschicht (vgl. Abbildung 2.4a) liegt daher etwa
eine Parallelstromung vor und der Warmetransport wird von herkémmlicher Warmeleitung
(Diffusion) dominiert. In der Wandschicht oberhalb der viskosen Unterschicht erfolgt ein
Ubergang zum turbulenten Stréomungsverhalten. Im Vergleich zur laminaren Strémung
kommt es bei turbulenten Stromungsverhéltnissen zu verstirktem Warmetransport durch
Stofftransport, d. h. die turbulenten Durchmischungsvorgénge begiinstigen und dominieren
letztlich das Wéarmeiibertragungsverhalten. Im turbulenten Bereich gilt folglich

du(z) = or(x) . (2.21)
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Fiir die Nuflelt-Zahl kann im Bereich 0.6 < Pr < 60 die empirische Formulierung

Ny = 0.0296Re/>V/Pr (2.22)

[2.3, 2.4, 2.6] verwendet werden.

Gemittelte GroBen

Aus den bisher angegebenen Formeln fiir die Nufielt-Zahl lasst sich mit Hilfe von (2.18)
die lokale Warmestromdichte ¢, berechnen. Praktisch sehr relevant sind auch noch die
iiber die Plattenlange L gemittelte Warmestromdichte

N 1 [k
g = —/ Gz dx = —/ a, dz(Tp — To) = a(Tp — Two) (2.23)
L Jo L Jo
sowie die unter Verwendung von (2.19) und (2.22) berechnete mittlere NuBelt-Zahl
L alL
N - =
B U/ ) N

_ [2VRepp(Pr) wenn L < z,

B {2\/Rec¢(Pr) +0.0370(Re)’® — Re/5) ¢/Pr  sonst (2.24)

2Nwgm,L wenn L < x,

{2Nulam,:cc + %(Nutur,L - Nutur,xc) sonst

Aufgabe 2.3. Rechnen Sie die Beziehung (2.24) nach.

Die hier gezeigte Vorgangsweise zur Berechnung der Warmeiibertragung durch erzwunge-
ne Konvektion an einer horizontalen Platte kann in &hnlicher Weise fiir andere Geometrien
durchgefiihrt werden, z. B. fiir Rohrstréomungen, querangestromte Kreiszylinder, Gruppen
von Rohren und Objekte mit Rippen. Es sind dann andere charakteristische Léngen
L, andere kritische Reynolds-Zahlen Re. und andere Formeln fiir die Nuflelt-Zahl (vgl.
(2.19) und (2.22)) zu verwenden. Diese Werte und Formeln kénnen z. B. den Fachbiichern
[2.3-2.5, 2.10-2.17] entnommen werden.

Bemerkung 2.2. Abschlieflend sei noch erwahnt, dass erzwungene Konvektion nicht
immer an der Oberfliche von Festkoérpern auftreten muss. Sie ist auch an Oberfla-
chen von Fliissigkeiten moglich. In vielen Féllen ist es aufgrund von Dichte- und
Viskositatsunterschieden zweier Fluide gerechtfertigt, das eine Fluid als ruhend zu
betrachten. Ein Beispiel einer solchen Situation ist ein leichter Wind, der iiber die
ruhende Wasseroberflache streicht.

2.2.2 Freie Konvektion

Freie Konvektion tritt in Fluiden an der Oberfliche von anderen Korpern auf, wenn die
Stréomung durch temperaturbedingte lokale Dichteunterschiede (Auftrieb) und ohne eine
dufere Einwirkung hervorgerufen wird. Die Berechnung freier Konvektion erfolgt metho-
disch dhnlich wie bei der erzwungenen Konvektion, d.h. mit Hilfe von dimensionslosen
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Kennzahlen (siehe Abschnitt 2.2.1), allerdings tibernimmt die Grashof-Zahl Gr, (Ver-
haltnis von Auftriebs- zu Zahigkeitskriften) die Rolle einer quadratischen Reynolds-Zahl
Re? (vgl. (2.11)). Die Nufielt-Zahl Nu, ist daher eine Funktion der Grashof-Zahl Gr, und
der Prandtl-Zahl Pr. Die auftretende Stromung ist laminar, wenn fiir die Rayleigh-Zahl
Ra, = Gr,Pr < Ra, gilt und turbulent, wenn Ra, > Ra.. Fiir den Fall einer ebenen
vertikalen Platte hat die kritische Rayleigh-Zahl den Wert Ra,. = 10°. Auf eine eingehende
Diskussion und Berechnung der Gréflen Gr,, Ra, und Nu, wird hier verzichtet. Diese
Inhalte konnen z. B. in [2.3, 2.4, 2.6, 2.10, 2.13, 2.16, 2.18] nachgelesen werden.

2.2.3 Warmeleitung

Wiérmeleitung tritt auch an den Kontaktflichen zwischen Festkorpern auf (vgl. Abbildung
2.5). Dort héngt das Wérmeleitvermogen von folgenden Faktoren ab [2.4]:

o Beschaffenheit (Rauhigkeit) der sich bertihrenden Oberflichen

e Fliachenpressung zwischen den sich beriihrenden Oberflichen

allfallige (punktweise) Verschweifungen zwischen den sich beriihrenden Oberflichen

e Fluid, das kleine Hohlraume zwischen den sich bertihrenden Oberflichen fiillt

T
—Ty
x
A B
q

Abbildung 2.5: Warmeleitung an der Kontaktfliche zweier Festkérper A und B.

Das Warmeleitverhalten an solchen Kontaktstellen entspricht im einfachsten Fall dem Fou-
rierschen Wirmeleitgesetz (vgl. (2.1)), d.h. die Warmestromdichte ist linear proportional
der Differenz der beiden Oberflichentemperaturen. Dies kann fiir zwei Kontaktoberflichen
A und B mit den Temperaturen T4 und T mit Hilfe eines Warmetibergangskoeffizienten
« in der Form

q¢=a(Ta—Ts) (2.25)

modelliert werden. Fiir ideale Kontaktbedingungen gilt o — co und Ty = T5.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.2 Randbedingungen Seite 147

Beispiel 2.1 (Randbedingungen bei beheiztem Rohr). In einem Rohr mit dem In-
nendurchmesser d, dem AuBendurchmesser D und der Warmeleitfahigkeit A\ (siehe
Abbildung 2.6) wird ein durchstréomendes Fluid mit der iiber den betrachteten
Querschnitt homogenen Temperatur T(t) erwdrmt. Zu diesem Zweck ist das Rohr
vollflachig mit einer Heizmatte umhiillt, welche die auf die Rohrlinge bezogene Heiz-
leistung P°(t) in W/m einbringt. Die unbekannte Temperatur 7},(t) der Heizmatte
sei homogen verteilt. Thre Dicke und Wérmekapazitit sei vernachliassigbar klein. An
die umgebende Luft mit der festen Temperature T, wird durch freie Konvektion
(Wérmeiibergangskoeffizient a,) Warme abgegeben. Der Warmeiibergangskoeffizient
fiir die Warmeleitung an der Kontaktfliche zwischen Heizmatte und Rohr sei as.
Der Warmetibergangskoeffizient fiir die erswungene Konvektion zwischen Rohrin-
nenwand und Fluid sei o;. Es wird angenommen, dass der Rohrinnendurchmesser d
sehr viel grofer ist als die Grenzschichtdicken der Konvektion im Rohrinneren. Es
ist von rotationssymmetrischen Verhéltnissen auszugehen und die Wéarmestrahlung
sei vernachlassigbar. Es sind die zur Berechnung des transienten Temperaturfeldes
T'(r,t) im Rohr benétigten Randbedingungen dritter Art (siehe (2.1) und (2.9¢)) in
Abhéangigkeit der Randwerte T'(d/2,t), aTa(:’t) T(D/2,t) und 6T8(:’t)
formulieren.

’r:D/Z Zu

|r:d/2’

Qoo Heizmatte, T} (t)

2 Rohr, T'(r,t), A

Fluid, T (t)

Luft, T

Abbildung 2.6: Beheiztes Rohr.

An der inneren Rohroberflache r = d/2 gilt

aT(r, 1)

)\87“

oy = ~(4/2:8) = a(T(d/2,6) = Ty(1)) -

An der dufleren Rohroberfliche r = D /2 gilt

oT(r,t)
or

A = —4(D/2,t) = ax(Tn(t) = T(D/2,1)) .

r=D/2 N

Die unbekannte Temperatur 7}, (¢) kann aus der Leistungsbilanz

Po(t) = D7 (oo (Th(t) — Too) + a2(Th(t) — T(D/2,1)))
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der Heizmatte berechnet werden. Daraus folgt schlieflich

aa(T(D/2,t) — Too) — 22220

oo DT
o2
1—+-%O

Q(D/27t) =

2.2.4 Warmestrahlung

Im Folgenden wird eine kurze Einfiihrung in die Warmestrahlung zwischen Festkérpern
im Vakuum gegeben. Damit ist auch der Fall von Fluiden die Warmestrahlung weder
absorbieren noch emittieren (transparente Fluide) abgedeckt. Um die Berechnungen
einfach zu halten, sollen ausschliellich graue, diffuse Strahler beriicksichtigt werden. Was
darunter zu verstehen ist, wird im Folgenden diskutiert. Fiir die hier nicht dargestellten
Wirmestrahlungsfille (absorbierende und emittierende Fluide, nicht-graue Strahler, nicht-
diffuse Strahler) wird auf Fachbiicher wie z. B. [2.3, 2.4, 2.16, 2.19, 2.20] verwiesen.

Damit gasférmige Fluide Warmestrahlung absorbieren und emittieren kénnen, miissen
sie Festkorperpartikel enthalten (z. B. Staub) oder Molekiile, die in asymmetrischen Moden
schwingen konnen [2.5], wie etwa COg, HoO, O3, CH4 und NOy. Gase mit ausschliefflich
einatomigen oder symmetrischen zweiatomigen Molekiilen (z.B. Ng, O2 und Hs) besitzen
nur symmetrische Schwingungsmoden und sind praktisch transparent. Auch auf Luft
trifft dies bei moderaten Temperaturen und Strahlungslingen im Bereich weniger Meter
ndherungsweise zu.

Thermische Strahlung hingt wesentlich von den Temperaturen und Eigenschaften der
beteiligten Oberflichen, den auftretenden Wellenldngen und der Raumrichtung ab. Ein
diffuser Strahler liegt vor, wenn er in alle Raumrichtungen gleichméfig abstrahlt, wie dies
eine ideal matte Oberfliche tut [2.3, 2.4, 2.19, 2.20]. Mit der Beschrankung auf diffuse
Strahler kann nachfolgend eine Beriicksichtigung der Raumrichtung entfallen.

Spektrale Ein- und Ausstrahlung

Fiir ein thermisch ausstrahlendes infinitesimales Oberflachenstiick d.A mit der Absolut-
temperatur 1" sei zunédchst die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung E)(A,T) in
W /m3 bei der Wellenléinge A definiert. Damit emittiert das Oberflichenstiick d.A im Wel-
lenldngenbereich [A, A + d)\] die Gesamtleistung E (A, T) dAdA in den dartiberliegenden
Halbraum (Hemisphére). Max Planck fand heraus, dass die emittierte spektrale spezifische
Ausstrahlung von schwarzen Koérpern durch (Plancksches Strahlungsgesetz)

2mhc3

Exp(A\T) = )\E’(e%Tl)

(2.26)

mit der Planckschen Konstanten h = (6.626 068 96 + 0.000 000 33)10734 J s, der Lichtge-
schwindigkeit ¢, = 299792458 m/s und der Boltzmann Konstanten £ = (1.3806504 +
0.0000024)1072% J/K beschrieben werden kann [2.3, 2.19, 2.20]. Ein schwarzer Korper
emittiert Strahlung mit einem ausschliefllich von der Temperatur abhéngigen Spektrum
und absorbiert auftreffende thermische Strahlung vollstdndig (keine Spiegelung, Streuung
oder Transmission). Insbesondere ist das Spektrum der emittierten Strahlung unabhéngig

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.2 Randbedingungen Seite 149

von den Materialeigenschaften. Ein schwarzer Koérper hat bei allen Wellenldngen das
grofftmogliche Emissions- und Absorptionsvermdgen, d. h. keine andere Oberfliche kann
mehr Warmestrahlung absorbieren oder bei gleicher Temperatur emittieren.

= 2200
=

2

m

— [\]

Qo )

jan} )

S (@)
T T

Emittierte spektrale Ausstrahlung Ey;, (W/(

% 5 0 15
Wellenlédnge A (pm)

Abbildung 2.7: Emittierte spektrale Ausstrahlung von schwarzen Kérpern.

Abbildung 2.7 zeigt die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung geméfl dem Planck-
schen Strahlungsgesetz (2.26). Das Maximum der Ausstrahlung tritt jeweils bei der
Wellenlénge

~0.002897 768 m K
B T

auf. Diese Gleichung ist als Wiensches Verschiebungsgesetz bekannt und die dadurch
beschriebene Linie ist in Abbildung 2.7 strichliert dargestellt.

(2.27)

Aufgabe 2.4 (Wiensches Verschiebungsgesetz). Beweisen Sie das Wiensche Verschie-
bungsgesetz (2.27) basierend auf (2.26).

Um das Emissions- und Absorptionsvermégen von nicht-schwarzen Koérpern zu beschrei-
ben, werden dimensionslose Proportionalitidtsfaktoren verwendet. Die spektrale Emissivitdt

(A T) = m e [0,1] (2.28)

vergleicht die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung einer Oberfléche mit jener
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eines schwarzen Korpers bei gleicher Temperatur 7. Folglich gilt

2mhc3

Ex(AT) = ex(\T)— e 0
)\5<eW — 1)

(2.29)

und fiir einen schwarzen Strahler e)(\,T") = 1.

Auftreffende Einstrahlung G ()

W Reflektierter Anteil G ,.(\)
Semitransparentes \\—y, Absorbierter Anteil G 4())

Material
\\‘ Transmittierter Anteil G ()

Abbildung 2.8: Absorption, Reflexion und Transmission der auf einen semitransparenten
Korper auftreffenden Einstrahlung.

Es sei G\(\) die auf ein infinitesimales Flachenstiick d.4 auftreffende spektrale spezifische
Einstrahlung in W/m? im Wellenldngenbereich [\, A 4+ d\]. D. h. fiir diesen Wellenléingen-
bereich ist G(A) dAdA die auftreffende Gesamtwérmestrahlungsleistung. Natiirlich hingt
das Spektrum der auftreffenden Warmestrahlung von den Temperaturen der sie verursa-
chenden Strahlungsquellen ab. Von der auf einen semitransparenten Korper auftreffenden
spektralen Einstrahlung Gx(\) wird der Anteil G ,(\) absorbiert, der Anteil G ,())
wird reflektiert und der Anteil Gy ¢(\) strahlt ungehindert durch den Kérper durch (vgl.
Abbildung 2.8). Damit lassen sich der spektrale Absorptionsgrad

Gaa(N)
A)=—= 0,1 2.30
Oé)\( ) G)\()\) E[ ) ]a ( a)
der spektrale Reflexionsgrad
o) = 22 ¢ o 1) (2.30b)
GA(N)
und der spektrale Transmissionsgrad
Gat(N)
AN =—= 1 2.30
n() =G5 e (2:300)

definieren [2.4]. Aufgrund der Energieerhaltung gilt natiirlich

GA(N) = Gra(A) + Grr(A) + Gry(N) (2.31a)
L=ax(A) +pa(A) + a(A) - (2.31D)

Tabelle 2.1 fasst einige der zur spektralen Beschreibung von thermischer Strahlung bené-
tigten Groflen zusammen.
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Tabelle 2.1: Wichtige Groéflen zur spektralen Beschreibung thermischer Strahlung.

Variable Beschreibung Einheit
o Lichtgeschwindigkeit m/s
E\(A\,T) emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung W /m?
Exs(\T) (;{Il;i‘;céizce spektrale spezifische Ausstrahlung von schwarzen W /m?
GA(N) spektrale spezifische Einstrahlung W /m?
Gra(A)  absorbierter Anteil von G () W /m3
Gxr(A)  reflektierter Anteil von G () W /m?3
Gr+(\)  transmittierter Anteil von G\(\) W /m3
h Plancksche Konstante Js
k Boltzmann Konstante J/K
T Oberflachentemperatur K
ax(A) spektraler Absorptionsgrad -
ex(A\,T)  spektrale Emissivitét -
A Wellenlénge m

px(N) spektraler Reflexionsgrad -

(
A (A) spektraler Transmissionsgrad -

Wie Gustav Robert Kirchhoff im Jahr 1859 feststellte, miissen an fiir Warmestrahlung
undurchsichtigen Oberflachen, die sich mit ihrer Umgebung im vollstdndigen thermischen
Gleichgewicht befinden (d.h. die gleiche Temperatur 7' aufweisen), die emittierte und
absorbierte Strahlung iibereinstimmen. Dies gilt auch fiir einzelne Bereiche des Spektrums,
d.h. Ex(A\,T) = ex(A,T)Ex (N, T) = Gy o(A) = ax(A)GA(X), woraus die gelegentlich als
Kirchhoffsches Gesetz bezeichnete Beziehung

E)\()\, T) = a,\(A) (2.32)

folgt. Detaillierte Herleitungen und Erklarungen finden sich z. B. in [2.3, 2.4, 2.19, 2.20].
Obwohl (2.32) streng nur gilt, wenn alle beteiligten Oberflachen die gleiche Temperatur
T haben, wird diese Beziehung auch fiir moderate Abweichungen von diesem Gleichge-
wichtszustand verwendet. Nicht mehr giiltig ist sie fiir Strahlungssituationen bei denen
die Temperaturen der beteiligten Oberflachen sich um mehrere 100 K unterscheiden. Im
Folgenden wird die Giiltigkeit von (2.32) vorausgesetzt.
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Totale Ein- und Ausstrahlung

Integration der emittierten spektralen spezifischen Ausstrahlung iiber das gesamte Spek-
trum liefert die emittierte totale Ausstrahlung

E(T) = /0 T BV T)d) = /0 T e AL T)Ery(A,T) dA (2.33)

und fiir den Spezialfall eines schwarzen Strahlers das Stefan-Boltzmann Gesetz

2
/ Exp(\T)d = _amhey o (2.34)
0 )5 (e T — 1>
. 2 71'5]{54 -8 21-4
mit der Stefan-Boltzmann Konstante o = T = (5.6704 £ 0.00004)107° W /(m“K*).
€
Damit lasst sich die totale Emissivitat
E(T)

berechnen. Sie héngt ausschliellich von der Temperatur 7" und den Eigenschaften der
emittierenden Oberflache ab.
In dhnlicher Weise erhélt man die totale Einstrahlung

G = / Cr(N) A\ = Gy + Gy + Gy (2.36)
0
mit ihren Komponenten
G = / GV AN Vie {art) (2.37)
0

fiir den absorbierten, reflektierten und transmittierten Anteil. Fiir den totalen Absorptions-,
Reflexions- und Transmissionsgrad folgt
G Gy

G N
OC—E, p—E, T—G. (238)

Natiirlich gilt auch hier wieder
l=a+p+r71. (2.39)

Im Gegensatz zu ¢(T) hdngen «, p und 7 damit nicht nur von der betrachteten Oberflache
selbst, sondern auch vom Spektrum der auftreffenden Strahlung und damit der Temperatur
und den Oberflicheneigenschaften der jeweiligen Strahlungsquelle ab. Tabelle 2.2 fasst
weitere zur Beschreibung der totalen Ein- und Ausstrahlung benétigte Groflen zusammen.

Man beachte, dass aus dem Kirchhoffschen Gesetz (2.32) im Allgemeinen nicht die
Beziehung ¢(T') = « folgt, da

fooo 6)\()\, T)E)\7b()\, T) dA
Jo° Exp(A\,T) dA

fooo OQ()\)G)\(A) dA _
JoT GA(A) dA

Aus (2.40) erkennt man aber, dass €(T") = « gilt, wenn die Faktoren (A, 7") und a ()
nicht von A abhéngen. Graue Strahler haben diese besondere Eigenschaft, d. h. die Faktoren

e(T) =

- (2.40)
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Tabelle 2.2: Weitere wichtige Groflen zur Beschreibung thermischer Strahlung.

Variable Beschreibung Einheit
E(T) emittierte totale Ausstrahlung W /m?
Ey(T)  emittierte totale Ausstrahlung von schwarzen Korpern W /m?

G totale Einstrahlung W /m?

Ga absorbierter Anteil von G W /m?

G, reflektierter Anteil von G W /m?

Gy transmittierter Anteil von G W /m?

Q totaler Absorptionsgrad -
e(T) totale Emissivitat -

) totaler Reflexionsgrad -

T totaler Transmissionsgrad -

o Stefan-Boltzmann Konstante W/(m?K*)

ex(\,T) =e(T), an(A) = a, pa(A) = p und 7)(A) = 7 sind unabhéngig von A [2.4]. Damit
ist das von einem grauen Strahler emittierte Spektrum proportional zu dem eines schwarzen
Strahlers mit der gleichen Temperatur 7T'. Im Folgenden werden nur noch graue Strahler
betrachtet. Ein spezieller grauer Strahler ist der schwarze Strahler, der aufgrund von
ex(A\,T) =1, die Werte ay(A) =1, pa(A) = 0 und 7, (A) = 0 aufweisen muss. An dieser
Stelle sei nochmals erwéhnt, dass (T) = « streng nur dann gilt, wenn die Quelle der
auftreffenden Einstrahlung ebenfalls die Oberflichentemperatur 7" hat (siehe Giiltigkeit
von (2.32)).

Netto-Strahlungsmethode

Bislang wurden einige Grundlagen zur Warmestrahlung an einer Oberfliche diskutiert.
Fiir Warmetibertragungsprobleme interessant ist der Warmeaustausch durch thermische
Strahlung zwischen zwei oder mehreren Kérpern mit bekannten Oberflichentemperaturen.
Fiir die Bestimmung dieses Warmeaustausches stehen mehrere Verfahren zur Verfiigung,
z. B. die Netto-Strahlungsmethode [2.3, 2.4, 2.16, 2.17], die Zonen-Methode [2.19-2.21],
die Monte-Carlo Methode [2.19, 2.20] und die Methode der diskreten Ordinaten [2.19]. Im
Folgenden wird die Netto-Strahlungsmethode kurz fiir graue, diffuse Strahler skizziert.
Der Einfachheit halber werden ausschliefilich intransparente Koérper betrachtet, d. h. es
gilt 7 =0 und € = a = 1 — p; die Theorie lasst sich aber einfach auf semitransparente
Korper erweitern.

Abbildung 2.9 zeigt zwei strahlende Oberflichen A; und A; mit jeweils homogen
verteilten Oberflichentemperaturen 7; und 7j. Es sei nun G; die auf A; auftreffende totale
Einstrahlung in W/m? und J; die von 4; (gleichmiBig) abgehende totale Ausstrahlung
in W/m?. Da J; also neben der von A; emittierten Ausstrahlung 61-0TZ-4 den reflektierten
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Abbildung 2.9: Strahlungsaustausch zwischen zwei Flichen.

Anteil von G; beinhaltet, gilt
J; = €¢UTZ~4 + piG; = EZ'UTi4 +(1—¢)G; . (2.41)

Es sei nun Fj;J; jener Anteil von J;, der auf A; auftrifft. Die noch zu bestimmende dimen-
sionslose Zahl Fj; € [0,1] wird Sichtfaktor genannt und héngt ausschliefllich von der Form
und der relativen Position der Flichen A; und A; (sowie allfilliger dazwischen befindlicher
Hindernisse) ab. Die von einem infinitesimalen Flachenelement d.A; insgesamt abgegebene
Strahlungsenergie betragt d.A;.J; in W. Die von einem infinitesimalen Flachenelement d.A;
in eine durch den Strahl s;; (siehe Abbildung 2.9) definierte Raumrichtung abgegebene

Strahlungsenergie betragt

A4, cos(6;)

(2.42)
in W /sr. Hierbei ist 6; der Winkel zwischen s;; und der Flichennormalen auf d.A;.

Bemerkung 2.3. Wird (2.42) im gesamten iiber d.A; liegenden Halbraum (mit dem
Raumwinkel ) = 27sr, siehe Abbildung 2.10) integriert, so erhélt man, wie es sein
muss,

dAJ, cos(6;)

27sr

2 /2 0.
dQ = dA; J; / / ©05(04) cin(0:) Ao dg = d A, J; |
v a0

Dies erklart auch die Notwendigkeit des Normierungsfaktors 1/7 in (2.42).

Abbildung 2.10: Halbraum iiber d.A4;.
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Aus Sicht von dA; betrégt der von einem in der Entfernung s;; gelegenen infinitesimalen
Flachenelement dA; eingenommene Raumwinkel cos(6;) dA;/ S?j. Folglich trifft von der
gesamten von d.A; abgehenden Strahlungsenergie d.A;J; der infinitesimale Anteil

0; 0;)dA,;
aA, g, 2500) cos( 32) A (2.43)

am infinitesimalen Flichenelement d.4; auf. Integration von (2.43) tiber die beiden Fli-
chenstiicke A; und A; liefert

0; 0,
Ji / / cos(00) €os03) 4 4, a4, | (2.44)

A JA; TSij
Das ist jene gesamte Strahlungsenergie Fj;A;J;, die von A; abgeht und auf A; auftrifft.
Setzt man sie ins Verhéltnis zur gesamten von A; abgehenden Strahlungsenergie A;J;, so
ergibt sich die Definitionsgleichung

1 0; 0;

Fi=o [ [ c0s(0:) <0s(05) 4 4, a4, . (2.45)

fiir Sichtfaktoren. Aus ihr folgt unmittelbar die als Reziprozititsgesetz bekannte Bezie-
hung

AiFij = Aiji o (246)

Sie kann bei der Berechnung von Sichtfaktoren niitzlich sein. Da fiir viele geometrische
Falle exakte Losungsformeln fiir F;; existieren (siehe z. B. [2.19, 2.20, 2.22]), entféllt hiufig
die Berechnung des Mehrfachintegrals in (2.45).

Abbildung 2.11: Schnitt durch einen geschlossenen Strahlungsraum.

Wie in Abbildung 2.11 angedeutet, bestehe ein geschlossener Strahlungsraum aus N
Teilstiicken mit den Oberflichen A; (i = 1,...,N) und den zugehoérigen homogenen
Oberflaichentemperaturen 7;. Eine Bilanz der von der Fliche A; abgehenden totalen
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Ausstrahlung liefert
N

Ji=> FylJ; (2.47)
j=1

und daher die als Summationsregel bekannte Beziehung
N
1=)"F; Vie{lL2,...,N}. (2.48)
j=1

Mit dem Reziprozititsgesetz (2.46) und der Summationsregel (2.48) wurden bereits zwei
Formeln gefunden, die zur effizienten Berechnung von Sichtfaktoren ausgeniitzt werden
konnen. Weitere Vereinfachungen ergeben sich haufig, da fiir ebene Fldchen und konvexe
Korper Fj; = 0 gilt. Auflerdem lassen sich Sichtfaktoren addieren und subtrahieren.

Aufgabe 2.5 (Zusammenfassen von Fliachen). Zeigen Sie, dass wenn zwei Flachen
A;, und A;, zu einer Fliche A; = A;, + A;, zusammengefasst werden, basierend
auf (245) AzE; = Ail-Filj + AZ'QFin fir j 75 il, j 75 ’iQ undj 75 1 sowie AlF” =
Ai1 (Fi1i1 + Fili2) + Ai2 (Fi2i1 + Fi2i2) gilt.

Aus dieser Eigenschaft lassen sich einfach Regeln fiir die Subtraktion von Fldchen ablei-
ten. Eine Bilanz der auf die Flache A; auftreffenden Strahlungsenergie liefert gemeinsam
mit dem Reziprozitétsgesetz (2.46)

N N
AjGy = AiJiF; =) AjJiFy (2.49)

i=1 =1

und daher unter Verwendung von (2.41)

N N
Gj =) FjiJi= ) FieioT{ + (1 - )Gi) . (2.50)
i=1 i=1
Nun sei
Gi = Ji — Gi = &i(oT} = Gy) (2.51)

die Nettowdrmestromdichte die die Oberfliche A; verlasst (vgl. Abbildung 2.11). An
dieser Stelle ist es gilinstig auf Matrixschreibweise mit ¢ = [¢i]i=1,... N, € = [€ili=1,...N,
’I‘4 = [1}4]1':17.”7]\[, G = [Gi]izl,...,N und F = [Fij]izl,...,N,j:l,...,N zu wechseln. Aus (2.50)
und (2.51) folgen damit direkt die von den Oberflachen austretenden Nettowdrmestrom-

dichten
4= (E—F)(E - (E — diag{e})F) ' diag{e}oT* 2.5)
= diag{e}(E — F(E — diag{e})) ' (E — F)o'T* '

zufolge von thermischer Strahlung. Tabelle 2.3 gibt eine Ubersicht iiber die wichtigsten in
der Netto-Strahlungsmethode verwendeten Groflen.
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Tabelle 2.3: Wichtige in der Netto-Strahlungsmethode verwendete Grofen.

Variable Beschreibung Einheit
A; Oberflache m?
F; Sichtfaktor zwischen A; und A; bezogen auf A; -
G; totale Einstrahlung auf die Fliche A; W /m?
Ji totale Ausstrahlung der Fliache A; W /m?
i Nettowarmestromdichte welche A; verlisst W/ m?
Sij Lénge eines Strahls zwischen d4; und d.A4; m
T; Oberflichentemperatur von A; K
€ totale Emissivitat der Flache A; -

Pi totaler Reflexionsgrad der Fliache A; -
0; Winkel zwischen s;; und der Normalen auf d.A; rad
Raumwinkel ST

Aufgabe 2.6 (Warmestromdichten zufolge von thermischer Strahlung). Berechnen Sie
ausgehend von (2.50) und (2.51) beide in (2.52) dargestellen Ergebnisse.

Aufgabe 2.7 (Warmestrahlung zwischen parallelen unendlich ausgedehnten Platten).
Die beiden in Abbildung 2.12 skizzierten, durch Vakuum getrennten, unendlich
ausgedehnten, ebenen, parallelen Platten haben die festen Temperaturen 77 und T5.
Die Oberflachen sind graue, diffuse Strahler, haben die Emissivitdten €; und €5 und

tauschen mittels thermischer Strahlung Energie aus.
N

oy T2 €2

q'1$ Ty, &1
Z

Abbildung 2.12: Unendlich ausgedehnte parallele Platten.

a) Begriinden Sie formal warum hier fiir die Sichtfaktoren

0 1
F = L 0] (2.53)

gilt.

b) Berechnen Sie die Warmestromdichte ¢; = —¢o.
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Lésung von Aufgabe 2.7.
b)

j 1 —1] |7}
I . - ' (2.54)
42 g1 té2—éeaie2 |1 1] |15

Beispiel 2.2 (Rohrreaktor mit Warmeverlust durch Mantel). Abbildung 2.13 zeigt den
Querschnitt eines Rohrreaktors der durch eine Vakuumschicht isoliert ist. Aufgrund
der im Innenrohr ablaufenden exothermen chemischen Reaktion wird stationar der
auf die Rohrlédnge bezogene Wérmestrom ¢° in W/m von der Reaktionskammer
gleichméfig an den Rohrmantel abgegeben. Alle Oberflichen sind graue, diffuse
Strahler. Das Innenrohr mit dem Durchmesser d hat die Emissivitat 1. Das Au-
Benrohr mit dem Durchmesser D hat beidseitig die Emissivitit 5. Es gibt durch
Konvektion (Wéarmeiibergangskoeffizient o) Warme an die umgebende Luft mit der
festen Temperatur T, ab. Zusétzlich geht Warme iiber thermische Strahlung an
die umgebenden Oberflachen, welche im Mittel ebenfalls die feste Temperatur T
besitzen, verloren. Die Rohrwénde seien vernachlassigbar diinn. Fiir die Berechnung
der thermischen Strahlung sei der Reaktor im Vergleich zu den ihn umgebenden
Oberfldchen vernachléssighar klein.

Reaktionskammer

Luft, T

Abbildung 2.13: Rohrreaktor mit Warmeverlust durch Mantel.
a) Wie grof darf ¢° maximal sein, damit das Auflenrohr die bei Beriihrung durch
Menschen ungefahrliche Temperatur 75 4, nicht tiberschreitet?

Da das innere Rohr von auflen gesehen ein konvexer Korper ist, gilt fiir den Sichtfaktor
F11 = 0 und aus der Summationsregel (2.48) folgt

Fii+Fo=Fo=1. (2.55)

Mit dem Reziprozitatsgesetz (2.46) und der Rohrldnge [ erhilt man

A1F12 = ldﬂ'Flg = A2F21 = lDT('FQl (256)
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und damit J
Fy = D (2.57)

Der Sichtfaktor Fyy ldsst sich wiederum iiber die Summationsregel (2.48) Fo1+ Fay = 1
zu

d
Foo=1— D (2.58)
bestimmen. Mit der Sichtfaktormatrix
0 1
F=|4g . d (2.59)
D D

errechnen sich die Nettowdrmestromdichten nach (2.52) in der Form

-1
(h o 1 -1 1 —(1 —61) - €1 0 T14
L??] - l_g %] [_(1 — 82)% 1—(1- Eg)(l — g)] [0 52] [Tél] (2.60)
E— -

—— N
(E—diag{c})F diagle} T4

j 1 1| |1t

) e I A (2.61)

g2 eot+e(l-e)p5 -5 5l
Im stationdren Fall muss die von der Reaktionskammer an den inneren Rohrmantel
abgegebene Wirmestromdichte ¢°/(dr) gleich der Nettowadrmestromdichte ¢; sein
und die vom &ufleren Rohrmantel an die Umgebung abgegebene Warmestromdichte

zufolge Konvektion und Strahlung muss gleich der Nettowdrmestromdichte —¢o sein,
d. h.

F

bzw.

=g und Ty - Too) + 20 (T8 = TL) = G . (2.62)

oo
Da gemafl (2.61) gilt ¢y = —%q’l, folgt aus (2.62) unmittelbar die Beziehung

¢° = Dr(a(Ty — Too) + £20 (T3 — Tt )) (2.63)
und daher muss der auf die Rohrlédnge bezogene Wéarmestrom ¢° die Ungleichung
¢° < D (a(Tomax — Too) + €20 (T a — Tt )) (2.64)

einhalten, damit die Temperatur 75 am &dufleren Rohrmantel den Wert 75 . nicht
iibersteigt.

b) Welche Temperatur T} stellt sich am Innenrohr ein, wenn der Reaktor bei der
in Punkt a) berechneten Volllast betrieben wird?
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Aus der Stationaritdtsbeziehung ¢° = dng; (siehe (2.62)) lasst sich mit Hilfe von
(2.61) und (2.64) die zu T max zugehorige Temperatur des inneren Rohrs T max zu

1
1/ D 1 1
TLmaa: = <T24,max + ; (€1d + g - 1) (O‘(Tlmax - Too) + 052(T24,ma:r - Téo)))
(2.65)
berechnen.

Aufgabe 2.8. Eine mit SMD-Bausteinen bestiickte und Verzinnungspaste bestrichene
Leiterplatte soll in einem Reflow-Ofen verlétet werden. Die Konfiguration ist in
Abbildung 2.14 skizziert. Die Wéarme wird durch Konvektion und thermische Strahlung
auf die Leiterplatte iibertragen.

Reflow-Ofen
N
]
THa EH, (X
h TP7 Ep, @
| dl— - 1B, ep, o
7 7,

ar  Leiterplatte

Abbildung 2.14: Leiterplatte in einem Reflow-Ofen.

Die Oberfldche der Leiterplatte sei vernachléssigbar klein gegeniiber allen anderen
Oberflachen im Ofen. Der Boden des Ofens hat die bekannte feste Temperatur Tz
und die Emissivitit eg. Die Decke des Ofens wird mit geregelten Heizelementen auf
der konstanten Temperatur Ty gehalten und besitze die Emissivitét eg. Die Hohe h
des Ofens sei klein gegeniiber seinen sonstigen Abmessungen. Folglich kénnen Boden
und Decke als unendlich ausgedehnte, ebene parallele Platten betrachtet werden.
Fiir den konvektiven Wérmeiibergang zwischen Luft und allen Oberflichen im Ofen
gelte der Konvektionskoeffizient «.. Aufgrund der kleinen Abmessungen, kann davon
ausgegangen werden, dass das Luftvolumen keine Wéarmestrahlung absorbiert oder
emittiert. Die Leiterplatte habe die Dicke d < h, die Warmeleitfahigkeit A und die
Emissivitat ep. Alle Seitenflichen der Leiterplatte sowie die SMD-Bausteine konnen
fiir den Warmeaustausch mittels thermischer Strahlung und Konvektion vernachléssigt
werden. Der Wérmeiibergangskoeffizient an der Kontaktfliche zwischen Leiterplatte
und Boden sei ag. Die Temperatur der Luft im Ofen sei homogen verteilt.

Auf welche Temperatur Ty muss die Decke des Ofens geregelt werden, damit sich
an der oberen Oberfliche der Leiterplatte stationdr die erforderliche Lottemperatur
Tp einstellt? Es geniigt, die Bestimmungsgleichung fiir die unbekannte Temperatur
Ty anzugeben.
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Lésung von Aufgabe 2.8.

(1—€H)EB€P EHEP
(1—ep)ey +ep (1—epg)ep+en
Ty +T) T — T,
+Q(HB _TP> ) k) 4

Té — O‘EPTI%

TE+ o

d

aK A

Abbildung 2.15: Vereinfachung bei 2-dimensionaler Geometrie, a) prismatischer Strah-
lungsraum, b) Integration entlang einer Kontur.

Die bisherigen Ergebnisse kénnen direkt auch fiir 2-dimensionale Geometrien verwendet
werden. In diesem Fall vereinfacht sich die in (2.45) definierte Berechnung von Sichtfaktoren
erheblich. Die Annahme einer 2-dimensionalen Geometrie ist dann exakt erfiillt, wenn
es sich um einen prismatischen Strahlungsraum (vgl. Abbildung 2.15a) mit unendlicher
Langenausdehnung handelt. Die Flachen A; sind dann vollstdndig durch die zugehorigen
(nicht notwendigerweise geraden) Konturen mit den abgewickelten Léngen a; definiert.
Man kann zeigen, dass in solchen 2-dimensionalen Geometrien fiir den Sichtfaktor

// cos(6;) cos( )d daz—_/ sin(f;1) —sin(6;0)da;  (2.66)
ai Ja; ZSZJ

gilt. Die Winkel 6; o und 6; ;1 sind in Abbildung 2.15b definiert. In (2.66) kann das Integral
entlang der Kontur a; sehr haufig direkt analytisch berechnet werden. Ergebnisse fiir einige
Fille, wo eine analytische Berechnung leicht moglich ist, sind in Tabelle 2.4 angegeben.

Tabelle 2.4: Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien.

Fy = 22 (Vo2 + (@ + Lj)? + /v + (o — L)?

— U2 @+ Ly = Li)2 = yfy? + 22)
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Fij = 21Li(Li+\/y2+(~T—Li)2_ \/y2+w2>

Fz‘j:21Li(Lj+\/y2+$2—\/y2+(1’+LJ‘)2) o r=20 L

, L
1 2 2 Lii
Fiy = o—(Li+ Lj = \J1? + L2 — 2LiL; cos(6)) <p N

2L;

%
Vy? + 22 y% i

F.=1—
K12 y—{—m

Aufgabe 2.9 (Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien). Rechnen Sie die
in Tabelle 2.4 angegebenen Ergebnisse mit Hilfe von (2.66) nach.

as a2z

a) a“ b)

Abbildung 2.16: 2-dimensionaler geschlossener Strahlungsraum mit drei Flachen, a) Fla-
chen deren Sichtfaktor auf sich selbst Null ist, b) allgemeine Fléchen
mit drei zwischen ihren Beriihrpunkten im Inneren des Strahlungsraums
gespannten Schniiren.

Fiir die Berechnung von Sichtfaktoren fiir 2-dimensionale Geometrien steht dariiber
hinaus die sogenannte Crossed-Strings Methode [2.23] zur Verfiigung. Vorbereitend soll
dafiir zunéchst ein 2-dimensionaler geschlossener Strahlungsraum mit genau drei Flédchen,
deren Sichtfaktor auf sich selbst jeweils Null ist, betrachtet werden. Ein Beispiel dafiir ist in
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Abbildung 2.16a skizziert. In solchen Strahlungsrdumen gilt fiir die Sichtfaktoren

ay +az —asg

Flo= —~—— =2 "© 2.
12 Sar (2.67a)
a1 + as — az
Fjo= 2 2.67b
13 5a, (2.67b)
Fog = %jz_al , (2.67¢)

Fiir Flachen, deren Sichtfaktor auf sich selbst jeweils Null ist, gilt, dass sie ins Inne-
re des Strahlungsraums konvex sind oder eine andere Fliche flachig beriihren (siehe
Abbildung 2.16a).

Aufgabe 2.10. Leiten Sie die Beziehungen (2.67) her. Sie kénnen dazu z.B. die
Summationsregel (2.48), das Reziprozititsgesetz (2.46) und die Identitat Fy3 = Fay =
F33 = 0 beniitzen.

Fir allgemeine 2-dimensionale geschlossene Strahlungsrdume mit drei Konturen kénnen,
wie in Abbildung 2.16b angedeutet, im Inneren des Strahlungsraums drei Schniire (Englisch:
strings) zwischen den Endpunkten der Konturen gespannt werden. Diese drei Schniire
sind in Abbildung 2.16b rot dargestellt und haben die abgewickelten Lingen aj, a; und
as. Diese drei Schniire bilden wieder einen geschlossenen Strahlungsraum und deren
Sichtfaktor auf sich selbst ist jeweils Null. Folglich gilt geméafl (2.67) fiir ihre Sichtfaktoren

ai + a3z — ag

Fo=-1_2 3 2.68
12 2a; ( a)
a7 + as — as
Fo=-1_3 2 2.68b
i3 2a; ( )
Fp="2705"1 +2a;2_ “ (2.68¢)

Da ohne die Schnur a; genau die gleiche von der Schnur a7 abgehende Strahlungsenergie
auf der allgemeinen Kontur as auftrifft wie sie auf der Schnur a3 auftreffen wiirde, gilt

as
Fip = Fip = ;ini : (2.69)

wobei hier das Reziprozititsgesetz (2.46) verwendet wurde. Vollig analog kann die Identitét
F,7 = F51 begriindet werden. Daraus folgt schliellich

ai + as; — az

Fo = 2.70
12 %, ( a)
und analog fiir die tibrigen Sichtfaktoren
ai +az — as
Fg=-1%3 2 2.70b
= 8 (2.700)
as + az — ajg
Fpy=-23 "1 2.70
23 %as ( c)
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Abbildung 2.17: Anwendung der Crossed-Strings Methode, a) Situation ohne Hindernisse
b) Situation mit Hindernissen.

Im néchsten Schritt soll die zentrale Formel der Crossed-Strings Methode [2.23] fiir
Sichtfaktoren zwischen zwei beliebigen Konturen, deren Sichtfeld auch durch Hindernisse
eingeengt sein kann, hergeleitet werden. Man betrachtete dazu die 2-dimensionale Geo-
metrie in Abbildung 2.17 mit den Konturen a; und a;. Gesucht ist der Sichtfaktor Fj;.
Zwischen den Endpunkten von a; und a; werden im Inneren des Strahlungsraums Schniire
mit den abgewickelten Léngen a;, a;, ar, ar, arr und apr, gespannt. Unter Berticksichti-
gung von Fy; = 0 und der Formel (2.68) fiir Sichtfaktoren zwischen drei Fléchen, deren
Sichtfaktor auf sich selbst jeweils Null ist, lautet die Summationsregel fiir die Schnur a;

a; +ar — arr a; + AR — LR

1=Fy + Fy + Fip = 3o +Fyj+ 2 (2.71)
Daraus folgt mit dem Reziprozitatsgesetz (2.46)
a; arLr +arr —ar —ap
Fj; = ;;Fw - 3 . (2.72)

Da ohne die Schnur a; genau die gleiche von der Kontur a; abgehende Strahlungsenergie
auf der allgemeinen Kontur a; auftrifft wie sie auf der Schnur a; auftreffen wiirde, gilt
F; = Fj; und schliefilich mit dem Reziprozitétsgesetz (2.46)

a; arLR + QR —ar — aRr
Fy = a_ZF]l — 20 ; (2.73a)

Diese zentrale Beziehung der Crossed-Strings Methode kann in der folgenden leicht
merkbaren Form angegeben werden

Léange der gekreuzten Schniire — Lange der seitlichen Schniire

Fy = (2.73Db)

2 x abgewickelte Lange der Ausgangsflache 4

Die Crossed-Strings Methode ist auch anwendbar, wenn sich die zwei Flidchen a; und a;
bertihren. Wird der Sichtkanal zwischen zwei Flichen a; und a; durch Hindernisse in
zwei oder mehrere Kanéle aufgeteilt, so sind fiir diese Kanéle separat Sichtfaktoren zu
berechnen und schliefilich zu addieren (sieche nachfolgendes Beispiel 2.3).
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In &hnlicher Weise kann der Sichtfaktor einer Flache a; auf sich selbst berechnet werden.
Es wird der von der Flache a; und der Schnur a; gebildete geschlossene Strahlungsraum
betrachtet (siche Abbildung 2.17). Unter Beriicksichtigung von F;; = 1 folgt aus dem
Reziprozitatsgesetz (2.46)

Fy="p =% (2.74)

i i
a; a;

Aus der Summationsregel fiir die Fliche a; ergibt sich Fj; = 1 — F;; und somit
Fu=1-%4 (2.75)
7
Dies bestétigt, dass fiir ebene Flachen und konvexe Koérper Fj; = 0 gilt.

Beispiel 2.3 (Crossed-Strings Methode bei Aufteilung des Sichtkanals durch Hindernis).

i 1 i 1 i 1 i
as
1
1| aq as a2
1
' /.
a1

Abbildung 2.18: 2-dimensionaler geschlossener Strahlungsraum mit innenliegendem
Hindernis.

Es sollen fiir den in Abbildung 2.18 gezeigten 2-dimensionalen geschlossenen Strah-
lungsraum mit fiinf Flachen die Sichtfaktoren F3; mit j =1,...,5 berechnet werden.
Alle {ibrigen Sichtfaktoren folgen analog aufgrund von Symmetrie, rotatorischer Peri-
odizitat, dem Reziprozitatsgesetz und der Konvexitidt der Flichen. Wegen letzterer
gilt F;; =0 fiir ¢ = 1,...,5. Fiir die Berechnung wird die Crossed-Strings Methode
verwendet. Von der Fliche a; gibt es jeweils nur einen Sichtkanal zu den Fléchen as,
as und as. Daher kénnen die folgenden Sichtfaktoren direkt geméaf (2.73) berechnet
werden.

3+43-0-2V5 V5

Fig = Fy = 1-X2

12 14 2% 3 3

po_ VoH14VE+2-V6-(Vo+1) 1

15 = =35
2x3 3

Hierbei wurde fiir die Flache a5 angenommen, dass die beiden Endpunkte der Kontur
in der linken oberen Ecke liegen. Zwischen den Flachen a; und as existieren zwei
Sichtkanéle mit symmetrischer Geometrie. Die Sichtfaktoren iiber diese beiden Kanile

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.2 Randbedingungen Seite 166

sind identisch und miissen addiert werden.

2v/5+2vV5 -3 — (25 +1) _2\/5—2
2x3 N 3

Sichtfaktor fiir einen Sichtkanal

Fi3=2

Natiirlich gilt Z?:l Fi; =1, d.h. die Summationsregel (2.48) ist erfiillt.

Aufgabe 2.11 (Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien). Rechnen Sie
die in Tabelle 2.4 angegebenen Ergebnisse mit Hilfe der Crossed-Strings Methode
nach.

Aufgabe 2.12. Abbildung 2.19 zeigt den Aufbau eines aus Blechlamellen bestehenden
fixen Sonnenschutzsystems an einer Hausmauer. Berechnen Sie den Sichtfaktor Fr
zwischen zwei benachbarten Lamellen (Fpz ist in diesem Fall nicht der Sichtfaktor
einer Lamelle auf sich selbst), den Sichtfaktor Frj; von einer Lamelle zur dufleren
Oberflache der Hausmauer und den Sichtfaktor Fro, von einer Lamelle zur Umgebung.
Gehen sie von einer 2-dimensionalen Geometrie aus.

\ Sonnenschutzsystem

AN
\<Lamelle L
N\

I
I
I
I
| \ Umgebung oo
I
I
I

\ 45°
AN

Abbildung 2.19: Sonnenschutzsystem.

l
l
l
l
Hausmauer M []
l
l
l
l

Lésung von Aufgabe 2.12. Als Einheitsldnge wird der vertikale Abstand zwischen zwei
benachbarten Lamellen verwendet. Mit der Crossed-Strings Methode folgt zunéchst
geméaf (2.73) fir den Sichtfaktor zwischen zwei benachbarten Lamellen

CVE+1-1-1 V51
Co2x2v2 a2

Aufgrund von Symmetrie muss Fr s = Froo gelten, so dass aus der Summationsregel

Frr

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.3 Wiérmequellen Seite 167

(2.48)
1-2F,  2v2+1-+5
2 442
folgt. Alternativ kénnen auch diese Sichtfaktoren direkt mit der Crossed-Strings
Methode geméaf (2.73) berechnet werden.

V24+14+vV24+41-vV5—-1 224+1—-+5
Fryv = Froo = =
2 x 2¢/2 4.2

Fryv = Froo =

Dieses Ergebnis ergibt sich unter Beriicksichtigung einer gedachten Schnur M (Lénge
2) wie sie in Abbildung 2.20 skizziert ist und der Identitét Fry = Fy ;.

— 1 ||

[T
N\

l | l o |

Hausmauer M [T ] ! Lamelle L

[T

[T

L N\

Abbildung 2.20: Gespannte Schnur M im Sonnenschutzsystem.

2.3 Warmequellen

Wiérme kann nicht originédr erzeugt werden, sondern entsteht aus anderen Energieformen
durch Umwandlung. Derartige Umwandlungsvorgidnge und die Riickumwandlung von
Wiérme in andere Energieformen (soweit diese moglich ist) werden z. B. in der Thermo-
dynamik studiert. Typische andere Energieformen sind mechanische Energie, elektrische
Energie, chemische Energie, Strahlungsenergie und Kernenergie. Obwohl Warme nur
durch Umwandlung entstehen kann, ist es fiir Warmebilanzen oft giinstig von Wérmequel-
len zu sprechen. Im Folgenden werden einige Beispiele einfacher Umwandlungsvorgange
diskutiert.

Mechanische Reibung

Mechanische Arbeit kann durch Reibung (dissipativer Effekt) in Wérme umgewandelt
werden. Reibung tritt typischerweise an der Beriihrfliche zweier Kérper auf oder in sich
deformierenden Korpern oder Fluiden. Der Einfachheit halber wird hier nur der erste Fall
behandelt.

Zufolge einer Reibkraft f, (resultierende Reibkraft) zwischen zwei Oberflichen, die sich
beriihren, wird nur dann mechanische Energie in Warme umgewandelt, wenn sich die zwei
Fléachen relativ zueinander verschieben. Tun sie dies mit der Relativgeschwindigkeit v, so
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wird vom System mechanische Arbeit mit der Leistung
P.=—f v (2.76)

verrichtet. Da die Reibkraft stets der Bewegung entgegenwirkt, gilt P, > 0. P, kann in
mechanische Verformungsenergie (plastische Deformation der Reibflichen, Bildung von
Kratzern und Abrieb) oder Warmeenergie umgewandelt werden. Welcher Anteil tatsichlich
in Wéarme umgewandelt wird, hdngt von der jeweiligen Anwendung ab. In Bremssystemen
beispielsweise soll ein moglichst grofler Anteil in Warme und nur ein geringer Anteil
in Abriebenergie umgewandelt werden. Handelt es sich, anders als bei der fir (2.76)
postulierten translatorischen Relativbewegung, um einen rotatorischen Reibvorgang, so
entspricht die Reibleistung alternativ zu (2.76) dem negativen Produkt aus Reibmoment
und Drehwinkelgeschwindigkeit.

Die durch Reibung entstehende Wéarme wird direkt an der Reibflache (oder im deformier-
ten Volumen) frei. Es ist daher oft zweckméBig, statt P, eine auf die Flidche (das Volumen)
bezogene Wirmequelle, d. h. eine Quellendichte in W/m? (W /m3), zu verwenden.

Ohmsche Last

Fliefit durch ein infinitesimales Volumenelement dV eines elektrischen Leiters Strom
mit der Stromdichte J(t,x), so muss das Element geméfl dem Ohmschen Gesetz einem
elektrischen Feld

E(t,x) = pe(x,T)J(t, %) (2.77)

ausgesetzt sein [2.24]. Hier bezeichnet p. > 0 den spezifischen Ohmschen Widerstand
des Materials, der im Allgemeinen vom Ort x = (x,¥, z) und der lokalen Temperatur 7'
abhangt. Haufig wird der Ansatz

pe(x,T') = pe,o(x)(1 +v(x)(T' = Tp)) (2.78)

mit dem Temperaturkoeffizienten v und der Referenztemperatur Ty zur Beschreibung
dieses Effekts verwendet [2.24].

Der Stromfluss verursacht Interaktionen zwischen den sich bewegenden Elektronen
und dem Atomgitter des Leiters, was zu einer Erhohung der im Material gespeicherten
thermischen Energie fiihrt. In einem Ohmschen Widerstand wird daher am Punkt x die
Leistungsdichte

2 _ 1B x)]13

ot 7) = B(t,x)- 3,3 = po e D) = 1270 (2.79)
[2.24] dissipiert, d. h. in Warme umgesetzt. Diese Beziehung ldsst sich aus dem Verlust
an potentieller Energie, den Ladungsteilchen erfahren, wenn sie sich im elektrischen Feld
bewegen, herleiten (vgl. [2.25]). Grundséatzlich stellt elektrisch leitendes Material mit
einem spezifischen Widerstand p. also eine volumetrische Warmequelle dar. Integriert
man ¢(t,x,T) iiber das Volumen V des Ohmschen Widerstandes R, so ergibt sich die
gesamte in Wéarme umgesetzte Leistung (Joulsche Wirme)

vrte)

A (2.80)

P(t) = /Vg(t,x,T) AV = U)I(t) = RI2(t) =
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[2.24] wobei U(t) die anliegende Spannung und I(¢) der durchflieBende Strom ist. Bei
dieser Integration kann das Gebiet V gedanklich in infinitesimale Flussrohren zerlegt
werden, iiber deren Berandung kein Strom flief3t.

Wird ein Leiter von Wechselstrom ftiblicher Netzfrequenz durchflossen, so reicht es
zur Temperaturanalyse meist aus, mit den zeitlichen Mittelwerten von g(t,x,7T) und
P(t) zu rechnen, d.h. mit Effektivwerten. Der Grund dafiir ist, dass die Zeitkonstan-
ten des thermischen Verhaltens meist signifikant hoher sind als die Periodendauer des
Wechselstroms.

IQC
—
Thermoelemente p—
Messdraht Vergleichsdraht

Abbildung 2.21: Wechselstrom/Gleichstrom-Komparator zur Effektivwert-Messung des
Stromes.

Bemerkung 2.4. Dieses Prinzip wird von sogenannten Thermoumformern zur Bestim-
mung von effektiven Stromwerten bei Frequenzen bis in den GHz-Bereich ausgeniitzt.
Dabei wird die Erwdrmung eines stromdurchflossenen Widerstandsdrahtes gemessen.
Dies erfolgt entweder direkt mit einem Thermoelement oder indirekt durch Erwér-
mung eines zweiten mit Gleichstrom betriebenen Vergleichsdrahtes. Der letztere,
auch als Wechselstrom/Gleichstrom-Komparator bekannte Fall ist in Abbildung 2.21
skizziert. Der mit dem Amperemeter gemessene Gleichstrom I, im Vergleichsdraht
entspricht gerade dem Effektivwert des Stromes I, [2.26].

Aufgabe 2.13 (Wechselstrom /Gleichstrom-Komparator). Fir den in Abbildung 2.21
skizzierten Wechselstrom/Gleichstrom-Komparator ist bekannt, dass der Messdraht
und der Vergleichsdraht kreisrunde Querschnitte besitzen und aus dem gleichen
Material gefertigt sind. Der Durchmesser des Messdrahtes sei Dg.; jener des Ver-
gleichsdrahtes Dg.. Die Drahte besitzen eine homogene Temperaturverteilung und
werden ausschliefllich durch Konvektion an der Mantelfliche gekiihlt, wobei der Wér-
meiibergangskoeffizient o und die Umgebungstemperatur T, bei beiden Dréhten
ident sind. Es wird hochfrequenter Wechselstrom [,. gemessen, weshalb der Skin-
Effekt die effektive Leiterquerschnittsfliche des Messdrahtes auf 10 % reduziert. Mit
welchem Durchmesserverhéltnis D,./Dg. muss das Messgerit gebaut werden, damit
der Gleichstrom ;. dem zu messenden Effektivwert von I,. entspricht?
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Lésung von Aufgabe 2.13.

Dac 3
= V10 2.81
Dy (2.81)

2.4 Stationare Warmeiibertragung

In diesem Abschnitt werden einige einfache Beispiele zur stationdren Warmeiibertragung
diskutiert.

2.4.1 Ebene Wand

T Ty

Ty

Too,L
q q
TO e TL Too,O (o)) —> oy, Too,L
Az) Ai
o ——— — -
a) L - b) L ]

Abbildung 2.22: Stationdre Warmeiibertragung in ebener Wand, a) allgemeiner Wand-
aufbau mit Randbedingungen erster Art, b) schichtweise konstanter
Wandaufbau mit Randbedingungen zweiter Art.

Die Bestimmung des Warmestroms und des Temperaturprofils in einer ebenen Wand
ohne Warmequellen und mit Randbedingungen erster Art an beiden Oberflichen kann
als 1-dimensionales Wérmeleitproblem in kartesischen Koordinaten aufgefasst werden. Im
Folgenden soll von stationdren Verhéltnissen und isotropem Material mit temperatur-
unabhéngiger Warmeleitfihigkeit A\(x) ausgegangen werden. Wie in Abbildung 2.22a
dargestellt, habe die Wand die Dicke L und die beiden Oberflichentemperaturen 7'(0) = Ty
und T'(L) = Tr. Im stationdren Zustand muss gemaf (2.4) die Temperatur 7'(x) dem
Randwertproblem

5 ()\(x) agf)) =0 und T(0)=Tp, T(L) =Ty, (2.82)
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geniigen. Aus (2.82) folgt
oT (z)

Az) e C = konst. (2.83)
x
und damit durch Integration
z 1
T:C—TOZC/ ——dz . 2.84
@-10)=¢ [" 55 (2.84)
Setzt man in (2.84) fir x = L ein, so erhélt man
T(L)-T
C= (L) -1(0) (2.85)

Jo x5 dz

und damit das stationdre Temperaturprofil in der Wand in der Form

Iy (s 42
T(z) = Tp + (T — To) oD (2.86)
0 )\_;2) dz
Die Warmestromdichte ¢ geméaf (2.1) errechnet sich zu
oT To— T
éz—A@)am):—C:—§7—%- (2.87)
x Jo" xy 42
und fiir homogene Wérmeleitfdhigkeit A vereinfacht sich (2.87) zu
A
q= Z(TO —Tr) . (2.88)

Wegen A(x) > 0 ist T'(x) entsprechend (2.86) monoton. Wie geméafl Abschnitt 2.1 zu
erwarten war, haben die Massendichte p und die spezifische Warmekapazitit c, keinen
Einfluss auf den stationdren Wéarmestrom und das stationdre Temperaturprofil in der
Wand.

Ist eine Wand aus mehreren Schichten mit abschnittsweise konstanten Materialpara-
metern aufgebaut, wie dies in Abbildung 2.22b gezeigt ist, dann vereinfacht sich die
Berechnung der Warmestromdichte ¢ erheblich. Man nehme an, die Wand bestehe aus
den Schichten ¢ = 1,..., N mit den jeweiligen Dicken L; und Warmeleitfahigkeiten A;.
Auflerdem soll nun von Randbedingungen zweiter Art mit den Warmeiibergangskoeftizi-
enten o und oy, und den festen Temperaturen T o und T ;, der umgebenden Fluide
ausgegangen werden. Fiir die Warmestromdichte ¢ folgt in diesem Fall (siehe Abbildung
2.22b) unter Beriicksichtigung von (2.23) und (2.88)

(j = aO(Too,O - T()) = 7(TO - Tl) == X(TN_I - TL) = aL(TL - Too,L) . (289)
Der Wirmedurchgangskoeffizient k (gelegentlich auch k-Wert genannt) in W/m?K be-
schreibt den Proportionalitdtsfaktor zwischen der Differenz der Auflentemperaturen
(Too,0 — Too,r,) und der Wirmestromdichte ¢. Aus (2.89) lassen sich einfach die Diffe-
renztemperaturen fiir jede Schicht berechnen und addieren
Tooo —Toor = (Tooo—To)+ (To—T1)+ -+ (In—1 —T) + (Tt —Two,r) ,  (2.90)
—_—

e - Ly ;L
dag Ixy Xy Yar
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womit sich unmittelbar die Warmestromdichte zu
1
§=k(Tooo — Too,r) mit k= il Ty T (2.91)
wt ot o

ergibt. Die Wand isoliert also umso besser, je kleiner der k-Faktor ist.

Beispiel 2.4 (Isolierverglasung). Bei der Auswahl der Fenster fiir ein neues Wohnhaus
steht man vor der Entscheidung, konventionelle Fenster mit einer Einfachverglasung
oder teurere Fenster mit einer Doppelverglasung zu wéhlen. Ein typischer Aufbau
einer Doppelverglasung ist in Abbildung 2.23 skizziert. Zum Vergleich der thermischen
Eigenschaften soll das Verhéltnis der Wéarmetibergangskoeffizienten fiir Einfach- und
Doppelverglasung berechnet werden.

T

"

T'A
"
Glas\’
_1,
Tr  of Qaj, ay, ag Ty

Abbildung 2.23: Aufbau einer Doppelverglasung mit typischem Temperaturverlauf.

Der Warmeiibergang von Glas auf Luft und umgekehrt wird im Scheibenzwi-
schenraum vernachlassigt, d.h. ay — oco. Fiir den Fall T} > T4 ist ein typischer
Temperaturverlauf in Abbildung 2.23 dargestellt. Gemaf (2.91) ergibt sich fiir den
Wiérmedurchgangskoeftizient der Doppelverglasung

1
1 d D 1 -
E+2E+H+@

kp =

Mit dem analog berechneten Wéarmedurchgangskoeffizienten einer Einfachverglasung

kp=— (2.92)

ergibt sich das Verhéltnis der beiden Durchgangskoeffizienten zu

d D
LI =R V)

—_—. 2.93)
1 d 1 (
kD T + bV + o
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2.4.2 Zylinderformige Wand

Fir die in Abbildung 2.24 dargestellte aus N kreisformigen Schichten bestehende Rohr-
wand soll fiir den stationdren Fall ohne Warmequellen der Temperaturverlauf und der
Wérmestrom berechnet werden. Eine Schicht ¢ € {1,..., N} habe den Innenradius r;_1,

T

T

0

N

Abbildung 2.24: Stationdre Warmetibertragung in zylinderférmiger Wand.

den Auflenradius r; und die homogene, temperaturunabhingige Warmeleitfahigkeit ;.
Im Rohr flielt ein Medium mit der festen Temperatur T und das Rohr wird von einem
Medium mit der festen Temperatur T, umstromt. Der Warmeiibergangskoeffizient an
der Rohrinnenseite (Radius r¢) sei ap; an der Rohrauenseite (Radius ry) sei er ay. Alle
Grofen seien unabhingig von der Winkelkoordinate ¢ und der Langskoordinate z (vgl.
Abbildung 2.2a), so dass die Annahme 1-dimensionaler Warmeleitung in Richtung der
radialen Koordinate r gerechtfertigt ist. Aus (2.5b) folgt damit fiir eine beliebige Schicht
ie{l,....,N}

0= /\1%% (T%Zj) Vr € (Ti—h T'i) . (2.94)

Diese Differentialgleichung hat die Losung

ln(ri’il)

T(r)=Ti1+(T; — Tz’—l)l Vr € [ri—1,7i) (2.95)
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mit T; = T'(r;) und T;—1 = T'(r;—1). Wie es sein muss, hingt die lokale Warmestromdichte

. oT 17,1 —T;
q(r) = _)\ia = AiTln(”)

Ti—1

Vr € (Ti—17ri) (296)

vom Radius r ab. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen zweiter Art ergibt sich
daher fiir die mehrschichtige Wand die Warmestromdichte

1 1
q(r) = (Tr — To) —=— ~ : - (2.97)
" rooo + s Xi ln(#r_—l) + rNaN
=k(r)

in W/m? mit dem vom Radius abhéngigen Wirmedurchgangskoeffizienten k(r) in W/(m?K).
Praktisch interessant ist auch noch der vom Radius unabhéngige auf die Rohrlédnge bezo-
gene Warmestrom

2T
1 N 1 i) 1
roce 2is1 X ln(m—1> T rvan

=ko

i = [ iyrdp = dtr)2er = (Tr ~ T 299
0

in W/m mit dem bezogenen Warmedurchgangskoeffizienten k° in W/(mK). D.h. ¢°
entspricht dem Integral der Warmestromdichte ¢(r) iiber den gesamten Umfang.

Aufgabe 2.14 (Bezogener Wéarmedurchgangskoeffizient bei schichtweisem zylinderfor-
migem Wandaufbau). Leiten Sie (2.98) ausgehend von (2.94) her.

2.4.3 Vorspringende Teile und Rippen

Abbildung 2.25: Kiihlkérper fiir Elektronikbauteile.

Um den Warmeiibergang zwischen Festkorpern und Fluiden zu verbessern, wird héufig
die wirksame Warmeaustauschfliche konstruktiv vergroflert, z. B. durch Rippen. Abbil-
dung 2.25 zeigt ein Beispiel eines mit Rippen versehenen Kiihlkérpers fiir Elektronikbau-
teile.
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Bemerkung 2.5. Auch in der Natur sind solche konstruktiv vergréfferten Warmeaus-
tauschflachen zu beobachten: Delphine niitzen ihre Flossen auch zur Temperaturrege-
lung. Bei afrikanischen Elefanten entféllt rund ein Sechstel der Korperoberfliche auf
die kiithlenden Ohren.

Da eine exakte Berechnung des Temperaturfeldes und des Warmeiibertragungsverhaltens
solcher Bauteile meist mit erheblichem Aufwand verbunden ist, beschrinken sich die
folgenden Ausfithrungen auf Ndherungen mit zahlreichen vereinfachenden Annahmen.
Es wird von 1-dimensionaler stationdrer Warmeleitung und ausschliellich konvektivem
Wirmeiibergang an den Bauteilmantelflichen ausgegangen.

Abbildung 2.26: Warmeleitung in vorspringendem Bauteil.

Der in Abbildung 2.26 skizzierte vorspringende Bauteil (z. B. eine Kiihlrippe) mit der
Lénge L habe am Ort z die lokale Querschnittsfliche A(z) und die isotrope Wérmeleitfa-
higkeit A(z,T'). AuBlerdem besitze dessen Mantelfliche am Ort x den lokalen Umfang P(x).
Fiir die Mantelfliche wird angenommen, dass nur konvektiver Wéarmeaustausch mit der
Umgebung auftritt, wobei sowohl der Warmeiibergangskoeffizient a(x) als auch die feste
Temperatur Too(x) des Fluids von x abhéngen kénnen. Insbesondere bei eng angeordneten
Rippen trifft dies zu. Das Bauteil besitzt keine Warmequellen. Die Temperatur sei in
jedem Querschnitt z = konst. homogen, d. h. es wird von 1-dimensionaler Wéarmeleitung
in Richtung 2 ausgegangen und fiir den Gesamtwirmestrom Q(z) gilt entsprechend dem
Fourierschen Warmeleitgesetz (2.1)

oT (z)

Q@) = A@)ile) = N T)Alw) =

(2.99)

Die stationédre Energiebilanz (vgl. (1.192)) fiir den infinitesimalen Bereich [z, z 4 dz] lautet

o).

O(z) — Oz + dz) = % <)\(:v, T)A(x)
= a(z)P(r)dz(T(x) — Too(x)) ,

(2.100)

wobei der Term auf der rechten Seite den konvektiven Warmeaustausch mit der Umgebung
beschreibt. Der Grenziibergang dz — 0 liefert die Bestimmungsgleichung
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9 ()\(x, T)A(x)aT—(’”)) — a(@)P@)(T(x) = Tu(z)) =0 (2.101)
0x 0x

fiir das Temperaturfeld im Bauteil. Es handelt sich um ein Randwertproblem, d. h. zur

tatsdchlichen Berechnung des Temperaturfeldes und der Wéarmestromdichte werden noch

Randbedingungen an den Stellen = 0 (Befestigungsstelle) und = L (freie Stirnfléche)

benétigt.

Im Folgenden werden einige Spezialisierungen des obigen Problems diskutiert, fiir die
einfache analytische Losungen existieren. Es handelt sich um einen umstréomten Stab, wobei
an der Stelle x = 0 die Temperatur 7'(0) = Tj stets fest vorgegebenen sei. Die Groflen A,
P, A, a und T, hdngen nicht von = ab. Ferner sei A unabhingig von der Temperatur. An
der Stirnfliche x = L ist zundchst mit konvektivem Wérmetibergang (Warmetibergangs-
koeffizient «f,, feste Fluidtemperatur T,.) zu rechnen. Mit diesen Annahmen vereinfacht
sich (2.101) zu

0’°T(z) «aP
——T(z) - Tx) = 2.102
= S (T() = Toe) =0 (2.1022)
~~
mit den Randbedingungen
T(0) =T, (T(L) — Tx) = — dr (2.102b)
=1o, ar 00) = dr o :
Die Losung dieses Randwertproblems lautet
Amcosh(m(L — x)) + ap sinh(m(L — z))
T(x) =To + (T — Teo - 2.103
() +(To ) Am cosh(mL) + ag sinh(mL) ( 2)
mit der Abkiirzung m = \/aP/(\A), so dass fiir den interessierenden Warmestrom an der
Stelle x =0 N sinh(mL himL
O(0) = MAm(Ty — T,y AmsinhmE) + ay, cosh(mL) (2.103b)

Am cosh(mL) + ag sinh(mL)

folgt. Diese Losung gilt fiir einen umstrémten Stab mit einer Randbedingung erster Art
an der Stelle x = 0 und einer Randbedingung dritter Art an der Stelle x = L. Der
Spezialfall einer adiabaten Randbedingung an der Stelle x = L (ideal isolierte Stirnflache,
Randbedingung zweiter Art) folgt direkt aus dem Ergebnis (2.103) durch Verwendung
von ay, = 0.

Wird an der Stelle x = L die Temperatur T, fest vorgegeben (Randbedingung erster
Art), so sind die Randbedingungen (2.102b) durch

TO)=Ty,, T(L)=T; (2.104)

zu ersetzen und es ergibt sich die Losung

(To — To) sinh(m(L — z)) + (T, — Tso) sinh(mx))
sinh(mL)
To — T) cosh(mL) — (Tp, — Two)
sinh(mL) )

T(z) = T + (2.105a)

Q0) = !

(2.105b)
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Unabhéngig von der Randbedingung an der Stelle = L erhélt man fiir den Spezialfall
eines unendlich langen Stabes durch Grenziibergang L — oo aus den obigen Ergebnissen

T(x) = Too + (Th — Too)e ™ (2.106a)

Q(0) = AAM(Ty — Tws) . (2.106b)

Aufgabe 2.15 (Wéarmeiibertragung in einem umstromten Stab). Rechnen Sie die
Ergebnisse (2.103), (2.105) und (2.106) nach.

Mit den obigen Ergebnissen lasst sich der Effekt von Rippen (oder anderen konstrukti-
ven Elementen) auf den Warmeaustausch an einer Oberflache zumindest ndherungsweise
bestimmen. Ausschlaggebend ist die Form und das Material der Rippen sowie deren
Einfluss auf die Warmetibertragung an der Oberfliche (z.B. verringerter Warmeiiber-
gangskoeffizient durch behinderte Stréomung). Zur Beurteilung, ob der Einsatz bestimmter
Rippen zweckmiBig ist, ist der Gesamtwirmestrom (0) durch den Basisquerschnitt
(Befestigungsstelle x = 0 in Abbildung 2.26) der Rippen sowie durch die zwischen den
Rippen liegenden freien Fldchen des Grundkorpers mit jenem Gesamtwéirmestrom zu
vergleichen, der ohne Rippen auftreten wiirde.

Zur Beurteilung der Wirksamkeit von Rippen wird haufig der Rippenwirkungsgrad

nf = Q0O €[0,1] (2.107)

max

als Maflzahl verwendet. Er setzt den tatséchlich an der Befestigungsstelle z = 0 auftreten-
den Warmestrom @(0) ins Verhéltnis zum Wérmestrom @pqz, der auftreten wiirde, wenn
die gesamte Rippenoberfliche die Temperatur T (Temperatur an der Befestigungsstelle
x = 0) hétte.

2.4.4 Wiarmetauscher

Abbildung 2.27 zeigt einen Gleich- und einen Gegenstromwarmetauscher mit den zugeho-
rigen Temperaturverldufen in den Fluiden. Es wird angenommen, dass es sich um einen
stationdren Prozess handelt und dass die Driicke in beiden Kammern des Warmetau-
schers konstant sind (isobare Zustandsinderung). Die Warmetibertragung erfolgt durch
erzwungene Konvektion in den Fluiden und Warmeleitung in der Trennwand [2.3, 2.4,
2.18].

Das wérmere Fluid soll mit dem Index h und das kéltere Fluid mit dem Index ¢
gekennzeichnet werden. Das Fluid i (i € {h, c}) mit dem konstanten Massenstrom 7i2; und
der konstanten spezifischen Wéarmekapazitit ¢, ; habe an der Stelle x = 0 (Punkt 1) die
Temperatur 7; ; und an der Stelle x = L (Punkt 2) die Temperatur 7; 5. Je nach Art des
Wiérmetauschers stromt das kéaltere Fluid entweder am Punkt 1 oder am Punkt 2 ein. Die
Massenstréome rin; sind dementsprechend vorzeichenrichtig einzusetzen. Stromt das Fluid ¢
am Punkt 1 (2) ein und am Punkt 2 (1) aus, so ist r; > 0 (m; < 0) zu verwenden. Beim
Gegenstromwarmetauscher gilt daher iy, < 0 und beim Gleichstromwérmetauscher
mpme > 0. Mit dieser Vorzeichenkonvention fiir 7; gelten die folgenden Ergebnisse
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Gleichstromwarmetauscher

| |

Gegenstromwérmetauscher

- L

Ty 15> Th, mp, Cph — Tho Th1 5> Ty, mp, Cpp Th.2
N N
§ Y & ﬁ 7 E
Tc,l |—— TC’ Me, Cp,c —» Tc 2 qu - ch me, Cp,c - T( )
R ’ R I

ATy
T. Te ATy
ﬂ:.l'_ Tc,2
a) 0 LYt b) 0 L”

Abbildung 2.27: Warmetauscher, a) Gleichstromwéarmetauscher, b) Gegenstromwérme-
tauscher.

sowohl fiir Gleich- als auch fiir Gegenstromwérmetauscher. Fiir die in Abbildung 2.27a
eingezeichneten Stréomungsrichtungen gilt beim Gleichstromwéarmetauscher Tj, 1 > T, 1,
Tho > Teo, (Thy —Te1)mp > (Tho —Te2)mn, (Thi —Th1)my > 0 und (T — Te2)m. < 0.
Fiir den Gegenstromwarmetauscher in Abbildung 2.27b miissen T}, 1 > T 1, T2 > Tt 2,
(Thy — Tha)my > 0 und (Te; — Tt 2)me < 0 erfiillt sein.

Die Trennwand zwischen den beiden Fluiden habe an der Stelle x den Warmedurch-
gangskoeffizienten k(z) und die lokale Breite b(z). Die gesamte Warmeiibertragungsfliche
ist daher A = fOL b(x)dz. Alle iibrigen Wénde des Warmetauschers seien adiabat. Eine
zentrale Annahme bei der Berechnung der Warmestréme und der Temperaturverldufe im
Wiérmetauscher ist, dass die Fluidtemperatur in jeder Kammer innerhalb einer Schicht
x = konst. homogen ist (zumindest auflerhalb der Konvektionsgrenzschicht nahe der Trenn-
wand). Weiters wird angenommen, dass in den Fluiden die Warmeleitung in Richtung =
gegeniiber dem mit der Fluidbewegung verbundenen Energietransport vernachléssigbar
ist, was bei hinreichend hohen Stromungsgeschwindigkeiten erfiillt ist. Da hier stationére
Wirmeiibertragung untersucht werden soll, muss /9t = 0 gelten. Aus einer Massenbilanz
folgt damit, dass der konstante Massenstrom 7v; (i € {h, c}) unabhéngig von z sein muss.

Zur Berechnung des stationdren Warmeflusses im Wérmetauscher und der stationdren
Fluidtemperaturprofile wird der Energieerhaltungssatz (sieche Abschnitt 1.4.6) verwendet.
Es werden dazu zwei ortfeste Kontrollvolumina V}, und V. im Bereich [z, + dz] mit
kleinem dx in den beiden Kammern betrachtet (siehe Abbildung 2.28). Es ist der Energie-
erhaltungssatz in Eulerscher Betrachtung (1.213) zu verwenden, da die Fluide tiber die
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mp Th, (J}) mp,

Cp,h I
: Vi
q(z) = _ oV,

e | Tola) | 1

—> —>
Cp,c V.

- _oV.
—_— T

x x+dx?

Abbildung 2.28: Kontrollvolumina zur lokalen Anwendung des Energieerhaltungssatzes
bei einem Warmetauscher.

ruhenden Berandungen 9V; (i € {h,c}) stromen. Fiir stationire Verhéltnisse (9/0t = 0),
unter der plausiblen Annahme, dass die Anderungen der kinetischen Energie und der
potentiellen Hohenenergie vernachlissigt werden kénnen, und da in dem System weder
technische Arbeit (keine duBeren Krifte, vernachldssigbare Viskositat) noch elektrische
Leistung auftritt, folgt aus (1.213)

/ pihivi -ndA = —/ q-ndA ie{h,c}. (2.108)
oV oV;

Hierbei ist p; die Massendichte des Fluids ¢ € {h, c}, h; seine spezifische Enthalpie (siehe
auch Anhang A), v; seine lokale Geschwindigkeit, n der lokale nach aufien gerichtete
Normalenvektor auf die Berandung 9V; und q der lokale Warmestromdichtevektor (positiv
nach aufien). Eine Warmestromdichte ¢ tritt nur an jenen Teilen der Berandungen 0V
(i € {h,c}) auf, die die Trennwand beriihren. Bei konstantem Druck gilt geméafi (A.3b)

dh; = Cpi dT; 1€ {h, C} . (2109)

Berticksichtigt man dies bei der Auswertung von (2.108) fir die beiden Kontrollvolumina,
so ergibt sich

mp(hp(x + dz) — hp(z)) = 1y dhy, = pe, p T,

— i(o)b(a) dr = —k(@)(Th(@) - To(@)b@) de o110
me(he(x +dz) — he(x)) = medhe = hee, . dT,
bt oo Te) - ey aa . 10
Aus der Summe dieser Ausdriicke folgt
rnCp ATh + 1heCp e dTe = 0 . (2.111a)
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Aus der Differenz dieser Ausdriicke folgt

AT, —dT., AT, —T,) 1 1
= =— k(z)b(x)dx . 2.111b
T = + ()b(z) do (2.111b)

MpCpp  MeCpc

Die Integration von (2.111) im Bereich [0, z] liefert unter Beriicksichtigung der Randbe-
dingungen 7;(0) = T3,y (i € {h,c})

tivnCpp(Th(x) = Th) + ticepe(Te(z) — Teq) =0 (2.112a)
D@ -T@)\ (1 L\
m( Ty —Tea )‘ (mhcp,h +mccpﬁc>/0 k(2)b(Z) Az . (2.112b)
= K(z)

Daraus folgen die gesuchten stationdren Temperturverlaufe

Th(l‘) _ Th71 + mcCP,C(TC,l - Th,l) (1 — exp <_< 1 + 1 >K($)>
(

TRCp,h + MeCp,c MACph el

Iam) = T F rncpn(Tht = Te) (1 — exp (—( 1 + 1 )K(m) >

TRCph + McCp,c MhCph — MeCpe

und in Folge die stationare lokale Warmestromdichte
4(z) = k(z)(Th(z) — Te(2))
1 1 (2.114)
= (@) (Thy — Tex) exp — + K@) .

MpCph  MecCpe

Der gesamte stationdire Wirmestrom @ ergibt sich durch Integration @ = fOL G(z)b(x) dz
unter Beriicksichtigung von (2.112) und (2.113) ausgewertet am Punkt 2z = L in der Form

: Ty — T 1 1
o (s o)
MpCp h + MeCp e MpCp,h McCp,c

AT - AT, - (21152)
In(ATi/ATS)
—— —

:A’Tlog

= mhcp,h(Th,l - Th,2> = mccp,c(Tc,Q - Tc,l) = K(L)

mit den Abkiirzungen
ATy =Tpy —Teq ATy =Tho —Teo . (2.115Db)

Alternativ kann (2.115a) auch aus einer stationidren Energiebilanz berechnet werden,
wenn als Kontrollvolumen die gesamte Kammer des warmeren oder des kalteren Fluids
herangezogen wird.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.4 Stationdre Warmeitibertragung Seite 181

Aufgabe 2.16 (Warmetauscher). Rechnen Sie die Ergebnisse (2.113) und (2.115a)
nach.

Die Funktion K () entspricht dem tiber die Fliche integrierten Warmedurchgangsko-
effizienten k(x). Fiir homogenes k gilt also K (L) = kA. Der Wert ATj,, wird als auch
als logarithmische mittlere Temperaturdifferenz bezeichnet [2.3, 2.4, 2.18]. Fiir gleiche
Eingangstemperaturen ist ATj,; beim Gegenstromwérmetauscher grofier als beim Gleich-
stromwéirmetauscher. Um daher einen gewissen gegebenen Wirmestrom ) zu iibertragen,
kann der Wert K (L) beim Gegenstromwérmetauscher kleiner sein als beim Gleichstrom-
warmetauscher. Da K (L) direkt mit der BaugréBe und daher mit den Kosten des Wérme-
tauschers zusammenhéngt, ist es im Allgemeinen giinstiger Gegenstromwarmetauscher
statt Gleichstromwéarmetauscher einzusetzen.

Bemerkung 2.6. Das Gegenstromprinzip kommt auch im Blutkreislauf in den Extre-
mitédten vieler Lebewesen zum Einsatz. Der Warmeverlust nach auflen soll minimiert
werden und das venose in den Kérper zuriickflieBende Blut soll moglichst gut durch
das arterielle in die Extremitéiten einstromende Blut erwérmt werden. Spezialisierte
Tiere kommen so mit sehr tiefen Temperaturen zurecht, z. B. Eisbéaren, Schlittenhun-
de und Pinguine, bei denen das arterielle Blut beim Erreichen der Fuflsohlen schon
beinahe die Temperatur des Untergrundes (z. B. Eis) hat.

T MpCpp > MeCp e > 0 T MRECph = —TeCp e T 0 < mpepp <K Miecp e
Th &\ Ty,
T T\F\ T,
a) 0 LT b)o LT )0 L*
Abbildung 2.29: Spezielle Betriebsfélle eines Warmetauschers, a) ey p, > 1ecpe > 0,
b) mpcpp = —hecy e fiir Gegenstromwéarmetauscher, ¢) 0 < mpc,p <
MeCpc.

Abbildung 2.29 zeigt abschlieBend drei spezielle Betriebsfille von Warmetauschern [2.4].
Im Fall |[ripcp | > |[cepc| (Abbildung 2.29a) ist die Temperaturédnderung des kéalteren
Fluids erheblich hoher als jene des wérmeren. Im Grenzfall |y, cp ;| — oo, welcher z. B. von
kondensierendem Dampf gut erfiillt wird, bleibt T}, (x) konstant. Im Fall |riycp p| < [1recp ]
(Abbildung 2.29¢) gilt Analoges mit vertauschten Rollen der beiden Fluide. Der Grenzfall
|hecp,c] — oo wird z. B. von verdampfenden Fliissigkeiten gut erfiillt. Gilt bei einem
Gegenstromwérmetauscher 1myc, p, = —1ecp und zusitzlich k(x)b(x) = konst., so sind
Th(x) und T,(x) affin in x und es gilt T}, (z) — Te.(x) = konst. (siche Abbildung 2.29b).
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2.5 Transiente Warmeiibertragung

Meist ist das Finden einer exakten analytischen Losung von transienten Warmeiiber-
tragungsproblemen, die die Warmeleitgleichung (2.4) beinhalten, eine herausfordernde
Aufgabe. Fiir praktische Anwendungen werden daher oft numerische Naherungsverfah-
ren zur Losung verwendet (vgl. Abschnitt 2.6). In speziellen Féllen lassen sich jedoch
geschlossene analytische Losungen finden, die z. B. bei der Verifikation von numerischen
Losungsverfahren oder als Ndaherungslosung fiir 4hnliche Problemstellungen dienlich sein
koénnen.

Aufgabe 2.17 (Einfaches transientes Warmeleitproblem). Fiir ein 1-dimensionales
Warmeleitproblem mit konstanter, homogener Temperaturleitfihigkeit a gelte fiir die
volumetrische Wirmequelle g = A2 K/m?, d. h.

oT 9°T

E:aw%—%t z€(0,1),t>0. (2.116a)

Hinzu kommen die Anfangs- und Randbedingungen

T(0,z) =sin(rz) +1—2>  z€]0,1] (2.116b)
Tt0) =1, Tt1)=0 t>0. (2.116¢)

Berechnen Sie die analytische Losung T'(¢, z) fiir dieses Problem. Sie kénnen dabei
die Laplace-Transformation beziiglich der Zeit ¢ verwenden.

Losung von Aufgabe 2.17.

T(t,x) = et sin(rz) + 1 — 22 (2.117)

Beispiel 2.5 (Tauchsieder). Der in Abbildung 2.30 skizzierte zylindrische Behélter ist
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Abbildung 2.30: Wasserbehélter mit Tauchsieder.

zunéchst vollstédndig mit Wasser (Masse myg, spezifische Warmekapazitét ¢, im fliis-
sigen Zustand, Verdampfungsenthalpie h, in J/kg, Siedetemperatur T) mit einer
anfanglichen Temperatur Ty = T gefiillt. Es wird angenommen, dass die Grundflache
und die mit einer Offnung versehene Deckfliiche des Behiilters adiabat sind (kein
Wirmeaustausch mit der Umgebung). Der Druck in der Fliissigkeit sei konstant.

Der Mantel des Zylinders hat eine Dicke L und eine Flache A und besteht aus
Keramik mit der Wérmeleitfahigkeit A. Der Mantel tauscht durch freie Konvektion
Warme sowohl mit dem enthaltenen Wasser als auch mit der umgebenden Luft
aus. Der Warmeiibergangskoeffizient betrigt innen «; und auflen a,. Die wirksame
Wairmeaustauschflache ist proportional zum Fiillstand des Behélters. Die Luft hat
eine feste Temperatur To,. Es ist von stationdrer Wéarmeiibertragung durch den
Behéltermantel auszugehen, wobei die Wand aufgrund ihrer geringen Dicke als eben
betrachtet werden kann. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird ein im Behélter eingebauter
Tauchsieder eingeschaltet.

Es soll nun die Leistung P des Tauchsieders so dimensioniert werden, dass das
Wasser zum Zeitpunkt ts zu sieden beginnt. Dazu wird angenommen, dass die Was-
sertemperatur 7'(¢) homogen ist und die gesamte Leistung P in Warme umgewandelt
und vom Wasser aufgenommen wird. Aus einer Energiebilanz fiir den Wasserbehélter
(vgl. (1.191) und (A.12b)) folgt die Differentialgleichung

mocpdﬁit) =P —kA(T(t) — Tx), T(0)=Ts (2.118)

mit dem Wéarmedurchgangskoeffizienten gemafl (2.91)

k= ———— . (2.119)
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Die Losung von (2.118) lautet

P __kA 4
T(t) = To + i (1 —e ™o ) (2.120)

und damit folgt fiir die Leistung P (damit zum Siedezeitpunkt ¢s gilt T'(ts) = Ts) die

Beziehung

pP= % : (2.121)

1—¢ ™o’

Wenn das Wasser die Siedetemperatur T erreicht, dann bedingt die durch den
Tauchsieder zugefiihrte Warmemenge, dass das Fluid verdampft und die Wasser-
temperatur T'(t) = T bleibt fiur alle Zeiten ¢ > t; konstant. Da die wirksame
Wiérmeaustauschfliche proportional zum Fiillstand des Behélters ist, folgt fiir den an
die Umgebung abgegebenen Wéarmestrom

mo — mp(t)

EA(Ts — Ts) | 2.122
D RA(T, ~ Ti) (2.122)

wobei mp(t) jene Wassermasse bezeichnet, die bereits in Dampf umgewandelt wurde.
Aus einer Energiebilanz (vgl. (1.191)) erhdlt man

dmp(t —mp(t
p,dmo®) _ p o =mo(®) gy k) = 0 (2.123)
dt mo
und damit
P kA(Ts—Too) (4
mp(t) = m0<kA(T_T) - 1) (ehvmo (t=ts) _ 1> C i3>t . (2124)

Aus (2.124) erkennt man, dass die gesamte Wassermenge nach der Zeit

P ) hvmo
P —kA(Ts — Tno) ) kA(Ts — Tio)

e 2125)

verdampft ist.

2.6 Numerische Losung von Warmeiibertragungsproblemen

Die Warmeleitgleichung (2.4) ist ein Anfangs-Randwert-Problem und gehort zur Klasse
der parabolischen Differentialgleichungen. Die Randbedingungen ergeben sich in Abhén-
gigkeit der jeweiligen Aufgabenstellung. Fir stationdre Problemstellungen vereinfacht
sich (2.4) zu einer elliptischen Differentialgleichung. Zur numerischen Losung von War-
meiibertragungsproblemen mit Warmeleitung kommen daher alle Verfahren in Frage,
die grundsatzlich fiir parabolische oder elliptische Differentialgleichungen geeignet sind.
Dazu gehoren z.B. die Finite Differenzen Methode [2.27], das Kollokationsverfahren,
die Galerkin Methode, die Finite Volumen Methode und die Finite Elemente Methode
[2.28]. Aufler der Finite Differenzen Methode sind all diese Verfahren Spezialisierungen der
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Methode der gewichteten Residuen. Der vorliegende Abschnitt gibt eine erste Einfithrung
in die Finite Differenzen Methode und eine daraus ableitbare konzentriert-parametrische
Problemformulierung als thermisches RC-Netzwerk.

2.6.1 Finite Differenzen Methode

Bei der Finite Differenzen Methode wird das Rechengebiet 6rtlich und zumeist auch
zeitlich in Gitter eingeteilt und die Losung wird nur an den Gitterpunkten berechnet. Dazu
werden die in den Differentialgleichungen vorkommenden Ableitungen ndherungsweise
durch Differenzenquotienten ersetzt. Fiir eine allgemeine, hinreichend oft differenzierbare
Funktion y(z) sind in Tabelle 2.5 Beispiele fiir Differenzenquotienten gegeben, wenn das
Gitter entlang der z-Achse eine gleichférmige Schrittweite Az aufweist. Die Tabelle zeigt
auch die Ordnung des Abschneidefehlers.

Tabelle 2.5: Differenzenquotienten.

y(r + Az) — y(x)

1. Ableitung, Vorwirtsdifferenz ~ y/(x) = A + O(Ax)

1. Ableitung, Riickwirtsdifferenz 3/ (z) = y(@) = yA(j; — Az) + O(Ax)

1. Ableitung, zentrale Differenz  y/(x) = ylz + Awé;xy(z ) + O(Az?)

2. Ableitung, zentrale Differenz " (z) = ylz = Az) - Qz(;) +y(z+ Az) + O(Az?)

Aufgabe 2.18 (Differenzenquotienten). Die Herleitung von Differenzenquotienten und
die Berechnung der zugehorigen Abschneidefehler kénnen mittels Taylorreihenentwick-
lung am Punkt x erfolgen. Rechnen Sie auf diese Art die in Tabelle 2.5 angegebenen
Differenzenquotienten nach.

To Ty Ti1 T; Titq Tn
\0 [ ] [ ) [ ] [ ] [ ) [ ] [ ]
N
} } } } } } } }
T
Zo €1 T Ti—1 X Ti+1 T TN

Abbildung 2.31: Finite Differenzen Formulierung fiir isolierten Stab.

Abbildung 2.31 zeigt einen Stab (Gebiet x = [0, L]), der an der linken Stirnflache
(x = 0) und an der Mantelfldche isoliert ist. An der rechten Stirnseite (z = L) wird die
Temperatur T7,(t) eingeprigt. In jedem Stabquerschnitt soll die Temperatur homogen sein.
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Die Temperatur 7'(¢,x) im Stab kann daher anhand der Differentialgleichung

or  o°T

mit a = ﬁ (homogenes Material, konstante Materialparameter, keine Quellterme), den
Randbedingungen

oT

bl =0 2.126b

oz lz=0 ( )

T(t,L) =Tr(t) (2.126¢)
und der Anfangsbedingung

T(0,2) = Ta(x) (2.126d)

beschrieben werden. Dieses 1-dimensionale Wéarmeleitproblem wird nun mit der Finite
Differenzen Methode numerisch gelost. Das Rechengebiet wird dazu 6rtlich in N Intervalle
[xi—1, 2] (1 =1,2,..., N) aufgeteilt, wobei fiir die in Abbildung 2.31 als schwarze Punkte
dargestellten Gitterpunkte

L
r=idr  i=01..N, Ar=— (2.127)

gilt. Auflerdem soll die Zeitachse in Intervalle der festen Lange At unterteilt werden, so
dass sich die Gitterpunkte

tj = jAt (2.128)
ergeben. Fiir die Werte an den Gitterpunkten werden die Abkiirzungen T;(t) = T'(¢, x;)
und Tij =T(t;,x;) = T;(tj) verwendet. Aus einer Ersetzung der Ortsableitung in (2.126a)
gemaf Tabelle 2.5 folgt das Anfangswertproblem

Ti(t) = ALxQ(:/},l(t) COT(t) + Toa (1), i=1,2,...,N—1 (2.129a)
To(t) = oy (T3(0) ~ To(1) (2.120D)

mit den Anfangswerten
T;(0) = Ta(z;) i=0,1,...,N—1. (2.129¢)

In (2.129a) gilt natiirlich Tn(t) = T1(¢). Um (2.129b) zu erhalten, wurde ein virtueller
Gitterpunkt an der Stelle z_; eingefiihrt und die Randbedingung (2.126b) mit dem
zentralen Differenzenquotienten ausgewertet. Dies fithrt auf

Ty (t) — T (t)

2Azx

und damit die in (2.129b) verwendete Beziehung T_;(¢) = T’ (t). Das Anfangswertpro-
blem (2.129) ist linear und liegt bereits in Zustandsraumdarstellung vor. Es kann also
direkt die Losungsformel fiir lineare zeitinvariante Systeme zur Berechnung der Tem-
peraturtrajektorien verwendet werden. Alternativ kann das Anfangswertproblem auch
mit iiblichen numerischen Methoden integriert werden. Das Euler-Vorwartsverfahren, das
aus der Anwendung des Vorwiértsdifferenzenquotienten (vgl. Tabelle 2.5) auf die linken
Seiten von (2.129a) und (2.129b) folgt, ist eine solche Methode. Es fiithrt auf die explizite
Differenzengleichung

=0 (2.130)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.6 Numerische Lésung von Wérmeiibertragungsproblemen Seite 187

, N . . A

Tt =T 4 A_;;(Ti—l —2T) +T0.,) j>0,i=12,...,N-1 (2.131a)
:  ta,

Tt =T + A_;(Tf — 7y j>0 (2.131b)

mit den Anfangswerten

T? = Tp(x;) i=0,1,...,N—1. (2.131c)

Es ist unmittelbar einsichtig, dass dieses zeitdiskrete lineare System nicht fiir beliebige
Werte Ata/Az? stabil ist. D.h. die Wahl der Zeitschrittweite At ist auf die Wahl der
Ortsschrittweite Ax abzustimmen. Das Einhalten der Bedingung

alt 1
<

A7<3 (2.132)

garantiert die Stabilitdt von (2.131). Der Beweis dieser Bedingung findet sich z.B. in
[2.29].

Mit der hier beschriebenen Finite Differenzen Formulierung kénnen bereits 1-dimensionale
transiente Warmeleitprobleme gelost werden. Andere Arten der Diskretisierung, insbe-
sondere der Zeitableitung in (2.126a) finden sich z. B. in [2.3, 2.4, 2.12]. Darunter sind
auch Formulierungen die auf implizite Differenzengleichungen fiihren, deren Stabilitét
bedingungslos oder mit weniger stringenten Anforderungen an At und Ax gesichert ist.
Die Anwendung des Verfahrens auf mehrdimensionale Warmeleitprobleme wird z. B. in
[2.4, 2.12, 2.13] beschrieben. Theoretische Grundlagen zur Finite Differenzen Methode
finden sich z.B. in [2.27].

Aufgabe 2.19 (Differenzenquotienten fiir unregelméfige Gitter). Auch die Anwendung
der Finite Differenzen Methode mit unregelméfligen Gittern und auf unregelméflige
Rechengebiete ist moglich. Als Vorbereitung dazu dienen die folgenden Rechnungen.
Es ist wie in Tabelle 2.5 von einer Funktion y(x) auszugehen, wobei die z-Achse mit
der nicht notwendigerweise regelméafligen Schrittweite Ax; = x;11 —x; zu diskretisieren
ist.

a) Zeigen Sie, dass die zunédchst naheliegende Formulierung

y(Tit1) — y(wi1)
Ax;_1 + Ax;

Y (x;) = (2.133)
fiir den zentralen Differenzenquotienten 1. Ordnung einen Abschneidefehler von
nur linearer Ordnung aufweist.

b) Finden Sie unter Verwendung von y(z;—1), y(z;) und y(z;+1) eine bessere
Formulierung fiir y/(x;), deren Abschneidefehler stets quadratische Ordnung
besitzt.
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c¢) Finden Sie unter Verwendung von y(x;_1), y(z;) und y(z;4+1) einen Differen-
zenquotienten, der eine Naherung fiir y”(x;) reprisentiert, und zeigen Sie, dass
deren Abschneidefehler lineare Ordnung besitzt.

Lésung von Aufgabe 2.19.
b)

A i— A i A i— A i
(2) = y(@iv1) Szt + y(xi)(mf_l - Kmil) —y(@im1) Ay (2.134)
v = Azx;_1 + Ax; '

y(@ir1) s — y(ﬂﬁz‘)(mli_1 + ﬁ) +y(@io) ap—

AIZ'_1 + A.TZ

y' (i) =2 (2.135)

Aufgabe 2.20 (Stationdre Warmeiibertragung in einem umstromten Stab). Rechnen
Sie mit Hilfe der Finiten Differenzen Methode die Ergebnisse (2.103) und (2.105)
fir die Parameterwerte L = 0.5m, Ty = 353K, T, = T« = 293K, a = a, =
25W/(m*K), P =0.5m, A = 0.01m? und A = 60 W/(mK) nach. Implementieren
Sie dazu die Gleichung (2.102a) samt den jeweils zugehorigen Randbedingungen in
einem Computernumerikprogramm. Ersetzen Sie dabei die Ortsableitungen durch
zentrale Differenzenquotienten geméafl Tabelle 2.5 fiir ein regelméfiges Gitter mit der
Schrittweite Az. Vergleichen Sie die Ergebnisse fiir unterschiedliche Schrittweiten mit
den analytischen Resultaten (2.103) und (2.105).

Aufgabe 2.21 (Transiente Warmeiibertragung in einem umstromten Stab). Erweitern
Sie Thre Ergebnisse aus Aufgabe 2.20 zu einer transienten Analyse. Verwenden
Sie die Anfangsbedingung T'(z,0) = To, und die Parameter p = 7850kg/m? und
¢y = 450J/(kgK) und wéhlen Sie unter Beriicksichtigung von (2.132) geeignete
Schrittweiten At und Az. Wie lange dauert es bis die maximale Differenz zwischen
stationdrem und transientem Temperaturprofil den Wert 0.05(7p —7) unterschreitet?

2.6.2 Konzentriert-parametrische Formulierung als RC-Netzwerk
Grundlagen

Ein meist zentraler Schritt bei der numerischen Lésung von Warmetibertragungsproblemen
ist der Ubergang von einer verteilt-parametrischen zu einer konzentriert-parametrischen
Formulierung, d.h. die rdumliche Diskretisierung. Im vergangenen Abschnitt beruhte
dieser Ubergang rein auf mathematischen Uberlegungen zur Berechnung von Ableitungen.
Aufbauend auf diesen Resultaten zeigt der vorliegende Abschnitt eine physikalisch motivier-
te Moglichkeit zur rdumlich diskreten Formulierung von Wérmeiibertragungsproblemen.
Diese Formulierung fithrt auf eine Analogie zwischen elektrischen RC-Netzwerken und
thermischen Netzwerken (thermische RC-Netzwerke). Die nachfolgend néher diskutierten
korrespondierenden Groflen sind in Tabelle 2.6 aufgelistet.
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Tabelle 2.6: Analogie zwischen elektrischen und thermischen Netzwerken.

Elektrische Grofie Einheit Thermische Grofle Variable Einheit
Potentialdifferenz A% Temperaturdifferenz T K
Elektrischer Strom A Warmestrom Q w
Elektrische Ladung C Enthalpie H J
Elektrischer Widerstand Q Thermischer Widerstand R K/W
Elektrische Kapazitat F Thermische Kapazitét C J/K
Elektrische Induktivitat H —

AT T
Q A Qo

Abbildung 2.32: Thermischer Widerstand und thermische Kapazitét.

Die Temperatur T stellt eine ZweipunktgroBe dar, der Warmestrom @ eine Einpunkt-
grofe. Ahnlich dem Ohmschen Gesetz in der Elektrotechnik gilt als Konstitutivgesetz
fiir die Temperaturdifferenz AT an den beiden Enden eines thermischen Widerstandes R

AT = RQ , (2.136a)

siehe auch Abbildung 2.32. Ferner kann das dynamische Verhalten der Temperatur T'
(Zustandsgrofe) einer thermischen Kapazitédt C' durch das Konstitutivgesetz
. Q
T=— 2.136b
: (2.136b)

charakterisiert werden. Auch hier ist die Ahnlichkeit zur Strom-Spannungsbeziehung an
elektrischen Kapazitdten unmittelbar ersichtlich. Bemerkenswerterweise findet sich im
Bereich der Warmeiibertragung aber kein Analogon zur elektrischen Induktivitédt. Dies
erklart aus physikalischer Sicht, warum es in thermischen Netzwerken (ohne periodische
Anregung) kein oszillierendes Verhalten geben kann. D. h. das linearisierte dynamische Sys-
tem besitzt ausschlieBlich rein reelle Eigenwerte. Dies wird spéter auch noch mathematisch
gezeigt.

Die Darstellung eines Warmeiibertragungsproblems als thermisches RC-Netzwerk kann
hilfreich sein, weil die aus der Elektrotechnik bekannten Knoten- und Maschengleichungen
(Bilanzgleichungen) zur Netzwerkanalyse genutzt werden konnen. Ferner kénnen géingige
Netzwerksimulationsprogramme zur Berechnung herangezogen werden. Dabei héufig
verwendete Netzwerktopologien werden am Ende dieses Abschnitts diskutiert.
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Isolierter Stab Ax
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Abbildung 2.33: Finite Differenzen Formulierung eines isolierten Stabes als Kette von
RC-Gliedern.

1-dimensionales Warmeleitproblem

Abbildung 2.33 zeigt wieder den an der Mantelfliche und am linken Ende x = 0 isolierten
Stab, dessen transienter Temperaturverlauf z. B. mit Hilfe von (2.129) berechnet werden
kann. Die Querschnittsflache des Stabes sei konstant A. Man kann nun in (2.129a) und
(2.129b) durch Umschreiben in die Form

Awpe, Ti(t) = AL (Tialt) = T(0) + A5 (Tia(t) = Tift), =12, N1
——

—C N—— ——
T — 1 — 1
R, 14 Ri i1
(2.137a)
Ax . A
%,V_/ \,_/
=CY :%),1

thermische Kapazitaten C; und thermische Widerstande R; ;1 identifizieren und das
in Abbildung 2.33 gezeigte Ersatzschaltbild erstellen. Es hat eine leiterféormige Struktur
und wird auch Cauer-Modell genannt. Der thermische Widerstand R; ;1 verbindet den
Knoten z; mit dem Knoten z;4;. Die thermische Kapazitdt C; verbindet den Knoten z;
mit der thermischen Masse. Da der Knoten xy am Rand des Rechengebietes liegt, ist seine
thermische Kapazitdt Cy nur halb so grof, wie die der Knoten im Inneren. Gleiches wiirde
auch fiir den Randknoten xn gelten, dessen thermische Kapazitdt Cy aber hier nicht von
Bedeutung ist, da T (t) = T1(t) fest vorgegeben ist (Randbedingung erster Art).
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Prinzipien und Basiselemente von thermischen RC-Netzwerken

An diesem einfachen Beispiel werden bereits einige der folgenden Prinzipien von thermi-
schen RC-Netzwerken klar:

Ein thermisches RC-Netzwerk beschreibt ein Anfangswertproblem (gewthnliche
Differentialgleichung mit Anfangswerten, vgl. das Zustandsraummodell (2.129)).

Thermische Widersténde stellen immer eine thermische Verbindungsstrecke zwi-
schen zwei Knoten dar. Auflerdem treten sie bei einigen Randbedingungen auf.
Mit thermischen Widerstanden lassen sich wiarmeleitende Volumen und generell
Warmeiibertragungsstrecken modellieren. Der in stationaren linearen Wérmeiiber-
tragungsproblemen héufig verwendete k-Wert (¢ = kAT, vgl. (2.91) und (2.97))
steht mit dem thermischen Widerstand iiber die Beziehung

1
R — 2.1
R=— (2.138)

in Verbindung, wobei A die Querschnittsfliche des Widerstandes ist. Als Beispiel fiir
ein nichtlineares Warmeiibertragungsverhalten wird die Strahlungswarmestromdichte
4= oP(T} — T3) zwischen zwei Oberfliichen mit einer Konstante P betrachtet. Sie
kann durch den temperaturabhiangigen thermischen Widerstand

1
T, T) = 2.1
R(T1,T2) Ao P(T? +T2)(Ty + Ty) (2.139)

beschrieben werden.

Volumetrische Warmequellen konnen als zuséatzliche in die Netzwerkknoten miindende
Stromquellen modelliert werden (vgl. Abbildung 2.34d).

Thermische Kapazitidten sind Speicherelemente, die in RC-Netzwerken immer mit
einer direkten Verbindung zur thermischen Masse dargestellt werden, d.h. alle
Kapazititen sind sternférmig um die thermische Masse angeordnet'. Thermische
Kapazititen haben keinen Einfluss auf die stationdre Temperaturverteilung und das
stationdre Warmetibertragungsverhalten des Systems.

Die Temperatur (das Potential) der thermischen Masse betriagt 0 K.

Eine Randbedingung erster Art (fest vorgegebene Temperatur T; = T, and ei-
nem Randknoten z;) kann als ideale Potentialquelle modelliert werden (vgl. Abbil-
dung 2.34a).

Eine Randbedingung zweiter Art (fest vorgegebener Warmestrom Qa) kann als
ideale Stromquelle modelliert werden (vgl. Abbildung 2.34b). (Im obigen Beispiel
tritt am Rand z = 0 kein Warmestrom auf (Q),=0).)

'Es gibt jedoch im Allgemeinen keine direkte physikalische Verbindung zwischen den Kapazitdten und
der thermischen Masse. Anders als bei elektrischen Kapazitéiten, wo an beiden Anschlusskontakten
stets der gleiche elektrische Strom flielen muss, treten bei thermischen Kapazitdten nur einseitige
Waérmestrome auf. Nur wenn die Summe der zu- und abflieBenden Warmestréme einer thermischen
Kapazitdt ungleich Null sind, dndert die Kapazitéit ihren Ladezustand (Temperatur).
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o FEine Randbedingung dritter Art (temperaturabhingige Wérmestromdichte (7, —
T;) am Randknoten z;, vgl. die Abschnitte 2.2.1 bis 2.2.3) kann mit Hilfe eines
thermischen Widerstandes (Kontakt- oder Ubergangswiderstand)

1

R =74

(2.140)
modelliert werden, wobei A die Flache der Randbedingung ist. Ist eines der beiden
Temperaturniveaus T;, oder T; fest vorgegeben (gilt z. B. hédufig fiir die Umgebung-
stemperatur T, = T, ), so ist der Widerstand an eine ideale Potentialquelle zu
koppeln (vgl. Abbildung 2.34c).

o Soll ein RC-Netzwerkmodell auch zur Abbildung nichtlinearer Effekte (z. B. Wir-
mestrahlung, vgl. Abschnitt 2.2.4) verwendet werden, so sind die konstitutiven
Beziehungen (2.136) durch entsprechende nichtlineare Ausdriicke zu ersetzen. Au-
Berdem ist es natiirlich moglich den linearisierten Anteil des thermischen Verhaltens
als lineares Netzwerk zu modellieren.

T;
T.| T,
Qa
a) = b) = c)

Abbildung 2.34: Basiselemente fiir thermische RC-Netzwerke, a) Randbedingung erster
Art, b) Randbedingung zweiter Art, ¢) Randbedingung dritter Art, d)
Knotenelement mit Warmequelle.

Als Grundeinheit zur Erstellung thermischer RC-Netzwerke kann das in Abbildung
2.34d gezeigte Knotenelement ¢ dienen. Es ist iiber eine Kapazitédt C; mit der thermischen
Masse und iiber Widerstinde R;; mit den anderen Knoten j = 1,2,3 verbunden und
beinhaltet aufierdem eine (volumetrische) Wirmequelle Q.

Im obigen Beispiel wurde gezeigt, dass eine Finite Differenzen Formulierung eines
Wirmeiibertragungsproblems eine einfache Interpretation als thermisches RC-Netzwerk
in Form eines Cauer-Modells zulédsst. Dieses Prinzip ist erweiterbar, denn das Model-
lierungsergebnis muss nicht zwingend ein Cauer-Modell sein und der Ausgangspunkt
der Modellierung ist zumeist keine Finite Differenzen Diskretisierung. Vielmehr kann
ausgehend von einem physikalischen Modell durch benutzerdefinierte Partitionierung des
Rechengebietes direkt manuell ein thermisches RC-Ersatzschaltbild erstellt werden. Daraus
kann leicht ein Zustandsraummodell des Systems abgelesen werden.
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Im Falle eines prismatischen, an der Mantelfliche isolierten Korpers mit der Quer-
schnittsfliche A und der volumetrischen Wérmequelle g gilt (vgl. auch (2.129))

C; = Ax;Apc, (2.141a)

_ Azip
Rmﬂ == (2.141b)
Qi = Az;Ag . (2.141c¢)

Hierbei sind Az; die Lange des dem Diskretisierungspunkt x; zugerechneten Volumen-
elements und Awz; ;41 der Abstand zwischen den Diskretisierungspunkten z; und ;1.
In technischen Anwendungen mit komplexeren Geometrien werden die Werte C;, R; i+1
und Q; oft in Messungen oder numerischen Analysen bestimmt. Wie das nachfolgende
Beispiel zeigt, konnen auch Serien- und Parallelschaltungen von thermischen Widerstanden
zumindest ndherungsweise berechnet werden.

Beispiel 2.6 (Serien- und Parallelschaltung von thermischen Widerstdnden). Abbil-
dung 2.35a zeigt einen inhomogenen warmeleitenden Quader mit der Lénge L, der
Breite B und der Hohe H (vgl. [2.4]). An der linken und an der rechten Seitenfliche
werden homogen verteilte feste Randtemperaturen eingeprigt (Randbedingungen
erster Art). Alle iibrigen Oberflachen sind adiabat. Der Quader besteht aus den vier

Blocken a, b, ¢ und d mit unterschiedlichen Materialien.
L

Lo  Ly=L. Ly
\ \
a b d
Ay Hyp
H Aa Ad
¢ A\ H.
a) N
Ly
La Aoy B Ly
\HB I \HB
— 11— ° T
AH.B
b) —
L, Ly L
MNH,B  M\H,B \gH,B
La Lc Ld
N H.B AH:.B AH.B
c — —

Abbildung 2.35: Serien- und Parallelschaltung von thermischen Widerstanden (in
Anlehnung an [2.4]), a) Aufbau, b) thermisches Ersatzschaltbild fiir
untere Schranke des Gesamtwiderstandes, ¢) thermisches Ersatz-
schaltbild fiir obere Schranke des Gesamtwiderstandes.

Um den thermischen Widerstand R des Quaders zu ermitteln, miisste ein 2-
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dimensionales stationdres Warmeleitproblem (numerisch) gelost werden. Durch ein-
fache Serien- und Parallelschaltungen von Teilwiderstédnden lassen sich aber untere
und obere Schranken fiir R finden, die oftmals brauchbare Néherungen fiir R sind.
Zur Erkldrung kann man gedanklich von einer orthotropen Warmeleitfihigkeit aus-
gehen. In horizontaler Richtung gelten die angegebenen Warmeleitfadhigkeiten A,,
Ap, Ae und Ag. Geht man davon aus, dass fiir die Warmeleitfahigkeit in vertikaler
Richtung A, — oo gilt, so bedingt dies eine homogene Temperaturverteilung entlang
vertikaler Schnittflichen innerhalb der Teilbereiche a und d und insbesondere an
deren Grenzschichten. Die thermischen Widerstdnde der Bereiche b und ¢ sind daher,
wie in Abbildung 2.35b dargestellt, an ihren Enden thermisch verbunden. Fiir dieses
Ersatzschaltbild folgt

Lo 1 L
NHB = RfLB | AJLE T\ HB'

R= (2.142)

was eine untere Schranke des thermischen Gesamtwiderstandes R darstellt. Wird
hingegen A\, = 0 angenommen, womit kein Warmestrom in vertikale Richtung moglich
ist, so ergibt sich ein thermisches Ersatzschaltbild geméafl Abbildung 2.35¢ mit der
oberen Schranke

R= (2.143)

1 1

La Lb Ld La Lc Ld
BtV NHB T B NHB T NILB T N H.B

Beispiel 2.7 (Dimensionierung eines Kiihlkorpers fiir einen Spannungsregler). Ein
linearer Spannungsregler liefert am Ausgang U, = 5V, wobei fiir die Eingangsspan-
nung 6 V < U, <20V gelten muss. Die angeschlossene Last zieht einen Gleichstrom
I, = 0.5A. Der gleiche Strom fliefit auch eingangsseitig, d.h. der Spannungsregler
reduziert nur die Eingangsspannung auf den gewiinschten Ausgangswert U,. Aus dem
Datenblatt des Spannungsreglers sind auflerdem die thermischen Widerstandswerte
Rsp = 5K/W und Rps = 60 K/W bekannt. Rgp ist der thermische Widerstand zwi-
schen Sperrschicht und Basisplatte und Rpo ist der thermische Widerstand zwischen
Basisplatte und Umgebungsluft. Die Basisplatte hat eine Masse mp = 0.002kg und
eine spezifische Warmekapazitit cg = 385 J/(kg K) (Kupfer). Die Wérmeiibertragung
iiber das Kunststoffgehduse und die elektrischen Anschlusskontakte sei vernachléssig-
bar klein.
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Schnitt A-A Too
Kunststoffgehduse Substrat
Sperrschicht Basisplatte

|
L% %
S
Kiihlkérper

Anschlusskontakte ~ Wéarmeleitpaste
b)

Abbildung 2.36: Spannungsregler mit Kiithlkorper, a) Ansicht, b) innerer Aufbau.

Die Sperrschichttemperatur T soll den Wert 75,4, = 403 K nicht {iberschreiten,
wobei die Umgebungsluft die feste Temperatur 7o, = 323 K aufweist. Um die Kiihlung
zu verbessern, wird ein Kiithlkorper (passive Kithlung) mit der Masse myg = 0.02kg
und der spezifischen Wérmekapazitit cx = 903 J/(kg K) (Aluminium) aufgeschraubt.
Der thermische Widerstand zwischen Kiithlkérper und Umgebungsluft betragt laut Da-
tenblatt des Kiihlkérpers Rioo = 7K/W. Durch die Verwendung von Wérmeleitpaste
konnte der Ubergangswiderstand zwischen Basisplatte und Kiihlkérper im Vergleich
zu einem Luftspalt deutlich reduziert werden. Die Paste besitzt eine Warmeleitfahig-
keit von A = 0.8 W/(m K) und wurde auf einer Fliiche A = 150 mm? mit einer Dicke
H = 30 pm aufgetragen. Mit Hilfe der konzentriert-parametrischen Formulierung
sollen folgende Fragen geklirt werden:

a) Wie hoch darf die Eingangsspannung U, im stationéren Fall mit bzw. ohne
Kiihlkérper maximal sein, damit die zuléssige Sperrschichttemperatur T's ;4
eingehalten wird?

b) Zur Untersuchung des Einflusses von Schwankungen der Eingangsspannung
soll davon ausgegangen werden, dass die Eingangsspannung U, (t) sinusformig
zwischen 6 V und 20 V schwankt, d. h. den Verlauf U,(t) = U, 4 U, cos(2x ft) mit
U. =13V und U, = 7V besitzt. Welche Frequenz f muss das Signal mindestens
haben, damit der Spannungsregler in der Konfiguration mit dem Kiihlkérper
nicht iberhitzt?

Die in Abbildung 2.36 dargestellte Konfiguration ldsst sich durch die thermischen
Ersatzschaltbilder gemé&fl Abbildung 2.37 beschreiben, wobei P die Heizleistung
des Spannungsreglers und Rp den thermischen Widerstand der Wéarmeleitpaste
bezeichnen.
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a) —

Abbildung 2.37: Thermische Ersatzschaltbilder, a) ohne Kiihlkoérper, b) mit Kiihlkor-
per.

ad a) Die Heizleistung des Spannungsreglers betrigt

P=U—Uy)l,, (2.144)
so dass N
Ue,max - Ua + ez . (2145)
Io
Fiir die maximale Heizleistung gilt im stationdren Fall
T -T
Py = —2maz T 00 (2.146)
Rges
wobei ohne Kiihlkérper fiir den Gesamtwiderstand
Ryes = Rsp + Rpoo (2.147)
gilt und mit Kiihlkérper
Ryes = Rsp + Rp + R oo - (2.148)
Hierbei ist
Rp = =il (2.149)
V| ‘

der thermische Widerstand der Wéarmeleitpaste. Damit kann die maximale
Eingangsspannung Ue q, direkt berechnet werden. Ohne Kiihlkérper diirfen
maximal 7.462V und mit Kiihlkérper maximal 18.061 V am Eingang anliegen.

ad b) Fir die thermischen Kapazitdten gilt
Cp =mpcp , Crg = mgck (2.150)

und fiir die Heizleistung im Spannungsregler erhélt man

—_———

P(t) = (Ue + U. cos(2mft) — Uy) Iy = (Ue — Ug) Iy + U.1, cos(2m ft) . (2.151)
—~

=P P
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Da es sich um ein lineares System handelt gilt fiir die Sperrschichttemperatur
Ts(t) = Ts + T cos(2m ft + ) (2.152)

mit dem konstanten Anteil

Ts = To + P(Rsg + Rp + Rioo) (2.153)

der Amplitude
Ts = |G(j2n f)|P (2.154)

und der Phase
o =arg(G(j2nf)) . (2.155)

Die hier verwendete Ubertragungsfunktion

Rp(1+ sRkooCk) + RKoo
(1+sRpCB)(1 4+ sRrkxoCk) + sSRKkoCB

G(s) = Rsp + (2.156)
ldsst sich leicht anhand des in Abbildung 2.37b gezeigten RC-Netzwerks be-
rechnen. Natiirlich zeigt sie Tiefpassverhalten. Die gesuchte minimale Frequenz
Smin 18sst sich aus der Bestimmungsgleichung

TS,max - TS

S = G527 fmin)| (2.157)

berechnen. Man erhélt z.B. durch numerisches Losen von (2.157) finim =
1.429-1073Hz = 5.146 h~ 1.

Netzwerktopologien, Cauer- und Foster-Modell

Seriell angeordnete warmeiibertragende Strukturen, wie das 1-dimensionale Beispiel in
Abbildung 2.33, kdnnen mit einem leiterférmigen RC-Ersatzschaltbild, d. h. als Cauer-
Modell, beschrieben werden. Fiir die weitere Diskussion wird die in Abbildung 2.38a
dargestellte Last in Form eines Cauer-Modells betrachtet. Fiir diese Topologie kann die
Berechnung der Impedanz Z(s) als Kettenbruch in der Form

Z(s) = (2.158)

Ri+-. 1

1
C -
S N+RN

erfolgen. Wie an dem Beispiel aus Abbildung 2.33 diskutiert, erlaubt das Cauer-Modell
(Abbildung 2.38a) eine direkte physikalische Interpretation der auftretenden thermischen
Widerstidnde R; und Kapazitiaten C;. Dariiber hinaus treten die Knotentemperaturen des
Cauer-Modells auch als Temperaturen im realen System auf. Diese Vorziige besitzt das
sogenannte Foster-Modell (Abbildung 2.38b) nicht. Um auf ein dquivalentes Foster-Modell
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Cauer-Modell
Ry Ry

Z(S)c TC'l TCQ

a) =

Foster-Modell

Abbildung 2.38: Netzwerktopologien, a) Cauer-Modell, b) Foster-Modell.

zu kommen erfolgt eine Partialbruchzerlegung von (2.158) in der Form

N R,

-3 T 2259
Die hierbei auftretenden Widerstandswerte R;, Kapazititswerte C; und Potentialwerte in
den Knoten erlauben keine physikalische Interpretation. Der Vorteil des Foster-Modells
ist die einfache Darstellung der Impedanz Z(s) in der Form (2.159), welche das direkte
Ablesen von Polstellen erlaubt.

Netzwerkanalyse

RC-Netzwerke konnen allgemein als Graphen mit 7+ 1 Knoten und N Kanten beschrieben
werden, wobei N > n gelten muss. Es handelt sich um gerichtete Graphen, da die Kanten
eine Orientierung entsprechend der positiven Strom- bzw. Warmeflussrichtung aufweisen.
Der Knoten 0 soll stets die Masse darstellen (Potential 0). Als Basismodell einer Kante k
kann das in Abbildung 2.39 gezeigte Element dienen, welches die Knoten ¢ und j verbindet.
Es enthélt einen Widerstand mit dem Leitwert Gy, = 1/ Ry, in Serie zu einer Potentialquelle
uy, sowie dazu parallel geschaltet eine Stromquelle v und eine Kapazitit Cj. Werden
die entsprechenden Bauteilwerte zu 0 gesetzt, so konnen mit diesem Basiselement auch
Kanten mit weniger Bauteilen beschrieben werden. Fiir den Gesamtstrom durch die Kante
k folgt

Qk = CkUk + v + Gr(Uk — uy) (2.160)

wobei Uy, die Potentialdifferenz entlang der Kante k ist. Fiithrt man nun die Vektoren
Q = [Qklk=1,...N, € = [Cilr=1,..N, U = [Uplp=1,...N, V = [V]k=1,..N, 8 = [Gilp=1,.. N
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Abbildung 2.39: Basiselement fiir eine Kante k, die die Knoten 7 und j verbindet.

und u = [ug)g=1,.. ~ ein, so kann (2.160) in der vektoriellen Form

Q = diag{c}U + v + diag{g}(U — u) (2.161)

geschrieben werden. Unter Verwendung der zeilenreguldren (reduzierten) Inzidenzmatrix

A = [Aikli=1,.. nk=1,..N (2.162a)
mit
+1, wenn Kante k£ vom Koten ¢ wegfiihrt,
Air = ¢ —1, wenn Kante k zum Koten ¢ hinfiihrt, (2.162Db)
0, sonst

kénnen die Knotengleichung

0=AQ (2.163)

und die Umrechnung

U=A"TT (2.164)

von Knotenpotentialen T = [T;];—1, ., auf die Potentialdifferenzen U formuliert werden.
Die Verwendung von (2.163) und (2.164) in der mit A vormultiplizierten Gleichung (2.161)
fithrt auf

0 = A diag{c}AT T + A diag{g}A" T + A(v — diag{g}u) , (2.165)

=C =G

wobei die Matrizen C und G symmetrisch und positiv semidefinit sind. Um das dynamische
Verhalten von (2.165) zu studieren, wird die Zustandstransformation

T=[V, Vi [’q] — Vx (2.166)

X2

mit einer orthonormalen Matrix V = [V, V3] definiert. Hierbei sind die Spalten von Vo
die Basisvektoren des Nullraums (Kerns) von C. Fiir sie muss gelten, dass sie nicht im
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Nullraum von G enthalten sind, d.h. GV ist spaltenregulir, da es sonst abgekoppelte
Teile des Netzwerks gibt, die weder iiber Widerstande noch {iber Kapazitdten verbunden
sind. Dieser degenerierte Fall soll hier ausgeschlossen werden. Vi enthélt die Basisvektoren
des Zeilenraums von C (Bild von C = CT), d.h. CV ist spaltenregulir. Die Anwendung
der Transformation (2.166) auf (2.165) liefert

0 = Cx 4 Gx + VT A(v — diag{g}u) (2.167a)
mit den symmetrischen und positiv semidefiniten Matrizen

Gy Gm]

2.167b
Gl, G ( )

Hierbei sind C17 und Gy positiv definit und (47 ist positiv semidefinit. Das Differential-
algebraische System (2.167) besitzt die dynamischen Zustdnde x; und die algebraischen
Zustande xg. Fiir die algebraischen Zustdnde ergibt sich

x3 = —Goy (G?Qxl +VIA(v - diag{g}u)) . (2.168a)
Das Verhalten der dynamischen Zustdnde kann daher durch

5(1 = — Cl_ll (GH — G12G521G?2)X1
(2.168b)
+ Cfll [—E G12G§21}VTA(V — diag{g}u)

beschrieben werden. Die Eigenwerte der Dynamikmatrix von (2.168b) entsprechen den
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(sC11 + Gu1 — G12G3, Gy ) (2.169)

und sind rein reell und nichtpositiv. Um dies zu zeigen, betrachte man ein Paar A\ und w,
welches das zu (2.168b) gehorige Eigenwertproblem

0= (ACi1 + Gi1 — GGy Gy )w (2.170)
16st. Da G symmetrisch und positiv semidefinit ist, gilt dies auch fiir
E -G G*]Gl B ]—G — G12G5 G 2.171
~G12Gyy 1 | =G Gi12Gy Gy (2.171)
—Gy Gy

so dass aus (2.170) die zu zeigende Beziehung
WT (Gll — G12G2_21G'1T2>W

A=—
WTCHW

<0 (2.172)

folgt.

Da die Matrizen Cq; und G171 — G12G2_21 G;FQ symmetrisch sind, stimmen die geometri-
schen Vielfachheiten und die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte des Problems
(2.170) tiberein. Folglich ist die Dynamikmatrix von (2.168b) diagonalisierbar. Daraus und
aus der Erkenntnis, dass die Eigenwerte der Dynamikmatrix von (2.168b) rein reell und
nichtpositiv sind, kénnen folgende Schliisse gezogen werden:
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e Ohne periodische Anregung an einem Eingang tritt kein oszillierendes Verhalten auf.
« Bei keiner Sprungantwort des Systems tritt Uberschwingen auf.

o Eigenwerte mit dem Wert 0 stellen reine Integratoren dar. Instabilitdten des Systems
kénnen nur auftreten, wenn solche Integratoren vorhanden sind.

« Alle auftretenden Integratoren sind Einfachintegratoren, d.h. alle Ubertragungs-
funktionen des Systems haben maximal einen einfachen Pol bei 0.

o Abgesehen von allfilligen Eigenwerten bei 0 besteht das System nur aus Tiefpéssen
und ist stabil.

Fiir die regelungstechnische Behandlung von RC-Netzwerken sind diese Eigenschaften,
welche grundsétzlich ein gutmiitiges dynamisches Verhalten beschreiben, zumeist vorteil-
haft.

Beispiel 2.8 (Temperaturentwicklung in einem fliissigkeitsgekiihlten Hohlleiter). Es
wird ein in Abbildung 2.40 skizzierter fliissigkeitsgekiihlter Hohlleiter aus Kupfer (Mas-
sendichte p = 8933 kg/m?, spezifische Wirmekapazitiit ¢, = 385 J/(kgK), Wirmeleit-
fihigkeit A = 401 W/(mK), spezifischer Ohmscher Widerstand p, = 0.018 Q mm?/m)
betrachtet. Der Hohlleiter besitzt einen quadratischen Querschnitt mit der dufleren
Seitenldnge 20 mm und der Wandstérke 5 mm. Im Leiter flieft ein elektrischer Strom
mit der homogen verteilten effektiven Stromdichte J = 30 A/mm?. Da der Leiter
ohne nennenswerte Zwischenrdume zu einer Spule gewickelt ist, kann seine duflere
Mantelfliche als adiabat betrachtet werden. Im quadratischen Innenkanal fliefit eine
elektrisch isolierende Kiihlfliissigkeit mit der konstanten Temperatur Ty = 293 K. Fiir
den konvektiven Warmeiibergang zwischen Leiter und Fluid gilt der Warmeiiber-
gangskoeffizient o = 1200 W/(m?K). Beim Einschalten des Stroms besitzt der Leiter
die homogene Anfangstemperatur Ty = 293 K. Es soll das transiente Temperaturfeld
im Querschnitt des Hohlleiters berechnet werden.
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20 mm

Cu, p, ¢p, A pe

Abbildung 2.40: Fliissigkeitsgekiihlter Hohlleiter.

Die numerische Losung dieser Aufgabe mittels MATLAB/SIMULINK ist 3‘![:;',75'
in der Datei example_hollow_conductor.mlx dargestellt, welche von }

https://www.acin.tuwien.ac.at/master/fortgeschrittene-

methoden-der-modellbildung/ heruntergeladen werden kann.
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A Thermodynamische ZustandsgroBen reiner
Stoffe

Bei reinen Stoffen, die in einer Phase (fest, fliissig oder gasformig) vorliegen und sich im
lokalen thermodynamischen Gleichgewicht befinden, geniigen zwei unabhéngige Zustands-
grofien, um den inneren Zustand der Stoffe eindeutig zu beschreiben. Liegt der Stoff in
zwei Phasen vor, geniigt eine Zustandsgrofle. Haufig werden fir diese Beschreibung die
thermischen Zustandsgréfien

e Druck p,
 spezifisches Volumen v = % und
e Temperatur 7T,

sowie die kalorischen Zustandsgrofien
o spezifische innere Energie v und
« spezifische Enthalpie h = u + pv

verwendet. Sie alle sind intensive Zustandsgrofien. Die thermischen Zustandsgréfien sind
durch eine thermische Zustandsgleichung

0=Gi(pv,T), (A.la)

gekoppelt. Als kalorische Zustandsgleichungen bezeichnet man solche in denen eine kalori-
sche Zustandsgrofle auftritt, z. B.

0= Ga(u,v,T) , 0=Gs(h,p,T) . (A.1b)

Zustandsgleichungen konnen also als Flache im 3-dimensionalen Raum interpretiert werden.
Fiir Stoffe bei denen die Zustandsgleichungen nicht in geschlossener algebraischer Form
formuliert werden kénnen finden sich in der Fachliteratur tabellierte Wertekombinatio-
nen von Zustandsgrofien, siehe z. B. [A.1-A.5]. Weitere Zustandsgleichungen mit je drei
Zustandsgrofien lassen sich durch Umformung obiger Ausdriicke finden.

Aus G5 und G3 erhalt man

U= U(Ua T) ) h = h(pa T) (AQ)
und schlieSlich die totalen Differentiale
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ou ou
du=2=| 4T+ %(T dv (A.3a)
C
oh oh
dh = a—ij dT + a—p\po . (A.3b)
Cp

Die tiefgestellten Symbole v, T', p geben an, welche unabhéngige Zustandsgréfie in der
jeweiligen partiellen Ableitung konstant zu halten ist. Die partiellen Ableitungen nach T’
werden spezifische Warmekapazititen genannt. Im Speziellen bezeichnet man ¢, (v, T) als
spezifische Warmekapazitat bei konstantem Volumen (d.h. bei einer isochoren Zustands-
dnderung) und c,(p,T') als spezifische Wirmekapazitit bei konstantem Druck (d.h. bei
einer isobaren Zustandsénderung). Die spezifische Warmekapazitat wird meist in J/(kg K)
angegeben und beschreibt die Warmemenge in J, die notwendig ist, um 1 kg einer Substanz
um 1K zu erwérmen, wenn dabei v bzw. p konstant gehalten wird.

A.1 ldeale Gase
Das Verhalten idealer Gase ldsst sich durch die thermische Zustandsgleichung
pv = RT (A.4)

mit der stoffabhéngigen spezifischen Gaskonstanten R in J/(kgK) beschreiben. Es lasst
sich mathematisch und experimentell zeigen, dass fiir ideale Gase

ou
= = A.
ov ‘T 0 (A-5)
gilt [A.2, A4, A5]. Dies impliziert u = u(T),
h=u(T)+pv=u(T)+ RT, (A.6)

und folglich h = h(T") sowie ¢, = ¢,(T") und ¢, = ¢,(T"). Aus (A.6) erhédlt man durch
Differentiation

p(T)=c,(T)+ R . (A.7)
Bei idealen Gasen sind also u, h, ¢, und ¢, reine Temperaturfunktionen. Integration von
(A.3) liefert damit

T T

w(T) = u(Tp) + . co(T)dT ,  h(T) = h(Tp) + . ep(T)dT (A.8)

wobei Ty eine beliebig wihlbare Referenztemperatur ist.

A.2 Inkompressible Stoffe

Fiir inkompressible Stoffe gilt dv = 0, d. h. v = konst., was als thermische Zustandsglei-
chung interpretiert werden kann. Damit vereinfacht sich (A.3a) zu

du = ¢, dT (A.9)
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und es gilt u = u(T) und ¢, = ¢,(T). Das totale Differential von h = u + pv lautet dann
dh =du+vdp =c,(T)dT +vdp . (A.10)

Gleichsetzen mit (A.3b) liefert
oh
dh:cU(T)dT+vdp:cpdT~|—6f‘po. (A.11)
p

Diese Beziehung muss fiir beliebige Zustandsinderungen gelten, also auch fiir solche bei
denen der Druck konstant bleibt (dp = 0). Daraus folgen die Identitidten

co(T) = ¢p = ¢,(T) (A.12a)
dh =c,(T)dT + vdp . (A.12b)

Bei inkompressiblen Stoffen sind also ¢, und ¢, identisch und reine Temperaturfunktionen.
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B Aufgaben zur Warmeiibertragung

Dieser Anhang enthélt zur Unterstiitzung des Selbststudiums einige Aufgaben samt
Losungen aus dem Bereich Warmeiibertragung.

Aufgabe B.1 (Flachdach).

T
o Deckschicht aus Flammpappe
do} A2 Isolierung
dl( A1 Vollbeton
z
I |
Ty

Abbildung B.1: Flachdach.

Bei Threm neu gebauten Haus haben Sie sich fiir ein Flachdach mit Sichtbetondecke
entschieden. Wie in Abbildung B.1 angedeutet besteht das Flachdach aus einer
di = 0.2m dicken Vollbetondecke (Wérmeleitfahigkeit Ay = 2W/(mK)), einer
d2 = 0.05m dicken Isolierschicht (Wérmeleitfdhigkeit Ao = 0.5 W/(mK)) und einer
Deckschicht aus Dachpappe, welche aufgrund ihrer geringen Dicke fiir die Berechnung
des Warmedurchganges vernachléssigt werden kann. Innenseitig erfolgt zwischen der
Raumluft mit der Temperatur 77 und der Betondecke ein konvektiver Warmeaustausch
mit dem Wirmeiibergangskoeffizienten iy = 5 W/(m? K). Aufienseitig erfolgt zwischen
der Umgebungsluft mit der Temperatur T, und der Deckschicht ein konvektiver
Wirmeaustausch mit dem Wirmeiibergangskoeffizienten as = 10 W/(m? K). Der
Wairmeaustausch durch thermische Strahlung sei vernachléssigbar gering. Leider wurde
nun die Deckschicht ihres Flachdachs undicht und es regnet ein. (Der Wassereintritt
soll auf den Warmedurchgang keinen Einfluss haben.)

1. Gehen Sie von einer Auflentemperatur T, = —5°C aus. Auf welchen Wert T7
miissen Sie die Raumtemperatur einstellen, damit die Deckschicht gerade gefriert
und so ein weiterer Wassereintritt verhindert wird? Welche Verlustleistung stellt
sich je m? Deckenfliche ein?

2. Thre Heizungsregelung hélt die Raumtemperatur konstant. Drauflen kiihlt es auf
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Too = —15°C ab und es beginnt zu schneien (Warmeleitfihigkeit von Schnee
A3 = 0.4 W/(m K), Warmeiibergangskoeffizient zwischen Schneeoberfliche und
Umgebungsluft az = 20 W/(m? K)). Ab welcher Dicke der Schneeschicht miissen
Sie wieder einen Wassereintritt befiirchten?

Lésung von Aufgabe B.1. Es handelt sich um ein stationdres 1-dimensionales Warme-
leitproblem mit konvektiven Randbedingungen. Die Decke ist aus zwei Schichten mit
jeweils homogener Warmeleitfahigkeit aufgebaut.

1. Fir die Warmestromdichte folgt gemafl (2.89)

= Ty = 7(0)) = JHI(0) ~ T(dh)
A 1 (B.1)
_ d—j(T(ch) —T(dy + d3)) = ao(T(dy + d) — Tho) |

wobei das Wandtemperaturprofil mit 7'(z) bezeichnet wird. Die Deckschicht
gefriert, wenn T'(d; + d2) = 0°C gilt. Daraus folgt die Verlustleistung je m?

Deckenflache W
q= OéQ(T(dl + dg) — Too) =50 @ . (B.2)

Unter Verwendung von (B.1) fiihrt dies auf die Innentemperatur
Tr =T — T(O) + T(O) — T(dl) + T(dl) — T(dl + dg) + T(d1 +ds) =
g | qd

qd2 o
=2 4+ 12 4 22 L T(dy+dy) =20°C .
a1+A1+A2+ (dy + d2)

(B.3)

2. Die Wirmestromdichte muss weiterhin den Wert ¢ = 50 W/m? geméif (B.2)
haben, da sich unterhalb der Deckschicht nichts dndert. Es wird von einem
idealen Wéarmeiibergang zwischen Deckschicht und Schnee ausgegangen. Fiir
die Warmestromdichte durch die Schneeschicht mit der unbekannten Dicke d3
gilt analog zu (2.91)

. T(dy+d) — Tio

Mit T'(d1+d2) = 0°C und Ts, = —15°C folgt daraus die Dicke der Schneeschicht

(B.4)

T(dy +do) —Toy 1
d3:)\3< (“L?) ):O.lm.
q (6%

(B.5)

Aufgabe B.2 (Abkiihlen eines Zylinders). In Abbildung B.2 ist der Querschnitt ei-
nes zylindrischen Festkorpers mit der Wérmeleitfihigkeit A = 0.1 W/(mK), dem
Radius R = 0.2m, dem aktuellen Temperaturfeld T'(¢, x,y, z) und der homogen ver-
teilten aktuellen Oberflichentemperatur T = 50 °C skizziert. Zwischen dem Zylinder
und dem umgebenden Fluid mit der Temperatur T, = 20°C kommt es iiber die
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Mantelflache ausschliefSlich zu konvektivem Warmeaustausch mit dem Warmeiiber-
gangskoeffizienten & = 5 W/(m” K). An den Stirnflichen des Zylinders treten adiabate
Randbedingungen auf.

Abbildung B.2: Zylinder.

Fiir die Mantelfliche des Zylinders sollen die aktuelle Warmestromdichte ¢ und
der aktuelle Temperaturgradient V1" berechnet werden. Wie grof3 ist der aktuell
pro Einheitslinge des Zylinders tiber dessen Mantelfliche abgegebene Warmestrom
¢°? Wie dndert sich der Temperaturgradient qualitativ im Laufe der Zeit, wenn die
Anfangstemperatur des Zylinders homogen war?

Losung von Aufgabe B.2. Da die Oberflichentemperatur Ts aktuell homogen ist,
miissen VT und q an der Mantelfliche stehts normal auf diese stehen. Zufolge der
konvektiven Randbedingung ergibt sich aus (2.23) die Warmestromdichte

q(t, Rcos(y), Rsin(y), 2) = a(Ts — Two)e, = 150 W/m? e, (B.6)

mit dem nach auflern gerichteten Einheitsvektor e, = [cos(p) sin(p) 0]T gemiB
Abbildung 2.2a. Mit dem Fourierschen Wérmeleitgesetz fiihrt dies auf den Gradien-
tenvektor

q _ _a(TS — Too)

VT(t, Rcos(p), Rsin(p), z) = = ;y e, = —1500K/me, . (B.7)
Um den pro Einheitslénge des Zylinders iiber die Mantelfliche abgegebenen Warme-

strom ¢° zu berechnen, wird q - e, (vgl. (1.189a)) tiber den Umfang integriert.
2m 27
q° = / q-eRdp = / a(Ts —To)Rdp = a(Ts — Teo) R2m = 607 W/m . (B.8)
0 0

Durch den Abkiihlvorgang sinkt die Oberflichentemperatur des Zylinders im Lau-
fe der Zeit. Folglich nimmt auch die Amplitude des Temperaturgradienten VT
an der Mantelfliche ab. Nachdem der Zylinder vollstandig abgekiihlt ist (theore-
tisch erst nach unendlich langer Zeit), gilt ¢(t, Rcos(¢), Rsin(p), 2z) = 0 W/m? und
VT(t, Rcos(p), Rsin(y), z) = 0K/m.
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Aufgabe B.3 (Elektronisches Bauteil). Ein elektronisches Bauteil mit der Hohe h ist
wie in Abbildung B.3 skizziert auf der Oberflache einer Platine angebracht. Betrachtet
wird der stationdre Zustand. Wahrend des Betriebes wird die konstante volumetrische
Verlustleistung go (Einheit W/m?3) homogen im gesamten Inneren des Bauteils frei. Die
homogene Wirmeleitfihigkeit des Bauteils ist mit A gegeben. Uber die Bodenfliche
(Kontaktrandbedingung) wird an die Platine die konstante Warmestromdichte ¢
abgefiihrt. An der Deckflache tritt nur konvektive Wéarmeiibertragung mit dem
homogenen Wiarmeiibergangskoeffizienten « auf. Die in einiger Entfernung der Platine
vorherrschende ungestorte Umgebungstemperatur sei 7.

T
T(h),«

- |

Abbildung B.3: Elektronisches Bauteil auf Platine.

Platine

)

Es wird angenommen, dass die Temperaturverteilung im Bauteil homogen in
Breiten- und Tiefenrichtung ist, und somit nur von der Koordinate z abhéngt. Ein
allfalliger Warmeaustausch tiber die Seitenflichen des Bauteils sei vernachlassigbar
klein.

Berechnen Sie die aus der Oberfliche z = h austretende Warmestromdichte g
und in weiter Folge die dort herrschende Oberflachentemperatur T'(h) des Bauteils.
Berechnen Sie die Temperaturverteilung 7'(z) im Bauteil.

Lisung von Aufgabe B.3. Aufgrund der angegebenen Randbedingungen (Seitenflachen
adiabat, homogene Verhéltnisse an der Bodenfliche, homogene Verhéltnisse an der
Deckflache) sind alle Grofen im Bauteil homogen in Breiten- und Tiefenrichtung.
Folglich handelt es sich um ein 1-dimensionales Warmeleitproblem (in Richtung z) fiir
die unbekannte Temperaturverteilung 7'(z). Als Kontrollvolumen kann das gesamte
Bauteil verwendet werden. Wir nehmen an, dass dieses Bauteil die Grundflache A
besitzt (welche sich im Zuge der Rechnung zwangsliufig wegkiirzen muss).

Aus der Energieerhaltung fiir ein geschlossenes System (1.191) erhélt man im

stationdren Fall AE
EZOZQ‘i‘Pe[. (Bg)

Eine allfdllige mechanische Leistung ist nicht zu berticksichtigen (P, = 0), da es sich
um einen inkompressiblen Bauteil handelt. Q ergibt sich aus den Wérmestromdichten
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an der Boden- und Deckflache in der Form
Q=—Adgy — Ags . (B.10)

Hier sind beide Vorzeichen negativ, da @ bei einem Wirmeeintrag in das Kontrollvo-
lumen positiv gezdhlt wird. Die gesamte elektrische Verlustleistung ergibt sich in der
Form

Pel = Ahgo . (Bll)

Einsetzen in (B.9) und Umformen nach ¢, liefert
ds = goh — g (B.12)
Da an der Deckflache ausschliellich Konvektion auftritt, gilt
4s = a(T(h) - Tx) , (B.13)

woraus

T(h) =T + & = N =0 (B.14)
(6% «

folgt.
Zur Berechnung der Temperaturverteilung 7'(z) wird zunéchst basierend auf (2.5)
die stationdre 1-dimensionale Warmeleitgleichung

o*T
= \— B.1
0 9.2 + 9o (B.15)

angeschrieben. Am Rand z = 0 folgt die Randbedingung

orT
h=A— . B.16
b=A501 (B.16)
Am Rand z = h kann (B.14) als Dirichletsche Randbedingung verwendet werden.
Zweifache Integration von (B.15) liefert

9022

T(z) =Co+ Cyz — 2

(B.17)

mit den noch zu bestimmenden Integrationskonstanten Cy und C7. Aus der Randbe-
dingung (B.16) folgt .
Oy = % (B.18)
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und damit weiters aus (B.17) und (B.14)

goh?®  @h goh—dp  goh*  Gh
Co ( ) + 3\ \ + o + 3\ _A ( 9)

Riickeinsetzen in (B.17) liefert die gesuchte Temperaturverteilung

goh—aq, 90,,2 o . G
T =T —_ == — —(z — . B.2
(2) e - +2)\(h z2°) + )\(z h) (B.20)

Aufgabe B.4 (Inhomogene Halbleiterschicht). Die in Abbildung B.4 skizzierte Halb-
leiterschicht besitzt die Dicke d und die ortsabhéngige Warmeleitfahigkeit \(z) =
Aa + 22y mit den Konstanten A\, > 0 und Ay > 0. Bei z = 0 ist die Halbleiterschicht
ideal isoliert, bei z = d beriihrt sie eine Deckschicht (Wérmeiibergangskoeffizient
a > 0) mit der konstanten Temperatur Tp. AuBerdem ergibt sich zufolge eines elektri-
schen Stroms in der Halbleiterschicht die homogen verteilte konstante volumetrische
Verlustleistung g > 0 (volumetrische Warmequelle). Der Wert von g soll so eingestellt
werden, dass die maximale Temperatur in der Halbleiterschicht T,,, betrigt. Die
flichige Ausdehnung der Halbleiterschicht kann als unendlich angesehen werden.

oo Dedochict  Tp
d

Halbleiterschicht 7'(z), A(z

0

N
Isolierung

Abbildung B.4: Halbleiterschicht mit ortsabhéngiger Warmeleitfidhigkeit.

Fiir den stationédren Betriebsfall und die Bedingung

T(2) = Thaw B.21
nax (2) (B.21)

sollen das Temperaturprofil T'(z) in der Halbleiterschicht und die volumetrische
Verlustleistung g berechnet werden. Wo tritt das Maximum des Temperaturprofils
T(z) auf?

Hinweis: Die Stammfunktion von (a + zb)~! lautet

1 1
/ P dz = 3 In(a + 2b) . (B.22)

Losung von Aufgabe B.J. KEs handelt es sich um ein 1-dimensionales stationédres
Wérmeleitproblem (in Richtung z) fir die unbekannte Temperaturverteilung 7'(z).
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Als Rechengebiet (Kontrollvolumen) dient der Bereich z € [0, d]. Die Spezialisierung
der Warmeleitgleichung (2.4) fir kartesische Koordinaten und den 1-dimensionalen
stationdren Fall liefert

0= % (/\(z)dziz)) tg= % ((Aa + z)\b)di(zz)) +g. (B.23a)

Aufgrund der adiabaten Randbedingung bei z = 0 ergibt sich

dT
= — . B.23b
0 & (B.23b)
Bei z = d ergibt sich die Kontaktrandbedingung
dT
—\d) — =a(T(d)—-Tp) . (B.23c)
dZ 2=d
Um (B.23) zu lésen, wird zunéchst die Abkiirzung
dT(z)
= B.24
U() =5 (B.24)
eingefiihrt, so dass sich die inhomogene lineare Differentialgleichung
dU
0= /\bU(Z’) + ()\a + Z)\b) diz) +g (B.25a)
mit den Randbedingungen
0="U(0) (B.25b)
—ANd)U(d) = a(T(d) — Tp) (B.25¢)

ergibt. Die Losung von (B.25a) und (B.25b) kann mittels Trennung der Variablen

1 1
0= d dU B.26
S VR Wil (B.26)
und Integration im Bereich [0, z]
z U(z) -
0 :/ 1~d2+/ ! —dU
0 Ao+ 2N 0o g+NU
1 1 1 1
= —1In(Ag +2N\) — —In(A\g) + —In(g+ MU(2)) — — In(g) (B.27)
Ab Ab Ab Ab
1 Z)\b )\bU(Z)>>
= —In((1 14 22E)
(5 (5
in der Form )
U(z) = 2 -9 (B.28)

_/\7b1+% Ab
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berechnet werden. Aus (B.25¢) und der Spezialisierung von (B.28) fir z = d folgt der
Randwert

gd

T(d)=Tp + =, (B.29)

o
welcher sich in identischer Form auch aus dem Energieerhaltungssatz (1.191) ange-
wandt fiir den stationédren Fall auf das Kontrollvolumen [0, d] ergeben wiirde. Die
Integration von (B.28), vgl. (B.24), im Bereich |z, d] liefert unter Berticksichtigung
des Randwertes (B.29) das Temperaturprofil

gd g (A ()\a—i-d/\b) )
T(z)=Tp+ 25 - I (lay(2aT0%) 4y B.
(2) by <)\b . Ag + 2 dtz (B-30)

in Abhéngigkeit des noch unbekannten Wertes g. Aus der Bedingung degz) = 0 bzw.
auch direkt aus (B.28) folgt, dass sich das Maximum von 7'(z) (unabhingig von g)
an der Stelle z = 0 befindet, d. h. es gilt T'(0) = Tjqz. Aus (B.30) ergibt sich daher
der gesuchte Wert

Tmaz =T
g=——o O‘A( dliz . (B.31)
d—£(3em(1+ %) - d)
Aus (B.30) und (B.31) folgt schlieflich das gesuchte Temperaturprofil
& (Trae —Tp) (22 In(1+ 2e) — 2
T(Z) = & <)\b ( )\a) ) + Tnax - (B32)

d—£(3em(1+ %) —a)

Aufgabe B.5 (Elektrisches Kabel). In Abbildung B.5 ist ein elektrisches Kabel beste-
hend aus einem elektrischen Leiter und einer Isolierung dargestellt.
Isolierung T;(r), A;

(0% < 20

4, q

Luft T
Leiter T,.(r), A, pe

Abbildung B.5: Elektrisches Kabel bestehend aus einem Leiter und einer Isolation.

Durch den Leiter flieit der Strom I und erzeugt dadurch Warme (ohmsche War-
mequelle). Das Kabel héngt frei in der Luft, welche eine konstante Temperatur Tt
aufweist. Zwischen der Isolierung und ihrer Umgebung findet ein Warmeaustausch
statt. Die nach innen positiv gezédhlte Warmestromdichte an der Oberfliche der
Isolierung sei g.

Der elektrische Leiter hat den Radius r;, die Warmeleitfahigkeit \; und den spezifi-
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schen ohmschen Widerstand p,. Die Temperatur im Leiter wird mit 7j(r) bezeichnet.
Die Isolierung hat den Auflenradius r; und die Warmeleitfahigkeit A;. Die Temperatur
in der Isolierung wird mit 7;(r) bezeichnet. Zwischen der Isolierung und dem Leiter
herrscht ein idealer Warmeiibergang, d.h. T;(r;) = T;(r;). Alle Materialparameter
sind konstant und die Lange des Kabels ist sehr viel grofler als die Querschnittsab-
messungen 7; und r;.

Gesucht ist der stationére radiale Temperaturverlauf im Kabel. Wie muss der
Auflenradius r; der Isolierung gewéhlt werden, um eine minimale Kerntemperatur
T;(0) zu erreichen?

Lisung von Aufgabe B.5. Aufgrund der Rotationssymmetrie und der grofien Lénge
des Kabels kann das stationdre Temperaturfeld im Leiter, d. h. im Bereich r € [0, ],
aus der stationdren Form

1d d
0=l (7’1}(7’)) +g (B.33a)
der Warmeleitgleichung (2.5b) in Zylinderkoordinaten berechnet werden. Hierbei ist

g die homogene volumetrische Ohmsche Warmequelle. Als Randbedingung bei r = 0
folgt aus dem Fourierschen Gesetz (2.1)

d
—1T; =0. B.33b
“1ie)| (B.33b)

FEine zweite Randbedingung ist mit
Tl(’l"l) = Ti(ﬁ) (B.33C)

gegeben. Fir die Isolierung im Bereich r € (ry, ;] gilt analog

1d/ d
=S () B.34
0= 4 (r 1) (B.34a)

wobei es hier keine Warmequelle gibt. An der Oberfliche tauscht das isolierte Kabel
Energie mit der Umgebung aus. Mit dem Fourierschen Gesetz folgt an dieser Stelle

ng(r) (B.34b)
Im néchsten Schritt sollen die Lésungen obiger Differentialgleichungen bestimmt
werden. Durch Umformen und Integration von (B.33a) folgt

d r G

B.
2\ + r ( 35)
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mit der Integrationskonstante C. Sie muss gemifl der Randbedingung (B.33b) den
Wert C7 = 0 haben. Durch erneute Integration und Einfithrung der Kontakttemperatur
Ty, = Ti(r;) folgt das Temperaturprofil im Leiter zu

r? —r?
T =1 B.
1(7’) ktg 4)\1 ( 36)
Fiir die volumetrische Wéarmequelle gilt geméf (2.79)
) 1y
9= pelJll5 = pe ol (B.37)

wobei J der Stromdichtevektor ist. Fiir die auf die Kabellinge bezogene erzeugte
Wiérme (dissipierte Leistung je Einheitsldnge) ergibt sich daher
2 r
grim = peT . <B38>
T
Fir die Isolierung folgt durch zweifache Integration von (B.34a) und Einsetzen der
Randbedingungen T}, = T;(r;) und T, = T;(r;) das stationdre Temperaturprofil

(B.39)

Die durch die Ohmschen Verluste eingebrachte Wérme gemé8 (B.38) muss im
stationdren Fall vollstdndig tiber die Mantelfliche des Kabels abgefiihrt werden.
Folglich gilt fiir den auf die Kabellinge bezogenen konvektiven Warmestrom ¢° an
der Oberfliche der Isolierung

1'2
—perlQ—7T =q° = q2mr; = (T — Tp)27r; . (B.40)

Daraus kann mit (B.38) die Oberflichentemperatur

2
pel
_— B.41
oz2ri7“l27r2 ( )
berechnet werden. Weiters muss das Fouriersche Gesetz auch an der Kontaktflache

r = r; gelten, d. h.
d q°
)\igTi(T)‘,,:n

= . B.42
21r; ( )
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Einsetzen von (B.39) in (B.42) liefert unter Berticksichtigung von (B.38) und (B.41)
den Zusammenhang

J2 (1 I3
Ty =T + L ( + gf)). (B.43)

2rim? \ ar

Nun kann mit (B.36) und (B.37) die Kerntemperatur des Leiters

J2 (1 I3 1
Ty(0) = Too + 2 ( + §J+) (B.44)
1

o 27“l27T2 ar; 2/\[

angegeben werden. In Abbildung B.6 ist ein exemplarischer Temperaturverlauf im
Kabel gezeigt.

T\

Abbildung B.6: Temperaturverlauf im Kabel.

Die Kerntemperatur wird vom Radius der Isolierung r; wie folgt beeinflusst: Fiir
grofleres r; steigt die abgegebene Wéarme durch Konvektion wegen der grofler wer-
denden Oberflache. Es sinkt jedoch der Warmestrom aufgrund der Wéarmeleitung
mit groBerer Dicke der Isolierung. Es kann also eine Extremwertaufgabe formuliert
werden und der optimale Radius r} der Isolierung folgt aus

d
—T;(0)=0 B.45
d?”i l< ) ( )
in der Form N
A B.46
=2 (5.46)

Aufgabe B.6 (Elektrode in einem Lichtbogenofen). Die in Abbildung B.7 skizzierte
zylinderférmige Graphitelektrode ist Teil eines 25 MW Lichtbogenschmelzofens fiir
Edelstahl. Sie besitzt den spezifischen elektrischen Widerstand pe, den Aulenradius R
und die homogene temperaturabhingige Warmeleitfahigkeit A(7') mit der Temperatur
T in K. Im stationdren Betrieb wird die Elektrode von einem homogen verteilten
effektiven Strom I durchflossen und ihre homogene Oberflichentemperatur betréagt 7.
Es ist von radialsymmetrischen und in axialer Richtung homogenen Verhaltnissen in
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der Elektrode auszugehen (lokaler Einfluss des Lichtbogens an der Elektrodenspitze
wird vernachléssigt).

2R
r
Graphitelektrode
| T,
“.— Lichtboden

Abbildung B.7: Elektrode eines Lichtbogenofens.

Es sind folgende Groflen gesucht:

1. Bestimmungsgleichung fiir das stationdre Temperaturprofil 7'(r) fiir eine allge-
meine temperaturabhangige Warmeleitfahigkeit A(7")

2. stationédres Temperaturprofil T'(r) fur den Fall \(T') = Ti“/\b und die Parame-
terwerte gemafl Tabelle B.1

Parameter Wert
Auflenradius R 0.25m
Parameter der Warmeleitfahigkeit A, ~ 80kW/m
Parameter der Warmeleitfdhigkeit Ay 500 K
spezifischer elektrischer Widerstand p, 8 2 mm?/m
effektiver Strom [ 10kA
Oberflachentemperatur T 1900 K

Tabelle B.1: Parameterwerte der Graphitelektrode.

Hinweis: Die Stammfunktion von (a + rb)~! lautet

1 1
/ ——dr =y In(a+rb) (B.47)
Lésung von Aufgabe B.6.

1. Es handelt es sich um ein 1-dimensionales stationidres Warmeleitproblem (in
Richtung r) fiir die unbekannte Temperaturverteilung 7'(r). Geméfi Angabe sind
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alle Gréflen in Umfangsrichtung und in axialer Richtung homogen. Als Rechen-
gebiet (Kontrollvolumen) dient der Bereich r € [0, R|. Die Spezialisierung der
Wirmeleitgleichung (2.4) fiir den ebenen radialsymmetrischen 1-dimensionalen
stationéren Fall (in Polarkoordinaten) mit der temperaturabhéngigen Wéarme-
leitféhigkeit \(T") liefert

0= dAd(TT) (dﬂf))? + A(T)%% <rdﬂir)) by (B.48a)

mit der volumetrischen Warmequelle g und den Randbedingungen

dT(r)
dr r=0
T, =T(R) . (B.48c¢)

0= A(T(0)) (B.48b)

Die Randbedingung (B.48Db) folgt aus der Radialsymmetrie. Die Querschnitts-
fliche der Elektrode betrigt
A= R, (B.49)

so dass sich fiir die volumetrische Warmequelle zufolge des effektiven Stromdichte
I/A
I 2
9= (5) » (B.50)

ergibt. Eine Multiplikation von (B.48a) mit r liefert

dX(T(r)) dT(r) d / dT(r)
dr dr AT, <T dr > Y
d

dr
_ w(“”“”ﬁfﬂﬂ) +rg

Die Integration dieses Ausdrucks im Bereich [0, r] ergibt unter Beriicksichtigung
der Randbedingung (B.48b)

O0=r

(B.51)

d7T(r) r2
—q . B.52
dr + 2 g ( )

0=rA(T(r))

Dieses Ergebnis lédsst sich alternativ auch direkt aus dem Energieerhaltungs-
satz (1.191) angewandt fiir den stationdren Fall auf das Kontrollvolumen [0, r]
herleiten. Aus einer Trennung der Variablen in (B.52)

0= \T)dT + gg dr (B.53)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Wintersemester 2025/2026)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



B Aufgaben zur Wéarmeiibertragung Seite 222

und der Integration dieses Ausdrucks im Bereich [r, R] unter Beriicksichtigung
der Randbedingung (B.48c) folgt die gesuchte Bestimmungsgleichung fiir das
Temperaturprofil 7'(r) in der Form

Ts
0= / ANT)dT + L(R? - r?) (B.54)
T(r) 4

mit A geméf (B.49) und g gemaf (B.50).

2. Wird X(T') = Tj\&b in (B.54) eingesetzt, so folgt daraus die Losung

T(r) = (Ts + ApJeda 7 5y (B.55)

Fiir die Parameterwerte geméafl Tabelle B.1 ist diese Losung in Abbildung B.8
graphisch dargestellt.

1910 . . . .

o 1908

T (K

1906

— —
Ne) Ne)
@) )
[N} e~
T
1

Temperatur

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Radius 7 (m)

Abbildung B.8: Temperaturprofil in der Graphitelektrode.

Bemerkung B.1. Wenn statt der temperaturabhéngigen Warmeleitfahigkeit
A(T'(r)) der konstante Wert A(Ts) verwendet wird, so ergibt sich die Néhe-
rung T'(r) ~ Ts + %(R2 —7r2). Sie stimmt im vorliegenden Beispiel auf
Strichstdrke mit der in Abbildung B.8 gezeigten exakten Losung tiberein.
Dies ist eine Konsequenz des engen Temperaturbereichs [Ts, 7'(0)] und der
folglich nur geringen Variation von A(7) im Rechengebiet [0, R].

Aufgabe B.7 (Platte mit erzwungener Konvektion). Es soll die konvektive Wérmeiiber-
tragung an einer ldngs angestromten Platte mit konstanter Oberflachentemperatur
(vgl. Abbildung 2.4) diskutiert und anhand von exemplarischen Parametern durchge-
rechnet werden.
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Das stromende Fluid (Luft) habe dabei die konstante Temperatur T,. Die kon-
stante Stromungsgeschwindigkeit vor der Platte sei us, = 5m/s. Die Stoffwerte von
Luft seien konstant und bekannt (siehe Tabelle B.2).

Parameter Wert
Wirmeleitfihigkeit A 0.026 W/(mK)
Dichte p 1.18kg/m3
Kinematische Viskositit v 15.424 - 10~ m?/s

Spezifische Wérmekapazitit ¢, 1005 J/(kgK)
Kritische Reynolds-Zahl Re, 3.2-10°

Tabelle B.2: Stoffwerte des Fluids (Luft).

Gesucht:

1. Wie grof} ist die Prandtl-Zahl Pr des Fluids? Ist die termische Grenzschicht
07 (z) oder die Stromungsgrenzschicht d,(x) dicker?

2. Wie lange darf die iberstromte Platte maximal sein, damit sich keine turbulenten
Stromungen ausbilden?

3. Bestimmen Sie den lokalen Wirmeiibergangskoeffizienten o, an den Stellen
21 = lem und 29 = 60cm. Wie erkldren Sie den Unterschied der beiden
Koeffizienten?

4. Sie kennen nun den genauen Verlauf des lokalen Wérmetibergangskoeffizienten
o im Bereich laminarer Stromung. Wie lautet die Berechnungsvorschrift fiir
einen mittleren Warmeiibergangskoeflizienten? Berechnen Sie den mittleren
Wiérmeitibergangskoeffizienten « fiir eine Plattenlénge L von 60 cm.

5. Welche Dicken haben die termische Grenzschicht d7(z) und die Stromungsgrenz-
schicht &,(z) bei 9 = 60 cm?
Lésung von Aufgabe B.7.

1. Die Temperaturleitfahigkeit ¢ und die Prandtl-Zahl Pr errechnen sich mit den
Bezichungen (2.6) und (2.14) zu

A
a=— (B.56a)
PCp
Pr = g , Pr=0.7035 . (B.56b)

Aus (2.15) folgt damit, dass die Stromungsgrenzschicht d,,(z) immer diinner ist
als die thermische Grenzschicht ép(z).
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2. Mit der kritischen Reynoldszahl Re. und der konstanten Stréomungsgeschwin-
digkeit uso laut Tabelle B.2 und (2.11) ergibt sich die kritische Lénge x. zu

7o = Ree— = 0.987m . (B.57)
3. Aus (2.18) folgt
A
oy = Nux; (B.58)

da sowohl x1 und x9 kleiner als x. sind, kann zur Berechnung der Nuflelt Zahl
Nu, die semiempirische Formulierung (2.19) verwendet werden. Es folgt

W
oy, = 43.365 K (B.59a)
und W
oy = 5.598 K (B.59Db)

Da die thermische Grenzschicht mit zunehmendem x dicker wird und der Warme-
iibergangskoeffizient in Bereichen laminarer Stromung die Proportionalitét

0y X ﬁ aufweist, erscheint das Ergebnis (B.59) sinnvoll. Der Zusammenhang

Qg X ﬁ ergibt sich, wenn (2.18) nach «, umgeformt wird und die beiden
Gleichungen (2.19) und (2.11) eingesetzt werden.

4. Aus (2.23)
1 (L 1 (L
j—= 7/ g dz = f/ oy A2 (T, — To) = (T} — Too) (B.60)
L Jo L Jo
folgt
1 L
o= Z/o oy dz . (B.61)
Der Integrand « ist fir den laminaren Bereich durch
A A Uso 1
0 = Nus & = VReso(Pr) = [ "=p(Prr - (5.62)

gegeben und der gemittelte Wéarmetibertragungskoeffizient (B.61) lautet

Uoo 1
a=2/—pPr)A\— . B.63
(P (B:63)
Fiir eine Plattenldnge L = 60cm folgt durch numerische Auswertung der

gemittelte Warmeiibertragungskoeffizient

a=11.197

(B.64)

m2K
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5. Mit der Néherung (2.13) und der Beziehung (2.15) folgen die Dicken der beiden
Grenzschichten bei zo9 = 60 cm zu

Ou(z2) = 6.8 mm (B.65a)
Or(z2) = 7.6 mm . (B.65b)

Wie es sein muss steht dies mit dem Ergebnis aus Unterpunkt 1 im Einklang.

Aufgabe B.8 (Temperaturmessung in einem Liiftungsrohr). Sie wollen die Lufttempe-
ratur (T) in einem Liiftungsrohr messen. Dazu installieren Sie ein Thermometer
(th) mittig im Rohr. Um eine méglichst genaue Messung zu erhalten sollen die Wir-
meiibertragung durch thermische Strahlung zwischen Thermometer und Rohrwand
(w) berticksichtigt und die Messung entsprechend korrigiert werden.

Tin, €th, tn

o

Abbildung B.9: Temperaturmessung in einem Liiftungsrohr.

Annahmen:

Das Thermometer wird als vernachléssigbar klein im Vergleich zur Umgebung (Rohr)
und als konvexer Korper angenommen. D.h. das Thermometer beeinflusst die Strah-
lungsverhaltnisse im Rohr nicht. Weiters seien die Wandtemperatur T3, die Emissivitat
der Thermometeroberfliche e, sowie der Warmeiibergangskoeffizient zwischen Luft
und Thermometer ay;, bekannt und konstant. Sowohl Wand als auch Thermome-
ter werden als diffuse, graue Strahler behandelt. Die Gasstrahung in der Luft wird
vernachléssigt.

Die GroBen Ty, Tin, €:n und oy, sind bekannt. Die Lufttemperatur T, ist gesucht.
Es sind dazu folgende Punkte zu bearbeiten.

1. Stellen Sie die Sichtfaktormatrix fiir die gegebene Geometrie unter Berticksich-
tigung der getroffenen Annahmen auf.

2. Berechnen Sie die Nettowdrmestromdichte ¢y s welche das Thermometer zufolge
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von thermischer Strahlung verldsst in Abhéngigkeit der Temperaturen T,, und
Ty, fir allgemeine Werte €, > 0 und &¢,.

3. Geben Sie die Gleichung zur Berechnung der Lufttemperatur T, unter der
Annahme stationédrer Bedingungen an. Bestimmen Sie die Lufttemperatur T,
fir Tw = QOOC,€th = O.9,Tth =3°C.

4. Wie kann das Messsystem verdndert werden um den fiir die Messung storenden
Einfluss der Wérmeiibertragung durch thermische Strahlung zu verringern.

Lésung von Aufgabe B.S.

1. Da die einzigen strahlenden Korper die Wand (w) und das Thermometer (th)
sind, hat die Sichtfaktormatrix F die Dimension 2 x 2.

F, F,
F— [ w,w w,th] (B66)
Finw Finn

Durch die geschlossene Wandflache ist ein abgeschlossener Strahlungsraum
gegeben, was die Anwendung der Summationsregel erlaubt.

Die erste Annahme besagt, dass die Abmessungen des Thermometers verschwin-
dend sind. Daraus folgt zwangsléufig

Fywm=0. (B.67)
Mit der Summationsregel (2.48) ergibt sich folglich

Fow=1. (B.68)
Das Thermometer ist ein konvexer Korper, weshalb

Fipn =0 (B.69)
gilt. Mit der Summationsregel folgt daraus noch

Fihw =1. (B.70)

Die vollstandige Sichtfaktormatrix (B.66) lautet damit

10
F = L o] . (B.71)

2. Es werden nun die Nettowdrmestromdichten zufolge thermischer Strahlung
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gemdf (2.52) berechnet. Dies ergibt

=™ ] = (E — F)(E — (E — diag{e})F) ' diag{e}oT*
| 4th,s
- -1
0 o]f/[t 0 l—ey O 10 ew O [T4
= — o
-1 1/\[0 1 0 l—em|[l O 0 ewm| |Th
[0 0 ew 0] [ew 0] [T
_ o| v (B.72)
-1 1] |em—1 1 0 ewm| |TH
N— ————
_if1o
B Ew |1 — Eth Ew

0
LthU(Tt%z - Tf})‘| '

Hierbei ist ¢, die Nettowdrmestromdichte, welche die Wand zufolge von ther-
mischer Strahlung abgibt. Auffillig sind hier der Wert ¢,, = 0 und die Unab-
héngigkeit der Lésung von ¢,,. Da die Rohrwand ausschliefSlich mit sich selbst
thermische Strahlung austauscht, muss fiir die Nettowadrmestromdichte ¢,, = 0
gelten (die Ausstrahlung entspricht der Einstrahlung). Bei der Unabhéngigkeit
der Losung von €, ist allerdings zu beachten, dass obige Rechnung nur fiir
ew > 0 giiltig ist. Nur dann emittiert die Rohrwand tatsachlich thermische
Strahlung.

. Neben der thermischen Strahlung zwischen Thermometer und Rohrwand kommt
es auch zu einer konvektiven Wérmetibertragung zwischen Thermometer und
Luft. Mit dem Warmeiibertragungskoeffizienten a4y, ergibt sich fiir die konvektive
Wirmestromdichte (vgl. (2.9¢))

ding = can(Tin — Too) - (B.73)

Die Warmestromdichte ¢, wurde hier vom Thermometer abgehend posi-
tiv angenommen, wie dies auch fiir die Warmestromdichte ¢, s zufolge von
thermischer Strahlung gilt. Stationir muss

Gth,s + Gthk =0 (B.74)
d.h.
am(Tin — Too) + gtha(m - Tg) -0 (B.75)
gelten. Daraus folgt die gesuchte Gleichung
EthO
Too = Tn + 22 (T}, ~ T3 . (B.76)
Qth
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Mit den gegebenen Werten T, = 20°C, ¢, = 0.9 und Ty, = 3°C folgt T, =
1.66°C.

Dieses Ergebnis ist plausibel. Nachdem die Wand wesentlich warmer als das
Thermometer ist, wird dem Thermometer durch Strahlung Energie zugefiihrt.
Damit diese Energie wieder durch Konvektion abgefiihrt wird, muss die Luft-
temperatur T,, somit niedriger als die Temperatur T3, des Thermometers
sein.

4. Aus Gleichung (B.76) folgt, dass fiir einen geringeren Strahlungseinfluss die
Emissivitdt des Thermometers ey, verringert oder der Warmeiibergangskoeffizi-
ent ayp, erhoht werden muss. Ersteres kann durch geeignete Wahl des Materials
fiir die Thermometeroberflache (spiegelnde Oberfléche) erreicht werden. Um den
Wiérmeiibergangskoeffizient oy, zu erhohen, kann die Umstromung des Ther-
mometers verdndert werden. Zum Beispiel konnte versucht werden turbulente
Stromungsverhéltnisse zu erzeugen (kleine Abmessungen des Thermometers,
hohe Stromungsgeschwindigkeit des Fluides), da im turbulenten Bereich der
Wiremeiibergangskoeffizient hoher als im laminaren Bereich ist (vgl. hierzu
auch Abschnitt 2.2.1).

Aufgabe B.9 (Sichtfaktorberechnung fiir einen Industrieofen). Im Innenraum eines
Industrieofens liegen drei lange Stahlblécke Bi, Bo und Bs. Die Situation ist in
Abbildung B.10 dargestellt. Die Blécke haben einen quadratischen Querschnitt mit
der Seitenlénge a und liegen im Abstand a nebeneinander. Der innere Umfang Uy
des Querschnitts der Ofenwand betragt 24a. Der Ofen wird so betrieben, dass die
innere Wandoberflache stets die konstante Temperatur Ty hat. Die Gasatmosphére
im Ofen ist fiir Warmestrahlung durchléssig.

Ty, Uy = 24a

Abbildung B.10: Ofen mit drei Stahlblécken.

Fir die vorliegende Geometrie ist der Strahlungsaustausch zu modellieren. Dabei
kann die Temperatur der einzelnen Korper und Oberflichen homogen angenommen
werden. Weiters soll untersucht werden, ob die Stahlblécke gleich schnell erwérmt
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werden, sofern sie gleiche Emissivitdat, Warmekapazitdt und Anfangstemperatur
To < Ty haben. Der Warmeaustausch durch Konvektion ist dabei zu vernachlassigen.

Lésung von Aufgabe B.9. Die Ofengeometrie wird aufgrund der Lange der Stahlblo-
cke nur im Querschnitt betrachtet, also zweidimensional. Der Strahlungsaustausch
zwischen den Bloécken und der Ofenwand wird mit der Netto-Strahlungsmethode
beschrieben.

Die Sichtfaktormatrix F wird zunéchst entlang der Hauptdiagonale fiir jede konvexe
Flache mit Null befiillt.

Fi1 Fia Fiz3 Fu 0
F: F: F: F: -0 -

po |f P B Ful (B.77)
F31 F3p F33 F3y - - 0 -

Fy Fip Faz Fuy

F=| . ' (B.78)

gilt.
Als néchstes soll Fio berechnet werden. Hierzu gibt es zwei Moglichkeiten:

e Crossed-Strings Methode: Da die Konturen von B; und Bs jeweils geschlos-
sene Kurven darstellen, wahlt man zuerst einen (weitgehend beliebigen) Anfangs-
bzw. Endpunkt fiir die jeweilige Kontur (siehe Abbildung B.11). Geméaf der
Crossed-Strings Methode (siehe (2.73)) ergibt sich

(2a++v2a) + (40 + V2a) —da—4a _2v2a-2a _v2-1 . (B.79)

F =
12 2 % 4a 8a 4

e Aufteilung der Oberflache: Der Sichtfaktor Fis beschreibt den Teil Jyo der
Ausstrahlung J;, welcher von B; abgestrahlt wird und auf By auftrifft, d. h.

Flo = =2 . (B.80)
Nun wird, aufgrund der homogen angenommenen Oberflichentemperatur von

B1, gerade ein Viertel der gesamten Austrahlung J; an der rechten Seitefliche
abgegeben. Es ist damit nur noch erforderlich, den Sichtfaktor zwischen rechter
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Seite von By und der Oberfliche von By zu berechnen. Geméfl der ersten Zeile
von Tabelle 2.4 egibt sich daher

Flg = 111(2161(2\/% — 2a)> _ V2l : (B.81)

4
a a a
a B; a a By a
a a a

Abbildung B.11: Crossed Strings Methode fiir den Sichtfaktor Fis.

Da die geometrischen Beziehungen zwischen den Koérpern B; und Bs sowie Bo
und Bj dquivalent und symmetrisch sind, gilt Fis = Fo1 = Fb3 = Fso. Fiir die
Sichtfaktormatrix folgt damit

0 Fa 0
Fiy 0 Fy -
F=|" 2o (B.82)
0 Fy 0 -

Die iibrigen Eintrdge konnen durch Anwenden der Sichtfaktoralgebra ergénzt werden,
d. h. mithilfe der Summationsregel (2.48) und dem Reziprozitiatsgesetz (2.46).
Aus (2.48) ergeben sich zunédchst die Eintrdge Fig, Fbq, F34 in der Form

0 F12 0 1—F12
F12 0 F12 1—2F12

F = . (B.83)
0 F12 0 1— F12

Weiters ergeben sich mit (2.46) die Eintrdge Fy1, Fyo, Fy3 und schlieflich mit (2.48)
der Eintrag Fy4. Dies liefert die vollstdndig berechnete Sichtfaktormatrix

0 Fio 0 1— Fig

0 F12 0 1—F12

1—Fyo 1-2F1o 1—F1io 3+4F2
6 6 6 6

(B.84)
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Aus (2.52) folgen damit die Nettowdrmestromdichten
q = diag{e}(E — F(E — diag{e}))"Y(E — F)oT" . (B.85)

Es wird nun angenommen, dass die Blocke B1, B und B3 mit gleicher Anfangs-
temperatur Ty und zum gleichen Zeitpunkt in den Ofen eingelegt werden. Auflerdem
besitzen sie die gleichen Materialeigenschaften (Emissivitiat 1 = g9 = €3 = e und
Wirmekapazitéat). Um zu priifen, ob die Blocke gleich schnell erwédrmt werden, geniigt
es, den Fall T7 = T = T3 = T mit einer beliebigen Temperatur T < T, und die
zugehorigen Nettowédrmestromdichten ¢, ¢o und ¢z, zu betrachten. Der Block mit der
kleinsten Nettowdrmestromdichte (positiv bei Warmeabgabe) erwérmt zum jeweiligen
Zeitpunkt am schnellsten. Zum Startzeitpunkt ist 77 =Ty = T3 =T mit Tg = Ty
jedenfalls erfiillt. Wiirde sich die Temperatur der Blocke zu einem spéateren Zeitpunkt
wieder angleichen, so gilt wieder dieselbe Argumentation wie zum Startzeitpunkt.

Wertet man (2.50) in Vektorschreibweise fiir dieses Beispiel aus, so ergibt sich

G = F(o diag{e} T + (E — diag{e})G) =

G1 0 F12 0 1 —F12 EBTé (1—€B)G1

G2 F12 0 F12 1-— 2F12 EBT]% + (1 — EB)GQ (BSG)
= ag .

G3 0 F12 0 1 —F12 63T§ (1 —6B)G3

Gy 1—6F12 1—26F12 1—512 3+%F12 €4Tf (1 —e4)Gy

Da hier G; und G3 vollkommen symmetrisch auftreten (der Block By und der Block Bs
werden genau gleich erwirmt), gilt G; = G3. Subtrahiert man unter Beriicksichtigung
dieser Identitit das (1 — Fj2)-fache der zweiten Zeile von (B.86) vom (1 —2F)3)-fachen
der ersten Zeile von (B.86), so ergibt sich

(1 — 2F12)G1 — (1 — F12)G2 =

(B.87)
— F120‘EBTé — 2F12(1 — 63)(1 — F12)G1 + Flg(l — 63)(1 — 2F12)G2 ,
so dass nach kurzer Umformung und Beriicksichtigung von (2.51)
1-F Fia(1 — 1—2F
e 12(F12 ) 12) (G2 — G1) = ep(oTy — G1) = ¢ (B.88)
>0

folgt. Wegen Ty < T} stellen die Blocke die kéltesten Punkte im Ofen dar und es
miissen folgende Ungleichungen erfiillt sein ¢; = ¢3 < 0, ¢o < 0 und ¢4 > 0. Folglich
gilt G1 > G2, was unter Verwendung von (2.51) auf

q1=d3 =ep(oTh — G1) <ep(oTh —G2) =42 <0 (B.89)

bzw.
41| = [g3| > |42l (B.90)
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fihrt. Die Warmestrome in die Blocke B; und Bj sind also betraglich héher als
der Warmestrom in den Block Bsy. Daher werden die Blocke By und Bjs schneller
aufgewarmt als der Block Bo.

Aufgabe B.10 (Sichtfaktorberechnung fiir einen Reflow-Lotofen). Beim Reflow-Loten
zur Herstellung elektronischer Schaltungen wird eine mit SMD-Bauelementen bestiick-
te Platine moglichst homogen erhitzt, so dass das geschmolzene Lot die Bauelemente
mit der Leiterplatte verbindet. Abbildung B.12 zeigt einen schematischen Aufbau
eines Reflow-Lotofens (Breite 4L, Hohe 2L, Tiefe > 4L). Aufgrund der Grofenver-
héltnisse kann von 2-dimensionaler Strahlung ausgegangen werden. Die drei elektrisch
beheizten, zylinderféormigen Heizstrahler (Radius R) geben Strahlungsenergie an ihre
Umgebung und damit auch an die Oberseite der Platine ab.

Wand
L et L >
L /.
Stra}ller Platine

Abbildung B.12: Schematischer Aufbau eines Reflow-Lotofens mit zylinderférmigen
Heizstrahlern.

Ziel dieser Aufgabe ist die Berechnung der 5 x 5 Sichtfaktormatrix F = [Ej]i,jzl,mﬁ
fir das Innere des Ofenraums. Der Strahlungsraum besteht dabei aus den drei
Strahlern, der Platine und der Wand des Ofens. Fiir die Berechnung der Sichtfaktoren
kann die Crossed-Strings Methode in Kombination mit dem Reziprozititsgesetz und
der Summationsregel verwendet werden.

Lésung von Aufgabe B.10. Zur Berechnung der Sichtfaktoren wird zunéchst Abbildung
B.13 betrachtet.
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Abbildung B.13: Sichtfaktorberechnung fiir einen Reflow-Lotofen mittels Crossed-
Strings Methode.

Vier Schniire sind im Inneren des Strahlungsraums gespannt. Es werden die Winkel
a(x1,y1) und B(z1,y1) definiert durch die rote und die blaue Schnur um den Heiz-
strahler 1 als Funktionen der Koordinaten (z1, ;) des Mittelpunktes von Heizstrahler
1 bestimmt. Diese Winkel ergeben sich zu

\#1 +yi — R? VAL — )2 + g — R
a(zr1,y1) = 27 — atan x| atan 7
(B.91)
(x1> (4L — x1>
—atan| — ) —atan| ——
Y1 y
Vi i - R? VAL —21)2 + 4 — R2
B(x1,y1) = atan — + atan 0
(B.92)
(561) (4L — x1>
—atan| — | —atan| ——— |.
n Y1

Der Umschlingungswinkel v der um die Heizstrahler 2 und 3 gespannten blauen
Schnur lasst sich mittels

_ L? - (2R)%)
=21 —2 atan<2R> (B.93)

berechnen. Im néchsten Schritt werden die abgewickelten Langen der seitlichen (roten)
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und der gekreuzten (blauen) Schniire bestimmt. Diese lauten

Liy(@r, ) = \Ja? + 97 — B2 + /(4L — 21)% + 4} — R + Ra(z1, 1) (B.94)
L@, 1) = \Ja? + 97 — B2+ /(4L — 21)? + 4} — R2 + R(2r — B(a1,31)) (B.95)
(B.96)
(B.97)

Ly = 2L +27R

LY, =2\/L% — (2R)?) + 27R .

Mit den obigen Vorbereitungen kénnen nun die Sichtfaktoren Fi4, Fbs und Fb3 unter
Verwendung der Crossed-Strings Methode (2.73) bestimmt werden.

(Haon, ) — Dalon,i)) = - (2n = (L, L) — (L, L)) (B.99)

B(2L,L) — (2L, L)) (B.99)

1
Fiy = 7R
Fyy = (

1 1
= 2 2 _ _
Fos = R(L23 L) = e R(2 L? — (2R)?) + 2yR— 2L — 27R)  (B.100)

Da die Heizstrahler konvexe Korper sind und der Heizstrahler 2 die Sicht zwischen
den Heizstrahlern 1 und 3 vollsténdig verdeckt, gilt

Fi1 = Fy=F33 =Fi3=1F3=0.

Mit dem Reziprozititsgesetz, der Summationsregel und unter Verwendung der Sym-
metrie folgen fiir die Heizstrahler 1, 2 und 3

Fig = Foy = F39 = Fo3
F34 = F1y

Fis = F35 =1 — F14 — F12
Fos =1 — Fo1 — Fog — Foy .

Die iibrigen Sichtfaktoren ergeben sich mit dem Reziprozititsgesetz und der Summa-
tionsregel in der Form

2tR 2R
Fy = Fy3 = EFM F51 = F53 = 8TF15
2R 2mR

Fyo = ——7"»F Fro = —F:

12 = — P 52 = g7 I

4L

Fyy = F —F

14=0 s1 =gy Fus
Fis =1 —Fy — Fyo — Fy3 Fs5 =1— F51 — F5 — F53 — Iy .

Aufgabe B.11 (Strahlungsschild). Abbildung B.14a zeigt einen Querschnitt durch Ihre
zylinderformige Edelstahlthermoskanne. Sie besteht aus zwei durch eine Vakuumkam-
mer getrennte Edelstahlrohre mit den Durchmessern dy und dy. Die Wanddicke der
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Rohre sei vernachléssigbar klein. Die Grund- und die Deckfliche der Thermoskanne
soll ideal isolierend sein (adiabate Randbedingung). Vereinfachend soll die Temperatur
des inneren Rohres stets exakt der Temperatur der warmzuhaltenden Fliissigkeit
Ty entsprechen. Aulerdem soll die Temperatur des dufleren Rohres stets exakt der
Umgebungstemperatur 75 entsprechen.

l Edelstahlrohr Edelstahlrohr
- Vakuumkammer
‘ .
, ;
o
a) :
Abbildung B.14: Querschnitt einer Thermoskanne, a) mit zwei Rohren, b) mit drei

Rohren.

Leider hélt Thre Thermoskanne den Inhalt fiir einen langen Tag an der Universitét
nicht ausreichend warm. Uberlegen Sie, ob die Situation durch Einziehen eines dritten
Rohres mit einem Durchmesser dy € (dp, d2) in die Vakuumkammer verbessert werden
kann (siehe Abbildung B.14b). Um welchen Faktor dndert sich durch diese Mafinahme
der Gesamtverlustwirmestrom? Gehen Sie davon aus, dass alle Rohre graue Strahler
sind und die gleiche totale Emissivitit € besitzen.

Lésung von Aufgabe B.11. Zunéchst soll fiir den aktuellen Aufbau der Thermoskanne
(Abbildung B.14a) der Verlustwédrmestrom berechnet werden. In der Vakuumkammer
kann Wérme ausschliellich durch thermische Strahlung tibertragen werden. Da das
innere Rohr von auflen gesehen ein konvexer Korper ist, gilt fiir den Sichtfaktor
Fyo = 0 und aus der Summationsregel (2.48) folgt

Foo+ Foo = Fpo=1. (B.101)
Mit dem Reziprozitéitsgesetz (2.46) folgt daraus

do do
Fyg= —Fpp=— . B.102
20 = g 2= ( )

Fiir den Sichtfaktor Fyy ergibt sich geméf der Summationsregel (2.48) Fyy + Foy =1

Fpo=1--2. (B.103)
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Mit der Sichtfaktormatrix

0 1
F=|d | do (B.104)
dy dy

errechnen sich die Nettowarmestromdichten geméf (2.52) in der Form

-1

[qo]:l 1 —1] 1 —(1-¢) o ¢E [Tﬂ

i) |- &|-0-9f 1-0-9(-%)] == |n)
——

E-F E—(E—diag{e})F T (B.105)

B 34 1 —1] |71y
14+ (1—e)d |-% L\ 73|"

2

‘q‘/2 t
a) b)

Abbildung B.15: Wérmestromdichten in den Wénden einer Thermoskanne, a) mit
zwei Rohren, b) mit drei Rohren.

Hierbei wurden, wie in Abbildung B.15a skizziert, sowohl ¢q als auch ¢, nach aufien
hin positiv gezédhlt. Fiir den aktuellen Aufbau der Thermoskanne ergibt sich daher
der auf die Rohrldnge bezogene Verlustwéarmestrom

¢° = qodom = gadam = ko2 (TSL - T24) (B.106a)

mit der Abkiirzung
eom

= (B.106b)
T+0-9z

ko2 =
Hieraus folgt, dass die Rohre fiir eine gute Isolierwirkung mdoglichst aus Material mit
einer kleinen totalen Emissivitit ¢ sein sollten. Rostfreier Stahl erfiillt dies (je nach
Oberflachenstruktur) einigermaflen gut.

Es sei nun T die Temperatur des im gednderten Aufbau neu eingezogenen Rohres
mit dem Durchmesser d;. Da auch die Wanddicke dieses Rohres vernachléssigbar
klein ist, kann dieses keine Warme speichern. Folglich miissen die Warmestromdichten
an dessen innerer und duflerer Oberflache gleich sein. Diese Wéarmestromdichte soll
mit ¢; (positiv nach aufien, sieche Abbildung B.15b) bezeichnet werden. Véllig analog
zu (B.106) ergibt sich fiir den gednderten Aufbau bei individueller Betrachtung der
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beiden Vakuumkammern
§° = qodom = 1d1m = Godam = ko1 (T6L — T14) = k1o (T14 — Té) (B.107a)

mit den Abkiirzungen

eom
kop =~ (B.107b)
% +(1- 5)%
eom
kg = ——— . (B.107c¢)
d% + (1 - 5)%
Wird in (B.107a) T} eliminiert, so folgt daraus
o koiki2 a4 u
= —-\Ty —T5 ) . B.108
7 Ror + ko ( 0 2) ( )

Ein Vergleich mit (B.106) ergibt, dass sich der Gesamtverlustwirmestrom durch das
Einziehen des dritten Rohres um den Faktor
ko1k 1 1
ko?gré; — do + (1 B E)E

ko2 %—F(Q—E)di—i-(l—é)é

1

<1 (B.109)

dndert. D. h. der Gesamtverlustwarmestrom nimmt durch die Mainahme signifikant ab.
Das eingezogene dritte Rohr wirkt als Strahlungsschild, ohne dass dabei die Baugréfe
der Thermoskanne verdndert wird. Soll der Gesamtverlustwirmestrom durch die
Mafnahme beispielsweise halbiert werden, so folgt aus (B.109) der erforderliche
Durchmesser des zusatzlichen Rohres mit

2—¢

dlzﬁ.

(B.110)

Das Ergebnis (B.109) zeigt auflerdem, dass die grofitmogliche Verbesserung erzielt
wird, wenn das zusétzliche Rohr den Durchmesser d; — dy aufweist.

Hinweis: Die Zeitdauer, die verstreicht wiahrend der Inhalt der Thermoskanne
von einer gewissen Anfangstemperatur auf ein bestimmtes Temperaturniveau
abkiihlt, &ndert sich durch die Mafinahme um den Kehrwert von (B.109). Diese
Aussage folgt z. B. aus der (hier nicht betrachteten) Differentialgleichung fiir die
Temperatur Tp. Diese Differentialgleichung ergibt sich aus dem Energieerhal-
tungssatz (1.191) angewandt auf den Inhalt der Thermoskanne.

Aufgabe B.12 (Rettungsdecke). In diesem Beispiel soll der Nutzen einer Rettungsdecke
zum Warmbhalten eines Korpers analysiert werden. Dazu soll in weiterer Folge die
idealisierte 2-dimensionale Situation in Abbildung B.16 betrachtet werden.
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Rettungsdecke (A, €2)
Korper (T1, Ay, €1)

Abbildung B.16: Korper mit Rettungsdecke.

Der Korper sein konvex und ist charakterisiert durch die Oberfliche A;, die
Emissivitdt €1 = 0.5 und die homogene Oberflichentemperatur 77. Die Rettungsdecke
besteht aus einer diinnen, metallisierten Kunsstoffolie, hat die Oberfliche A und
besitzt eine beidseitige Emissivitiat eo = 0.5. Da die Rettungsdecke sehr diinn ist, kann
angenommen werden, dass ihre Warmekapazitat und ihr Warmeiibergangswiderstand
gegen Null gehen. Daraus lédsst sich ableiten, dass die Temperatur an der Innenseite
und Auflenseite der Decke gleich sein muss. Vereinfachend soll in weiterer Folge
Ao = A gelten, d.h. die Decke ist eng anliegend um den Korper gewickelt. Es kann
angenommen werden, dass die Umgebungstemperatur T, konstant ist und es gilt
Too < T1. Weiters soll ausschliellich Warmeiibertragung durch thermische Strahlung
berticksichtigt werden, d.h. die Warmeleitung durch Kontakt sei vernachléssigbar
gering.

Um wie viel reduziert sich der Wirmestrom @ an die Umgebung zufolge thermischer
Strahlung, wenn der Koérper in die Rettungsdecke gewickelt wird?

Losung von Aufgabe B.12. Zu Beginn wird die thermische Abstrahlung des Kor-
pers ohne Rettungsdecke an die Umgebegung mithilfe der Netto-Strahlungsmethode
berechnet. Die Variablen dieser Rechnung werden mit hochgestelltem I bezeichnet.

Da der Kérper konvex ist, gilt fiir seinen Sichtfaktor auf sich selbst F; = 0. Zufolge
der Summationsregel (2.48) muss dann F{__ = 1 gelten. Weiters bildet die Umgebung
(welche als unendlich ausgedehnte Hohlkugel betrachtet werden kann) fiir sich einen
unendlich ausgedehnten, geschlossenen Strahlungsraum. In diesem Strahlungsraum
ist der Korper mit finiter Grofle vernachlédssigbar klein, d. h. als einzige Oberfliache
tritt die Umgebung selbst auf, so dass fiir die Sichtfaktoren der Umgebung unter
Einhaltung der Summationsregel (2.48) F.L =1 und (2.48) FL, = 0 gelten miissen.
Dies ergibt in Matrixschreibweise

01

F! = lo 1] . (B.111)
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Die Nettowarmestromdichten ergeben sich nun laut (2.52) zu

= (E-F)(E - (E - diag(") ) F") ! diag(eDoT?

—1
1 1)1 —14e] [ 0] ., e —a] (B.112)
== UTl—OO: UTl—OO'
0 0110 €00 0 eso 0

0
Hierbei enthiilt der Vektor e/ = [¢; .7 die Emissivititen und T{_, = [T3+ T4]|T
die vierten Potenzen der Oberflichentemperaturen. Erwartungsgeméfl ist die vom
Korper abgestrahlte Warmestromdichte unabhéngig von der Emissivitat der Um-
gebung. Aus der ersten Zeile von (B.112) ldsst sich die vom Korper abgestrahlte
Nettowdrmestromdichte ablesen. Der abgestrahlte Gesamtwirmestrom ergibt sich
somit zu

Q' = o1y (T}~ T) . (B.113)

Die Variablen im Falle des mit der Rettungsdecke umwickelten Koérpers werden mit
hochgestelltem 11 bezeichnet. In diesem Fall sind zwei getrennte Strahlungsraume
separat zu beriicksichtigen. Ein Strahlungsraum wird von der Koérperoberfliche und
der Innenseite der Rettungsdecke gebildet. Der zweite Strahlungsraum wird von
Auflenseite der Rettungsdecke und der Umgebung gebildet. Wird der Kérper dicht
in die Rettungsdecke gewickelt, so sieht der Koérper genau die innere Oberflédche
der Rettungsdecke und vice versa. Unter Verwendung der Summationsregel (2.48)
ergeben sich damit die Sichtfaktoren in Matrizenschreibweise zu

a fo1
F/7 = L o} . (B.114)

Die Nettowarmestromdichten zwischen dem Korper und der Rettungsdecke ergeben
sich nun laut (2.52) zu

di_o = (E — FI1) (E (E diag(e F”)) diag(e!)oT?_,
1

—1
1 -1 e1—1 er 0], 4
= 0 T_
[—1 1H52—1 1 ] [o 52] 2 (B.115)

_ g&1€E2 1 T4
I—(1—en)(l—ey)|-1 1| 2

Hierbei enthélt der Vektor e/! = [¢; £5)T wieder die Emissivitdten und T} , =

[T} THT die vierten Potenzen der Oberfliichentemperaturen. Aus der ersten Zeile von
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(B.115) lésst sich die vom eingewickelten Korper abgestrahlte Nettowdrmestromdichte
ablesen. Der abgestrahlte Gesamtwirmestrom ergibt sich somit zu

= =175 . B.116
1-2 1—(1—51)(1—62)( 1 2) ( )

Analoge Uberlegungen wie im Falle des Kérpers ohne Rettungsdecke ergeben die den
abgestrahlten Gesamtwérmestrom an der Auflenseite der Rettungsdecke in der Form

05 o = ea o (T4 — T, (B.117)

2—o00

Durch Vernachlassigung der Warmekapazitdt der Rettungsdecke folgt aus dem
Energieerhaltunggsatz

N, =i . (B.118)

2—o0

Wird in (B.116) und (B.117) T» eliminiert, so ergibt sich

STT 0'5152141 4 4
= -1 ) . B.119
@ 1—(1—51)(1—52)+51<1 OO) ( )

Somit kann die relative Reduktion des Warmestromes aus dem Verhéltnis

. A 4 4

Q" _ 1—(1—ii1)?§—22)+81 (77 - T5) _ €2

Qf oe1 Ay (T14 - Télo) 1-(1-e)(l—e2)+er (B.120)
0.5

1+ (1—05)(1—05)+05

bestimmt werden. Die Verwendung einer Rettungsdecke reduziert den Wérmestrom
durch thermische Strahlung also erheblich. Die Rettungsdecke wirkt als Strahlungs-
schild.

Aufgabe B.13 (Wéarmestrahlung in zylindrischem Sackloch). Das in Abb. B.17 dar-
gestellte, kreisrunde Sackloch gibt durch Strahlung Wérme an die Umgebung mit
der Temperatur T, ab. Die Mantelfliche besitzt die homogene Temperatur T7. Die
Bodenflache besitzt die homogene Temperatur T5. Beide Fliachen kénnen als schwarze
Korper angesehen werden. Das im Sackloch enthaltene Gas sei fiir die Warmestrahlung
transparent.
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Umgebung mit Temperatur T

——

L
Y .
/

D

el [
] -

Abbildung B.17: Zylindrisches Sackloch.

e Berechnen Sie die relevanten Sichtfaktoren.

o Berechnen Sie den vom Hohlraum an die Umgebung abgestrahlten Gesamtwir-
mestrom.

e Gegebene Grofien:

Temperatur Mantelfliche 77 = 1500 K
Temperatur Boden 5 = 1700 K
Umgebungstemperatur T = 300 K
Hohe L = 015 m
Durchmesser D = 0075 m

Léosung von Aufgabe B.13. Es werden zunéchst die Sichtfaktoren berechnet. Da
die Umgebung als unendlich ausgedehnt angenommen wird, erreicht die gesamte
Strahlung welche das Sackloch durch die obere kreisformige Offnung verlisst die
Umgebung. Die Sicht von den Flichen im Sackloch auf die Umgebung entspricht
der Sicht der Flachen im Sackloch auf eine gedachte Kreisscheibe welche genau die
obere kreisformige Offnung verschlieBen wiirde. Dies kann bei der Berechnung der
Sichtfaktoren ausgeniitzt werden.
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Hinweis: Abbildung B.18 skizziert die geometrische Anordnung zweier paralleler
Kreisscheiben a und b mit identischer Mittelachse. Fiir den Sichtfaktor zwischen
diesen beiden Kreisscheiben findet man zum Beispiel in [B.1] die Berechnungs-

formel
_Ta _ T
r=o 5 Y= (B.121a)
1+92
i=l+— (B.121b)
Fop =22 2—4(”’)2 (B.121c)
w=5(? z " : .
Ty
D A
<
/

Abbildung B.18: Skizze zur Sichtfaktorberechnung fiir zwei parallele Kreisschei-
ben mit identischer Mittelachse.

Mit (B.121) angewandt auf Boden- und (offene) Deckflache des Sacklochs aus
Abb. B.17 folgt

D
r=y=or (B.122a)
2L\ ?
=2+ () =18 (B.122b)
D
1
Fooo = 5(,z — V27— 4) = 0.0557 (B.122¢)

wobei F5o dem Sichtfaktor zwischen der Bodenflache und der Umgebung entspricht.
Damit folgt unter Ausnutzung der Summationsregel (2.48) und der Tatsache, dass
die Bodenflache konvex ist (Fae = 0), der Sichtfaktor zwischen der Boden- und der
Mantelfldche in der Form

Fyy =1 — Fao = 0.9443. (B.123)

Mittels Reziprozitatsgesetz (2.46) folgt nun der Sichtfaktor zwischen der Mantel- und
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der Bodenflache

A D
2Fy = —Fy = 0.1180 , (B.124)

Fiy = 22
1274, 4L

wobei fiir die Flichen A; = DrL und Ay = D?r1/4 gelten. Da die Boden- und die
(offene) Deckfliche symmetrisch zur Mantelfliche angeordnet sind, gilt

Fi_ = Fi5 = 0.1180. (B.125)
Der verbleibende Sichtfaktor F; folgt aus der Summationsregel (2.48) in der Form
Fii=1—Fy— Foo = 1 — 2F)5 = 0.7639. (B.126)

Mit der Annahme einer unendlich ausgedehnten Umgebung (A, = oo) folgen die
Sichtfaktoren der Umgebung mittels Reziprozitétsgesetz (2.46) und Summationsregel
(2.48) in der Form

For=——Fiec =0 (B.127)
Ao
A
Foz = 2 Fase =0 (B.128)
Ao
Fooo = 1. (B.129)
Damit ergibt sich die Sichtfaktormatrix
Fii Fiz Fieo
F=|F 0 Fyl. (B.130)
0 0 1

Da die Mantel- und die Bodenfliche schwarze Strahler sind, gilt
g1 =¢e2 =1 (B.131)

Die Emissivitdat der Umgebung wird allgemein mit e, bezeichnet. Daraus folgt

1 0 O
diag{e} =10 1 0. (B.132)
0 0 e

Mit (2.52) konnen damit direkt die Nettowdrmestromdichten

G
a=|¢|=E-F)(E-(E- diag{rs})F)_1 diag{€}0T4 (B.133)
oo
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berechnet werden, wobei T = [T} Tp Tx|'. Auswerten der Teilmatrizen liefert

1 - Fy —Fiy —Fie
0 0 0
- —1
1 0 0
(E— (E—diag{e)h)F)'=10 1 0 = diag{e} ! (B.135)
_O 0 s
und somit
ql (1—F11)O’Tf1—F120'T24*F1000'T§0
q=|¢@| = —FooT} 4 0Ty — Foseo T, |- (B.136)
oo 0

Aus dem Energieerhaltungssatz angewandt auf die thermische Strahlung im zylin-
drischen Sackloch folgt, dass der durch die (offene) Deckfliche an die Umgebung
abgestrahlte Gesamtnettowiirmestrom Qoo der Summe der Nettowérmestrome welche
die Flachen 1 und 2 verlassen entspricht. Fiir den gesuchten Strahlungswérmestrom
gilt also

Qoo = A1G1 + Asgo = 1312 W . (B.137)

Aufgabe B.14 (Stationdre Wiarmeleitung in einem Rohr). In einer isolierten, zylindri-
schen Rohrleitung stromt Heifldampf mit der Temperatur Tp. Die Temperatur der
Umgebung ist T7,. Die Warmeiibergangszahl an der Rohrinnenseite betragt o;, die
homogene Warmeleitfihigkeit der Rohrwand ist A und die Warmeiibergangszahl an
der Rohraufienseite betriagt a,. Der Innendurchmesser 2r; und der Auflendurchmesser
2r, sind gegeben.
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A
ag, Ty
/
- 3
..... &1 C&}
Dampf
\
Rohrleitung
Ty, ! Y

Abbildung B.19: Querschnitt einer Heifldampfleitung.

 Berechnen Sie den stationéren, radialen Temperaturverlauf Tr(r) in der Rohr-
wand unter der Annahme, dass die Temperaturen T; und 7T, an der Innen- und
Auflenseite der Rohrwand bekannt sind.

o Geben Sie nun den Wirmestrom Qy an, welcher durch eine Rohrleitung der
Lange L verloren geht. Bestimmen Sie dazu auch die Temperaturen T; und Ty
an der Innen- und Auflenseite der Rohrwand.

Losung von Aufgabe B.14.

Aus der Warmeleitgleichung (2.5b) in Zylinderkoordinaten folgt unmittelbar die
Differentialgleichung fiir den stationéren, radialen Temperaturverlauf Tr(r) in der
Rohrwand zu

0= % <rchffy)> (B.138)
mit den Randbedingungen
Tr(ri) =T; (B.139a)
Tr(rq) = Tg. (B.139b)
Der Ansatz
chffy) - %0 (B.140)
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mit der Konstante ¢ erfiillt die Differentialgleichung (B.138), denn es gilt

d Co
0=—1(r—. B.141
dr (T T ) ( )

Der Ansatz (B.140) ldsst sich nun unter Berticksichtigung der Randbedingung (B.139a)
durch Trennung der Variablen nach Tr(r) auflésen

Tr(r)

/ ATR(r) = ¢ / %dr (B.142)

Tr(r:) T
Tr(r) — Tr(r;) = co(ln(r) — ln(ri)) (B.143)
Tr(r) =T} + co ln(:>. (B.144)

Die Konstante ¢y berechnet sich aus der Randbedingung (B.139b) in der Form
T, -T;
Co = .

ln<’;—‘%)

Damit lautet die Gleichung fiir den stationéren, radialen Temperaturverlauf

(B.145)

Ty

ln( L )
TR(T) =T+ (Ta - T:L) .
ln(:—‘%)
Die Warmestromdichte in der Rohrwand (nach auffen hin positiv) berechnet sich
geméf Fourierschem Gesetz (2.1) zu

(B.146)

) . dTg(r) _ MNT; —T) 1
Gr(r) = —A dr ln(r—“> r

Ty

(B.147)

An der Innen- und AuBenseite der Rohrwand gelten die Robinschen Randbedingungen

qr(ri) = a;(Tp = T;) (B.148a)
qr(ra) = aa(Te — T1) , (B.148b)

womit sich das lineare Gleichungssystem

AL —T) L ai(Tp — T) (B.149a)
ln(%) T
MG=T)1 (B.149b)

ln<’;—‘:) Tq
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zur Berechnung der unbekannten Temperaturen 7; und 7, anschreiben lésst. Seine
Losung lautet

rio;NT'p + 100 ln<%)TD + reag AT,
T = : (B.150a)
TG + 04T 0 ln(%) + T\

rio AT D + 1047400 ln(r—“ Tr + reog\TT,

Ti

T, = ’ (B.150Db)
Ti0GA + 04T 0l ln(:—‘:) + 70 A
Damit ergibt sich die Warmestromdichte in der Rohrwand zu
. Tp =T 1
Gr(r) = ———————— = (B.151)
i + by ln(rj) + Tallq

Dieses Ergebnis stimmt mit (2.97) ausgewertet fiir eine einschichtige Rohrwand
iiberein. Der gesamte Verlustwirmestrom Qv durch eine Rohrleitung der Lénge L
kann nun als Fléchenintegral der Wéarmestromdichte ¢r(r) iiber die Mantelflache
berechnet werden.

. ) 2nL(Tp — T,
Qv = 2rmLin(r) = P T)
+m(z) +

Ti0y Tala

(B.152)

Wie es sein muss, hingt Qv nicht vom Radius r ab.

Aufgabe B.15 (Raumheizung). Fiir den in Abbildung B.20 im Aufriss dargestellten
Raum, soll eine Wandheizung ausgelegt werden. Fiir die Berechnungen wird der Raum
in 2-D betrachtet und es wird angenommen, dass sich alle Gréflen im stationdren Zu-
stand befinden und die Temperaturverteilung in Hohenrichtung, sowie im Innenraum
homogen ist. Die Raumluft sei fiir thermische Strahlung transparent.
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777 //// 7/
B

-

Abbildung B.20: Links: Aufriss des Raums, rechts: mit zusétzlicher Innendammung
(ab Aufgabe 2).

1. Berechnen Sie die Verlustwirmestromdichte durch die Wand (Abb. B.20 links)
bei der Luftinnentemperatur 7; und der homogen angenommenen Auflentempe-
ratur 7T, mit den Warmeiibergangskoeffizienten «; und «, und den Warmeleit-
fahigkeiten A, von Putz (Dicke 6,) und A, von Ziegel (Dicke d,). Nehmen Sie
dabei an, dass im Rauminneren die Warmestrahlung vernachléssighar ist, da
alle beteiligten Oberflachen etwa gleiche Temperatur aufweisen. Auch an der
Wandauflenseite soll Warmestrahlung keine Rolle spielen.

Nehmen Sie fiir die folgenden Aufgaben an, dass nun die Temperatur des Innenputzes
(Dicke 0p) mit einer integrierten Wandheizung konstant und homogen auf dem Wert
T, gehalten wird und eine Innendédmmsicht (Dicke d4) nachgeriistet wurde (vgl.
Abbildung B.20 rechts).

2. Wie dick muss die Innenddmmung (Wérmeleitkoeffizient \;) zwischen der
beheizten Putzschicht und der Ziegelmauer gewéhlt werden, so dass der Ver-
lustwérmestrom durch die Mauer nach Einbau der Wandheizung unverdandert
gegeniiber der Konfiguration ohne Wandheizung und Innenddmmung bleibt (bei
gleichbleibenden Temperaturen 7T; und T, sowie gegebener Putztemperatur
Tp).

3. Geben Sie den Temperaturverlauf in der Wand (mit Innenddmmung) in Ab-
héngigkeit der Koordinate x an. Skizzieren Sie diesen Verlauf qualitativ fir
A =2)g.

4. Ermitteln Sie den Sichtfaktor Fpy p in Abhéngigkeit der in Abbildung B.20
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eingezeichneten Langen, wobei die Kontur H die beheizte Wand und die Kontur
D die Raumdecke mit den Léangen [; und l2 bezeichnen.

5. Die unbeheizte Seitenwand (Lénge lyy) und die Decke werden nun zur Kontur
U zusammengefasst. Nehmen Sie an, dass die Sichtfaktoren Fy g, Fgy und
Fp gegeben sind und geben Sie die Berechnungsvorschriften fiir die restli-
chen Komponenten der Sichtfaktormatrix F in Abhéngigkeit der gegebenen
Sichtfaktoren und Léngen an.

6. Berechnen Sie fiir gegebene Wandtemperaturen 7Ty und Tp, gegebene Putztem-
peratur 7, gegebene Rauminnentemperatur 7; und gegebene Auflentemperatur
T, die notwendige Heizleistungsdichte ¢, der Wandheizung. Beriicksichtigen
Sie dabei auch die thermische Strahlung im Rauminneren und nehmen Sie die
gleiche Emissivitét e fiir alle Oberflichen an.

Lésung von Aufgabe B.15.

1. Die Berechnung der Verlustwirmestromdichte durch die einzelnen Wandschich-
ten fithrt zu den Beziehungen

q=0oi(Ti — Tpi) = P Ty —Tpi (B.153a)
N . Op

9= ?(Tpi —Tu) = - = Typi — T (B.153b)
P P
. 02

¢= 5 (L~ Toa) = 4y~ = i — Tia (B.153c)

q = Oéa(TZa - Ta) = i = Tza - Ta, (B153d)
Qg

mit den unbekannten Temperaturen 7}, an der Innenseite des Putzes, T%; an
der Innenseite der Ziegelwand (zugleich Auflenseite des Putzes) und 7%, an der
AuBlenseite der Ziegelwand. Aus (B.153) ergibt sich fiir die Temperaturdifferenz

(,Tz - Ta) = (E - sz) + (sz - Tzz) + (Tzz - Tza) + (Tza - Ta)

] 1) 0 j B.154
— a + ql 4 qi 4 a ( )
o Ap A Qg
und daher fiir die gesuchte Verlustwéarmestromdichte
q= —(Ti = Ta) - (B.155)

14 % 46, 1
ai+Ap+z+aa

Der Proportionalitéatsfaktor zwischen der Temperaturdifferenz und der Warme-
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stromdichte wird auch als Warmedurchgangskoeffizient

1
k= (B.156)

bezeichnet.

2. Die Forderung nach einem unverédnderten Warmeverlust bedingt die Bezichung
4 = (neu- (B.157)

Aufgrund der Dirichlet Randbedingung zufolge der integrierten Heizung in der
geddmmten Wand, folgt
(jneu = kneu(Tp - Ta) (B158)

und somit

(T, — Ta) = kneu(Tp — To). (B.159)

Der Warmedurchgangskoeffizient ke, der gedimmten Wand ergibt sich geméafl
der obigen Vorgangsweise bzw. gemafl (2.91) zu

1
kpew = +———— . B.160
Brkea o
Aus (B.159) und (B.160) folgt die gesuchte Dicke der Dammschicht
T, — 1T, 0 1
Sg=Mg| —2—2_ - Z — — ). B.161
d d(k(ﬂ _Ta) )\Z aa) ( )

3. Per Annahme ist die Temperatur in der beheizten Putzschicht homogen. Somit
ist in diesem Bereich die Temperatur 7}, konstant iiber z. In den dufleren beiden
Schichten nimmt die Temperatur mit der Koordinate x linear ab, wobei der
niedrigere Warmeleitkoeffizient der Ddmmung Ay < A, zu einer doppelt so
hohen Temperaturabnahme bezogen auf die z-Koordinate fiihrt.

Ty fir 0 <z <9,
T(x) =4 T, — 5 fiir 0, < x < 0, + g (B.162)
.éd_q%jéd) fﬁr5p+5d§$§5p+5d+5w

Dieser Temperaturverlauf ist qualitativ in Abbildung B.21 skizziert.
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0 6, (6,+69) (6 +0q+0,)

Abbildung B.21: Qualitativer Temperaturverlauf in der beheizten Wand.

4. Fasst man die Konturen B und W zur Kontur B+W zusammen, so liefert die
Summationsregel (2.48)

Faop=1-Fupyw —Fun - (B.163)

Die Zusammenfassung der Konturen B und W erleichtert die Sichtfaktorberech-
nung, da damit direkt die zweite Berechnungsformel aus Tabelle 2.4 verwendet
werden kann. Es wére aber gleichermafien auch moglich, die Sichtfaktoren Fi p
und Fp w separat zu berechnen und zu addieren. Da es sich bei der Kontur H
um eine ebene Wand handelt, gilt F, i = 0. Somit ergibt sich fiir den gesuchten
Sichtfaktor

1

2
FH,D=1—21H(ZH+\/y2+(x—lH) —\/y2+$2> (B.164)

Fg p+w aus Tabelle 2.4

mit y = Ip und = I — ly, also schliefflich

1
Fup=1- T (zH - \/sz + (—lw)? - \/l% + (g — zW)2) . (B.165)

5. Mit Fg g = 0 und Fp g = 0 (ebene Flichen) lautet die Sichtfaktorenmatrix

0 Fuyu Fun
F=|Fuy Fou Fugl| - (B.166)
Fpu Fpy O

Mit dem Reziprozitédtsgesetz (2.46) und der Summationsregel (2.48) ergeben
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sich die vier iibrigen unbekannten Komponenten von F in der Form

Iy

Fp g = TFH,B (B.167a)
B

Fow=-— M _p (B.167D)

U’H_ll+lz+lw By '
B

F = F B.167

U,B L+t B,U ( c)
1

F; =1———(IgF] +IlygF . B.167d

UU Lt lW( BFpu +1uFuy) ( )

6. Aus der stationdren Warmebilanz (d7'/ dt = 0) folgt
dp = Gneu + di (B.168)

mit e, geméB (B.158) und der Warmestromdichte ¢; welche die Wand H
(mit der Oberflichentemperatur 7),) in das Rauminnere abgibt. Die Wérme-
stromdichte ¢; setzt sich aus Anteilen zufolge Konvektion und Warmestrahlung
zusammen, d. h.

T4
p

Gi=0i(Ty—T)+[1 0 0c(B-F(1-c) (E-F)o|T4| . (B.169)
v 4
Konvektion Ty

Wiérmestrahlung

Werden dieses Resultat und (B.158) in (B.168) eingesetzt, so folgt die gesuchte
Heizleistungsdichte

QP = kneu(Tp - Ta) + ai(Tp - rfz)
T,
+[1 0 0]e®-F(1-2) " (E-F)o |1}
T

(B.170)

Aufgabe B.16 (Auskiihlen eines Permanentmagent-Synchronmotors). Abbildung B.22
zeigt den vereinfachten Querschnitt eines Permanentmagnet-Synchronmotors (PMSM).
Die Temperatur im Stator und im Rotor sollen jeweils als homogen angenommen
werden. Als Warmequelle fungiert die Statorwicklung (gesamter Stator), in der die
homogen verteilte Verlustleistung P auftritt. Zwischen der Stator-Oberfliche und
der Umgebungsluft mit der konstanten Temperatur T, tritt konvektive Warmeiiber-
tragung mit dem Warmeiibergangskoeffizienten o, auf. Zwischen Rotor und Stator
kommt es durch den Luftspalt zu konvektiver Wéarmeiibertragung mit dem Wér-
meiibergangskoeffizienten aprg, welcher stark von der Drehzahl des Rotors abhéngt.
An den Stirnflichen des Motors herrschen adiabate Randbedingungen. Weiteres soll
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Wiérmeiibertragung aufgrund von thermischer Strahlung vernachléssigt werden. Die
Parameterwerte des Systems sind in Tabelle B.3 angegeben.

ms, cps, P, Ts(t

Stator
meg, CPR7 TR() (—\ SR
otor
T
dr
ds

Abbildung B.22: Querschnitt einer elektrischen Maschine.

Parameter Wert Beschreibung
l 0.15m Lénge des Motors
dgr 0.03m Durchmesser des Rotors
ds 0.08 m Durchmesser des Stators
MR 0.2kg Masse des Rotors
mg 0.25kg Masse des Stators
CpR 380J/(kgK)  Spezifische Warmekapazitiat des Rotors
Cps 380J/(kgK)  Spezifische Warmekapazitét des Stators
QRS0 100W/(m?K) Wirmeiibergangskoeffizient zwischen

Rotor und Stator im Stillstand
QRSN 3750 W/(m?K) Wiérmeiibergangskoeffizient zwischen
Rotor und Stator bei Nenndrehzahl
Qoo 50W/(m%2K)  Wirmeiibergangskoeffizient zwischen
Statoroberfliche und Umgebung
Too 20°C Umgebungstemperatur

Tabelle B.3: Parameterwerte einer elektrischen Maschine.

1. Der PMSM wird zunéchst bei einer konstanten Last und Drehzahl (Nenndreh-
zahl) betrieben. Dementsprechend stellen sich fiir eine konstante ohmsche Ver-
lustleistung P konstante Temperaturen ein. Bestimmen Sie die stationdren Werte
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der Temperaturen T und Tg fiir eine konstante Verlustleistung P = 56.55 W
im Stator.

2. Untersuchen Sie den Abkiihlvorgang der elektrischen Maschine im Stillstand
(Drehzahl 0, Verlustleistung P = 0 W). Verwenden Sie als Anfangsbedingungen
die in Punkt 1 berechneten Temperaturen.

3. Untersuchen Sie den Abkiihlvorgang der elektrischen Maschine nach Wegfallen
der Last (verbleibende Verlustleistung P = 0.1 W) bei konstanter Drehzahl
(Nenndrehzahl). Verwenden Sie als Anfangsbedingungen die in Punkt 1 berech-
neten Temperaturen.

Lésung von Aufgabe B.16.

1. Aus dem Energieerhaltungssatz (1.191) folgen die Differentialgleichungen fiir
die beiden Temperaturen

chpRTR = OéRS,NldRW(TS — TR) (B.l?la)
mscpsTg =P - OéRS’NldRW(TS —TR) — acoldsm(Ts — Too).- (B.171b)

Fithrt man die Abkiirzungen

OéRS’NldRﬂ' OéRS,NldRW « lds?T 1
kp=—"r ks = — o ko = — U= P+ kooToo
MRCpR mgcps mgscps mgcps

ein, so lasst sich (B.171) in Matrixschreibweise

T —k k T 0
S I n Bl T (B.172)
dt | Ts ks —(ks+koo)| |Ts 1

—— X —— \P:./

darstellen. Die gesuchten stationdren Temperaturen ergeben sich aus der Losung
des Gleichungssystems

0 = Ax,, + Bug, (B.173)

mit Ugs = ——— P+kooTho und P = 56.55 W in der Form x,, = [Th.ss TS,SS]T =

mscps

[50°C 50°C]7.

2. Da nun der Rotor still steht, muss argy in den Abkiirzungen kr und kg
durch agrgg ersetzt werden. AuBlerdem ist fiir die Verlustleistung P = 0W
zu setzen. Eine Moglichkeit zur Losung des linearen Anfangswertproblems
(B.172) ergibt sich iiber die Laplace-Transformation. Hier reduziert sich die
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Losung im Bildbereich auf das Losen eines linearen Gleichungssystems. Die
Laplace-Transformierte von (B.172) lautet

sX(s) — xss = AX(s) + Ba(s) (B.174)

mit dem Anfangswert x5 aus Punkt 1. Die Losung im Bildbereich ergibt sich
daher in der Form

%(s) = (sE — A) (x4 + Bii(s)) (B.175)
—_———
= ®(s)
mit
1 s+ ks + kso kr
H(s) = B.176
&) = T v ks + ko)s F bk | ks stkn| O
bzw.
A (s +kr+keo)TRss + kr(Ts,ss + 0(s))
T = : : B.177
r(5) 2+ (kR + ks + koo)s + krkoo (B.177a)
A T T U
TS(S) — kS R7SS + (S + kR)( S,SS + u(s)) (Bl??b)

2+ (kp + ks + koo)s + krkoo

Nach Einsetzen der Laplace-Transformierten des konstanten Eingangssignals

a(s) = ( L py k:ooToo> o(s) (B.178)
mscps

mit der Sprungfunktion o(s) kénnen durch Partialbruchzerlegung und inverse
Laplace-Transformation die Zeitverldufe

Ta(t) = (0.178Tp 5 + 0.503T, s )€™ + (0.282T 55 — 0.503Ts 5, ) '+
(50.399s — 61.5425¢*1t 1 11.143 5682t>ﬂ
(B.179a)
T(t) = (0.402T 5, + 0.282T5 o )" + (= 0.402T 5 + 0.718Ts 55 ) ™'+
(50.39gs — 34.496 s¢*1t — 15.903 se”t)ﬂ
(B.179b)
mit den konstanten Werten s; = —0.008 17571, so = —0.04515s~! und

1 °C 50-0.15-0.08-7_ °C °C
P Ty =0— 20— = 0. —
+ hooToo =0 s + 0.25 - 380 0 s 0-3968 s

u =

mgscps
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berechnet werden.

Die Temperaturen wéihrend des Abkiihlvorgangs sind in Abbildung B.23 darge-
stellt. Der Stator kiihlt erwartungsgeméaf schneller ab als der Rotor.

Abbildung B.23: Abkiihlvorgang des Permanentmagnet-Synchronmotors bei Still-
stand.

3. Dreht sich die elektrische Maschine nach Wegfallen der Last mit konstanter
Drehzahl (Nenndrehzahl) weiter, so ergibt sich ein hoherer Warmetibertragungs-
koeffizient, d.h. es ist wieder arg n statt argo zu verwenden. Eine geringe
Verlustleistung in Héhe von P = 0.1 W wird zur Aufrechterhaltung der Drehzahl
verbraucht. Abgesehen davon ist die Rechnung gleich jener in Punkt 2. Die
resultierenden Temperaturverldufe sind in Abbildung B.24 dargestellt. Auf-
grund des deutlich héheren Warmeiibertragungskoeffizienten apg y ist nun der
Temperaturunterschied zwischen Rotor und Stator geringer als in Punkt 2.
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-t in min

2 4 6 8 10

Abbildung B.24: Abkiihlvorgang des Permanentmagnet-Synchronmotors bei Nenn-
drehzahl ohne Last.

Aufgabe B.17 (Gehéuse einer elektrischen Maschine).

Statorgehéuse

/Kﬁhlrippe
Statorwicklung

Abbildung B.25: Querschnitt durch den Stator einer elektrischen Maschine.

Abbildung B.25 zeigt einen Querschnitt durch den Stator einer elektrischen Maschi-
ne. Die Statorwicklung hat den Auflendurchmesser d und die homogene Temperatur
Tyw . Das Statorgehduse wurde aus Grauguss mit der konstanten Wéarmeleitfahigkeit
A hergestellt. Auf das Gehduserohr mit dem Auflendurchmesser D sind N Kiihlrippen
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mit dem Rechteckquerschnitt H x h aufgesetzt.

Die Temperatur im Geh&duserohr kann ndherungsweise stets als radialsymmetrisch
und homogen in axialer Richtung betrachtet werden. Zwischen der Gehéuseober-
flaiche und der Umgebungsluft mit der konstanten Temperatur T, tritt konvektive
Wiérmeiibertragung mit dem Wérmeiibergangskoeffizienten a, auf. An der Kon-
taktfliche zwischen Statorwicklung und Statorgehduse tritt Warmeleitung mit dem
Warmeiibergangskoeffizienten ag auf. Nach innen hin soll fiir die Statorwicklung eine
adiabate Randbedingung angenommen werden. In der Statorwicklung wird die auf
die Motorlénge bezogene Verlustleistung P° vollstindig in Warme umgewandelt.

Berechnen Sie fiir die in Tabelle B.4 angegebenen Parameterwerte die Temperatur
Ty der Statorwicklung, die sich im stationédren Betriebsfall einstellt. Untersuchen Sie
dabei die Félle N = 0 (ohne Kiihlrippen) und N = 100 (mit Kiihlrippen).

Parameter Wert
d 500 mm
D 530 mm
h 4 mm
H 80 mm
pPe 6 kW /m
Too 20°C
o 5000 W/(m? K)
Qoo 8W/(m?K)
A 50 W/(mK)

Tabelle B.4: Parameterwerte fiir das Gehéause einer elektrischen Maschine.

Losung von Aufgabe B.17. Es sei Tg die (homogene) Oberflichentemperatur des
Gehéuserohres. Der auf die Rohrlinge bezogene Warmedurchgangskoeffizient zwischen
der Statorwicklung und der dueren Mantelfliche des Gehauserohres (Durchmesser

D) lautet analog zu (2.98)

2
= —— " (B.180)

2 —i—%ln(%) 7

dag

so dass fiir den ldngenbezogenen Gesamtwarmestrom
& = (Tw — Ta)kS (B.181)

gilt.

Es soll nun L die Lénge des Gehduserohres bezeichnen und L > h gelten. Folglich
haben die Rippen die Querschnittsfliche A = hL und den Umfang P = 2(h+ L) ~ 2L.
Uber eine einzelne Rippe flieBt gemif (2.103b) der auf die Rohrlinge bezogene
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Warmestrom

Amsinh(mH) + as cosh(mH)

B.182
Am cosh(mH) 4 ae sinh(mH) (B.182)

q} =Mm(Te — Two)

mit der Abkiirzung m = \/aoo P/(AA) ~ /200 /(AR) ab. Uber N Rippen flieit daher
der bezogene Warmestrom N q‘; ab.

Die Umfangsldnge der verbleibenden freien Oberfliche des Gehéuserohres (jener
Oberflachenbereich, der nicht von Rippen bedeckt ist) lautet in guter geometrischer
Néherung Dm — Nh. Folglich ergibt sich fiir den bezogenen Warmestrom iiber diese
verbleibende freie Oberflache

G5 = (DT — Nh)ae (T — Tno) - (B.183)

Der bezogene Warmestrom ¢° geméaf (B.181) muss stationér nicht nur der bezogenen
Verlustleistung P° entsprechen, sondern auch der Summe der bezogenen Warmestrome
iiber die Rippen und tber die verbleibende freie Oberfliche des Gehauserohres, d. h.
es Mmuss

i = (T — To)k§ = NG +4;
Amsinh(mH ) + ao cosh(mH)
Am cosh(mH ) + ao sinh(mH)

) (B.184)

=T — Two) <N)\hm + (Dm — Nh)aso

gelten. Nach Elimination der unbekannten Grofle T folgt daraus
° = (Tw — Too)k° (B.185a)

mit dem bezogenen Warmedurchgangskoeffizienten

1
ke = - (B.185b)

1 Am sinh(mH)+aoo cosh(mH) 1
e (VA e et} + (D — Nh)o)

fiir die gesamte Anordnung. Gleichsetzen von ¢° mit der lingenbezogenen Verlustleis-
tung P° liefert daher die gesuchte stationdre Wicklungstemperatur

o

P
T =Too t 7 - (B.186)

Abschliefend werden die Parameterwerte eingesetzt. Aus (B.180) ergibt sich
W
kg = 3196.93 — .
0 mK

Im Falle N =0 (keine Rippen) folgen aus (B.185b) und (B.186) die Werte

W
k° =13.27T —
mK

Tw = 472.3°C .
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Im Fall N = 100 ergeben sich die Werte

W
k® =117.47 —
7 7mK

Tw =71.1°C.

Um die Wicklung vor Uberhitzung zu schiitzen, muss das Statorgehiuse also mit
Rippen ausgestattet werden.

Aufgabe B.18 (Doppelrohr-Gegenstromwérmetauscher). Schmierdl soll mit dem in
Abbildung B.26 skizzierten Doppelrohr-Gegenstromwérmetauscher von 100 °C auf
60 °C gekiihlt werden. Durch das innere Rohr fliet Kithlwasser, zwischen innerem
und duflerem Rohr strémt in entgegengesetzte Richtung das Ol. Der Wirmetauscher
ist an der Mantelfliche als adiabat gegeniiber der Umgebung zu behandeln (perfekte
Isolation des duBeren Rohres). Der thermische Widerstand und die Dicke des inneren
Rohres seien vernachlassigbar. Der Warmetauscher befindet sich in einem stationéren
Betriebspunkt.

01 AuBeres Rohr
N

oy, Q;
7, AN
—> /

T
: h,2 .
Ten Wasser Teo
< PR Sty bt le——— D

Th2
UL

™~ TInneres Rohr

Abbildung B.26: Doppelrohr-Gegenstromwérmetauscher.

Gegeben sind die folgenden Groéfen.

Kiihlwasser:

o Massenstrom 0.2kg/s
 Eintrittstemperatur 7.2 = 30°C
o Spezifische Wéarmekapazitit c, . = 4178 J/(kg K)

Schmierol:

Massenstrom 0.1kg/s

Eintrittstemperatur 7}, ; = 100°C
Austrittstemperatur 7j, o = 60°C

Spezifische Warmekapazitét ¢, , = 2131J/(kgK)

Warmetauscher:
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e Durchmesser des inneren Rohres D = 25 mm
o Wasserseitiger Wirmeiibergangskoeffizient o; = 2250 W/(m? K)
o Olseitiger Wirmeiibergangskoeffizient a, = 115.20 W/(m? K)

Gesucht sind die erforderliche Liange L des Warmetauschers, die Austrittstemperatur
T¢,1 des Kiihlwassers und die Temperaturverldufe beider Fluide.

Losung von Aufgabe B.18. Es konnen direkt die Ergebnisse aus Abschnitt 2.4.4
verwendet werden. Die Trennwand zwischen den beiden Fluiden hat die effektive
Breite

b= Dm (B.187)

und fiir den Wérmedurchgangskoeffizienten gilt gemafl (2.91)

1

(677 Qg

Mit der Hilfsgrofle

/ k(Z)b(z)dx = kbx = ﬂa: (B.189)

(6% Qq

geméaB (2.112b) folgen aus (2.113) die stationdren Temperaturverliufe

i T.1 —T; 1
Th(z) = Th + m?cp,c( el h1) I —exp|—| = +
' MRCp,h + MeCp e MpCph  MeCpe

(B.190a)

B.
T(CE)ZT1+thp’ nTha = Te1) 1—exp| — 1 +
c @ MpCp p + MeCp e MpCpn  MeCpc
(B.

190b)

mit € [0,L] und den Abkiirzungen Ty = T3(0) und Tr; = T.(0). Hierbei ist
noch die Grofe T;.; ungekannt und die Massenstrome sind mit den fiir den Gegen-
stromwéarmetauscher korrekten Vorzeichen . < 0 und rizj, > 0 einzusetzen. Fir die
Temperaturen am Rand z = L liefert die Auswertung von (B.190)

i c c Tc - T 1 1
Th,2 = Th,l + m_ », ( 1 N h71) <1 — exXp <—< N + - )kbL)) (B191a)

MRCp,h + MeCp e MpCph  McCp,c

ncon(Tht — T, 1 1
Ty = T,y + T = Te) (1 ~exp (—( L )kbL)) (B.191b)

MpCp h + MeCp,c MpCp h MeCp,c

mit den Abkiirzungen T}, o = T (L) und Te o = T,.(L). Aus (B.191) folgen nach kurzer
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Umformung die gesuchten Gréfien

Th1—Tho 1
L=—In{1+ : ’ B.192a
< c1(Te2 — Thy) + ca(Tha — Th) ) cskb ( )
mpc
Toy = Tog + —22(Ty 0 — Thy) (B.192b)
MeCp e
mit den Abkiirzungen
o = — e (B.193a)
MpCph + MeCp e
C2 = — ThCp.h (B.193b)
MpCph + MeCpyc
1 1
3 = + . (B.193c)

MpCph  MeCpe

Hinweis: Das Ergebnis (B.192b) kann alternativ auch direkt aus der Energie-
bilanz der ein- und ausstromenden Fluide berechnet werden.

Aus der numerischen Auswertung von (B.192) folgen die erforderliche Lénge
L = 22.9m des Wérmetauschers und die Austrittstemperatur 7;.; = 40.2°C des
Kiihlwassers. Die stationdren Temperaturverlaufe der Fluide gemé8 (B.191) sind in
Abbildung B.27 dargestellt.

100 I T T T T T T T T I L
T
SO T =T
F 60 T
i
H 40 ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ -
20 -
0 | | | L L L L | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
T in m

Abbildung B.27: Stationdre Temperaturverldufe im Doppelrohr-Gegenstromwérme-
tauscher.

Aufgabe B.19 (Finite Differenzen Methode fiir ein durchstromtes Rohr). Ein Vierkant-
rohr wird von einem inkompressiblen Fluid durchstrémt (siehe Abbildung B.28). Das
Rohr hat die Liange L, den inneren Umfang U, die innere Querschnittsfliche A und
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die Temperatur T,,. Das Fluid besitzt die Temperatur T'(z,¢) mit dem Anfangswert
T(x,0) = To(x) zum Zeitpunkt ¢ = 0, bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v
durch das Rohr und hat die Dichte p, die spezifische Warmekapazitat c,, sowie die
Waérmeleitfahigkeit A. Diese Parameter seien konstant und homogen. Der Druck im
Rohr sei konstant. Am offenen Rohrende bei x = 0 flieit das Fluid mit der Temperatur
Ty > T, in das Rohr ein. Bei x = L stromt das Fluid aus dem Rohr aus, wobei hier der
rdumliche Temperaturgradient Null sein soll. Zwischen dem Fluid und der Rohrwand
findet ein konvektiver Warmeaustausch mit dem Warmeiibergangskoeffizienten o
statt.

Ty 1,

/vx

Abbildung B.28: Mit einem Fluid durchstromtes Vierkantrohr.

Es wird angenommen, dass aufgrund von Verwirbelungen die Temperatur des
Fluids iiber den Rohr-Querschnitt ndherungsweise homogen ist. In Langsrichtung (-
Richtung) soll die Temperaturverteilung durch eine partielle Differentialgleichung samt
zugehorigen Randbedingungen beschrieben werden. Weiters soll eine raumliche Dis-
kretisierung durch Anwenden der Finite Differenzen Methode mit einem regelméfigen
Gitter (siehe Abb. B.29) vorgenommen werden. Das so erhaltene Anfangswertproblem
soll in der Zustandsraumdarstellung

d

aT(t) = AT(t) + boTy + by Ty (B.194)

mit den Eingangen T und 7;, und dem Zustandsvektor T angegeben werden.

oTb o7 oD Tsq

< >l >l >
< P P >

< >
< »|

Abbildung B.29: Gitterpunkte fiir die ortliche Diskretisierung.
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Lésung von Aufgabe B.19.

a(Ty —1T)
4
1%
— T»
—)\%T(w,t) v_5 —)\%T(SE + Az, t)
alz x —Il- Aa;

Abbildung B.30: Kontrolvolumen.

Die Beschreibung des Temperaturfeldes im Fluid wird im Folgenden iiber den Energie-
erhaltungssatz fiir offene Systeme geméafl (1.213) hergeleitet. Wie in Abbildung B.30
gezeigt, wird ein ortsfestes Kontrollvolumen V definiert durch das Intervall (z, z + Ax)
betrachtet. Da das Fluid inkompressibel ist, gilt ¢, = ¢, (vgl. Abschnitt A). Die
kinetische Energie des Fluids ist konstant (konstante Stromungsgeschwindigkeit, in-
kompressibles Fluid) und kann daher in der Betrachtung vernachléssigt werden. Es
tritt keine potentielle Energie auf. Es treten keine Druckénderungen auf, d.h. dp = 0.
Folglich gilt e = u = h = ¢,T’, wobei hier ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die
Referenztemperatur zu Null gesetzt wurde. Mit diesen Vereinfachungen folgt aus
(1.213)

z+Ax !
/ WAdx’ — ph(z,t)Av + ph(z + Az, t) Av =

e+Az 8T Jt .
pcpA/ (=* )d "+ pep(T(x 4 Az, t) — T(z,t))Av = Q + P, + P(B.195)

wobei dem System weder technische noch elektrische Arbeit zugefiihrt wird und
daher P, = 0 und P,; = 0 gilt. Der Term () beinhaltet alle Warmefliisse in das
Kontrollvolumen V und setzt sich wie folgt zusammen

0= AA(aT( BN P t)) + /x+MU (T — T(2/, £))da’
= o L & T, 5L &> ; a(Ty, x, T

Wiérmeleitung im Fluid in Richtung x Warmeaustausch mit Rohrwand
(B.196)
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Einsetzen von (B.196) in (B.195) fithrt auf die integrale Formulierung

z+Ax
pAcp/ %T(m’, t)da' + peyAv(T(z + Az, t) — T(z,t)) =
O o z+Ax
- AA(GT(J; + Az, t) — 8—T(sc, t)) + Ua/ (T — T(2',t))d4B.197)
X T

T

Um aus (B.197) eine partielle Differentialgleichung zur Beschreibung des Temperatur-
feldes im Fluid abzuleiten kann wahlweise der Grenziibergang Az — 0 durchgefiihrt
werden oder der Gaufische Integralsatz verwendet werden.

o Mboglichkeit 1, Grenziibergang: Fiir Ar — 0 gilt

/HM 91!, e’ ~ Da2T(2, 1) (B.198a)
; 5L (@, t)de’ = Aw o Tz, .198a
T(x+ Az, t) ~ T(x,t) + A:E%T(J), t) (B.198b)

r+Ax
/ (Th — T(&, 1))de’ ~ Ax(T,y — T(x,1)) . (B.198¢)

Einsetzen dieser Beziehungen in (B.197) und Division durch AAz fithrt auf

c <aT(:z: t) + vﬁT(w t)) = )\a—QT(J; t)+ ga(T —T(z,t)) . (B.199)

A T e ) A D
o Moglichkeit 2, Gauf3scher Integralsatz: Gemafl dem Gauflschen Integralsatz

gilt
r+Ax o
T(z + Az, t) — T(x,t) = / T 1)’ (B.200a)
9 et amyt) - L@, p) = / AR (B.200D)
ox ’ ox” "y dz'? ’ ) ’

Einsetzen dieser Beziehungen in (B.197), Umformung und Division durch A
fiihrt auf die integrale Form

= ; pcp 8t xT, Uax/ xT,
2

)\axﬂ

(B.201)

AL v+ Yam, - 1, t))) dz’ |

A

Die Gleichung (B.201) muss fiir beliebige 2 und Az gelten, weshalb der Integrand
in (B.201) identisch Null sein muss. Dies ergibt wieder (B.199).
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Im néchsten Schritt werden fiir die Rdnder x = 0 und = = L die Randbedingungen
angegeben. Aus der Systembeschreibung ergeben sich diese zu

T(0,t) =Ty > Ty, (B.202a)
0
Ba:T(L’t) =0. (B.202b)
Um eine eindeutige Losung fiir T'(x,t) zu erhalten, wird noch die Anfangsbedingung
T(x,0) = Ty(x) bendtigt.

Zur numerischen Losung dieses Anfangs-Randwertproblems wird die Finite Diffe-
renzen Methode herangezogen. Wie in Abbildung B.29 angegeben, besteht das hierzu
verwendete regelméfige Gitter aus vier Knotenpunkten mit der Ortsschrittweite
Az = L/3. Die Fluidtemperaturen an den Knotenpunkten j = 0,...,3 werden mit
T;(t) = T'(jAx,t) abgekiirzt.

Die vorliegende Gleichung (B.199) ist eine sogenannte Diffusions-Konvektions-
Reaktions-Gleichung. Sie beinhaltet einen Diffusionsterm (zweite Ortsableitungen)
und einen Transportterm (erste Ortsableitung). Im Folgenden wird der Diffusionsterm
immer mit dem zentralen Differenzenquotienten (letzte Zeile in Tabelle 2.5) appro-
ximiert. Je nachdem, ob der Diffusionsterm oder der Transportterm dominant ist,
bietet sich die Verwendung eines anderen Differenzenquotienten zur Approximation
des Transportterms an. Der Transportterm wird daher einmal mit dem Riickwarts-
differenzenquotienten (zweite Zeile in Tabelle 2.5) und einmal mit dem zentralen
Differenzenquotienten (dritte Zeile in Tabelle 2.5) approximiert.

e Zentraler Differenzenquotient fiir Transportterm: Die Ortsableitungen
werden in der Form

%T(JA% t) ~ ﬁ(TJ#l(t) —Tj(t)) (B.203a)
;;T(J'Aw, t) =~ ﬁ(TjH(t) = 2T5(t) + Tj-1 (1)) (B.203b)

approximiert. Fiir die Randbedingungen gilt (vgl. Abschnitt 2.6.1)

To = To(t) (B.204a)
0— ﬁ(ﬂ@) _ Do) — Tu(t) = To(t) (B.204b)

wobei Ty(t) die Temperatur an einem virtuellen Knotenpunkt mit der Position
L + Az (d.h. aulerhalb des betrachteten Gebiets (0, L)) ist. Durch Einsetzen
von (B.203) in (B.199) ergibt sich das fur j = 1,2,3 giltige Differentialglei-
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chungssystem
d A
per gy T3 = 7z (T () = 2T5(8) + Tja (1) -

" . (B.205)
P Ty (1)~ Ty (1) — e (T(0) ~ Ta)

Beriicksichtigung der Randbedingungen (B.204), Division durch pc, und Um-
stellen der einzelnen Terme liefert die Zustandsraumdarstellung (B.194) mit
dem Zustandsvektor T(t) = [T} (t), Tx(t), T3(t)]T und

) -2 1 0 0O 1 0 I
P 0 2 -2 0o 0o "7
N 1
v
b o B.206b
0 <pcpA:1c2 * 2Aw> 0 ( )
0
U 1
by = —— |1 . (B.206¢)
pcpA )

e Riickwirtsdifferenzenquotient fiir Transportterm: Der Diffusionsterm
wird weiterhin mit (B.203b) approximiert. Statt (B.203a) wird nun der Riick-
wartsdifferenzenquotient

0

Z T (i, ) % 5 (T5(0) ~ Ty () (B.207)

verwendet. Einsetzen von (B.207) in die Randbedingungen (B.202) ergibt

TO = To(t) (BQOS&)
0= ﬁ(Tg(t) C D) — Ty(t) = To(b). (B.208D)

Es bleiben damit nur die Zustandsvariablen T (t)=[T}(t), T2(t)]" iibrig. Fiir sie,
d.h. fir j = 1,2, folgt nach Einsetzen von (B.203b) und (B.207) in (B.199) das
Differentialgleichungssystem

d A
pep = T5(t) = =5 (Tj+1(t) — 2T5(t) + T (t))—
_ pcpu Ua ’

STy (1) = Ty (1) — — (T3 (6) = To)

Beriicksichtigung der Randbedingungen (B.208), Division durch pc, und Um-
stellen der einzelnen Terme liefert die Zustandsraumdarstellung (B.194) mit
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dem Zustandsvektor T(t) = [T1(t), To(t)]* und

A -2 1 v 1 0 Ua
A=—— - — — E B.210
pepAx? [ 1 1] Az [—1 1] pepA ( a)
A ) 1
b = v B.210b
0 (pcpAac2 + Ax) L)] ( )
Ua |1
Y= , B.210
" H (B.2100)

Aufgabe B.20 (Elektrische Heckscheibenheizung). Ein PKW besitze eine d = 8 mm
dicke Heckscheibe aus Glas mit den homogenen thermischen Eigenschaften pc, =
2MJ/(m3K) und A = 0.75W/(m?K). Der PKW steht fiir lingere Zeit in einer
Garage mit einer Raumtemperatur von T4 = 5°C. Wéahrend einer Ausfahrt bei einer
konstanten Auflentemperatur von T, = —5 °C fillt die innere Oberflichentemperatur
der Heckscheibe unter den Taupunkt und die Scheibe beschlégt. Zehn Minuten nach
Beginn der Fahrt wird die elektrische Heckscheibenheizung mit einer Heizleistung
von p = 200 W/m? eingeschaltet, um das Beschlagen der Scheibe zu verhindern. Die
Lufttemperatur 77 im Inneren des Wagens wird von der Klimaanlage ab Beginn der
Fahrt mit 2°C/min erhoht bis sie 17 53 = 20 °C erreicht hat und danach wihrend der
gesamten Fahrt konstant auf diesem Wert gehalten.

d
/_\l—\/
Tr ag | T Qo Too
Heizschicht, p— Glas,
Py Cpy A
q0 QCLO>
i
0 d

Abbildung B.31: Querschnitt einer Heckscheibe eines PKW.

Wie in Abbildung B.31 skizziert befindet sich die Heizschicht an der Innenseite der
Heckscheibe. Vereinfacht soll die Heizschicht als vollflichig und vernachléssigbar diinn
betrachtet werden. Folglich muss keine Warmekapazitat der Heizschicht beriicksichtigt
werden. Der Warmeiibergang zwischen Heizschicht und Glas ist ideal. Zwischen der
Heizschicht und der Luft im Inneren des Wagens kommt es zu freier Konvektion
mit dem Wirmeiibergangskoeffizienten ag = 15 W/(m? K). Zwischen der Glasscheibe
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und der dufleren Umgebungsluft kommt es durch den Fahrtwind zu erzwungener
Konvektion mit dem Wirmeiibergangskoeffizienten as, = 70 W/(m? K).

Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf des Temperaturfeldes in der Glasscheibe mit-
hilfe der Finite Differenzen Methode. Untersuchen Sie die Auswirkung der gewéhlten
Ortsschrittweite auf die erzielte Rechengenauigkeit sowohl im transienten als auch im
stationdren Fall.

Losung von Aufgabe B.20. Es sei T(t,z) das 1-dimensionale Temperaturfeld in
Dickenrichtung (Ortskoordinate x € [0, d]) der Heckscheibe. Um dieses Temperaturfeld
zu berechnen, wird die 1-dimensionale Fouriersche Wérmeleitgleichung

oT(t,x) 0T (t,x)
T

Vo e (0,d), t >0 (B.211)

(vgl. (2.5a)) fir temperaturunabhéngige Wérmeleitfihigkeit A numerisch mithilfe
der Finite Differenzen Methode gelost. In Ergdnzung zu (B.211) werden noch die
Anfangsbedingung

T(0,z) =Ta Vz € [0,d] (B.212)
und die Randbedingungen
oT
po(t) = —)\6— +ap(T(t,0) — Tr(t)) vVt >0 (B.213a)
1" =0
= 4o
oT
0=A— +aoo(T(t,d) — Too) vt >0 (B.213b)
ox lz=d
= _QOO

benétigt. Die Warmestromdichten ¢g und ¢o, an den Réndern der Glasschicht wurden
hierbei in positiver Richtung z positiv gezihlt (siche Abbildung B.31). Die Randbe-
dingungen bertiicksichtigen den konvektiven Warmeaustausch mit der umgebenden
Luft und die Heizleistung der Heizschicht mit der Zeitfunktion

(B.214)

0 falls ¢t < 10min
po(t) = .

p sonst

Die Randbedingung (B.213a) folgt direkt aus dem Energieerhaltungssatz angewandt
auf die Heizschicht. Der rampenférmige Zeitverlauf der Lufttemperatur im Inneren
des Wagens ist in der Form

Ty (t) = min{TA b2 S TLSS} (B.215)
min

gegeben, wobei hier ¢ in min einzusetzen ist. Die Anfangsbedingung (B.212) und der
Wert T7(0) entsprechen der Raumtemperatur in der Garage, da das Fahrzeug vor
Beginn der Fahrt dort lange stand.
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Ahnlich wie in Abschnitt 2.6.1 werden fiir die Anwendung der Finite Differenzen
Methode das dquidistante Ortsgitter

d
x; = iAx i=0,1,...,N, szﬁ (B.216)
mit N > 1 und das dquidistante Zeitgitter
tj = jAL 7=0,1,... (B.217)

definiert. Die Temperaturen an den Gitterpunkten werden in der Form T;(t) = T'(t, x;)
und 7Y = T'(tj,z;) = T;(t;) abgekiirzt. Unter Verwendung von a = ﬁ und der letzten
Zeile von Tabelle 2.5 (zentraler Differenzenquotient fir 2. Ableitung) ergibt sich aus

(B.211) die ortlich diskretisierte Differentialgleichung

a

Ti(t) = A—:ﬁ(:/},l(t) —2Ti(t) + Ti41(t)), Vt>0,i=1,2,...,N—1. (B.218)
Sie gilt grundséatzlich auch fiir die Randpunkte ¢ = 0 und ¢ = N, wenn an den
Positionen x_; und x 1 virtuelle Gitterpunkte eingefithrt werden. Die dann auftre-
tenden unbekannten Werte 71 (¢) und Tn+1(t) ergeben sich aus den Randbedingun-
gen (B.213), wenn darin die Ortsableitung mithilfe der dritten Zeile von Tabelle 2.5

(zentraler Differenzenquotient fiir 1. Ableitung) approximiert wird. Dies liefert

A

po(t) = =5 (T1(t) = Ta(t)) + co(To(t) — T1(t)) vt >0 (B.219a)
0= ﬁ(TNH(t) T () 4 as(Th(t) — To)  VE>0.  (B.219D)

Werden aus diesen Gleichungen die Groflen T (t) und Ty1(¢) ausgedriickt und in
(B.218) eingesetzt, so ergeben sich die ortlich diskretisierten Differentialgleichungen

To(0) = 2y (10 = 7o) + S 0(0) — ao(To(0) - Tr(0) ) (B:2200)
T () = s (Twv-1(8) = Te(t) = S 0 (T () = T (B.220b)
fiir die Randpunkte. Mit dem Vektor T(t) = [Ty(t) --- Tn(t)]T konnen die Diffe-
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rentialgleichungen (B.218) und (B.220) nun in der Form

T(t) = £(t,T(1))

[2(Ta(t) = To(t) + 52 (po(t) — ao(To(t) — Tr(1))))]
. To(t) — 2T1‘(75) + T (t) (B.221)
=23 :
TN,Q(t) — QTNfl(t) + TN(t)
2(Ti—1(t) = T (1) — Ao (T (t) — To))
mit der Anfangsbedingung T(0) = [T --- T4|' zusammengefasst werden. Es

handelt sich bei (B.221) um eine lineare zeitvariante Differentialgleichung. Zu ihrer
numerischen Integration wird hier das Euler-Vorwértsverfahren (siehe Abschnitt 2.6.1)
verwendet, was mit der Abkiirzung T’ = T(¢;) auf die explizite lineare Differenzen-
gleichung

TV =TI + Atf(¢;, T9)  Vj=0,1,... (B.222)

mit den Anfangswerten TO = [Ty ... T4" fiihrt. Damit kann die gesuchte numeri-
sche Losung direkt in einem Computernumerikprogramm in einer Schleife iiber die
Zeitindizes j ausgerechnet werden. Programmcode B.1 zeigt eine mogliche Implemen-
tierung der Rechnung in MATLAB.

Listing B.1: MATLAB-Code zur Berechnung des Temperaturfeldes in der Heckscheibe.

close all;
clear;
cle;

d = 0.008;

lambda = 0.75;

rhocp = 2e6;

TA = 5;

TI = @Q(t) min(TA+2xt /60,20);
Tinf = —5;

alpha0 = 15;

alphainf = 70;

p0 = @(t) 200%(t>=10%60);
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N = 5;

a = lambda/rhocp;

xx = linspace (0,d,N+1);
deltax = xx(2);

deltat = 0.4xdeltax"2/a;
tt = 0:deltat:40%60;

f =a@(t,T)

a/deltax " 2x]
2xT(2)—2«T(1)+2+deltax /lambdax*(p0(t)—alphaOx(T(1)—TI(t)));
T(1l:end—2)—2+T(2:end—1)4T(3:end); .
2xT(end—1)—2+T(end)—2xdeltax /lambdaxalphainf(T(end)—Tinf)
I

TT = nan(length (tt),length(xx));
TT(1,:) = O0xxx+TA;
for j=2:length(tt)
TT(j,:) = TT(j—1,:) + deltat = f(tt(j—1),TT(j—1,:)")";
end

figure;

surf(tt(1:10:end)/60,xx%x1000,TT(1:10:end,:)’, facecol’,’w’,  edgecol’,
view (30,46);

xlabel (7\itt\rm (min)’);
ylabel ("\itx\rm_ (mm)’);
zlabel (7\itT\rm,(°C)");

Bei der Wahl der Ortschrittweite Az und der Zeitschrittweite At muss die Bedin-
gung

alt 1

< Z

AzZ2 — 2

(siehe (2.132)) eingehalten werden, damit (B.222) stabil ist. Im vorliegenden Fall
wurde daher Zeitschrittweite in der Form

(B.223)

2
At = 0427 (B.224)
a
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gewahlt.

20

25 30 - 1
t (min) 400 0

Abbildung B.32: Temperaturfeld in der Heckscheibe.

Fir N = 25 ist die Losung von (B.222) in Abbildung B.32 dargestellt. Zu Beginn der
Fahrt nimmt die Temperatur 7' der Heckscheibe rapide ab. Durch die Erhohung der
Lufttemperatur im Inneren des Wagens nimmt 7" dann leicht zu, ehe zum Zeitpunkt ¢ =
10 min ein starker Temperaturanstieg durch das Einschalten der Heckscheibenheizung
erfolgt. Anschlieend néhert sich das Temperaturfeld asymptotisch seinem stationéren
Profil.

Die Losung von (B.222) wurde fiur verschiedene Werte N berechnet, um den
Einfluss der gewédhlten Ortsschrittweite auf die erzielte Rechengenauigkeit zu studieren.
Qualitativ ergeben sich Temperaturverldufe, die jenem in Abbildung B.32 sehr dhnlich
sind. Es wird daher in Abbildung B.33 fiir N =10, N =5 und N = 2 nur noch die
maximale absolute Abweichung

e25(t;) = m?x\:r;? — (@i, ty) oo (B.225)

zwischen der jeweiligen numerischen Losung und der mit N = 25 erhaltenen Losung
gezeigt. Nennenswerte Abweichungen zwischen den Losungen, d. h. Rechenungenau-
igkeiten, ergeben sich nur bei transienten Anderungen des Temperaturfeldes. Fiir
N =1 (nicht in Abbildung B.33 dargestellt) nimmt es5 erheblich grofiere Werte (bis
zu 2.5°C) an.
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0.7r
0.6

Z2=z=
I

e25 (°C) g4 ]
031" ) .
o1k o -

0 5 10 15 20 25 30 35 40
t (min)

Abbildung B.33: Maximale absolute Abweichung zwischen dem berechneten Tempe-
raturfeld und der Lésung fiir N = 25.

Fiir ¢ — oo konvergieren die berechneten numerischen Losungen unabhéangig von
N gegen den exakten stationdren Ortsverlauf Tss(x). Dieser kann aus (2.86) (fiir eine
einschichtige homogene Wand) analytisch in Form der linearen Funktion

X

Tyo() = Tus(0) + 5 (Tus(d) = Tus(0)) (B.226)

berechnet werden. Zur Bestimmung der noch unbekannten Oberflichentemperaturen
T5s(0) und Tss(d) konnen die Randbedingungen (fiir ¢ > 10 min) verwendet werden.
Dies ergibt

Tos(d) = Tss(O0) | (T0u(0) = T 00) (B.227a)
+ oo (Tss<d) _ Too) (B.227b>

und somit

(B + Trss) + T

Tss (0) = (

B.228a)
1 d 1 (

1 D 1 d

e ?+TI,SS + OT"F*TOO
Tos(d) = °°< : ) (0 A) (B.228b)

1 d 1
a0 TXx T aw

Um nun zu sehen, dass die berechneten numerischen Losungen tatséchlich gegen den in
(B.226) analytisch berechneten, exakten stationdren Ortsverlauf Tss(x) konvergieren,
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wurde die maximale absolute Abweichung

TV — Tyo(a;) (B.229)

ess(tj) = max
(A

(stationarer Fehler) in Abbildung B.34 fiir ¢ > 30 min dargestellt. Es ist klar, dass
ess stationdr gegen Null konvergiert, da mit den verwendeten Differenzenquotienten

fiir ein lineares Temperaturprofil, wie es durch (B.226) definiert ist, die auftretenden
02T
022

Ortsableitungen ‘3—5 und

exakt berechnet werden.

unabhéingig von der gewadhlten Ortsschrittweite Ax

0.014

ot

0.012

jam)

Il
IS I

0.010 L

2222

e, (°C) 008
0.006
0.004

0.002

0 I
30 35 40 45 50 55 60

t (min)

Abbildung B.34: Maximale absolute Abweichung zwischen dem berechneten Tempe-
raturfeld und der exakten stationdren Losung Tys(z).

Aufgabe B.21 (Tauchpumpe). Zur Férderung von Wasser aus einem Tiefbrunnen
wird eine Tauchpumpe eingesetzt, welche durch eine Asynchronmaschine angetrieben
wird. Die im Pumpengehiuse eingebaute Asynchronmaschine wird an der Auflenseite
des Stators vom geférderten Brunnenwasser umstréomt und so durch erzwungene
Konvektion mit dem Warmetibergangskoeffizienten agy zwangsgekiihlt (siche Ab-
bildung B.35 links). Der Wasserdurchsatz im Betrieb ist hoch genug, sodass die
Wassertemperatur Ty als konstant angenommen werden kann. Rotor und Stator sind
durch erzwungene Konvektion im Luftspalt mit dem Wéarmeiibergangskoeffizienten
aprs thermisch gekoppelt.
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T(?} tl)
Tw

TS(Tv t)

pS) Cp,Sv )\
7i[ 1jA T
Tr(t)
PRs Cp,Ry AR

a) b)

Abbildung B.35: Zur Berechnung der Temperaturverteilung im Antrieb einer Tauch-
pumpe, a) vereinfachte Skizze einer Asynchronmaschine in einer
Tauchpumpe, b) qualitativer Temperaturverlauf im Rotor und im
Stator der Asynchronmaschine zu einem allgemeinen Zeitpunkt ¢;.

Es soll fiir den Volllastbetrieb die Temperaturverteilung im Rotor und im Stator
untersucht werden. Dazu wird angenommen, dass sich Rotor und Stator hinreichend
genau durch homogene Korper mit mittleren Massendichten pr und pg, mittleren
Warmekapazitaten ¢, r und ¢, g sowie mittleren Warmeleitfahigkeiten Ag und Ag
beschreiben lassen. Zudem wird der Wéarmeeintrag zufolge des Motorstromes I
am Verlustwiderstand R als homogene volumetrische Warmequelle gleichméfig im
gesamten Stator angenommen. Rotor und Stator besitzen die Lange L und ihre
Stirnflichen sind ndherungsweise adiabat.

Unter diesen Annahmen stellt sich eine rotationssymmetrische Temperaturver-
teilung T'(r,t) ein. Da der Stator durch die vergossenen Wicklungen Wérme viel
schlechter leitet als der Rotor (Ag < Agr), wird die Temperaturverteilung im Rotor
als homogen angenommen, d.h.

T(rt) = {TR(t) fl}l“ r € [0,rr)
Ts(r,t) fir e frr,ral.

Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Temperaturverteilung 7'(r, t) ausgehend
von einer Anfangstemperatur des Rotors Tr(0) = Tr und einer Anfangstempera-
turverteilung des Stators Ts(r,0) = T5o(r) numerisch mittels Finiter Differenzen
Methode.

Lésung von Aufgabe B.21. Es soll zundchst die Differentialgleichung der Rotor-
temperatur Tg(t) formuliert werden. Der Rotor mit dem Volumen Vg tauscht an
der Grenzschicht r = r; thermische Energie mit dem Stator geméfl qrs(t) =
aprs(Tr(t) — Ts(rr,t))e, aus. Der Energicerhaltungsatz (1.191) liefert fiir das Kon-
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trollvolumen Vg

d
5 L prenaTrtyay == [ n-dns()dA (B.230)
dt Jyg VR

woraus durch Auswerten der Integrale die gesuchte Differentialgleichung

d 2c RS

—TRr(t) = ——(Tr(t) — Ts(ry,t B.231
TR0 = = (T(1) T, 1) (1.231)
folgt. Fiir den Stator ist die Warmeleitgleichung in Zylinderkoordinaten (2.5b) zu
verwenden, welche sich durch die angenommene Rotationssymmetrie auf die Form

OTs(r,t) _ 18<T8T5(T,t)

PS%,ST =\ or ar ) +g(r,t) (B.232)

vereinfacht. Die volumetrische Warmequelle g(r, t) zufolge der elektrischen Verluste
ergibt sich unter der Annahme einer homogenen Verteilung zu

2
g(r,t) = g(t) = m. (B.233)

Aus qrs(t) und qsew (t) = asw (Ts(ra,t) — Tw)e, sowie dem Fourierschen Wérme-
leitgesetz (2.1) folgen die Randbedingungen

As W = —aps(Tr(t) — Ts(rr, 1)) (B-234a)
r=ry

)\Saz_’%(;"t) = —asw(TS(TA,t) —TW) (B234b)
r=r4

Die zeitliche Dynamik des Temperaturverlaufs T'(r,t) wird also durch ein gekop-
peltes System einer gewohnlichen Differentialgleichung (B.231) und einer partiellen
Differentialgleichung (B.232) mit den Randbedingungen (B.234) beschrieben. Eine
analytische Losung derartiger Gleichungssysteme ist nur in Spezialfillen moglich,
weshalb die partielle Differentialgleichung im Folgenden mit der Finiten Differenzen
Methode diskretisiert und numerisch gelost wird.

Dazu wird die Ortskoordinate r € [rr,74] in N gleiche Intervalle [r,_1,r,] der
Lange Ar = ™51 mit n = 1,2,..., N unterteilt, womit r, = r; + nAr fiir die
Gitterpunkte gilt. Nach Anwenden der Kettenregel lassen sich die Ortsableitungen in
(B.232) an den Gitterpunkten durch zentrale Differenzenquotienten ersetzen, d. h.

0Ts(rp,t) N Ts(rpi1,t) — 2Ts(rn, t) + Ts(rp—1,t)

5 ~ (Ar? (B.235a)
2Ts(rp,t)  Ts(rpe1,t) — Ts(rn_1,t
0 25‘7; s ) ~ S(r +1, )2AT S(T‘ 1 ) : (B235b)
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womit sich die Temperaturwerte Ts(ry,t) = T¢(t) an den Gitterpunkten durch die
gewohnlichen Differentialgleichung

T3 () — 2T + T3 1)
(Ar)?
TS(TH+17 t) — TS(Tn—la t)
2A7r(rr + nAr)

d
PSCp,s &Tg@) = As
(B.236)

+ As +9(t)

beschreiben lassen. An den Réndern, d.h. fiir n = 0 bzw. n = N, treten dabei
die unbekannten Groflen Tg I und Tév *1 an den Stellen r_; bzw. ry+1 auf, welche
auflerhalb des Definitionsgebietes liegen. Wie in Kapitel 2.6 erldutert, lassen sich die
unbekannten Temperaturen an diesen virtuellen Gitterpunkten durch die zugehorigen

Randbedingungen eliminieren. Anwenden der zentralen Differenzenquotienten auf
(B.234) liefert

751(0) = 73(0) - 2252 (18(0) — Ta(0)) (B.237a)
TEH() = T3 (1) — %‘iiwm (T ()~ Tw). (B.237b)
S

Abschlieflend lassen sich die Differentialgleichungen (B.231) und (B.236) inklusive
(B.237) in ein lineares Anfangswertproblem

0(t) = AB(t) + Bu(t) (B.238)

mit dem Vektor der Temperaturen 6(t) = [Tg(t),T2,...,T¥]T (Dimension N +
2), den externen Eingingen u(t) = [I(t),Tyy]T und den Anfangswerten 0(0) =

[Tro, Ts0(r0), - -, Ts.n(rn)]" zusammenfassen. Damit ist die Berechnung des Tem-
peraturverlaufs T'(r, t) auf die (numerische) Losung des Anfangswertproblems (B.238)
zuriickgefiihrt, was eine Standardaufgabe der Numerik darstellt. Beispielsweise kann
durch das Euler-Vorwiartsverfahren (vgl. Abschnitt 2.6) das Anfangswertproblem
(B.238) auf der diskretisierten Zeitachse t; = jAt mit j € N durch Iterieren der
expliziten Differenzengleichung

0j+1 = 0]' + At(AGj + BUj) (B.239>

mit 0; = 0(t;), u; = u(t;) gelost werden. Zur Illustration des Losungsverhaltens
zeigt Abbildung B.36 den Aufheizvorgang fiir konstanten Strom I(¢) = 10 A und
konstante Wassertemperatur Ty = 10°C, wobei von den Anfangstemperaturen
Tro = Tso(r) = Ty ausgegangen wird. Der Rotor wurde dabei in IV = 15 Intervalle
unterteilt. Fir das Euler-Vorwéartsverfahren wurde aus Griinden der numerischen
Stabilitdt die relativ kleine Schrittweite At = 10.8 s verwendet. Die verwendeten
Parameterwerte sind in Tabelle B.5 zusammengefasst.
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Abbildung B.36: Temperaturverlauf im Rotor und Stator der Asynchronmaschine fiir
einen Aufheizvorgang bei Volllast, berechnet mittels (B.239).

Parameter Wert FEinheit Parameter Wert Einheit
ps 6000 kg/m3 PR 5000 kg/m3
Cp,S 350 J/(kgK) Cp,R 450  J/(kgK)
As 1 W/(mK) AR 100 W/(mK)
QRS 10 W/(m?K) osw 500 W/(m?K)
R 5 Q L 40 cm
7 3 cm A 10 cm

Tabelle B.5: Parameterwerte der Tauchpumpe.

Aufgabe B.22 (Wasserkiihlung). Abbildung B.37 zeigt eine integrierten Spannungsreg-
ler (IC) mit Wasserkiihlung. Fiir eine Eingangsspannung U, € [Ue min, Ue max] liefert
der lineare Spannungsregler am Ausgang die konstante Spannung U,. Die angeschlos-
sene Last zieht einen Gleichstrom I,. Der gleiche Strom fliet auch eingangsseitig.
Aus dem Datenblatt des Spannungsreglers ist der thermische Widerstandswert Rsp
zwischen Sperrschicht und Basisplatte bekannt. Die Basisplatte hat eine Masse mp
und eine spezifische Warmekapazitit cg. Die Wéarmeiibertragung iiber das Kunststoff-
gehduse und die elektrischen Anschlusskontakte sei vernachléssigbar klein. Um die
Kiihlung zu verbessern, wird ein Kiithlkérper mit der Lange i, der Breite bx und der
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Dicke hy aufgeschraubt. Das Material des Kiihlkorpers besitzt die Dichte pg sowie
die spezifische Warmekapazitit cx. Durch die Verwendung von Wérmeleitpaste wird
zudem der Ubergangswiderstand zwischen Basisplatte und Kiihlkérper im Vergleich
zu einem Luftspalt deutlich reduziert. Die Paste hat eine Warmeleitfahigkeit von Ap
und wurde auf einer Flache Ap mit einer Dicke hp aufgetragen. Zur besseren Kithlung
wird der Kihlkorper von einem Fluid (z. B. Wasser) mit der Temperatur 77 und der
Geschwindigkeit us, angestromt, wodurch sich ein Warmeiibergangskoeffizient ax p
vom Kiihlkérper auf das Fluid ergibt. Der Durchfluss des Fluides ist so grof}, dass Tr
als konstant angenommen werden kann.

Fluid

u004>

- Ik

= e
Kiihlkorper - [ |

% Wirmeleitpaste
Anschlusskontakte

Sperrschicht Basisplatte

Kunststoffgehduse Substrat

Abbildung B.37: IC mit Wasserkiihlung.

Die Wérmestrome an die Umgebungsluft kénnen gegeniiber den Warmestrémen
durch die Warmeleitpaste und zwischen Kiihlkérper und Fluid vernachléssigt werden.
Die Temperaturverteilungen in der Basisplatte und im Kiihlkérper kénnen jeweils in
alle Raumrichtungen als homogen betrachtet werden.

1. Zeichnen Sie das RC-Ersatzschaltbild des Warmeleitproblems und beschriften
Sie die einzelnen Elemente. Driicken Sie die Bauteilwerte der einzelnen Elemente
durch gegebene Grofien aus.

2. Der Hersteller der Wirmeleitpaste ist an der zeitlichen Anderung des Wér-
mestroms durch die Pastenschicht zufolge sich &ndernder Eingangsspannung
interessiert. Stellen Sie die zur Berechnung des gesuchten Wérmestroms notwen-
digen Gleichungen und Differentialgleichung auf. Die Gleichungen kénnen auch
im Laplace-Bereich angegeben werden. Wie grof} ist der stationdre Warmestrom
durch die Wéarmeleitpaste fiir eine konstante Eingangsspannung U, > U,?

3. Wie grofl darf der Warmeiibergangswiderstand zwischen Kiihlkérper und Fluid
hochstens sein, so dass die Sperrschicht-Temperatur des ICs den Wert T's yax
stationar nicht iiberschreitet?
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Lésung von Aufgabe B.22.

1. Zur Berechnung des Warmestroms eignet sich die konzentriert-parametrische
Formulierung als RC-Netzwerk. Der von der elektrischen Leistung des ICs in
der Sperrschicht hervorgerufene Warmestrom entspricht einer Randbedingung
2. Art und kann somit als ideale Stromquelle mit dem Warmestrom

Pin = I4(Ue — Uy) (B.240)

dargestellt werden. Der Warmetibergangswiderstand zwischen Sperrschicht und
Basisplatte ist durch Rgp gegeben. Wird die Basisplatte als konzentriertes
(thermisches) Bauelement aufgefasst, so kann ihre Warmekapazitét durch

Cp =mpcp (B.241)

(vgl. (2.141a)) angegeben werden. Der dem Wérmestrom durch die Warmeleit-
paste entgegengebrachte Widerstand lésst sich durch
hp
A p)\ P

Rpg = (B.242)

(vgl. (2.141b)) darstellen. Weiters lautet die Warmekapazitiat des Kiihlkérpers
Ck = PKleKhKCK (B.243)

(vgl. (2.141a)). Die Wérmeiibertragung zwischen dem Kiihlkérper und dem
Fluid basiert auf dem Prinzip der erzwungenen Konvektion. Die Warmeleitung
wird dabei durch Randbedingungen 3. Art, also gemischte Randbedingungen,
definiert. Folglich lasst sich die Warmetbertragung an das Fluid durch die
Analogie einer Spannungsquelle und dem Wérmeiibergangswiderstand auf das
Fluid darstellen. Der Wérmeiibergangswiderstand ergibt sich geméaf (2.140) in
der Form

1

= — B.244
lpbrok ( )

RkFr

Aus diesen Uberlegungen folgt die in Abbildung B.38 dargestellte Ersatzschal-
tung.
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Ts Rsp T BRpx Tx BRrr Tg
O T T O
) ) L

Abbildung B.38: RC-Ersatzschaltbild zur Wasserkiihlung.

2. Fiir die in Abbildung B.39 dargestellten Maschen ergeben sich mit dem Konsti-
tutivgesetz (2.136) die Maschengleichungen

I. 0=Ts—Tp— PnRsg (B.245a)
I 0=1p—Tx — QpRpK (B.245b)
NI: 0=Tx —Tr — QrRkr , (B.245¢)

wobei Qp der Wirmestrom durch die Wirmeleitpaste ist und Qp der in das
Fluid abgegebene Warmestrom.

Ts Rsp Tg Rir TK Rrgr Tp
ofSops L8]
P,

Abbildung B.39: RC-Ersatzschaltbild zur Wasserkiihlung mit eingezeichneten
Maschen.

Fiir die beiden Knoten mit den Temperaturen T und Tk ergeben sich mit dem
Konstitutivgesetz (2.136b) die Knotengleichungen

d
dt

Cr g, TK =Qp—Qr . (B.246b)

Cp—Tp =Py — Qp (B.246a)

Werden diese unter Berticksichtigung von (B.240), (B.245b) und (B.245¢) in-
tegriert, so ergeben sich die Zeitverldufe von T und Tk. Aus (B.245b) folgt
dann schlieflich der gesuchte Zeitverlauf von @Qp.
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Alternativ liefert die Laplace-Transformation der Knotengleichungen (B.246)

Cp(sTp —Tno) = Pin — Qp (B.247a)
Cr (sTx —Tko) = Qp — QF (B.247b)

mit der komplexen Laplace-Variable s und den Anfangstemperaturen Ty und
Tko. Aus (B.245b), (B.245¢) und (B.247) folgt nach Elimination der unbe-
kannten GroBen Tg, Tk und Qp die Laplace-Transformierte des gesuchten
Wéarmestroms

(Cp CxkRxr(Tpo — Tro) + Cxk Rk p Py, — CTr)s + CpTro + P

©r = CpCkRprkRikrs*+ (CRpix + CpRir + CxRir)s + 1

)

(B.248)

wobei sich P;, aus (B.240) ergibt. Der stationidre Wert von Qp kann daraus
mit dem Endwertsatz der Laplace-Transformation berechnet werden. Fir den
gegebenen Fall einer konstanten Eingangsspannung fithren alternativ auch
folgende einfachere Uberlegungen zum Ziel. Im stationiren Fall gilt, dass die
Temperaturen der einzelnen Komponenten zeitlich konstant sind.

d

Lry=o0 B.249

at B ( 2)
d

Lre=0. B.249b
41 (B.2101)

Daher folgt aus den Knotengleichungen (B.246) der stationidre Gesamtwérme-
strom

Ppn=Qp=Qp . (B.250)

Stationdr werden also alle thermischen Widersténde vom gleichen Warmestrom
P;,, durchflossen.

3. Soll nun sichergestellt werden, dass bei einer stationdren Belastung des ICs
eine gewisse Sperrschichttemperatur T's max nicht iiberschritten wird, kann ein
maximaler Warmetibergangswiderstand Rg rmax zwischen dem Kiihlkérper und
dem Fluid angegeben werden. Eine Addition der Maschengleichungen (B.245)

liefert
Py, (Rsp + Rpx + Rxr) =Ts —TF . (B.251)
Durch Umformen ergibt sich daraus fiir den maximalen Warmeiibergangswider-
stand
T T
RKF,maX S S,mapxiA r — RSB — RBK . (B252>
7
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Aufgabe B.23 (Brennofen). Betrachtet wird ein kleiner Brennofen fiir die Hartung
von Keramikteilen. Der Ofen besteht aus feuerfesten Wéanden sowie einem Heizele-
ment. Abbildung B.40 enthélt eine Skizze des Ofens. Der Ofen enthélt eine aus
Stickstoff bestehende Schutzgasatmosphire mit der Temperatur Ts. Die ndherungs-
weise konstanten Stoffparameter von Stickstoff seien die Massendichte p und die
spezifischen Wérmekapazitéten c, und c,. Stickstoff kann als ideales Gas betrachtet
werden. Uber eine Zuleitung stromt Stickstoff mit dem Massenstrom 7i; und der
Umgebungstemperatur Tt ein. Der einstromende Stickstoff mischt sich unmittelbar
und gleichméBig mit der Ofenatmosphire. Uber eine weitere Leitung stromt der
Stickstoff mit dem Massenstrom rig und der Temperatur T aus dem Ofen. In der
Mitte des Ofens befindet sich ein kreisférmiges Heizelement mit der Oberflache Ay,.
Das Heizelement und die Ofenwand (Oberfliche A,,) interagieren mit dem Stickstoff
in Form von erzwungener Konvektion und von thermischer Strahlung, wobei die
Nettowdrmestromdichten in ¢,, bzw. ¢, zusammengefasst sind.

Gesucht sind die Differentialgleichungen fiir die Masse m(t) und die Temperatur
Ts(t) des Stickstoffs im Ofen.

imla T

Stickstoff m, T, ¢, ¢y, p

i T

Heizelement A,

NV N N N N
\NT T
I [ T T T T T T T

Im% T, \ Ofenwand A,

Abbildung B.40: Brennofen fiir Keramikteile.

Liosung von Aufgabe B.23. Die Differentialgleichung fiir die Masse m(t) des Stickstoffs
folgt aus der Massenbilanz, wobei die Masse in einem Kontrollvolumen V durch

m:/pdV (B.253)
v

mit der Massendichte p gegeben ist. Aus der Massenerhaltung fiir ein materiefestes
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Kontrollvolumen V,,(t) folgt mit (B.253)

d
— dy =0. B.254
dt /vm(t) ’ ( )

Dies kann alternativ mit dem Reynoldsschen Transporttheorem (1.134) als

d
< / pdV = 9 4y + pv-ndA=0 (B.255)
dt Jv,.() V() OF W (t)

formuliert werden. Hierbei ist v die lokale Momentangeschwindigkeit der Materie.
Nun wird als Kontrollvolumen der ortsfeste Innenraum des Ofens V = konst. (ohne
das Heizelement) gewdahlt. Mit (1.134) folgt fiir die zeitliche Ableitung der Masse m
des Stickstoffes in V

d d dp

—m = — dv=[ —d -ndA . B.256

a dt/vpv /vat VJF/aypunA (B-256)

—_———
=0
Da V = konst., gilt fiir die lokale Momentangeschwindigkeit der Berandung u = 0.
Die Differenz von (B.256) und (B.255) lautet
o,

V(1) O
=0

d Op

_ / pv-ndA. (B.257)
Vo ()

Zum aktuellen Zeitpunkt gilt V = V,,,, womit sich die ersten beiden Terme auf der
rechten Seite von (B.257) aufheben. Es gilt also

/apdv_—/ pv-ndA =1y — s | (B.258)

wobei hier beriicksichtigt wurde, dass durch die Berandung 9V lediglich die Massen-
strome 1y und e flieBen.

Zur Herleitung der Differentialgleichung der Stickstofftemperatur T(¢) wird die
Energieerhaltung im Ofenraum betrachtet, wobei wieder das raumfeste Kontrollvolu-
men V = konst. (ohne das Heizelement) gewéhlt wird. Unter der plausiblen Annahme,
dass die Anderungen der kinetischen und potentiellen Energie vernachlissigt werden
konnen, d. h. %v - v+ gz < h und da in dem System weder technische Arbeit noch
elektrische Leistung auftritt folgt aus der Energieerhaltung fiir offene Systeme (1.213)

/Vaat(pe)dv—k/avphv~nd¢4:—/8Vq~ndA. (B.259)
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Hierbei ist v die lokale Momentangeschwindigkeit der Materie. Fiir die Warmestrome
durch den Rand 0V des Kontrollvolumens gilt

—/a d-ndA = gy A+ Gudy . (B.260)
v
Der Abfluss an Enthalpie zufolge von Massenstrémen iiber die Berandung 0V lautet
/ phv - ndA = —mih1 + msghs . (B.261)
)%

Da ¢, = konst., ¢, = konst. und Stickstoff sich wie ein ideales Gas verhalt, kann
fiir seine spezifische Enthalpie ¢,T, seine spezifische innere Energie ¢,7" und deren
Zusammenhang v = h — RT mit der spezifischen Gaskonstanten R angesetzt werden.
Fir die Gasatmosphére im Ofen gilt daher © = ¢, T und fiir die Massenstrome 7
und 1o gilt hy = ¢,T bzw. ho = ¢, T, siche Abschnitt A. Die im Kontrollvolumen
homogene spezifische totale Energie des Gases lautet e = u + %V - v + gz. Werden
wiederum die potentielle und die kinetische Energie vernachlassigt, so folgt e = u und
somit aus (B.259)

ou 0
/ pav 2 4w / 9P QY — ey Toe + taey Ty = dnAn + dodw . (B.262)
v ot y Ot
——
=m
Unter Berticksichtigung von (B.258), u = ¢, T und R = ¢, — ¢, vereinfacht sich dies

zu der gesuchten Differentialgleichung fiir die Stickstofftemperatur T

d . i . .
mcviTs = ml(CpToo - Cst) - mQTs(Cp - CU) + QhAh + QwAw

dt (B.263)

=m (RTOO + cpyToo — CUTS) — moRTs + (jhAh + QwAw

Diese kann mit Hilfe der Zustandsgleichung RT = % fiir ideale Gase auf die Form

d S
mey Tt tiney(Ts — Too) = Vip = Vop + (@n A + duAu) (B.264)

AT, By 0

umgeschrieben werden, wobei V; = mq/p und Vy = ey /p die zu 1y bzw. 1y ge-
horenden Volumenstrome bezeichnen. Die einzelnen Terme in (B.264) kénnen wie
folgt interpretiert werden: Der erste Term beschreibt die Leistung, die zur (isochoren)
Temperaturdnderung des Gases im Kontrolvolumen nétig ist. AUy, ist die notwen-
dige Leistung um den einstrémenden Stickstoff (isochor) auf die Temperatur T zu
erwirmen, P, ist die zuzufithrende Leistung (Pumpleistung) um die Massenstrome
11 und 7hy einzuprigen und @ ist der von der Umgebung an das Gas abgegebene
Warmestrom.
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Aufgabe B.24 (Schwungrad mit Scheibenbremse). In dieser Aufgabe soll das Ab-
bremsen eines Schwungrades untersucht werden. Das Schwungrad mit dem Trég-
heitsmoment #,, drehe sich mit der aktuellen Winkelgeschwindigkeit w, welche den
Anfangswert @ besitzt. An der Achse des Schwungrades ist eine Scheibenbremse
befestigt. Uber zwei Bremsbacken mit dem Reibkoeffizienten pc lisst sich die zum
Abbremsen benétigte Anpresskraft F'p einbringen. Die Backen mit den Radien R; und
R, und der Dicke d umspannen dabei einen Winkel von g, besitzen jeweils eine Masse
mp und sind durch eine konstante spezifische Warmekapazitit cg charakterisiert.

Bremsbacke Scheibenbremse

Schwungrad

z

Bremsscheibe

Abbildung B.41: Schwungrad mit Scheibenbremse.

1. Berechnen Sie das Bremsmoment Mp der Scheibenbremse fiir eine gegebene
konstante Anpresskraft Fp. Der Anpressdruck zwischen den Bremsbacken und
der Bremsscheibe sei gleichméfig tiber deren Kontaktfliche verteilt.

2. Stellen Sie die Bewegungsdifferentialgleichung des Schwungrades auf, geben Sie
die benétigten Anfangsbedingungen an und berechnen Sie die zum vollstdndigen
Abbremsen des Rades bendétigte Zeit tp.

3. Berechnen Sie die Bremsleistung Pp(t) und die beim Abbremsen bis zum
Stillstand (w = 0) vollstdndig in Warme umgewandelte Bremsenergie Ep.

4. Durch das Abbremsen werden die Bremsbacken ausgehend von der Temperatur
Tp(0) = Tp, auf die Temperatur Tp(tp) erwarmt. Berechnen Sie den Verlauf
der Temperatur Tz(¢) unter der Annahme, dass die Bremsbacken wéhrend des
(kurzen) Bremsvorganges keine Warme an die Umgebung abgeben. Weiters wird
angenommen, dass die beim Bremsen an der Kontaktfliche erzeugte Wéarme stets
zur Hélfte in die Bremsbacken und in die Bremsscheibe fliefit. Die Temperatur
Tp(t) der Bremsbacken wird als homogen verteilt angenommen.
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5. Es soll nun die Abkiihlung der Bremsbacken nach dem Bremsvorgang, d. h. bei
Stillstand des Schwungrades betrachtet werden. Die Bremsbacken geben dabei
iiber ihre gesamte Oberfliche durch freie Konvektion mit dem Warmeiibergangs-
koeffizient a Warme an die Umgebungsluft mit der konstanten Temperatur T,
ab. Andere Warmetibertragungsmechanismen (z. B. Strahlung) spielen keine
Rolle. Berechnen Sie den Verlauf der Temperatur der Bremsbacken Tp(t) fur
t>tp.

Lésung von Aufgabe B.2/.

1. Die Anpresskraft Fp wirkt verteilt {iber die Kontaktfliche

R, ¥B
Ay = / dA = / / rdgdr = 22 (R2 - R?) (B.265)
Ak R, Jo 2

der Bremsbacken, wobei hier d A = rdpdr verwendet wurde. Es stellt sich
also die homogen verteilte spezifische Anpresskraft (Anpressdruck) fny = i—i

in Richtung z ein und bewirkt mit dem Gleitreibungskoeffizenten pc eine
spezifische Reibkraft fo in Umfangsrichtung entgegen der Bewegungsrichtung
w der Bremsscheibe.

F
fe = o3 (BB.266)
K
Diese wiederum fiihrt zu einem spezifischen Bremsmoment
F
B = po—2r . (B.267)
Ak

Integration tiber die Kontaktfliche A liefert

i aa— [ [ dod 2B Bl g
B_AKm / / T“qffwr HOTB3 e g2 }#'(‘ )

Da zwei Bremsbacken verwendet werden, ergibt sich das gesamte konstante
Bremsmoment schlieflich zu

4R~ R}

Mp =2Mp = uF, .
B B MB3R2 R?

(B.269)

2. Aus einer Drehmomentenbilanz ergibt sich die die Bewegungsdifferentialglei-
chung des Schwungrades in der Form

(B.270)

b=

zz
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mit den Anfangsbedingungen

©(0) = beliebig (B.271a)
w(0)=¢0)=w. (B.271b)

Die Losung dieses Anfangswertproblems ergibt sich nach zweimaligem Integrie-
ren und Einsetzen der Anfangsbedingungen zu

w(t) = p(t) = J;@t +@ (B.272a)
o(t) = —]Zf t; + @t 4 ©(0) (B.272b)
Die Bremsdauer tp folgt aus
wltg) =0=w — JthB (B.273)
in der Form 9
tp = MB@ : (B.274)

3. Analog zu (2.76) gilt fir die Bremsleistung Pg = Mpw. Das ergibt mit (B.272a)
die aktuelle Bremsleistung

Py(t) = Myw(t) = Mj (@ - ];43 t) . (B.275)

Durch Integration folgt unter Beriicksichtigung von (B.274) die Bremsenergie
tB 1

tp M
Ep= [ Pg(r)dr= / Mg (w -3 BT) dr = 36:.67 , (B.276)
0 0 2z

welche bis zum Stillstand des Schwungrades in Warme umgewandelt wird. Wie
es sein muss, entspricht £ damit genau der im Anfangszustand im Schwungrad
gespeicherten kinetischen Energie T'(0) = %«922@2. Nach vollstédndiger Abbrem-
sung gilt T'(tg) = 0.

4. Die Bremsleistung geméf (B.275) wird irreversibel in Wérme umgewandelt
(dissipiert). Der Gesamtwirmestrom Q(t) in eine Bremsbacke entspricht damit
einem Viertel der gesamten Bremsleistung (zwei Bremsbacken, Warmestrom
flieBt zu gleichen Teilen in die Bremsbacken und in die Bremsscheibe), d. h.

Q(t) = %PB(t) = iMB (w - th) : (B.277)

Da die Bremsbacken als inkompressible Festkorper angesehen werden kénnen,
gilt gemaf (A.9) und (A.12a) du = ¢, dTB = ¢, dT. Kinetische Energie und
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potentielle Energie spielen bei den (stillstehenden) Bremsbacken keine Rolle.
Damit lautet die Energiebilanz (1.191) angewandt auf eine Bremsbacke

d B dTp(t) ... 1 (. Mg
/V pp (pcpTB)dV = mpcep e Qt) = 4MB <w 0 t) . (B.278)

Integration und Beriicksichtigung der Anfangsbedingung 75(0) = T liefern
den gesuchten Temperaturverlauf wihrend des Bremsvorgangs

1 M Mg t?
Tp(t) = Tpo+ ~—— | wt — —2—
0., 2

Vte |0,tp] . B.279
e ) € [0,t5] (5.279)

Bei Erreichen des Stillstands haben die Bremsbacken folglich die Temperatur

1 M Mg t2
Ty(tp) = Tpo+ ~———wtp — =28
B gzz 2

16,0 1 E
=Tpo+g———=Tpo+ =
8mpcep mpcp 4

(B.280)

5. Geméaf Abschnitt 2.2 gilt fiir die aus der Bremsbacke austretende konvektive
Wérmestromdichte
i(t) = a(Tp(t) — Tw) - (B.281)

Die gesamte Oberfliche einer Bremsbacke berechnet sich in der Form
A=2Ak + d(Q(Ra — Rl) + @B(Ra + Rz)) . (B.282)
Analog zu (B.278) folgt damit die Differentialgleichung

dTp(1)
dt

mpcp = —q(t)A = aA(TOO — TB(t)) (B.283)

fiir den Temperaturverlauf bei der Abkiihlung. Integration dieser Gleichung
liefert den gesuchten Temperaturverlauf wahrend des Abkiihlvorganges

aA(t—tB))

Vi>tp  (B.284)
MBCR

%@znﬁamw—nm@@

mit T (tp) gemaf (B.280).
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