2 Exakte Linearisierung

Inhalt dieser Ubung ist die Anwendung von differentialgeometrischen Reglerentwurfsme-

thoden, insbesondere der exakten Eingangs-Zustandslinearisierung, auf den Laborversuch
3-Tank-Modell.

Studieren Sie als Vorbereitung auf die vorliegende Ubung zumindest folgendes Skriptum:
o Skriptum zur VO Nichtlineare dynamische Systeme und Regelung (SS 2025) [1]
— Kapitel 6
Bei Fragen oder Anregungen zu dieser Ubung wenden Sie sich bitte an

e Jaco-Louis Venter <venter@acin.tuwien.ac.at>

Fir diese Laboriibung stehen auf der Homepage des Instituts vorbereitete ,,E‘r;-* J*'*}:E
MATLAB/SIMULINK Dateien im zip-Archiv ExakteLin.zip zum Download Eﬁ‘*

e

bereit. 4

2.1 3-Tank-Modell

Der in Abbildung 2.1 skizzierte Laborversuch besteht aus drei Tanks mit der Grundflache
Ayunk, welche durch mehrere Ventile miteinander bzw. mit dem Abfluss verbunden werden
kénnen. Die Hohen der Wassersdulen in den Tanks werden mit Ay, ho bzw. hg bezeichnet,
wobei die Hohen im Bereich 0 < h; < 0.6 m liegen kénnen. Den Tanks 1 und 3 kénnen
mithilfe von Pumpen die Volumenstrome gz bzw. qz3 zugefithrt werden. Zur Beschreibung
der Hohen der Wassersaulen in den Tanks schreibt man die Massenerhaltung in der Form

d .
dtmi:pzj:%’ i=1,...,3, (2.1)

mit der Dichte p der Fliissigkeit, den Volumenstromen ¢; in und aus dem Tank und der
Masse m; der Flussigkeit im Tank ¢

mg; = Atankhip (22)
an. Damit erhalt man

d 1

hy = —— — g0 — 2.3
at 1 Ay (qz1 q12 QA1) ( a)
a, _ L( — o3 — qa2) (2.3b)
dr 2 = Aprr q12 — 423 — qA2 .
D= 1 (2t @25 — as) (2.3¢)
a 3 = Avunk qz3 T q23 — 4A3)- .
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Abbildung 2.1: Schematischer Aufbau des 3-Tank-Modells.
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Hier bezeichnen q41, q42 und ga3 die Volumenstrome durch die Auslassventile 1 bis 3 und
q12 bzw. qo3 die Volumenstrome durch die Zwischenventile zwischen den Tanks 1 und 2
bzw. 2 und 3. Die Strémungsverhéltnisse in den Auslassventilen kénnen als turbulente
Stromungen beschrieben werden. Auflerdem seien die Fiillhdhen der Tanks immer grofier
als eine minimale Hohe A, > 0, d.h. h; > hypn. Es gilt dann

2
qa1 = aa1Aa \/;\/271 (2.4)

mit dem Kontraktionskoeffizienten « 47 und der effektiven Querschnittsfliche A 47 des
Auslassventils sowie dem Druck p; am Grund des Tanks 1. Die effektive Querschnittsflache
folgt mit dem Durchmesser D 41 des Auslassventils zu

2
_ D4y

Aa 4

(2.5)

Unter Vernachldssigung der Kompressibilitdt der Fliissigkeit folgt der Druck p; am Grund
des Tanks zu

p1 = pghi, (2.6)

wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Der Volumenstrom durch das Auslassventil

ergibt sich damit zu

D}
4

12297/ (2.7)

dal = &A1

Analog gilt fiir die Auslassventile 2 und 3

D%zﬂ
a2 = A2 V29 ha (2.8)

4
D2
Ga3 = Qa3 29/ hs. (2.9)

Hier sind a5 und a43 die Kontraktionskoeffizienten der entsprechenden Auslassventile
und D 43 ist der effektive Durchmesser des Auslassventils 3. Das Auslassventil 2 ist als
verstellbares Ventil (Drehschieberventil) realisiert. Die Ventilschieberposition wurde aber
D?427r

1 = konst.

fiir diesen Versuch auf einen festen Wert voreingestellt, so dass A4y =
gilt.

Das einfache Modell zur Beschreibung der Stromung durch ein Ventil ist nur fiir hinrei-
chend grofle Driicke giiltig, d. h. fiir Hohen A1 > huip, da nur in diesem Druckbereich die
Annahme turbulenter Stromung gerechtfertigt ist. Fiir kleinere Driicke geht die turbulente
in eine laminare Stréomung iiber. Fiir die drei Auslassventile ist diese Einschrinkung
unproblematisch, da im Betrieb h; > A, fiir alle drei Tanks sichergestellt werden kann.

Im Gegensatz dazu kann in den Zwischenventilen 12 und 23 laminare Strémung auftreten.
Hier ist die Hohendifferenz hy — ho bzw. hy — hs fur den Differenzdruck verantwortlich.
Da auch im normalen Betrieb die Differenz hy — ho bzw. ho — h3 gegen 0 gehen und das
Vorzeichen wechseln kann, ist fiir die Zwischenventile ein anderes Modell zur Beschreibung
der Stromung notwendig.
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Dazu wird zunéchst die sogenannte Flielzahl Aio fiir das Zwischenventil 12 eingefiihrt

)\12 :Dh12%\/29\/‘h1 —hg‘. (210)

Darin ist n die dynamische Viskositat der Fliissigkeit und Dp19 ist der dquivalente hy-
draulische Durchmesser. Bei einem kreisrunden Querschnitt stimmt der hydraulische mit
dem geometrischen Durchmesser iiberein. Die Fliefizahl ist ein Maf} fiir den Charakter
der Stromung. Dabei charakterisieren Werte Ais < Ac12 eine laminare Stromung und
A12 > Ac12 eine turbulente Stromung, wobei A.12 die kritische Flielzahl beschreibt. Der
Ubergang ist kontinuierlich, was durch den Ansatz fiir den Kontraktionskoeffizienten in
der Form

2
Q19 = arpgp tanh < )\12), (2.11)
Ac12

mit dem Kontraktionskoeffizienten 29 bei turbulenter Stréomung, beriicksichtigt wird.
Die Beschreibung des Volumenstroms g9 des Zwischenventils erfolgt dann in der Form

q12 = a12A412/2g4/ ‘hl — hg‘ sgn (h1 — hg). (2.12)

Man beachte, dass der Kontraktionskoeffzient von der Hohendifferenz h; — ho abhéngt.
Wie in Abb. 2.1 angedeutet, ist das Zwischenventil 12 als Verstellventil ausgefiihrt, wobei
es im Rahmen dieses Versuches auf einen festen Wert voreingestellt wird. Folglich ist die
effektive Flache A1 konstant.

Analoge Uberlegungen fiithren auf die Beschreibung des Volumenstroms durch das
Zwischenventil 23

Noy = Dh23§\/29\/\h2—h3\ (2.13)
2\
93 = 30 tanh ()\ 23) (214)
c23

o3 = «ao3Aaz\/2g4/|ha — hs|sgn (he — h3) (2.15)

mit dem hydraulischen Durchmesser Djo3 = Dos, dem Kontraktionskoeffizienten aogg bei
turbulenter Stromung, der kritischen Fliefizahl A\ .03 sowie der Fliache Asg = D%37r /4. Alle
benotigten Parameter des Laborversuchs 3-Tank kénnen Sie Tabelle 2.1 entnehmen.

2.2 Exakte Linearisierung fiir das 2-Tank-Modell

Durch Schlieflen des Zwischenventils 23 und des Auslassventils 3, d. h. go3 = 0 und ga3 = 0,
kann aus dem 3-Tank-Modell ein 2-Tank-Modell mit den beiden Tanks 1 und 2, dem
Eingangsvolumenstrom ¢z1, dem Zwischenvolumenstrom ¢ sowie den Auslassvolumen-
stromen 41 und gas erzeugt werden. Damit liegt ein SISO-System vor, fiir welches eine
Trajektorienfolgeregelung mithilfe der exakten Eingangs-Zustandslinearisierung entworfen
werden soll.
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2.2.1 Herleitung des Regelgesetzes
Die folgenden Aufgaben beschéaftigen sich mit der Herleitung des Regelgesetzes.

Aufgabe 2.1 (Systemgleichungen).  Stellen Sie das mathematische Modell des 2-
Tank-Modells in Form eines Affine-Input (AI)-Systems dar. Als Eingang dient dabei
der Volumenstrom gz;. Uberpriifen Sie anschliefend anhand von Satz 6.2 des Skrip-
tums zur Vorlesung Nichtlineare dynamische Systeme und Regelung [1] die Existenz
eines Ausgangs mit relativem Grad » = n = 2. Bestimmen Sie eine allgemeine
Parametrierung dieses Ausgangs y = A(hy, ha).

Hinweis: Verwenden Sie in Ihrer Rechnung aus Griinden der Ubersicht die Volumen-
strome als allgemeine Funktion (z.B. q12 = q12(h1, ha)). Werten Sie die vollstandigen
Ausdriicke erst so spat wie moglich aus. Losen Sie die Betrags- und Signumfunktion
mittels Fallunterscheidung auf, um die Existenz eines Ausgangs mit relativem Grad
r = 2 zu Uberpriifen.

o Falls sie Maple nutzen, achten sie darauf das der Befehl Rank(..) keinen
Rangverlust erkennt, wenn dieser nur an gewissen Punkte im Arbeitsraum
geschieht.

Aufgabe 2.2 (Byrnes-Isidori Normalform).  Wahlen Sie als Ausgang y die Hohe der
Wassersdule im Tank 2, d.h. y = hg, und geben Sie das System in Byrnes-Isidori
Normalform an. Fiihren Sie anschlieffend die Eingangs-Zustandslinearisierung durch
und berechnen Sie einen Trajektorienfolgeregler, welcher einer hinreichend glatten
Solltrajektorie yq(t) exakt folgt (vgl. Gleichung (6.75) des Skriptums zur Vorlesung
Nichtlineare dynamische Systeme und Regelung [1]).

2.2.2 Implementierung

Die folgenden Aufgaben beschéftigen sich mit der Implementierung der Eingangs-Zustands-
linearisierung fir das 2-Tank-Modell. Der in Aufgabe 2.2 eingesetzte Trajektorienfolgeregler
bendtigt eine hinreichend glatte Solltrajektorie y4(t) sowie deren zeitliche Ableitungen. Eine
einfache Moglichkeit aus einem beliebigen Signal u(t) eine n-fach stetig differenzierbare
Funktion y(t) zu generieren, stellt die Filterung mit der Ubertragungsfunktion

y(s) ao

G = = 2.16
(s) u(s)  s"tl4aps® +ap—18" 1+ ... +a1s+ ag (2.16)

dar.

Aufgabe 2.3 (Sollwertfilter). Implementieren Sie in MATLAB/SIMULINK mithilfe von
(2.16) ein Sollwertfilter, das aus einem Eingangssignal die hinreichend oft differen-
zierbare Solltrajektorie y4(t) sowie deren Ableitungen erzeugt. Geben Sie das Filter
(2.16) in zeitdiskreter Zustandsraumdarstellung an und implementieren Sie es in einer
zeitdiskreten MATLAB Function. Erweitern Sie das Filter so, dass neben y,(t) auch
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die ersten n Ableitungen ausgegeben werden.

Hinweis:

e« Waihlen Sie die Pole des Filters so, dass der Verlauf des Eingangssignals hin-
reichend glatt von einer Ruhelage in die andere iibergeht. Alle Pole sollen den
selben Wert besitzen und rein reell sein.

o Sie konnen zur Berechnung der Filterkoeffizienten in MATLAB den Befehl poly
verwenden.

 Fiihren Sie einen Arbeitspunktwechsel von hoo = 0.1m um Ahy = 0.1 m durch.

e Achten Sie darauf, dass das Eingangssignal zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem
Anfangszustand des Filters iibereinstimmt.

Auf der Homepage zur Lehrveranstaltung steht ein zip-Archiv ExakteLin.zip zur Verfii-
gung, das ein MATLAB/SIMULINK-Modell des 3-Tank-Modells beinhaltet. Durch Schliefien
des Zwischenventils 23 und des Auslaufventils 3 kann aus dem 3-Tank-Modell ein 2-
Tank-Modell erzeugt werden. Verwenden Sie in den folgenden Simulationen immer dieses
MATLAB/SIMULINK-Modell.

Aufgabe 2.4 (Regler). Implementieren Sie die Eingangs-Zustandslinearisierung aus
Aufgabe 2.2 in Form einer zeitdiskreten MATLAB Function in MATLAB/SIMULINK.

o Im Regelgesetz treten die Terme

8(21(112(%7712) und 822(]12(}11;}12)
auf. Obwohl diese fiir den Grenzwert h; = hy einen endlichen Wert ergeben,
konnen bei direkter Implementierung in MATLAB numerische Probleme zufol-
ge der Division 0/0 auftreten. Daher sollen diese Terme in einer Umgebung
|h1 — ha| < Ahj2,min durch eine Gerade approximiert werden. Berechnen Sie da-
zu den Wert der Ausdriicke an der Stelle h1 —ho = 0 sowie bei h1 —hg = Ah12 min
und bestimmen Sie eine lineare Approximation im Bereich |hy — ha| < Ahi2 min.
Stellen Sie sowohl aihlqlz(hl, hg) und %QQ(hl, hs) als auch deren lineare Ap-
proximationen grafisch dar.

e Berechnen Sie eine Ruhelage des Systems fiir ho o = 0.1 m und starten Sie Ihre
Simulationen immer aus dieser Ruhelage.

o Fiihren Sie alle Simulationen ohne Stellgréfienbeschrénkung durch. Fiithren
Sie einen Arbeitspunktwechsel aus der berechneten Ruhelage in der Form
Ahgy = 0.1(o(t) — o(t — 600))m durch.

o Verifizieren Sie ihre Regelungsstrategie ohne Stabilisierung des Trajektori-
enfolgefehlers. Nachdem das nominelle Modell ohne Stérungen geregelt wird,
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muss alleine durch die exakte Linearisierung und den Vorsteueranteil schon ein
gutes Regelergebnis erzielt werden konnen.

e Implementieren Sie die Ausgangsstabilisierung im Regelgesetz so, dass die
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms der Fehlerdynamik direkt aus
der Vorgabe der Pole der Dynamikmatrix des Fehlersystems berechnet werden.

o Wihlen Sie geeignete Pole des Fehlersystems des geschlossenen Kreises.

Hinweis:

e Achten Sie auf eine korrekte Implementierung der Betrags- und Signumfunk-
tionen. Fihren Sie die Fallunterscheidungen hy > hy > 0 und 0 < hy < hs ein,
um Fehler zu vermeiden.

e Zur leichteren Fehlersuche wird ausdriicklich empfohlen, das gesamte Stellgesetz
stiickweise aus den einzelnen Termen zusammenzusetzen. Im Regelalgorithmus
sollten daher zunéchst die GroBen ga1(h1), gaz(h2) und gi2(hi, he) und, falls
notwendig, deren partielle Ableitungen berechnet werden. Im néchsten Schritt
sollten die bendtigten Lie-Ableitungen berechnet werden und erst zuletzt das
Regelgesetz fiir ¢,;. Ohne diese stiickweise Implementierung ist keine
Unterstiitzung bei einer etwaigen Fehlersuche durch die Betreuer
moglich!

o Zur Fehlersuche kann es sinnvoll sein, die im Regler berechneten Gréfien g41(h1),
qa2(h2) und qi2(hq, ho) temporér tiber zusétzliche Ausginge der MATLAB Func-
tion auszugeben und mit den berechneten Werten des vorgegebenen MAT-
LAB/SIMULINK-Modells zu vergleichen.

Die Stellgrofe ist zufolge der beschrinkten Pumpenleistung auf
0 < gz <4.51/min = 75-10"%m?/s

begrenzt. In der folgenden Aufgabe werden die Solltrajektorie und die Koeffizienten des
Trajektorienfolgereglers an die langsame Dynamik des Systems angepasst, sodass die
Stellgréfe innerhalb der Beschriankung bleibt.

Aufgabe 2.5 (StellgroBenbeschrankung).  Aktivieren Sie die Stellgroflenbeschrénkung.

o Schalten Sie zundchst die Stabilisierung des Trajektorienfolgereglers aus und
passen Sie die Solltrajektorie an die Systemdynamik an. Adaptieren Sie dazu
die reellen Pole des Sollwertfilters (2.16) anhand von Simulationen dermafen,
dass damit die Stellgré8enbeschrankungen ohne Stabilisierung des Trajektorien-
folgereglers eingehalten werden. Fiihren Sie dazu einen Arbeitspunktwechsel
aus der Ruhelage hao = 0.1m um Ahy = 0.1m aus.

e Legen Sie die Pole des Fehlersystems des geschlossenen Kreises so fest, dass die
Stellgroflenbeschrankung auch bei Stabilisierung des Trajektorienfolgereglers
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eingehalten werden.

2.3 Exakte Linearisierung fiir das 3-Tank-Modell

Nun soll das 3-Tank-Modell betrachtet werden. Es handelt sich dabei um ein MIMO-System
mit den beiden Eingangsgrofien qz1 und ¢z3.

2.3.1 Reglerentwurf

Aufgabe 2.6 (Systemgleichungen).  Stellen Sie das mathematische Modell des 3-Tank-
Modells in Form eines Affine-Input (AI)-Systems dar. Uberpriifen Sie anschlieend
anhand von Satz 6.4 des Skriptums zur Vorlesung Nichtlineare dynamische Systeme
und Regelung die Existenz von Ausgéngen mit vektoriellem relativen Grad r =
n = 3 und bestimmen Sie eine allgemeine Parametrierung dieser Ausgéinge

y1 = A1(h1, he, hs) und yo = Aa(hy, ho, h3).

Aufgabe 2.7 (Byrnes-Isidori Normalform). Wahlen Sie als Ausgénge y; = ho und
yo = h1 — hg und geben Sie das System in Byrnes-Isidori Normalform an. Fiihren
Sie die Eingangs-Zustandslinearisierung durch, weisen Sie dazu die Regularitat der
Entkopplungsmatrix nach, und geben Sie anschlieend einen Trajektorienfolgeregler
an um die Solltrajektorie zu stabilisieren.

2.3.2 Implementierung

Die folgenden Aufgaben beschéftigen sich mit der Implementierung der Eingangs-Zu-
standslinearisierung fiir das 3-Tank-Modell. Fiihren Sie alle Simulationen mit dem zur
Verfiigung gestellten 3-Tank -Modell durch.

Aufgabe 2.8 (Regler). Implementieren Sie die Eingangs-Zustandslinearisierung in
Form einer zeitdiskreten MATLAB Function in MATLAB/SIMULINK.

e Die Schnittstellen der von Thnen implementierten MATLAB Function muss
der Abbildung 2.2 entsprechen. Ubergeben Sie Systemparameter mithilfe des
struct-Objektes parSys und Reglerparameter mit parInit.

e Berechnen Sie eine Ruhelage des Systems fiir hy 9 = 0.22m sowie hz g = 0.19m
und starten Sie Ihre Simulationen immer aus dieser Ruhelage.

« Erzeugen Sie wie in Aufgabe 2.3 hinreichend glatte Trajektorien y; ¢ und s 4
durch geeignete Filter. Passen Sie die Pole der Filter so an, dass die beiden
StellgroBenbeschrankungen

0<gqzi1 <451/min und 0 < gz <4.51/min

fiir einen Arbeitspunktwechsel Ay, 4 = 0.1(o(t) — o(t — 600))m und Ays 4 =
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—0.050(t — 300)m eingehalten werden. Verifizieren Sie die Qualitit des Filters
durch Simulationen.

o Verifizieren Sie ihre Regelungsstrategie ohne Stabilisierung des Trajektori-
enfolgefehlers. Nachdem das nominelle Modell ohne Stérungen geregelt wird,
muss alleine durch die exakte Linearisierung und den Vorsteueranteil schon ein
gutes Regelergebnis erzielt werden konnen.

e Passen Sie auflerdem die Pole des geschlossenen Kreises so an, dass die Stellgro-
Benbeschrankungen, auch mit aktiver Stabilisierung des Trajektorienfolgefehlers,
eingehalten werden.

Hinweis: Beachten Sie die Hinweise zu den Aufgaben 2.3 und 2.4.

[Y1,d U1,d> T1,d)—

[Y2,d, Y2,d]—

— 421
h1—
Regler
ho—
— 4z3

h3——

reset—

Abbildung 2.2: Schnittstellen des Reglers.

Aufgabe 2.9 (Rauschen und Parameterschwankungen). Bei der Auslegung des
Reglers fiir das 3-Tank-Modell wurde bisher kein Messrauschen beriicksichtigt. Unter-
suchen Sie den Einfluss von Messrauschen (mittelwertfreies weifiles Rauschen, mittlere
Rauschamplitude 0.05 mm) in den Messungen der Hohen hj, hy und hs auf die Re-
gelgiite. Beachten Sie insbesondere den Einfluss auf die Stellgréflen gz; und gzs.

Um die Auswirkungen von Parameterschwankungen auf den geschlossenen Regelkreis
zu untersuchen, erhohen Sie die Parameterwerte von D41 um 10 % und D 43 um 20 %.

Aufgabe 2.10 (Integral-Anteil). Der entworfene Trajektorienfolgeregler ist nicht in
der Lage, Storungen sowie Parameterschwankungen wie z.B. in Aufgabe 2.9 zu
unterdriicken. Erweitern Sie daher den Trajektorienfolgeregler aus Aufgabe 2.8 um
einen Integral-Anteil und wéhlen Sie geeignete Pole fiir die Fehlerdynamik. Auch
hier sollen die Koeffizienten des erweiterten Fehlersystems direkt aus der Polvorgabe
der entsprechenden Fehlerdynamikmatrix bestimmt werden. In Abbildung 2.2 sind
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die Schnittstellen des Reglers dargestellt, hierbei ist ein Reset-Eingang fiir das
Zuriicksetzen des Integrators vorzusehen.

Hinweis: Die Fehlerdynamik e; des geschlossenen Kreises, mit dem i-ten Ausgang
und dem relativen Grad r;, soll dabei die Form

egri) = — Zai,j—l (y?‘” - yz(,jd_l)> — i1 / (i — yia)dt
j=1

mit geeigneten positiven Koeffizienten a; ;1 und a; ;, annehmen.

Aufgabe 2.11 (Anti-Windup). Zufolge eines Integral-Anteils im Regler und den
Stellgrofienbeschrankungen kann es zu einem sogenannten Regler-Windup kommen.
Fiithren Sie dazu einen Arbeitspunktwechsel Ay, 4 = 0.28(co(t) — o(t — 600))m und
Aya g = —0.150(t —300)m mit dem geméafl Aufgabe 2.8 entworfenen Sollwertfilter und
den in Aufgabe 2.10 gewéahlten Reglerparametern durch. Um dem Regler-Windup
entgegenzuwirken, soll eine sogenannte Anti-Windup-Mafinahme durchgefithrt werden.
Frieren Sie dazu beide Integral-Anteile des Trajektorienfolgereglers beim Erreichen
einer StellgréBenbeschrankungen ein und geben Sie diese frei, sobald alle Stellgréfien-
beschréinkungen wieder eingehalten werden.
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2.4 Literatur

Seite 34

Grofle Wert Einheit
Ak 153.9 cm?

p 997 kg/m3
n 8.9-107% Ns/m?
g 9.81 m/s?
QA1 0.0581 -

Dy 15 mm
A2 0.0969 -

Ans 1.0429 cm?
QA3 0.0584 -

D a3 15 mm
@120 0.8170 -

Ara 0.55531  cm?
D2 7.7 mm
Ac12 2000 -

Ah12 min 0.1 mm
930 0.1347 -

Do 15 mm
Ac23 2000 -

Ah23 min 0.1 mm
himin 50 mm
himaz 550 mm
T, 0.2 S

Tabelle 2.1: Parameter des 3-Tank-Modells.
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