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1 Modellprädiktive Regelung
In diesem Abschnitt soll die Methode der modellprädiktiven Regelung kurz vorgestellt
werden. Es werden dazu die Bestandteile und die Grundidee dieser Regelungsmethode er-
läutert und es werden Ansätze zum Nachweis der Stabilität von geschlossenen Regelkreisen
diskutiert.

Der Begriff modellprädiktive Regelung wird im Englischen oft als model predictive
control (MPC) bezeichnet. Mit MPC werden die folgenden Vorgehensweisen in Verbindung
gebracht:

• Die Eingangsgröße u(t) eines dynamischen Systems wird basierend auf einem mit
einem mathematischen Modell in die Zukunft prädizierten Systemverhalten gewählt.

• In vielen Fällen beruht die Wahl von u(t) auf der Lösung einer dynamischen
Optimierungsaufgabe.

• Die Wahl von u(t) wird kontinuierlich oder zu diskreten Zeitpunkten wiederkehrend
neu durchgeführt. So können am realen System aktuell gemessene oder beobachtete
Größen in der Prädiktion berücksichtigt werden. Durch diese Rückkopplung wird
der Regelkreis geschlossen.

Die modellbasierte Prädiktion des Systemverhaltens und die Formulierung der zu
lösenden Optimierungsaufgabe erfolgt im Allgemeinen für einen Zeithorizont, der zum
aktuellen Zeitpunkt t beginnt und in die Zukunft ragt. Für die wiederkehrende Wahl von
u(t) muss dieser Horizont zeitlich fortgeschoben werden. Aus diesem Grund wird MPC im
Englischen auch synonym als receding horizon control (RHC) oder moving horizon control
bezeichnet [1.1].

Wesentliche Vorzüge von MPC sind:
• Der Methode wohnt insofern ein intuitives, natürliches Handlungsmuster inne, als

in die Entscheidung über die aktuelle Stellgröße deren zukünftige Konsequenzen
systematisch einfließen. Oft folgt auch menschliches Handeln (bewusst oder unbe-
wusst) diesem Muster, z. B. beim Lenken eines Fahrzeuges im Straßenverkehr oder
bei rollierenden Planungen in der Unternehmensführung.

• Mit der Methode können bekannte zukünftige Ereignisse, Störungen oder Verläufe von
Sollgrößen und Beschränkungen systematisch berücksichtigt werden. Die Methode
kann daher auch als antizipatorischer Ansatz verstanden werden.

• MPC ist eine Form der optimalen Regelung, denn die mit MPC berechnete Stellgröße
geht meist aus der Lösung einer anwendungsspezifisch gestaltbaren, dynamischen
Optimierungsaufgabe hervor. In diesem Fall kann es also (im Sinne dieser Optimie-
rungsaufgabe) im aktuellen Zeithorizont keine bessere Stellgröße geben als jene, die
MPC liefert.
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• Beschränkungen von Eingangs-, Zustands- oder Ausgangsgrößen oder deren Zeita-
bleitungen können systematisch berücksichtigt werden. D. h. das System kann nahe
oder exakt an diesen Beschränkungen betrieben werden, was für die bestmögliche
Erreichung der Regelungsziele förderlich sein kann.

• Es handelt sich um einen relativ allgemeinen Ansatz, der auf viele Klassen von dyna-
mischen Systemen (z. B. auch Mehrgrößensysteme und Systeme mit Totzeitverhalten)
anwendbar ist.

• Die Methode weist eine relativ gute Übertragbarkeit auf. Ist der Regelungsalgorithmus
entwickelt und implementiert, so kann er mit relativ geringen Modifikationen und
daher geringem Aufwand auf andere Systeme übertragen werden.

Während bei linearen dynamischen Systemen auch mit anderen Methoden, z. B. LQR-
Regler (siehe [1.2]), ähnliche Regelungsziele erreicht werden können, sind die genannten
Vorzüge in Summe im Bereich der nichtlinearen Regelung derzeit ein Alleinstellungsmerk-
mal von MPC. So nicht anders angeführt, wird hier der allgemeinere Fall der nichtlinearen
modellprädiktiven Regelung (NMPC) behandelt.

Als Preis für die genannten Vorzüge sind zu nennen:

• MPC erfordert im Allgemeinen einen hohen Rechenaufwand, da meist eine dynami-
sche Optimierungsaufgabe gelöst werden muss.

• Da die Lösung der dynamischen Optimierungsaufgabe grundsätzlich in Echtzeit
erfolgen muss, sind je nach Systemdynamik eine effiziente Algorithmik und Program-
mierung sowie der Einsatz leistungsfähiger Rechner erforderlich.

• Der Nachweis der Stabilität des geschlossenen Kreises kann schwierig sein.

• Die erstmalige Entwicklung und Implementierung des Regelungsalgorithmus kann
aufwendig sein.

Gängige Bücher zum Thema MPC sind z. B. [1.3–1.13], wobei in [1.4, 1.5] speziell auf
NMPC eingegangen wird. Weitere Informationen finden sich auch in den Sammelbänden
[1.14–1.17]. Darüber hinaus bieten die Übersichtsaufsätze [1.18–1.21] gute Einstiegspunkte
in das Thema.

1.1 Bestandteile und Grundidee von MPC
1.1.1 Modell
Zur Prädiktion des zukünftigen Systemverhaltens wird ein mathematisches Modell ver-
wendet. In vielen Fällen wird ein dynamisches Modell in Zustandsraumdarstellung heran-
gezogen. Im zeitkontinuierlichen Fall lautet es

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) ∀ t > 0 , x(0) = x0 (1.1)
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mit den Zustandsgrößen x(t) ∈ Rl, dem Anfangszustand x0, den Eingangsgrößen u(t) ∈
Rm und der Funktion f : Rl ×Rm → Rl. Ziel der Regelung soll die Stabilisierung dieses
Systems an einer Ruhelage sein. Für diese durch

0 = f(xR, uR) (1.2)

definierte Ruhelage soll xR = 0 und uR = 0 gelten1. Für MPC wird häufig auch die
zeitdiskrete Systemdarstellung

xk+1 = F(xk, uk) ∀ k ≥ 0 (1.3)

mit dem Zeitgitter tk = kTc, dem Zeitindex k = 0, 1, 2, . . ., der Abtastzeit Tc, der (exakten
oder näherungsweisen) Repräsentation xk des Zustandes x(tk), dem Anfangszustand x0
und den Eingangsparametern uk ∈ RM verwendet. Die Differenzengleichung (1.3) kann
als Restriktion der (exakten oder näherungsweisen) Lösung von (1.1) auf das Zeitgitter
interpretiert werden, wobei die Eingangsparameter uk den Eingang u(t) im Intervall
[tk, tk+1) definieren2, d. h. es existiert eine Abbildung U : [0, Tc) ×RM → Rm, so dass

u(t) = U(t − tk, uk) ∀ t ∈ [tk, tk+1) (1.4)

und 0 = U(τ, 0) ∀ τ ∈ [0, Tc). Mit dieser Form der Eingangsparametrierung kann erreicht
werden, dass der Suchraum der für MPC zu lösenden Optimierungsaufgabe eine finite und
niedrige Dimension besitzt. Die durch (1.2) definierte Ruhelage des zeitkontinuierlichen
Systems soll auch eine Ruhelage von (1.3) sein, d. h. es soll 0 = F(0, 0) gelten.

Für lineare MPC werden häufig auch Übertragungsfunktionen, Impuls- oder Sprungant-
wortmodelle [1.22], polynomiale Modelle [1.23] oder andere aus der Systemidentifikation
[1.2, 1.24] bekannte Modelldarstellungen verwendet. Ferner ist es möglich, durch Modeller-
weiterungen den Einfluss von Rauschen, Störungen [1.25] sowie Parameterunsicherheiten
und -variationen [1.26] in MPC Formulierungen systematisch zu berücksichtigen.

Der Einfachheit halber werden in dieser Vorlesung die nominellen und ungestörten
Modelle (1.1) und (1.3) verwendet. Man beachte, dass es sich hierbei um zeitinvariante
Modelle handelt, was den Reglerentwurf und die Stabilitätanalyse vereinfachen kann.
Außerdem wird auf die Verwendung einer Ausgangsgleichung des dynamischen Systems
verzichtet.

1.1.2 Horizonte
Wie in Abbildung 1.1a angedeutet, treten bei der Realisierung von MPC grundsätzlich
zwei Zeithorizonte auf: ein Prädiktionshorizont [t, t + T ] (Englisch: prediction horizon)
und ein Steuerungshorizont [t, t + Tc] (Englisch: control horizon) mit T ≥ Tc > 0. So nicht
anders erwähnt, werden hier der Einfachheit halber Horizonte mit konstanter Länge T
bzw. Tc verwendet. Das MPC Regelgesetz wird zum Zeitpunkt t ausgeführt.

Der Prädiktionshorizont [t, t + T ] ist jenes zukünftige Intervall für das das System-
verhalten basierend auf dem mathematischen Modell (1.1) und dem aktuellen Zustand

1Dies stellt keine Einschränkung dar, da andere Ruhelagen sofort in den Ursprung transformiert werden
können.

2Im Falle einer einfachen Abtastregelung gilt natürlich M = m und u(t) = uk ∀ t ∈ [tk, tk+1).
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Abbildung 1.1: Horizonte und Signale einer MPC für ein System mit einem Eingang und
einem Zustand, a) aktueller Horizont, b) nächstfolgender Horizont.

x(t) prädiziert wird. Zur Unterscheidung von den tatsächlich am System auftretenden
Trajektorien u(t) und x(t) werden fortan die für das Intervall τ ∈ [0, T ] geplante Ein-
gangstrajektorie mit ũ(τ) und die zugehörige mit (1.1) prädizierte Zustandstrajektorie
mit x̃(τ) bezeichnet, wobei für den Anfangszustand x̃(0) = x(t) gilt. Zumeist wird für
den Prädiktionshorizont eine lokale Zeitachse τ verwendet und am aktuellen Zeitpunkt t
gilt τ = 0.

Die geplante Eingangstrajektorie ũ(τ) wird nun nicht im gesamten Prädiktionshorizont
[t, t + T ] auf die Strecke aufgeschaltet sondern nur im ersten Abschnitt [t, t + Tc] desselben.
Dieser Abschnitt wird Steuerungshorizont genannt, denn offensichtlich ist der Regelkreis
im Intervall (t, t + Tc) offen.

Am Ende des Steuerungshorizonts muss das Regelgesetz (Lösung der Optimierungsauf-
gabe zur Bestimmung einer neuen Steuertrajektorie ũ(τ)) mit nun zeitlich verschobenen
Horizonten (siehe Abbildung 1.1b) erneut ausgeführt werden. Genau dann fließt der aktuell
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gemessene oder geschätzte Systemzustand x(t) in die Berechnung von ũ(τ) ein, was den
Regelkreis schließt.

Abbildung 1.1 zeigt das MPC Prinzip für ein System mit einem Eingang und einer
skalaren Zustandsgröße anhand von zwei aufeinanderfolgenden Horizonten. In der Darstel-
lung weicht die tatsächliche Zustandstrajektorie (x(τ) für τ ∈ [t − Tc, t] in Abbildung 1.1b)
während des ersten Steuerungshorizonts von der ursprünglich prädizierten Trajektorie
(x̃(τ) für τ ∈ [0, Tc] in Abbildung 1.1a) ab. Diese Abweichung im Steuerungshorizont
kann beispielsweise durch Modellfehler oder unbekannte Störungen verursacht werden. Im
übrigen Prädiktionshorizont (außerhalb des Steuerungshorizonts) treten solche Abweichun-
gen im Allgemeinen immer auf, d. h. auch für das nominelle System ohne Modellfehler
und Störungen. Der Grund hierfür ist, dass die prädizierten Zustandstrajektorien aus
Optimierungsaufgaben mit jeweils unterschiedlichen Horizonten hervorgehen.

PSfrag replacements

τ

n

t t + Tt + Tc t

k k + 1 k + N k

Vergangenheit Zukunft

kontinuierliche Zeitachse

diskrete Zeitachse

Steuerungshorizont

Prädiktionshorizont

Abbildung 1.2: Horizonte bei zeitkontinuierlicher und zeitdiskreter Formulierung.

Wie in Abbildung 1.2 angedeutet, können analog zur zeitkontinuierlichen Formulierung
auch im zeitdiskreten Fall ein Prädiktionshorizont [tk, tk+N ] und ein Steuerungshorizont
[tk, tk+1] verwendet werden. Der Prädiktionshorizont umfasse N Abtastintervalle und n sei
ein lokaler Zeitindex, so dass n = 0 den Beginn tk des Prädiktionshorizonts markiere. Die
geplante Eingangsfolge (ũn) muss nur für die Gitterpunkte n = 0, 1, . . . , N − 1 (nicht aber
für n = N) definiert werden, da ũN keinen Einfluss auf die (prädizierte) Zustandsfolge
(x̃n) im Prädiktionshorizont hat. Der Einfachheit halber soll hier der Steuerungshorizont
immer genau die Länge Tc eines Abtastintervalls haben.

1.1.3 Beschränkungen
Bei vielen praktischen Anwendungen sind Eingangs-, Zustands- oder Ausgangsgrößen oder
auch deren Zeitableitungen beschränkt. In dieser Vorlesung werden folgende Beschränkun-
gen berücksichtigt:

x(t) ∈ X , u(t) ∈ U , ∀ t ≥ 0 . (1.5)

Hierbei soll für die Menge X der zulässigen Zustände und die Menge U der zulässigen
Eingänge

{0} ⊂ X ⊆ Rl , {0} ⊂ U ⊆ Rm (1.6)
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gelten. Zusätzlich kann es für MPC Formulierungen erforderlich sein, am Ende des
Prädiktionshorizontes restriktivere Zustandsbeschränkungen in der Form

x̃(T ) ∈ XT (1.7)

zu verwenden, wobei
{0} ⊆ XT ⊆ X (1.8)

gelten soll. Man beachte, dass die Beschränkung (1.7) an den Prädiktionshorizont gebunden
ist und daher mit diesem wiederkehrend zeitlich fortgeschoben wird.

Im zeitdiskreten Fall werden statt (1.5) und (1.7) die Beschränkungen

xk ∈ X , uk ∈ Ud , ∀ k = 0, 1, 2, . . . (1.9a)
x̃N ∈ XT (1.9b)

verwendet, wobei die Menge Ud

{0} ⊂ Ud ⊆ RM (1.10)

und
u ∈ Ud ⇒ U(t, u) ∈ U ∀ t ∈ [0, Tc) (1.11)

erfüllen soll.

1.1.4 Skalares Gütemaß
Zur Beurteilung von zukünftigen Eingangstrajektorien und prädizierten Zustandstra-
jektorien wird im zeitkontinuierlichen Fall ein skalares Gütemaß (Gütefunktional) der
Form

JT (t, x(t), ũ( · )) = C(x̃(T )) +
∫ T

0
c(t + τ, x̃(τ), ũ(τ)) dτ (1.12)

mit den Funktionen C : Rl → R≥0 und c : R≥0 ×Rl ×Rm → R≥0 verwendet. Hierbei sei
C(x) positiv definit und c(t, x, u) sei positiv definit bezüglich der Argumente x und u.
Ziel bei der Wahl von ũ( · ) ist es, JT zu minimieren. Die Ziele der Regelung fließen in die
Gestaltung von C und c ein. Da im vorliegenden Fall die Ruhelage xR = 0 stabilisiert
werden soll und gemäß (1.2) auch uR = 0 gilt, ist es sinnvoll C und c als positiv definite
Funktionen vorzugeben. Die Gestaltung einer Gütefunktion für andere Regelungsziele, wie
etwa die Stabilisierung um eine Solltrajektorie, wird z. B. in [1.5] besprochen.

Im zeitdiskreten Fall wird ein skalares Gütemaß (Gütefunktion) der Form

Jd,N (k, xk, (ũn)) = D(x̃N ) +
N−1∑
n=0

dk+n(x̃n, ũn) (1.13)

mit den positiv definiten Funktionen D : Rl → R≥0 und dk : Rl ×RM → R≥0 verwendet.
Die Summe in (1.13) endet beim Index N −1, da x̃N bereits vom Endkostenterm D erfasst
wird und ũN keine Optimierungsgröße ist.
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Wenn x̃n = x̃(nTc) ∀ n = 0, 1, . . . , N , ũ(τ + nTc) = U(τ, ũn) ∀ (τ, n) ∈ [0, Tc) ×
{0, 1, . . . , N − 1}, T = NTc, D(x) = C(x) und

dk+n(x̃(nTc), ũn) =
∫ (n+1)Tc

nTc

c(tk + τ, x̃(τ), ũ(τ)) dτ ∀ n = 0, 1, . . . , N − 1 , (1.14)

dann liefern (1.12) und (1.13) identische Werte. Dies ist eine naheliegende Möglichkeit
zur Gestaltung von D und d ausgehend von C und c. Man beachte, dass eine Auswertung
von (1.14) implizit auch die Berechnung der Lösung von (1.1) auf dem Intervall τ ∈
[nTc, (n + 1)Tc] erfordert.

1.1.5 Optimierung
Um im zeitkontinuierlichen Fall die Stellgröße ũ(τ) im Prädiktionshorizont τ ∈ [0, T ] zu
wählen, wird die beschränkte dynamische Optimierungsaufgabe

ũ∗( · ) = arg min
ũ( · )

JT (t, x(t), ũ( · )) = C(x̃(T )) +
∫ T

0
c(t + τ, x̃(τ), ũ(τ)) dτ (1.15a)

u.B.v. ˙̃x(τ) = f(x̃(τ), ũ(τ)) , x̃(0) = x(t) (1.15b)
x̃(τ) ∈ X , ũ(τ) ∈ U , ∀ τ ∈ [0, T ] (1.15c)
x̃(T ) ∈ XT (1.15d)

gelöst. In ihr sind das dynamische Modell, die Beschränkungen und das skalare Gütemaß
aus den vorhergehenden Abschnitten zusammengefasst. Allgemein sei mit J∗

t|T (x(t)) =
JT (t, x(t), ũ∗( · )) der optimale Wert des Gütefunktionals in (1.15) für den Anfangszustand
x(t) bezeichnet. Offensichtlich ist J∗

t|T (x(t)) eine positiv definite Funktion.
Um im zeitdiskreten Fall die Stellgröße ũn im Prädiktionshorizont n = 0, 1, . . . , N − 1

zu wählen, wird die beschränkte statische Optimierungsaufgabe

(ũ∗
n) = arg min

(ũn)
Jd,N (k, xk, (ũn)) = D(x̃N ) +

N−1∑
n=0

dk+n(x̃n, ũn) (1.16a)

u.B.v. x̃n+1 = F(x̃n, ũn) , x̃0 = xk (1.16b)
x̃n ∈ X , ũn ∈ Ud , ∀ n = 0, 1, . . . , N − 1 (1.16c)
x̃N ∈ XT (1.16d)

gelöst. Allgemein sei mit J∗
d,k|N (xk) = Jd,N (k, xk, (ũ∗

n)) der optimale Wert der Gütefunk-
tion in (1.16) für den Anfangszustand xk bezeichnet. Offensichtlich ist J∗

d,k|N (xk) eine
positiv definite Funktion.

Die Lösung der Optimierungsaufgaben (1.15) und (1.16) ist im Allgemeinen mit hohem
numerischem Aufwand verbunden und stellt meist eine zentrale Herausforderung bei
MPC dar. Einige Lösungsmethoden wurden bereits in der Vorlesung Optimierung [1.27]
besprochen. Weitere Methoden finden sich z. B. in den Büchern [1.28–1.39]. Es existieren
darüber hinaus MPC Formulierungen, bei denen auf die Lösung oder zumindest die exakte
Lösung von Optimierungsaufgaben verzichtet werden kann (siehe z. B. [1.40–1.43]). Diese
Formulierungen werden gelegentlich als suboptimal MPC bezeichnet. Ein zu dieser Klasse
gehörender, in [1.44] vorgeschlagener Ansatz wird in Abschnitt 1.2.5 diskutiert.
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1.1 Bestandteile und Grundidee von MPC Seite 8

1.1.6 Annahmen
Es werden die folgenden Annahmen getroffen:
A1) Auf dem Gebiet X × U ist die Abbildung f aus (1.1) Lipschitz-stetig in ihren

Argumenten [1.45].

A2) Auf den Gebieten X bzw. X × U sind die Kostenfunktionen C und c aus (1.12)
Lipschitz-stetig in ihren Argumenten [1.45].

A3) Für die Kostenfunktionen C und c aus (1.12) existieren untere und obere Schranken
der Form

C||x||22 ≤ C(x) ≤ C||x||22 (1.17a)
c(||x||22 + ||u||22) ≤ c(t, x, u) ≤ c(||x||22 + ||u||22) ∀ t ≥ 0 (1.17b)

mit geeignet gewählten Konstanten C, C, c und c ∈ R>0.

A4) Auf dem Gebiet X × Ud ist die Abbildung F aus (1.3) Lipschitz-stetig in ihren
Argumenten [1.45].

A5) Auf den Gebieten X bzw. X × Ud sind die Kostenfunktionen D und dn aus (1.13)
Lipschitz-stetig in ihren Argumenten [1.45].

A6) Für die Kostenfunktionen D und dn aus (1.13) existieren untere und obere Schranken
der Form

D||x||22 ≤ D(x) ≤ D||x||22 (1.18a)
d(||x||22 + ||u||22) ≤ dk(x, u) ≤ d(||x||22 + ||u||22) ∀ k = 0, 1, 2, . . . (1.18b)

mit geeignet gewählten Konstanten D, D, d und d ∈ R>0.
Aus der Annahme A1 folgt, dass das System (1.1) für jeden beschränkten Anfangszustand
x0 ∈ X und jede beschränkte Eingangstrajektorie u(t) ∈ U auf dem Intervall [0, T ] (für
finites T ) eine eindeutige und beschränkte Lösung besitzt. Aus der Annahme A4 folgt,
dass das System (1.3) für jeden beschränkten Zustand xk ∈ X und jeden beschränkten
Eingang uk ∈ Ud eine eindeutige und beschränkte Lösung xk+1 besitzt.

1.1.7 Regelgesetz
Die bisher genannten Bestandteile von MPC können nun zu einem Regelgesetz zusam-
mengefasst werden. In der zeitkontinuierlichen Formulierung lautet es:

Zum Zeitpunkt t wird auf dem Prädiktionshorizont [t, t + T ] die beschränkte dy-
namische Optimierungsaufgabe (1.15) gelöst. Hierbei sei x(t) der gemessene oder
geschätzte aktuelle Systemzustand. Während des Steuerungshorizonts [t, t + Tc) wird
die optimierte Stellgröße

u(τ) = ũ∗(τ − t) ∀ τ ∈ [t, t + Tc) (1.19)

mit ũ∗( · ) gemäß (1.15) auf die Strecke (1.1) aufgeschaltet. Zum Zeitpunkt t + Tc

Vorlesung und Übung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
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wird das Regelgesetz von Neuem ausgeführt.

Im üblichen Fall Tc > 0 wird das Regelgesetz also zu zeitdiskreten Zeitpunkten ausgeführt
(diskrete Regelung). Im Fall Tc → 0 (kontinuierliche Regelung) gilt für die Stellgröße
u(t) = ũ∗(0) und (1.15) muss kontinuierlich gelöst werden.

In der zeitdiskreten Formulierung lautet das Regelgesetz wie folgt:

Zum Zeitpunkt tk wird auf dem Prädiktionshorizont k, . . . , k + N die beschränkte
Optimierungsaufgabe (1.16) gelöst. Hierbei sei xk der gemessene oder geschätzte
aktuelle Systemzustand. Für das zeitdiskrete System (1.3) gilt nun, dass zum Zeitpunkt
tk die optimierte Stellgröße

uk = ũ∗
0 (1.20)

mit (ũ∗
n) gemäß (1.16) auf die Strecke aufgeschaltet wird. Für ein zeitkontinuierliches

System (1.1) gilt, dass im Abtastintervall [tk, tk+1) (zugleich Steuerungshorizont) die
Stellgröße

u(τ) = U(τ − tk, ũ∗
0) ∀ τ ∈ [tk, tk+1) (1.21)

mit (ũ∗
n) gemäß (1.16) auf die Strecke aufgeschaltet wird. Zum Zeitpunkt tk+1 wird

das Regelgesetz von Neuem ausgeführt.

1.2 Stabilität
Es werden verschiedene Varianten zum Nachweis der Stabilität eines mit MPC geschlosse-
nen Regelkreises diskutiert.

1.2.1 Prädiktionshorizont mit unendlicher Länge
Es wird die Stabilität des geschlossenen nominellen Regelkreises im Falle eines Prädikti-
onshorizontes mit unendlicher Länge analysiert. Die Ausführungen folgen im zeitkontinu-
ierlichen Fall [1.46] und im zeitdiskreten Fall [1.5].

Für einen Prädiktionshorizont mit unendlicher Länge kann die zeitkontinuierliche
Optimierungsaufgabe (1.15) in die Form

ũ∗( · ) = arg min
ũ( · )

J∞(t, x(t), ũ( · )) =
∫ ∞

0
c(t + τ, x̃(τ), ũ(τ)) dτ (1.22a)

u.B.v. ˙̃x(τ) = f(x̃(τ), ũ(τ)) , x̃(0) = x(t) (1.22b)
x̃(τ) ∈ X , ũ(τ) ∈ U , ∀ τ ∈ [0, ∞) (1.22c)

umgeschrieben werden. Dass hier die Beschränkung (1.15d) und ein allfälliger Endgewich-
tungsterm C keinen Einfluss auf die Lösung haben und somit entfallen können, folgt direkt
aus dem Beweis des nachfolgenden Satzes.

Satz 1.1 (Stabilität bei Prädiktionshorizont mit unendlicher Länge, zeitkontinuierlich).
Es seien die Annahmen A1-A3 erfüllt. X0 ⊆ X sei eine nichtleere Menge, genau
so dass (1.22) für ∀ x(t) ∈ X0 eine Lösung besitzt (nicht jedoch für ∀ x(t) ∈ Rl\X0)
und der zugehörige Wert des Gütefunktionals J∗

t|∞(x(t)) < ∞ erfüllt. Dann ist die
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Ruhelage xR = 0 des geregelten Systems (1.1) lokal asymptotisch stabil mit dem
Einzugsbereich X0.

Beweis. Die Funktion J∗
t|∞(x(t)) ist positiv definit und ein Kandidat für eine Lyapu-

novfunktion. Da sie zeitabhängig ist, ist die Stabilitätsanalyse für ein nichtautonomes
System vorzunehmen [1.45]. Es sind also zwei positiv definite, zeitinvariante Funktio-
nen J∗

∞(x(t)) und J∗
∞(x(t)) zu suchen, die

J∗
∞(x) ≤ J∗

t|∞(x) ≤ J∗
∞(x) ∀ x ∈ X0, t ≥ 0 (1.23)

erfüllen. Offensichtlich eignen sich die beiden Ersatzprobleme

J∗
∞(x(t)) = min

u( · )
J∞(x(t), u( · )) =

∫ ∞

0
c(||x(τ)||22 + ||u(τ)||22) dτ (1.24a)

u.B.v. ẋ(τ) = f(x(τ), u(τ)) , x(0) = x(t) (1.24b)
x(τ) ∈ X , u(τ) ∈ U , ∀ τ ∈ [0, ∞) (1.24c)

und

J∗
∞(x(t)) = min

u( · )
J∞(x(t), u( · )) =

∫ ∞

0
c(||x(τ)||22 + ||u(τ)||22) dτ (1.25a)

u.B.v. ẋ(τ) = f(x(τ), u(τ)) , x(0) = x(t) (1.25b)
x(τ) ∈ X , u(τ) ∈ U , ∀ τ ∈ [0, ∞) . (1.25c)

Wegen (1.17b) und da die optimale Lösung ũ∗( · ) von (1.22) eine zulässige aber im
Allgemeinen nicht optimale Lösung von (1.24) und (1.25) ist, gilt

J∗
t|∞(x(t)) < ∞ ⇒ J∗

∞(x(t)) ≤ J∞(x(t), ũ∗( · )) < ∞ (1.26)

und
J∗

∞(x(t)) ≤ J∞(x(t), ũ∗( · )) ≤ J∗
t|∞(x(t)) . (1.27)

Da ferner die optimale Lösung u∗( · ) von (1.25) eine zulässige aber im Allgemeinen
nicht optimale Lösung von (1.22) ist, gilt

J∗
t|∞(x(t)) ≤ J∞(t, x(t), u∗( · )) ≤ J∗

∞(x(t)) . (1.28)

Damit ist (1.23) gezeigt.
Gemäß dem Optimalitätsprinzip nach Bellman [1.2] gilt für das geregelte System

J∗
t+Tc|∞(x(t + ∆t)) = J∗

t|∞(x(t)) −
∫ t+Tc

t
c(τ, x(τ), u(τ)) dτ (1.29)
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mit beliebigem Tc ∈ [0, T ]. Die Optimierungsaufgabe (1.22) hat also auch zum
Zeitpunkt t + Tc eine Lösung, es gilt x(t + Tc) ∈ X0 und X0 ist eine positiv invariante
Menge. Mit (1.17b) folgt aus (1.29)

J∗
t+Tc|∞(x(t + ∆t)) ≤ J∗

t|∞(x(t)) −
∫ t+Tc

t
c||x(τ)||22 dτ . (1.30)

Im Fall Tc → 0 (kontinuierliche Regelung), welcher hier gemäß den in Abschnitt
1.1.6 getroffenen Stetigkeitsannahmen möglich ist, ergibt sich der Grenzwert

J̇∗
t|∞(x(t)) = lim

Tc→0

J∗
t+Tc|∞(x(t + Tc)) − J∗

t|∞(x(t))
Tc

= −c(t, x(t), u(t)) ≤ −c||x(t)||22 .
(1.31)

J∗
t|∞(x(t)) ist also eine Lyapunovfunktion und aus der direkten Methode nach Lyapu-

nov [1.45] folgt die lokale asymptotische Stabilität der Ruhelage xR = 0.
Für Tc ∈ (0, T ] (diskrete Regelung mit Tc > 0) kann der Regelkreis als zeitdiskretes

System auf dem Zeitgitter t, t + Tc, t + 2Tc, . . . aufgefasst werden und aus (1.30) folgt

J∗
t+Tc|∞(x(t+∆t))−J∗

t|∞(x(t)) ≤ −
∫ t+Tc

t
c||x(τ)||22 dτ ∀ t ≥ 0 , x(t) ∈ X0 . (1.32)

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist aufgrund der Stetigkeit von x(t) negativ definit.
J∗

t|∞(x(t)) ist also eine Lyapunovfunktion des gedachten zeitdiskreten Systems und
aus der direkten Methode nach Lyapunov für zeitdiskrete Systeme [1.47] folgt die
lokale asymptotische Stabilität der Ruhelage xR = 0.

Für einen Prädiktionshorizont mit unendlicher Länge kann die zeitdiskrete Optimie-
rungsaufgabe (1.16) in die Form

(ũ∗
n) = arg min

(ũn)
Jd,∞(k, xk, (ũn)) =

∞∑
n=0

dk+n(x̃n, ũn) (1.33a)

u.B.v. x̃n+1 = F(x̃n, ũn) , x̃0 = xk (1.33b)
x̃n ∈ X , ũn ∈ Ud , ∀ n = 0, 1, . . . , ∞ . (1.33c)

umgeschrieben werden. Die Beschränkung (1.16d) und ein allfälliger Endgewichtungsterm
D haben wiederum keinen Einfluss auf die Lösung und können daher entfallen.

Satz 1.2 (Stabilität bei Prädiktionshorizont mit unendlicher Länge, zeitdiskret). Es
seien die Annahmen A4-A6 erfüllt. X0 ⊆ X sei eine nichtleere Menge, genau so dass
(1.33) für ∀ xk ∈ X0 eine Lösung besitzt (nicht jedoch für ∀ xk ∈ Rl\X0) und der
zugehörige Wert des Gütefunktionals J∗

d,k|∞(xk) < ∞ erfüllt. Dann ist die Ruhelage
xR = 0 des geregelten Systems (1.3) lokal asymptotisch stabil mit dem Einzugsbereich
X0.
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Beweis. In der nachfolgenden Aufgabe 1.1 wird gezeigt, dass positiv definite, zeitin-
variante Funktionen J∗

d,∞(xk) und J∗
d,∞(xk) existieren, die

J∗
d,∞(xk) ≤ J∗

d,k|∞(xk) ≤ J∗
d,∞(xk) ∀ xk ∈ X0, k ∈ N≥0 (1.34)

erfüllen.
Gemäß dem Optimalitätsprinzip nach Bellman [1.2] gilt für das geregelte System

J∗
d,k+1|∞(xk+1) = J∗

d,k|∞(xk) − dk(xk, uk) . (1.35)

Die Optimierungsaufgabe (1.33) hat also auch zum Zeitpunkt tk+1 eine Lösung, es
gilt xk+1 ∈ X0 und X0 ist eine positiv invariante Menge. Mit (1.18b) folgt aus (1.35)

J∗
d,k+1|∞(xk+1) − J∗

d,k|∞(xk) = −dk(xk, uk) ≤ −d||xk||22 . (1.36)

J∗
d,k|∞(xk) stellt also eine Lyapunovfunktion dar und aus der direkten Methode nach

Lyapunov für zeitdiskrete Systeme [1.47] folgt die lokale asymptotische Stabilität der
Ruhelage xR = 0.

Aufgabe 1.1. Zeigen Sie, dass positiv definite, zeitinvariante Funktionen J∗
d,∞(xk) und

J∗
d,∞(xk) existieren, die

J∗
d,∞(xk) ≤ J∗

d,k|∞(xk) ≤ J∗
d,∞(xk) ∀ xk ∈ X0, k ∈ N≥0 (1.37)

erfüllen.
Bei MPC in zeitkontinuierlicher Formulierung ist eine infinit-dimensionale Optimie-

rungsaufgabe zu lösen. Dies gilt auch für die zeitdiskrete Formulierung von MPC, wenn
ein unendlich langer Prädiktionshorizont verwendet wird. Der mit der Lösung einer
infinit-dimensionalen Optimierungsaufgabe verbundene Rechenaufwand ist im Allgemei-
nen ebenfalls unbeschränkt, weshalb grundsätzlich nur näherungsweise Lösungen bestimmt
werden können. Alle nachfolgenden Methoden zum Stabilitätsnachweis verwenden da-
her Prädiktionshorizonte mit endlicher Länge, so dass zumindest in der zeitdiskreten
Formulierung nur eine finit-dimensionale Optimierungsaufgabe auftritt.

1.2.2 Endlicher Prädiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzustand
Es wird die Stabilität des geschlossenen nominellen Regelkreises im Falle eines endlichen
Prädiktionshorizontes mit vorgeschriebenem Endzustand analysiert. Der zu erreichende
Endzustand entspricht der Ruhelage xR = 0. Die Ausführungen folgen im zeitkontinuierli-
chen Fall [1.46] und im zeitdiskreten Fall [1.5].

Für einen endlichen Prädiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzustand kann die
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zeitkontinuierliche Optimierungsaufgabe (1.15) in die Form

ũ∗( · ) = arg min
ũ( · )

JT (t, x(t), ũ( · )) =
∫ T

0
c(t + τ, x̃(τ), ũ(τ)) dτ (1.38a)

u.B.v. ˙̃x(τ) = f(x̃(τ), ũ(τ)) , x̃(0) = x(t) (1.38b)
x̃(τ) ∈ X , ũ(τ) ∈ U , ∀ τ ∈ [0, T ] (1.38c)
x̃(T ) = 0 (1.38d)

umgeschrieben werden.

Satz 1.3 (Stabilität bei endlichem Prädiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzu-
stand, zeitkontinuierlich). Es seien die Annahmen A1-A3 erfüllt. X0 ⊆ X sei eine
nichtleere Menge, genau so dass (1.38) für ∀ x(t) ∈ X0 eine Lösung besitzt (nicht
jedoch für ∀ x(t) ∈ Rl\X0). Dann ist die Ruhelage xR = 0 des geregelten Systems
(1.1) lokal exponentiell stabil mit dem Einzugsbereich X0.

Beweis. Es sei ũ∗( · ) die optimale Lösung von (1.38) und x̃∗( · ) die zugehörige opti-
male Zustandstrajektorie. Ferner wird die zur Optimierungsaufgabe (1.38) gehörige
Lösungsfunktion ũ∗(τ) = k(t + τ, x̃∗(τ)) definiert. Wegen der Annahmen A1-A3 ist
k : R≥0 × X0 → U im Gebiet X0 Lipschitz-stetig, d. h. es existiert eine Konstante
Lk, so dass ||k(t, x) − k(t, y)||2 ≤ Lk||x − y||2 ∀ x, y ∈ X0. Es gilt also auch

||ũ∗(τ)||2 ≤ Lk||x̃∗(τ)||2 ∀ τ ∈ [0, T ] . (1.39)

Weiters seien Lx und Lu die Lipschitzkonstanten der Funktion f aus (1.1) bezüglich
ihres ersten und zweiten Arguments. Es gilt daher

|| ˙̃x∗(τ)||2 ≤ ||x̃∗(τ)||2(Lx + LuLk) (1.40)

und folglich

||x(t)||22e−2(Lx+LuLk)τ ≤ ||x̃∗(τ)||22 ≤ ||x(t)||22e2(Lx+LuLk)τ ∀ τ ∈ [0, T ] . (1.41)

Mit den Ungleichungen (1.17b), (1.39) und (1.41) können sofort Faktoren J ≥ J > 0
berechnet werden, so dass

J ||x(t)||22 ≤ J∗
t|T (x(t)) ≤ J ||x(t)||22 < ∞ ∀ t ≥ 0 , x(t) ∈ X0 (1.42)

erfüllt ist.
An die optimale Lösung ũ∗( · ) von (1.38) kann im Zeitintervall (t+T, t+T +Tc] die

zur Ruhelage xR = 0 gehörige Stellgröße uR = 0 angefügt werden. Die so erweiterte
Lösung soll mit

˜̃u(τ) =
{

ũ∗(Tc + τ) falls τ ∈ [−Tc, T − Tc]
0 falls τ ∈ (T − Tc, T ]

(1.43)
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und die zugehörige Zustandstrajektorie mit

˜̃x(τ) = x̃∗(min{τ + Tc, T}) , ∀ τ ∈ [−Tc, T ] (1.44)

bezeichnet werden. Wird dem MPC Regelgesetz (1.19) entsprechend im Steuerungs-
horizont [t, t + Tc) die Stellgröße u(τ) = ũ∗(τ − t) ∀ τ ∈ [t, t + Tc) aufgeschaltet, dann
ist ˜̃u( · ) eine zulässige aber im Allgemeinen nicht optimale Eingangstrajektorie der
Optimierungsaufgabe (1.38) für den nachfolgenden Zeithorizont [t + Tc, t + T + Tc]
mit dem Anfangszustand x(t + Tc) = x̃∗(Tc). Folglich gilt für die optimalen Werte
des Gütefunktionals

J∗
t+Tc|T (x(t + Tc)) ≤

∫ T −Tc

0
c(t + Tc + τ, ˜̃x(τ), ˜̃u(τ)) dτ

= J∗
t|T (x(t)) −

∫ t+Tc

t
c(τ, x(τ), u(τ)) dτ

≤ J∗
t|T (x(t)) −

∫ t+Tc

t
c||x(τ)||22 dτ .

(1.45)

Für Tc → 0 (kontinuierliche Regelung) kann damit (ähnlich zum Beweis von Satz 1.1)
der Grenzwert

J̇∗
t|T (x(t)) = lim

Tc→0

J∗
t+Tc|T (x(t + Tc)) − J∗

t|T (x(t))
Tc

= −c(t, x(t), u(t)) ≤ −c||x(t)||22
(1.46)

berechnet werden. J∗
t|T (x(t)) stellt also wieder eine Lyapunovfunktion dar und es

folgt direkt die lokale exponentielle Stabilität der Ruhelage xR = 0 (vgl. [1.45]). Für
Tc ∈ (0, T ] kann der Regelkreis als zeitdiskretes System auf dem Zeitgitter t, t + Tc,
t + 2Tc, . . . aufgefasst werden und mit den Ungleichungen (1.17b), (1.39) und (1.41)
lässt sich eine Schranke ∆J > 0 berechnen, so dass

J∗
t+Tc|T (x(t + Tc)) − J∗

t|T (x(t)) ≤ −∆J ||x(t)||22 ∀ t ≥ 0 , x(t) ∈ X0 . (1.47)

J∗
t|T (x(t)) ist also eine Lyapunovfunktion des gedachten zeitdiskreten Systems und es

folgt direkt die lokale exponentielle Stabilität der Ruhelage xR = 0.

Für einen endlichen Prädiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzustand kann die
zeitdiskrete Optimierungsaufgabe (1.16) in die Form

(ũ∗
n) = arg min

(ũn)
Jd,N (k, xk, (ũn)) =

N−1∑
n=0

dk+n(x̃n, ũn) (1.48a)

u.B.v. x̃n+1 = F(x̃n, ũn) , x̃0 = xk (1.48b)
x̃n ∈ X , ũn ∈ Ud , ∀ n = 0, 1, . . . , N − 1 (1.48c)
x̃N = 0 (1.48d)

umgeschrieben werden.
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Satz 1.4 (Stabilität bei endlichem Prädiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzu-
stand, zeitdiskret). Es seien die Annahmen A4-A6 erfüllt. X0 ⊆ X sei eine nichtleere
Menge, genau so dass (1.48) für ∀ xk ∈ X0 eine Lösung besitzt (nicht jedoch für
∀ xk ∈ Rl\X0). Dann ist die Ruhelage xR = 0 des geregelten Systems (1.3) lokal
exponentiell stabil mit dem Einzugsbereich X0.

Beweis. Es sei (ũ∗
n) die optimale Lösung von (1.48) und (x̃∗

n) die zugehörige optimale
Zustandsfolge. Wegen der Annahmen A4-A6 können analog zu den Ungleichungen
(1.39) und (1.41) auch im zeitdiskreten Fall Abschätzungen für (ũ∗

n) und (x̃∗
n) bestimmt

werden. Diese Abschätzungen erlauben die Berechnung von Faktoren J ≥ J > 0, so
dass

J ||xk||22 ≤ J∗
d,k|N (xk) ≤ J ||xk||22 < ∞ ∀ xk ∈ X0 , k ∈ N≥0 (1.49)

erfüllt ist.
An die optimale Lösung (ũ∗

n) von (1.48) kann am Gitterpunkt k + N die zur
Ruhelage xR = 0 gehörige Stellgröße uR = 0 angefügt werden. Die so erweiterte
Lösung soll mit

˜̃un =
{

ũ∗
n+1 falls n ∈ {−1, 0, 1, . . . , N − 2}

0 falls n = N − 1
(1.50)

und die zugehörige Zustandsfolge mit

˜̃xn = x̃∗
min{n+1,N} ∀ n = −1, 0, 1, . . . , N (1.51)

bezeichnet werden. Wird dem MPC Regelgesetz (1.20) entsprechend zum Zeitpunkt tk

die Stellgröße uk = ũ∗
0 aufgeschaltet, dann ist (˜̃un) eine zulässige aber im Allgemeinen

nicht optimale Eingangsfolge der Optimierungsaufgabe (1.48) für den nachfolgenden
Zeithorizont k + 1, . . . , k + N + 1 mit dem Anfangszustand xk+1 = x̃∗

1. Folglich gilt
für die optimalen Werte der Gütefunktion

J∗
d,k+1|N (xk+1) ≤

N−2∑
n=0

dk+1+n(˜̃xn, ˜̃un)

= J∗
d,k|N (xk) − dk(xk, uk)

≤ J∗
d,k|N (xk) − d||xk||22 .

(1.52)

Aus (1.52) folgt
J∗

d,k+1|N (xk+1) − J∗
d,k|N (xk) ≤ −d||xk||22 . (1.53)

J∗
d,k|N (xk) stellt also eine Lypunovfunktion für das zeitdiskrete System dar und es

folgt direkt die lokale exponentielle Stabilität [1.47] der Ruhelage xR = 0.

Die Bedingungen (1.38d) und (1.48d) erzwingen, dass der prädizierte Endzustand zum
Zeitpunkt t + T bzw. tk+N im Ursprung liegt. Man beachte, dass dies im Allgemeinen
nicht für die tatsächliche Zustandstrajektorie bzw. Zustandsfolge gilt. Diese nähern sich
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aber dem Ursprung zumindest exponentiell.
Die Verwendung eines endlichen Prädiktionshorizonts mit vorgeschriebenem Endzustand

kann folgende Nachteile mit sich bringen: Die Methode ist nicht geeignet für Systeme,
die zwar stabilisierbar aber nicht vollständig steuerbar sind. Bei der Lösung der Opti-
mierungsaufgabe kann die exakte Einhaltung einer Gleichungsbedingung am Ende des
Prädiktionshorizontes hohen Rechenaufwand erfordern. Bei kurzen Prädiktionshorizonten,
welche aus Sicht des Rechenaufwands wünschenswert wären, kann das Vorschreiben eines
Endzustandes zu kleinen Einzugsbereichen X0 führen. Dies beeinträchtigt meist die Ro-
bustheit der Regelung. Bei den nachfolgenden Methoden zum Stabilitätsnachweis wird
daher auf einen vorgeschriebenen Endzustand verzichtet.

1.2.3 Endlicher Prädiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endgebiet und
Endkostenterm

Es wird die Stabilität des geschlossenen nominellen Regelkreises im Falle eines endlichen
Prädiktionshorizontes mit vorgeschriebenem Endgebiet und Endkostenterm analysiert.
Die Ausführungen sind im zeitkontinuierlichen Fall an [1.46] und im zeitdiskreten Fall an
[1.5] angelehnt.

Satz 1.5 (Stabilität bei endlichem Prädiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endge-
biet und Endkostenterm, zeitkontinuierlich). Es seien die Annahmen A1-A3 erfüllt.
X0 ⊆ X sei eine nichtleere Menge, genau so dass (1.15) für ∀ x(t) ∈ X0 eine Lösung
besitzt (nicht jedoch für ∀ x(t) ∈ Rl\X0). Es existiere ein Zustandsregelgesetz

u(t) = κ(t, x(t)) (1.54)

mit κ : R × XT → U , so dass die Zustandstrajektorie x̄(τ) mit τ ∈ [0, Tc] des mit
κ(τ +t, x̄(τ)) geregelten Systems (1.1) für beliebige Anfangszustände x̄(0) = x(t) ∈ XT

C(x̄(Tc)) − C(x(t)) ≤ −
∫ Tc

0
c(t + τ, x̄(τ), κ(t + τ, x̄(τ))) dτ , (1.55)

x̄(τ) ∈ X ∀ τ ∈ [0, Tc] und x̄(Tc) ∈ XT erfüllt. Dann ist die Ruhelage xR = 0 des
geregelten Systems (1.1) lokal exponentiell stabil mit dem Einzugsbereich X0.

Beweis. An die optimale Lösung ũ∗( · ) von (1.15), wobei x̃∗( · ) die zugehörige opti-
male Zustandstrajektorie sei, kann im Zeitintervall (t + T, t + Tc + T ] die Eingangstra-
jektorie des mit dem Zustandsregelgesetz (1.54) geregelten Systems angefügt werden.
Die so erweiterte Lösung soll mit

˜̃u(τ) =
{

ũ∗(Tc + τ) falls τ ∈ [−Tc, T − Tc]
κ(t + Tc + τ, x̄(τ)) falls τ ∈ (T − Tc, T ]

(1.56)
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und die zugehörige Zustandstrajektorie mit

˜̃x(τ) =
{

x̃∗(Tc + τ) falls τ ∈ [−Tc, T − Tc]
x̄(τ) falls τ ∈ (T − Tc, T ]

(1.57)

bezeichnet werden, wobei x̄(τ) mit τ ∈ [T − Tc, T ] die Zustandstrajektorie des mit
κ(t + Tc + τ, x̄(τ)) geregelten Systems (1.1) für den Anfangszustand x̄(T − Tc) =
x̃∗(T ) ist. Wird dem MPC Regelgesetz (1.19) entsprechend im Steuerungshorizont
[t, t + Tc) die Stellgröße u(τ) = ũ∗(τ − t) ∀ τ ∈ [t, t + Tc) aufgeschaltet, dann ist
˜̃u( · ) eine zulässige aber im Allgemeinen nicht optimale Eingangstrajektorie der
Optimierungsaufgabe (1.15) für den nachfolgenden Zeithorizont [t + Tc, t + Tc + T ]
mit dem Anfangszustand x(t + Tc) = x̃∗(Tc). Unter Berücksichtigung von (1.55) gilt
folglich für die optimalen Werte des Gütefunktionals

J∗
t+Tc|T (x(t + Tc)) ≤ C(˜̃x(T − Tc)) +

∫ T −Tc

0
c(t + Tc + τ, ˜̃x(τ), ˜̃u(τ)) dτ

= J∗
t|T (x(t)) −

∫ t+Tc

t
c(τ, x(τ), u(τ)) dτ .

(1.58)

Der Rest des Beweises erfolgt völlig analog zum Beweis von Satz 1.3.

Bevor die zeitdiskrete Variante dieser Methode diskutiert wird, sollen kurz verschiedene
Interpretationen des Ansatzes gegeben werden.

• Aus dem Zustandsregelgesetz (1.54) und der Ungleichung (1.55) folgt die Existenz
einer Eingangstrajektorie, die sicherstellt, dass bei einer Verlängerung des Prä-
diktionshorizonts um Tc der Kostenzuwachs zufolge des integralen Kostenterms c
durch eine Kostenreduktion zufolge des geänderten Endkostenterms C zumindest
wettgemacht wird.

• Der Ansatz wird gelegentlich als MPC mit quasi-unendlichem Horizont bezeichnet
[1.48], da gilt

C(x(t)) ≥
∫ ∞

t
c(τ, x(τ), κ(τ, x(τ))) dτ , (1.59)

sofern x(t) ∈ XT und das System im Horizont [t, ∞) mit dem Zustandsregelgesetz
(1.54) betrieben wird. D. h. der Endkostenterm C(x(t)) ist eine obere Schranke für
den integralen Kostenterm in der gesamten Zukunft. Um (1.59) zu zeigen, kann
man einfach (1.55) rekursiv einsetzen. Wegen (1.59) und J∗

t|T (x(t)) < ∞ ∀ x(t) ∈ X0
kann der Stabilitätsbeweis auch analog zu jenem von Satz 1.1 für den unendlichen
Prädiktionshorizont erfolgen.

• Man beachte, dass die Forderung (1.55) im Zusammenspiel mit den Annahmen
A1 und A3 impliziert, dass der mit dem Zustandsregelgesetz κ(t, x(t)) und dem
System (1.1) geschlossene Kreis im Sinne eines zeitdiskreten Systems mit dem
Abtastintervall Tc lokal exponentiell stabil mit dem Einzugsbereich XT sein muss.
Allgemein kann der Entwurf eines stabilisierenden Regelgesetzes, das einen für die
jeweilige Anwendung hinreichend großen Einzugsbereich erlaubt, schwierig sein. Dies
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kann grundsätzlich auch für den Entwurf des Zustandsregelgesetzes κ(t, x(t)), das den
in Satz 1.5 genannten Anforderungen zu genügen hat und daher einen Einzugsbereich
XT sicherstellen muss, gelten. Wenn der Einzugsbereich XT für die Anwendung
ausreicht und auch sonst alle Regelungsziele bereits mit dem Zustandsregelgesetzes
κ(t, x(t)) erreicht werden, kann auf die Verwendung von MPC verzichtet werden.
Wenn jedoch XT keine zufriedenstellende Ausdehnung besitzt, kann MPC als Stratgie
verstanden werden um den vom Zustandsregler erreichten Einzugsbereich XT auf
X0 auszuweiten.

• Mit der speziellen Wahl XT = {0} erhält man sofort die in Abschnitt 1.2.2 be-
schriebene Formulierung. D. h. letztere ist ein Spezialfall des hier vorgestellten
Ansatzes.

Satz 1.6 (Stabilität bei endlichem Prädiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endge-
biet und Endkostenterm, zeitdiskret). Es seien die Annahmen A4-A6 erfüllt. X0 ⊆ X
sei eine nichtleere Menge, genau so dass (1.16) für ∀ xk ∈ X0 eine Lösung besitzt
(nicht jedoch für ∀ xk ∈ Rl\X0). Es existiere ein Zustandsregelgesetz

uk = κk(xk) (1.60)

mit κk : XT → Ud, so dass für beliebige Anfangszustände xk ∈ XT

D(F(xk, κk(xk))) − D(xk) ≤ −dk(xk, κk(xk)) (1.61)

und F(xk, κk(xk)) ∈ XT erfüllt sind. Dann ist die Ruhelage xR = 0 des geregelten
Systems (1.3) lokal exponentiell stabil mit dem Einzugsbereich X0.

Beweis. An die optimale Lösung (ũ∗
n) von (1.16), wobei (x̃∗

n) die zugehörige optimale
Zustandsfolge sei, kann am Gitterpunkt k + N die Stellgröße κk+N (x̃∗

N ) gemäß dem
Zustandsregelgesetz (1.60) angefügt werden. Die so erweiterte Lösung soll mit

˜̃un =
{

ũ∗
n+1 falls n ∈ {−1, 0, 1, . . . , N − 2}

κk+N (x̃∗
N ) falls n = N − 1

(1.62)

und die zugehörige Zustandsfolge mit

˜̃xn =
{

x̃∗
n+1 falls n ∈ {−1, 0, 1, . . . , N − 1}

F (x̃∗
N , κk+N (x̃∗

N )) falls n = N
(1.63)

bezeichnet werden. Wird dem MPC Regelgesetz (1.20) entsprechend zum Zeitpunkt tk

die Stellgröße uk = ũ∗
0 aufgeschaltet, dann ist (˜̃un) eine zulässige aber im Allgemeinen

nicht optimale Eingangsfolge der Optimierungsaufgabe (1.16) für den nachfolgenden
Zeithorizont k + 1, . . . , k + N + 1 mit dem Anfangszustand xk+1 = x̃∗

1.
Unter Berücksichtigung von (1.61) gilt folglich für die optimalen Werte der Güte-
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funktion

J∗
d,k+1|N (xk+1) ≤ D(˜̃xN−1) +

N−2∑
n=0

dk+1+n(˜̃xn, ˜̃un)

= J∗
d,k|N (xk) − dk(xk, uk) .

(1.64)

Der Rest des Beweises erfolgt völlig analog zum Beweis von Satz 1.4.

1.2.4 Endlicher Prädiktionshorizont mit Endkostenterm
Es wird ein zu der in Abschnitt 1.2.3 beschriebenen MPC Variante verwandter Ansatz
vorgestellt, der kein vorgeschriebenes Endgebiet benötigt. Dies vereinfacht in der Regel
die zugrunde liegende dynamische Optimierungsaufgabe erheblich (freier Endzustand).
Der hier vorgestellte Ansatz wurde ursprünglich in [1.49] vorgeschlagen. Die nachfolgende
Stabilitätsanalyse des geschlossenen nominellen Regelkreises ist an [1.12] angelehnt.

Für einen endlichen Prädiktionshorizont ohne vorgeschriebenem Endzustand entfällt in
der zeitkontinuierlichen Optimierungsaufgabe (1.15) die Bedingung (1.15d). Die Form der
prädizierten Zustandstrajektorien und damit das Konvergenzverhalten des Algorithmus
können beeinflusst werden, indem der Endkostenterm C mit einem konstanten Faktor
γ > 0 skaliert wird. Zu diesem Zweck kann (1.15) in die Form

ũ∗( · ) = arg min
ũ( · )

JT (t, x(t), ũ( · )) = γC(x̃(T )) +
∫ T

0
c(t + τ, x̃(τ), ũ(τ)) dτ (1.65a)

u.B.v. ˙̃x(τ) = f(x̃(τ), ũ(τ)) , x̃(0) = x(t) (1.65b)
x̃(τ) ∈ X , ũ(τ) ∈ U , ∀ τ ∈ [0, T ] (1.65c)

mit γ > 0 umgeschrieben werden. Die Annahme A3 gilt unverändert. Es wird von der
Existenz eines Zustandsregelgesetzes κ(t, x(t)), welches das System für alle Anfangszu-
stände aus einem abgeschlossenen Gebiet XΓ stabilisiert, ausgegangen. Hierbei sei XΓ
eine Niveaumenge des Endkostenterms C(x̃(T )) mit dem Niveau Γ > 0, d. h.

XΓ = {x ∈ X|C(x) ≤ Γ} ⊃ {0} . (1.66)

Anstatt nun XΓ als Endgebiet in der Optimierungsaufgabe vorzuschreiben, wird eine
Niveaumenge X0 von J∗

t|T (x(t)) gesucht, so dass die MPC für alle Anfangszustände aus
X0 sicherstellt, dass die prädizierte Trajektorie x̃(τ) innerhalb des Prädiktionshorizonts
mit der Länge T in das Gebiet XΓ einläuft.

Satz 1.7 (Stabilität bei endlichem Prädiktionshorizont mit Endkostenterm und
ohne vorgeschriebenem Endgebiet, zeitkontinuierlich). Es seien die Annahmen A1-A3
erfüllt. Es existiere ein Zustandsregelgesetz

u(t) = κ(t, x(t)) (1.67)
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mit κ : R× XΓ → U , einer zugehörige Konstante Γ > 0 und einer Konstante γ > 0,
so dass

γ
dC(x)

dx f(x, κ(t, x)) ≤ −c(t, x, κ(t, x)) ∀ x ∈ XΓ, t ≥ 0 . (1.68)

Dann ist die Ruhelage xR = 0 des mit dem MPC Regelgesetz (1.19) entsprechend
der Optimierungsaufgabe (1.65) geregelten Systems (1.1) lokal exponentiell stabil mit
einem Einzugsbereich, der

X0 =
{

x ∈ X
∣∣∣J∗

t|T (x) ≤ Γ
(
γ + T

c

C

)
∀ t ≥ 0

}
⊃ {0} (1.69)

beinhaltet.

Beweis. Es sei ũ∗( · ) die optimale Lösung von (1.65) und x̃∗( · ) die zugehörige
optimale Zustandstrajektorie, wobei x̃∗(0) = x(t) ∈ X0 gelten soll. Aus (1.17a) folgt
die Implikation

||x||22 ≤ Γ
C

⇒ x ∈ XΓ . (1.70)

Wegen der Ungleichung

Γ
(
γ + T

c

C

)
≥ J∗

t|T (x(t)) = γC(x̃∗(T )) +
∫ T

0
c(t + τ, x̃∗(τ), ũ∗(τ)) dτ

≥ γC(x̃∗(T )) +
∫ T

0
c||x̃∗(τ)||22 dτ

(1.71)

(vgl. (1.17b)) muss es also einen Zeitpunkt τ̄ ∈ [0, T ] geben, so dass x̃∗(τ̄) ∈ XΓ.
Es sei nun x̄(τ) mit τ ∈ [τ̄ , T ] die Zustandstrajektorie des mit κ(t + τ, x̄(τ)) gere-
gelten Systems (1.1) für den Anfangszustand x̄(τ̄) = x̃∗(τ̄). Wegen (1.68) und der
Suboptimalität der Eingangstrajektorie κ(t + τ, x̄(τ)) für τ ∈ [τ̄ , T ] gilt

γC(x̃∗(τ̄)) ≥ γC(x̄(T )) +
∫ T

τ̄
c(t + τ, x̄(τ), κ(t + τ, x̄(τ))) dτ

≥ γC(x̃∗(T )) +
∫ T

τ̄
c(t + τ, x̃∗(τ), ũ∗(τ)) dτ ≥ γC(x̃∗(T )) .

(1.72)

Daraus folgt
Γ ≥ C(x̃∗(τ̄)) ≥ C(x̃∗(T )) (1.73)

und somit x̃∗(T ) ∈ XΓ. An die optimale Lösung ũ∗( · ) von (1.65) kann folglich im
Zeitintervall (t+T, t+Tc+T ] die Eingangstrajektorie des mit dem Zustandsregelgesetz
(1.67) geregelten Systems angefügt werden. Die so erweiterte Lösung soll mit

˜̃u(τ) =
{

ũ∗(Tc + τ) falls τ ∈ [−Tc, T − Tc]
κ(t + Tc + τ, ¯̄x(τ)) falls τ ∈ (T − Tc, T ]

(1.74)
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und die zugehörige Zustandstrajektorie mit

˜̃x(τ) =
{

x̃∗(Tc + τ) falls τ ∈ [−Tc, T − Tc]
¯̄x(τ) falls τ ∈ (T − Tc, T ]

(1.75)

bezeichnet werden, wobei ¯̄x(τ) mit τ ∈ [T − Tc, T ] die Zustandstrajektorie des mit
κ(t + Tc + τ, ¯̄x(τ)) geregelten Systems (1.1) für den Anfangszustand ¯̄x(T − Tc) =
x̃∗(T ) ist. Wird dem MPC Regelgesetz (1.19) entsprechend im Steuerungshorizont
[t, t + Tc) die Stellgröße u(τ) = ũ∗(τ − t) ∀ τ ∈ [t, t + Tc) aufgeschaltet, dann ist
˜̃u( · ) eine zulässige aber im Allgemeinen nicht optimale Eingangstrajektorie der
Optimierungsaufgabe (1.65) für den nachfolgenden Zeithorizont [t + Tc, t + Tc + T ]
mit dem Anfangszustand x(t + Tc) = x̃∗(Tc). Unter Berücksichtigung von (1.68) gilt
folglich für die optimalen Werte des Gütefunktionals

J∗
t+Tc|T (x(t + Tc)) ≤ γC(˜̃x(T − Tc)) +

∫ T −Tc

0
c(t + Tc + τ, ˜̃x(τ), ˜̃u(τ)) dτ

= J∗
t|T (x(t)) −

∫ t+Tc

t
c(τ, x(τ), u(τ)) dτ .

(1.76)

Daraus folgt nun noch

Γ
(
γ + T

c

C

)
≥ J∗

t|T (x(t)) ≥ J∗
t+Tc|T (x(t + Tc)) (1.77)

und somit x(t + Tc) ∈ X0. Der Rest des Beweises erfolgt völlig analog zum Beweis
von Satz 1.3.
Anhand der Definition (1.69) wird klar, welche Parameter des Entwurfs zu verändern sind

um einen größeren Einzugsbereich zu erhalten. Für eine möglichst große Menge X0 sollte der
Niveauwert Γ maximal sein. Γ wird jedoch meist durch das verwendete Zustandsregelgesetz
κ(t, x̄(t)) limitiert. Die Länge T des Prädiktionshorizonts wirkt sich direkt proportional auf
das Niveau von X0 aus. Lange Prädiktionshorizonte sind aufgrund des damit verbundenen
numerischen Aufwands beim Lösen der zugrundeliegenden Optimierungsaufgabe oft nicht
erwünscht. Eine Erhöhung des Verstärkungsfaktors γ bewirkt eine Erhöhung des Niveaus
von X0 und eine vereinfachte Einhaltung der Bedingung (1.68). Natürlich verändert eine
Erhöhung von γ auch das Regelverhalten, da der integrale Kostenterm c gegenüber dem
Endkostenterm γC an Bedeutung verliert. Es ist ferner zu beachten, dass eine Änderung
von T oder γ sich auch auf den Term J∗

t|T (x) in (1.69) auswirkt.
Für einen endlichen Prädiktionshorizont ohne vorgeschriebenem Endzustand und mit

erhöhter Gewichtung des Endkostenterms kann die zeitdiskrete Optimierungsaufgabe
(1.16) in die Form

(ũ∗
n) = arg min

(ũn)
Jd,N (k, xk, (ũn)) = γD(x̃N ) +

N−1∑
n=0

dk+n(x̃n, ũn) (1.78a)

u.B.v. x̃n+1 = F(x̃n, ũn) , x̃0 = xk (1.78b)
x̃n ∈ X , ũn ∈ Ud , ∀ n = 0, 1, . . . , N − 1 (1.78c)
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umgeschrieben werden, wobei wieder γ > 0 gilt. Die Annahme A6 gilt unverändert. Es
wird wieder eine Niveaumenge

XΓ = {x ∈ X|D(x) ≤ Γ} ⊃ {0} (1.79)

definiert.
Satz 1.8 (Stabilität bei endlichem Prädiktionshorizont mit Endkostenterm und ohne
vorgeschriebenem Endgebiet, zeitdiskret). Es seien die Annahmen A4-A6 erfüllt. Es
existiere ein Zustandsregelgesetz

uk = κk(xk) (1.80)

mit κk : XΓ → Ud, einer zugehörige Konstante Γ > 0 und einer Konstante γ > 0, so
dass

γD(F(xk, κk(xk))) − γD(xk) ≤ −dk(xk, κk(xk)) ∀ xk ∈ XΓ, k ∈ N≥0 . (1.81)

Dann ist die Ruhelage xR = 0 des mit dem MPC Regelgesetz (1.20) entsprechend
der Optimierungsaufgabe (1.78) geregelten Systems (1.3) lokal exponentiell stabil mit
einem Einzugsbereich, der

X0 =
{

x ∈ X
∣∣∣J∗

d,k|N (x) ≤ Γ
(
γ + N

d

D

)
∀ k ∈ N≥0

}
⊃ {0} (1.82)

beinhaltet.

Beweis. Es sei (ũ∗
n) die optimale Lösung von (1.78) und (x̃∗

n) die zugehörige optimale
Zustandsfolge, wobei x̃∗(0) = xk ∈ X0 gelten soll. Aus (1.18a) folgt die Implikation

||x||22 ≤ Γ
D

⇒ x ∈ XΓ . (1.83)

Wegen der Ungleichung

Γ
(
γ + N

d

D

)
≥ J∗

d,k|N (xk) = γD(x̃∗
N ) +

N−1∑
n=0

dk+n(x̃∗
n, ũ∗

n)

≥ γD(x̃∗
N ) +

N−1∑
n=0

d||x̃∗
n||22

(1.84)

(vgl. (1.18b)) muss es also einen Zeitindex n̄ ∈ {0, 1, . . . , N} geben, so dass x̃∗
n̄ ∈ XΓ.

Es sei nun (x̄n) mit n = n̄, n̄+1, . . . , N die Zustandsfolge des mit κk+n(x̄n) geregelten
Systems (1.3) für den Anfangszustand x̄n̄ = x̃∗

n̄. Wegen (1.81) und der Suboptimalität
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der Eingangsfolge (κk+n(x̄n)) für n = n̄, n̄ + 1, . . . , N − 1 gilt

γD(x̃∗
n̄) ≥ γD(x̄N ) +

N−1∑
n=n̄

dk+n(x̄n, κk+n(x̄n))

≥ γD(x̃∗
N ) +

N−1∑
n=n̄

dk+n(x̃∗
n, ũ∗

n) ≥ γD(x̃∗
N ) .

(1.85)

Daraus folgt
Γ ≥ D(x̃∗

n̄) ≥ D(x̃∗
N ) (1.86)

und somit x̃∗
N ∈ XΓ. An die optimale Lösung (ũ∗

n) von (1.78) kann folglich am
Gitterpunkt k + N die Stellgröße κk+N (x̃∗

k+N ) gemäß dem Zustandsregelgesetz (1.80)
angefügt werden. Die so erweiterte Lösung soll mit

˜̃un =
{

ũ∗
n+1 falls n ∈ {−1, 0, 1, . . . , N − 2}

κk+N (x̃∗
N ) falls n = N − 1

(1.87)

und die zugehörige Zustandsfolge mit

˜̃xn =
{

x̃∗
n+1 falls n ∈ {−1, 0, 1, . . . , N − 1}

F (x̃∗
N , κk+N (x̃∗

N )) falls n = N
(1.88)

bezeichnet werden. Wird dem MPC Regelgesetz (1.20) entsprechend zum Zeitpunkt tk

die Stellgröße uk = ũ∗
0 aufgeschaltet, dann ist (˜̃un) eine zulässige aber im Allgemeinen

nicht optimale Eingangstrajektorie der Optimierungsaufgabe (1.78) für den nachfol-
genden Zeithorizont k + 1, . . . , k + N + 1 mit dem Anfangszustand xk+1 = x̃∗

1. Unter
Berücksichtigung von (1.81) gilt folglich für die optimalen Werte der Gütefunktion

J∗
d,k+1|N (xk+1) ≤ γD(˜̃xN−1) +

N−2∑
n=0

dk+1+n(˜̃xn, ˜̃un)

= J∗
d,k|N (xk) − dk(xk, uk) .

(1.89)

Daraus folgt nun noch

Γ
(
γ + N

d

D

)
≥ J∗

d,k|N (xk) ≥ J∗
d,k+1|N (xk+1) (1.90)

und somit xk+1 ∈ X0. Der Rest des Beweises erfolgt völlig analog zum Beweis von
Satz 1.4.
In diesem Abschnitt wurde eine MPC Variante besprochen, die zwar kein vorgeschriebe-

nes Endgebiet aber einen Endkostenterm benötigt. Es wurde beobachtet, dass zwischen
der Gewichtung γ des Endkostenterms, der Horizontlänge T bzw. N und der Größe der
Menge X0, die im Einzugsbereich liegt, ein Zusammenhang besteht. Da der Endkostenterm
unerwünschte Auswirkungen auf das Verhalten des geschlossenen Regelkreises haben kann,
wurden MPC Varianten entwickelt, die ohne einen Endkostenterm auskommen. Nachdem
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MPC mit unendlich langem Prädiktionshorizont ebenfalls weder einen Endkostenterm
noch einen vorgeschriebenes Endgebiet benötigt, ist es nicht verwunderlich, dass eine
Mindestlänge für den Prädiktionshorizont existiert, so dass auch bei Verzicht auf einen
Endkostenterm und ein vorgeschriebenes Endgebiet exponentielle oder zumindest asym-
ptotische Stabilität nachgewiesen werden kann. Dies wurde für den zeitkontinuierlichen
Fall in [1.50] und für den zeitdiskreten Fall in [1.51] gezeigt und wird in dieser Vorlesung
nicht weiter besprochen.

1.2.5 Endlicher Prädiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endgebiet
Es wird ein zu der in Abschnitt 1.2.3 beschriebenen MPC Variante verwandter Ansatz
vorgestellt, der ebenfalls ein vorgeschriebenes Endgebiet benötigt aber keinen Endkos-
tenterm C. Die Länge T des Prädiktionshorizonts ist nun keine feste Größe mehr und
wird durch die Optimierungsvariable T̃ ersetzt, d. h. es werden Prädiktionshorizonte mit
variabler Länge zugelassen. Die Idee für diesen Ansatz entstammt [1.44]3. Der Einfachheit
halber wird hier nur die zeitkontinuierliche Variante dieses MPC Ansatzes vorgestellt.
Die Umsetzung der gleichen Idee in zeitdiskreter Form ist einfach möglich, erfordert aber
weitere Überlegungen, denn wegen der zusätzlichen Optimierungsvariable Ñ ∈ N>0 für
die variable Horizontlänge tritt eine gemischt-ganzzahlige Optimierungsaufgabe auf.

Mit der zusätzlichen Optimierungsvariable T̃ kann die zeitkontinuierliche Optimierungs-
aufgabe (1.15) in die Form

(ũ∗( · ), T̃ ∗) = arg min
(ũ( · ),T̃ )

JT̃ (t, x(t), ũ( · )) =
∫ T̃

0
c(t + τ, x̃(τ), ũ(τ)) dτ (1.91a)

u.B.v. ˙̃x(τ) = f(x̃(τ), ũ(τ)) , x̃(0) = x(t) (1.91b)
x̃(τ) ∈ X , ũ(τ) ∈ U , ∀ τ ∈ [0, T̃ ] (1.91c)
x̃(T̃ ) ∈ XT (1.91d)
T̃ ∈ (0, ∞) (1.91e)

umgeschrieben werden. Ferner wird ein Zustandsregelgesetz

u(t) = κ(t, x(t)) (1.92)

mit κ : R × XT → U benötigt, das folgenden Anforderungen genügt: Das mit dem Zu-
standsregelgesetz κ(τ +t, x̄(τ)) geregelte System (1.1) ist lokal asymptotisch (exponentiell)
stabil mit dem Einzugsbereich XT . Für die mit x̄(τ) bezeichneten Zustandstrajektorien
dieses geregelten Systems gilt für beliebige Anfangszustände x̄(0) = x(t) ∈ XT , dass
x̄(τ) ∈ X ∀ τ ≥ 0.

Der in [1.44] vorgeschlagene MPC Algorithmus wird als Zwei-Phasen MPC (Englisch:
dual-mode MPC ) bezeichnet und ist in Tabelle 1.1 zusammengefasst. Die Schritte 1 und 2
realisieren eine permanent auszuführende Schleife. Schritt 3 wird wiederkehrend auf einem
Zeitgitter mit dem Abtastintervall Tc ausgeführt.

3Ein anderer Ansatz, der auch bei Prädiktionshorizonten mit fester Länge keinen Endkostenterm benötigt,
findet sich in [1.40].
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Initialisierung Wenn x(t) ̸∈ XT , wähle ein Paar (ũ( · ), T̃ ), so dass (1.91b)-
(1.91e) und JT̃ (t, x(t), ũ( · )) < ∞ erfüllt sind, und setze
tc = t.

Schritt 1 Wenn x(t) ∈ XT , gehe zu Ende.
Schritt 2 Wenn t < tc + Tc, verwende u(t) = ũ(t − tc) und gehe zu

Schritt 1.
Schritt 3 Setze ˜̃T = T̃ − Tc und ˜̃u(τ) = ũ(τ + Tc) ∀ τ ∈ [0, ˜̃T ]. Wähle

ein Paar (ũ( · ), T̃ ), so dass (1.91b)-(1.91e) und

JT̃ (t, x(t), ũ( · )) ≤ J ˜̃T (t, x(t), ˜̃u( · )) (1.93)

erfüllt sind, setze tc = t und gehe zu Schritt 1.
Ende Verwende fortan das asymptotisch (exponentiell) stabilisie-

rende Regelgesetz (1.92).

Tabelle 1.1: Zwei-Phasen MPC gemäß [1.44].

Der Regler gemäß Tabelle 1.1 weist einige Eigenschaften auf, die ihn von den bisher
beschriebenen MPC Formulierungen unterscheiden:

• Es ist zu keinem Zeitpunkt die Lösung einer Optimierungsaufgabe nötig. Es wer-
den lediglich Paare (ũ( · ), T̃ ) benötigt, die im Sinne von (1.91) zulässig sind und
die Bedingung JT̃ (t, x(t), ũ( · )) < ∞ erfüllen. Man spricht daher auch von einer
suboptimalen MPC Formulierung.

• Das Finden eines Paares (ũ( · ), T̃ ) in Schritt 3 des Algorithmus ist trivial.

• Sobald der Zustand x(t) das Gebiet XT erreicht, wird auf das Zustandsregelgesetz
(1.92) umgeschaltet. Ab diesem Umschaltzeitpunkt erfolgt keine weitere Optimierung
der Stellgröße im Sinne des Gütefunktionals (1.91a). Dieser eventuell nachteilige
Umstand sollte auch bei der Festlegung von XT berücksichtigt werden. Wie der
nachfolgende Satz zeigt, wird dieser Umschaltzeitpunkt in endlicher Zeit erreicht.

• Auch der Fall T̃ < Tc ist hier zulässig. Er impliziert, dass innerhalb des aktuellen
Abtastintervalls auf das Regelgesetz (1.92) umgeschaltet wird und der Algorithmus
terminiert.

Satz 1.9 (Stabilität der Zwei-Phasen MPC, zeitkontinuierlich). Es seien die An-
nahmen A1 und A3 erfüllt. Es gelte Tc > 0 und es existiere ein α > 0, so dass
{x ∈ X| ||x||22 ≤ α} ⊆ XT . X0 ⊆ X sei eine nichtleere Menge, genau so dass (1.91)
für ∀ x(t) ∈ X0\XT eine Lösung besitzt (nicht jedoch für ∀ x(t) ∈ Rl\X0). Dann ist
die Ruhelage xR = 0 des mit der Zwei-Phasen MPC gemäß Tabelle 1.1 geregelten
Systems (1.1) lokal asymptotisch (exponentiell) stabil mit dem Einzugsbereich X0 und
die Zustandstrajektorie erreicht die Menge XT in endlicher Zeit.
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Beweis. Wenn für den Anfangszustand x(t) ∈ XT gilt, ist nichts zu zeigen. Es müssen
daher nur noch die Fälle x(t) ∈ X0\XT untersucht werden. Falls T̃ ≤ Tc, so erreicht
die Zustandstrajektorie das Gebiet XT innerhalb des aktuellen Abtastintervalls und
es ist nichts weiter zu zeigen.

Für die übrigen Fälle T̃ > Tc wird das System (1.1) im Steuerungshorizont [t, t+Tc]
mit der geplanten Trajektorie ũ( · ) betrieben und es gilt im betrachteten nominellen
Fall x(t + Tc) = x̃(Tc). Ferner gilt wegen Tc > 0, (1.17b), x ̸∈ XT ⇒ ||x||22 > α und
x̃(τ) ̸∈ XT ∀ τ ∈ [0, Tc], dass

J ˜̃T (t + Tc, x(t + Tc), ˜̃u( · )) = JT̃ (t, x(t), ũ( · )) −
∫ Tc

0
c(t + τ, x̃(τ), ũ(τ)) dτ ,

≤ JT̃ (t, x(t), ũ( · )) − Tccα ,
(1.94)

wobei ˜̃T und ˜̃u( · ) in Schritt 3 des Algorithmus (siehe Tabelle 1.1) definiert sind. Es sei
nun das Paar (ũ( · ), T̃ ) jenes, das zum Zeitpunkt t in Schritt 3 des Algorithmus gewählt
wurde, und (ũ′( · ), T̃ ′) jenes, das zum Zeitpunkt t + Tc gewählt wurde. In Schritt 3
des Algorithmus kann (1.93) trivial durch die mögliche Wahl (ũ( · ), T̃ ) = (˜̃u( · ), ˜̃T )
erfüllt werden. Aus (1.93) und (1.94) folgt

JT̃ ′(t + Tc, x(t + Tc), ũ′( · )) ≤ JT̃ (t, x(t), ũ( · )) − Tccα . (1.95)

Es gilt
JT̃ (t, x(t), ũ( · )) ≤ Tccα ⇒ ∃τ ∈ [0, Tc] : x̃(τ) ∈ XT . (1.96)

Aus einem Anfangswert JT̃ (t, x(t), ũ( · )) < ∞ des Gütefunktionals am Beginn der
Regelung (vgl. Tabelle 1.1), der Mindestreduktion Tccα des Gütefunktionals je Ab-
tastschritt gemäß (1.95) und der Abbruchbedingung (1.96) kann sofort eine obere
Schranke für jene Zeitspanne berechnet werden, die vergeht bis die Zustandstrajektorie
das Gebiet XT erreicht.

1.3 Implementierung
Es werden kurz zwei Aspekte der Implementierung betrachtet.

1.3.1 Entwurf eines stabilisierenden Zustandsreglers für ein Endgebiet
In den Abschnitten 1.2.3-1.2.5 wurde für ein vorgeschriebenes oder automatisch erreichtes
Endgebiet die Existenz eines stabilisierenden Zustandsreglers vorausgesetzt. Zusätzlich
wurde gefordert, dass der mit diesem Regler geschlossene Regelkreis zu einer gewissen
Mindestreduktion des Endkostenterms C bzw. D führt (siehe z. B. die Bedingungen (1.55)
und (1.61)). Zum Entwurf eines solchen Zustandsregelgesetzes können zahlreiche der in
den Vorlesungen Regelungssysteme 1 [1.2] und Regelungssysteme 2 [1.45] besprochenen
Methoden verwendet werden. Im Falle einer stabilisierbaren, linearen, zeitinvarianten
Strecke genügt wegen (1.17) bzw. (1.18) meist schon der Entwurf eines LQR-Reglers
(siehe [1.2]). Für den Fall einer nichtlinearen Strecke (1.1), deren Linearisierung an der
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Ruhelage xR = 0, uR = 0 stabilisierbar ist, wurde in [1.48] eine Methode zur Konstruktion
eines linearen Zustandsreglers vorgeschlagen, der bei quadratischem Gütefunktional die
geforderte Mindestreduktion des Endkostenterms lokal sicherstellt. Diese Methode wird
hier kurz vorgestellt. Es sei

ξ̇ = Aξ + Bu (1.97)

die Linearisierung von (1.1) an der Ruhelage xR = 0, uR = 0. Das System (1.97) sei
stabilisierbar. Die Funktion λmax( · ) liefere den größten Realteil der Eigenwerte einer
Matrix.

Lemma 1.1 (Konstruktion eines linearen Regelgesetzes für das Endgebiet). Es sei

u = Kξ (1.98)

ein Zustandsregelgesetz für das System (1.97), so dass A+BK eine Hurwitzmatrix ist.
Mit einer Konstante κ ∈ [0, −λmax(A + BK)) und den symmetrisch, positiv definiten
Matrizen Q ∈ Rl×l und R ∈ Rm×m hat die Lyapunov-Gleichung

(A + BK + κE)TP + P(A + BK + κE) + Q + KTRK = 0 (1.99)

daher eine eindeutige und symmetrisch, positiv definite Lösung P. Ferner existiert
eine Konstante Γ ∈ R>0, so dass auf dem Gebiet

XΓ = {x ∈ X|xTPx ≤ Γ} ⊃ {0} (1.100)

Folgendes gilt:

• Der Regler hält die Stellgrößenbeschränkungen ein, d. h. Kξ ∈ U ∀ ξ ∈ XΓ.

• XΓ ist eine positiv invariante Menge des mit u = Kx geregelten nichtlinearen
Systems (1.1).

• Die Trajektorien x̄(τ) und ū(τ) mit τ ≥ 0 des gemäß ū(τ) = Kx̄(τ) geregelten
nichtlinearen Systems (1.1) erfüllen für jeden Anfangszustand x̄(0) = x(t) ∈ XΓ

xT(t)Px(t) ≥
∫ ∞

0
x̄T(τ)Qx̄(τ) + ūT(τ)Rū(τ) dτ (1.101)

und weiters

d
dt

x̄T(t)Px̄(t) ≤ x̄T(t)((A + BK + κE)TP + P(A + BK + κE))x̄(t)

= −x̄T(t)(Q + KTRK)x̄(t) .
(1.102)

Der Nachweis dieses Lemmas ist in [1.48] zu finden. Aus dem Lemma folgt direkt, dass
im Falle C(x) = xTPx und c(t, x, u) = xTQx + uTRu das Regelgesetz (1.98) die
Anforderungen der Sätze 1.5, 1.7 und 1.9 erfüllt. Der zeitdiskrete Fall kann analog zu
Lemma 1.1 behandelt werden.
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1.3.2 Rechenzeit zur Ausführung des Regelgesetzes
Bislang wurde angenommen, dass genau am Beginn des Prädiktionshorizontes, also
zum Zeitpunkt t bzw. tk die dynamische Optimierungsaufgabe, z. B. (1.15) oder (1.16),
instantan (also mit Rechenzeit Null) exakt oder zumindest suboptimal gelöst werden kann.
Dies wäre nötig, da der Anfangszustand x(t) oder xk nicht vor diesem Zeitpunkt bekannt
ist und ab diesem Zeitpunkt aber bereits die neu berechnete Stellgröße aufgeschaltet
werden muss (siehe auch Abschnitt 1.1.2). Da die Lösung des Optimierungsproblems
praktisch immer eine von Null verschiedene Rechenzeit beansprucht, ist diese bisherige
Annahme nicht realistisch.

Praktisch kann bei der Implementierung wie folgt vorgegangen werden, um bereits
das vorhergehende Abtastintervall (t − T, t) oder (tk−1, tk) für Berechnungen zu nutzen.
Zum Abtastzeitpunkt t − T bzw. tk−1 werden Messungen vorgenommen, aus denen
der Systemzustand x(t − T ) oder xk−1 unmittelbar folgt oder geschätzt werden kann.
Diese Schätzung kann natürlich Rechenzeit in Anspruch nehmen. Anschließend wird
ausgehend von x(t − T ) oder xk−1 das dynamische Modell (1.1) oder (1.3) mit der bereits
bekannten Stellgröße für den Steuerungshorizont [t−T, t] oder [tk−1, tk] integriert, um den
zukünftigen Zustand x(t) oder xk zu prädizieren. Diese (möglichst genaue) Simulation kann
natürlich Rechenzeit in Anspruch nehmen. Anschließend wird die Lösung der dynamischen
Optimierungsaufgabe für den prädizierten Anfangszustand x(t) oder xk berechnet. Diese
Rechnung sollte vor dem Zeitpunkt t bzw. tk abgeschlossen sein. Die Implementierung
wird daher als echtzeitfähig bezeichnet, wenn innerhalb der zur Verfügung stehenden
Abtastzeit T bzw. Tc nacheinander die Auswertung der Messung, die besagte Schätzung,
die besagte Simulation und die Lösung der dynamischen Optimierungsaufgabe berechnet
werden können.

1.3.3 Methoden zur Lösung von Optimalsteuerungsaufgaben
Die Lösung einer dynamischen Optimierungsaufgabe, z. B. (1.15) oder (1.16), stellt meist
eine zentrale Herausforderung bei der echtzeitfähigen Implementierung einer MPC dar.
Ob eine solche Lösung in der zur Verfügung stehenden Zeit gelingt und mit welcher
Methode dies erfolgen soll, hängt auch wesentlich von der Problemformulierung (Wahl
des Gütefunktionals oder der Gütefunktion, Festlegung von Beschränkungen, etc.) ab. Es
werden kurz einige gängige Lösungsstrategien besprochen.

Zeitkontinuierliche Formulierungen müssen im Regelfall in eine zeitdiskrete Formulierung
transformiert werden, um auf einem Rechner implementiert zu werden. Hierbei wird
zwischen direkten und indirekten Verfahren unterschieden:

• Wie in der Vorlesung Optimierung [1.27] ausführlich besprochen, wird die dynamische
Optimierungsaufgabe bei indirekten Verfahren zunächst mittels Variationsrechnung
oder dem Minimumsprinzip von Pontryagin in zeitkontinuierliche Optimalitätsbe-
dingungen in Form eines Randwertproblems umgeschrieben. Das erhaltene Rand-
wertproblem kann meist mit gängigen numerischen Methoden [1.52–1.54], wie z. B.
Einfach-Schießverfahren, Mehrfach-Schießverfahren und Kollokationsverfahren, ge-
löst werden. Gelegentlich ist eine Lösung nicht möglich, z. B. wenn adjungierte
Variablen zufolge von Zustandsbeschränkungen unstetig sind.
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• Bei direkten Verfahren wird die zeitkontinuierliche Optimierungsaufgabe mittels
numerischer Integrationsverfahren [1.52–1.54] direkt diskretisiert. Dies betrifft vor
allem integrale Kostenanteile (vgl. (1.15a)) im Gütefunktional und Nebenbedingun-
gen in Form von Differenzialgleichungen (vgl. (1.15b)). Das Resultat lässt sich im
Allgemeinen in der Form (1.16) darstellen. Werden implizite Zeitintegrationsverfah-
ren verwendet, so ist (1.16b) durch eine implizite Differenzengleichung zu ersetzen.
Die gewählte Diskretisierungsschrittweite sowie die Art der Parametrierung der
Eingangsgröße (vgl. (1.4)) haben einen direkten Einfluss auf die erzielte Genauigkeit
und auf die Dimension der resultierenden zeitdiskreten Optimierungsaufgabe. In
[1.5] wird studiert welche Auswirkungen Diskretisierungsfehler auf die Stabilität und
Konvergenz von MPC haben können.

Zeitdiskrete Formulierungen können (außer bei unendlich langem Prädiktionshorizont)
als finit-dimensionale, statische Optimierungsaufgaben aufgefasst werden. D. h. sie können
in der Form

min
z∈Ro

J(z) (1.103a)

u.B.v. g(z) = 0 (1.103b)
h(z) ≤ 0 (1.103c)

angeschrieben werden. Hierbei hat der Suchraum die Dimension o, J : Ro → R≥0 ist
eine entsprechende Kostenfunktion und alle Beschränkungen sind in g : Ro → Rp und
h : Ro → Rq zusammengefasst.

Zur Lösung der Standardaufgabe (1.103) stehen zahlreiche numerische Algorithmen zur
Verfügung (siehe [1.28–1.39]). Viele wurden auch bereits in der Vorlesung Optimierung
[1.27] besprochen, so dass hier auf eine weitere Vertiefung verzichtet werden kann. Es ver-
bleibt die Frage, wie die zeitdiskrete Optimierungsaufgabe (1.16) bzw. ihre Abwandlungen
(1.33), (1.48) und (1.78) in die Form (1.103) umgeschrieben werden. Nachfolgende aus
[1.5] entnommene Varianten zeigen, dass die Antwort auf diese Frage keineswegs eindeutig
ist.

• Volldiskretisierung: In der Optimierungsaufgabe (1.16) sind die Größen x̃0, x̃1,
. . ., x̃N und ũ0, ũ1, . . ., ũN−1 unbekannt. Es ist daher naheliegend, sie alle im Vektor
der Optimierungsvariablen

z =
[
x̃T

0 x̃T
1 · · · x̃T

N ũT
0 ũT

1 · · · ũT
N−1

]T
(1.104)

zusammenzufassen. Damit hat die Optimierungsaufgabe die Dimension o = (N +
1)l+NM . Die Funktionen J , g und h folgen direkt aus (1.16). Diese Variante hat den
Nachteil, dass sie im Allgemeinen zu einer hochdimensionalen Optimierungsaufgabe
führt. Sie hat den Vorteil, dass Ableitungen von J , g und h bezüglich z, wie sie
oft von numerischen Lösungsverfahren benötigt werden, sehr einfach analytisch
berechnet werden können. Man beachte, dass die unbekannten Zustände x̃n und
die gesuchten Eingangsparameter ũn grundsätzlich mit der gleichen Genauigkeit
bestimmt werden, was insbesondere dann von Bedeutung ist, wenn ein iteratives
Lösungsverfahren in einer MPC Implementierung frühzeitig abgebrochen wird.
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• Unterlagerte Zeitintegration: Diese Variante wird auch Teildiskretisierung oder
reduzierte Diskretisierung genannt [1.55]. Entsprechend (1.16b) lassen sich die
Zustandsgrößen x̃0, x̃1, . . ., x̃N (zumindest formal) als Funktionen der Eingangspa-
rameter ũ0, ũ1, . . ., ũN−1 und des bekannten Anfangszustands xk ausdrücken. D. h.
es existiert eine eindeutige Abbildung[

xT
k ũT

0 ũT
1 · · · ũT

N−1

]T
7→

[
x̃T

0 x̃T
1 · · · x̃T

N

]T
, (1.105)

mit der alle Zustandsvektoren x̃n in (1.16) eliminiert werden können. Wird die
verbleibende Optimierungsaufgabe in die Form (1.103) umgeschrieben, so lauten die
Optimierungsvariablen

z =
[
ũT

0 ũT
1 · · · ũT

N−1

]T
. (1.106)

Damit hat die Optimierungsaufgabe die Dimension o = NM . Die Funktionen J , g
und h folgen wieder direkt aus (1.16), wobei die in (1.105) verwendeten Gleichungs-
beschränkungen (1.16b) nun nicht mehr in g aufzunehmen sind. Diese Variante hat
den Vorteil, dass sie im Allgemeinen zu einer niedrigdimensionalen Optimierungs-
aufgabe führt. Sie hat aber den Nachteil, dass totale Ableitungen von J , g und h
bezüglich z grundsätzlich auch das meist numerisch sensitive Nachdifferenzieren
der Abbildung (1.105) erfordern. Bei der Implementierung von MPC Algorithmen
wird (1.105) oft als unterlagerte Zeitintegrationsroutine realisiert. Daher ist es auch
möglich, die Genauigkeit der Zeitintegration des dynamischen Systems unabhängig
von einer Genauigkeitsanforderung oder einem allfälligen frühzeitigen Abbruch des
iterativen Optimierungsverfahrens (suboptimale MPC) vorzugeben.

• Mehrfach-Schießverfahren: Im Mehrfach-Schießverfahren werden die Grundideen
der Volldiskretisierung und der unterlagerten Zeitintegration vereint. Es werden
daher nicht alle sondern nur einige der unbekannten Zustandsvektoren x̃0, x̃1, . . ., x̃N

zu den Optimierungsvariablen z hinzugenommen. Werden die Zustandsvektoren x̃ni

mit ni ∈ {0, 1, . . . , N} und 0 ≤ n1 < n2 < . . . < nI ≤ N als Optimierungsvariablen
in den Vektor

z =
[
x̃T

n1 x̃T
n2 · · · x̃T

nI
ũT

0 ũT
1 · · · ũT

N−1

]T
(1.107)

aufgenommen, so hat dieser die Dimension o = Il + NM und von den Gleichungsbe-
schränkungen (1.16b) sind nur jene in g aufzunehmen, die auf ihrer linken Seite ein
unbekanntes x̃ni stehen haben.
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2 Zustandsschätzung auf bewegten
Horizonten

In diesem Abschnitt wird die Methode der Zustandsschätzung auf bewegten Horizonten
kurz vorgestellt. Es werden dazu die Bestandteile dieser Schätzmethode und Möglichkeiten
zur Berücksichtigung von Informationen, die vor dem aktuellen Horizont gesammelt
wurden, diskutiert. Abschließend wird eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation
der Methode gegeben und skizziert, wie neben Zuständen auch Systemparameter geschätzt
werden können.

Der Begriff Schätzung auf bewegtem Horizont wird im Englischen oft als moving horizon
estimation (MHE) oder receding horizon estimation bezeichnet. Hier wird der allgemei-
ne Fall der nichtlinearen modellbasierten Zustandsschätzung auf bewegten Horizonten
behandelt. Mit MHE werden die folgenden Vorgehensweisen in Verbindung gebracht:

• Für einen bestimmten Zeithorizont werden der Anfangszustand eines dynamischen
Systems und die auf das System wirkenden Störungen geschätzt.

• Für die Schätzung werden Messwerte des Systemausgangs, ein mathematisches
Modell zur Beschreibung des Systemverhaltens und meist Informationen aus früheren
Schätzungen verwendet. Die Schätzung beruht auf der Minimierung der Diskrepanz
zwischen den Messwerten des Systemausgangs und den mit dem Modell berechneten
Ausgangswerten.

• Im Allgemeinen erfordert diese Schätzung die Lösung einer dynamischen Optimie-
rungsaufgabe.

• Die Schätzung wird zu diskreten Zeitpunkten wiederkehrend durchgeführt.

Die modellbasierte Berechnung des Systemverhaltens und die Formulierung der zu
lösenden Optimierungsaufgabe erfolgt im Allgemeinen für einen Zeithorizont, der in
der Vergangenheit beginnt und zum aktuellen Zeitpunkt endet. Für die wiederkehrende
Schätzung muss dieser Horizont zeitlich fortgeschoben werden.

MHE eignet sich gut zur Zustandsschätzung bei Systemen, die

• Beschränkungen unterworfen sind,

• nichtlinear sind,

• nur selten oder zu unregelmäßigen Zeitpunkten Messungen zulassen und

• Störungen oder Rauschen mit nicht näher spezifizierten stochastischen Eigenschaften
ausgesetzt sind.
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Als potentielle mit MHE verbundene Schwierigkeiten sind zu nennen:

• Die Methode erfordert mitunter einen hohen Rechenaufwand, da eine dynamische
Optimierungsaufgabe gelöst werden muss.

• Die erstmalige Entwicklung und Implementierung des Schätzverfahrens samt ei-
nem Lösungsalgorithmus für die zugehörige dynamische Optimierungsaufgabe kann
aufwendig sein.

Einen Überblick über die Methode und das Forschungsgebiet MHE bieten die Arbeiten
[2.1–2.4]. Darüber hinaus bieten die Beiträge [2.5–2.8] gute Einstiegspunkte in das Thema.
In [2.7, 2.9] wird MHE mit dem Extended Kalman-Filter [2.10] verglichen. Das vorliegende
Skriptum orientiert sich an [2.2, 2.11].

2.1 Bestandteile von MHE
2.1.1 Modell
Zur Beschreibung des Systemverhaltens dient grundsätzlich ein mathematisches Mo-
dell, dessen Eingänge zum Teil Zufallsvariablen sein können. In diesem Abschnitt wird
das folgende zeitvariante zeitdiskrete dynamische Modell in Zustandsraumdarstellung
verwendet:

xk+1 = fk(xk, wk) ∀ k ∈ N0 (2.1a)
yk = hk(xk) + vk ∀ k ∈ N0 . (2.1b)

Hierbei ist k ∈ N0 der Zeitindex, tk ∈ R≥0 die zugehörige Zeit, xk ∈ Rn der exakte System-
zustand, x0 der exakte Anfangszustand, wk ∈ Rp eine Prozessstörung (Prozessrauschen),
vk ∈ Rq eine Messstörung (Messrauschen) und yk ∈ Rq der Messwert des Systemausgangs.
Allfällige zusätzliche Systemeingänge, z. B. Stelleingänge, seien bekannt und bereits in fk

enthalten. Das Modell (2.1) kann aus der Abtastung eines zeitkontinuierlichen dynamischen
Systems hervorgehen, wobei die Abtastzeit variabel sein kann.

Im Allgemeinen entstammen die Störungen wk und vk stationären stochastischen
Prozessen [2.10]. Der Einfachheit halber werden sie hier als unbekannte, beschränkte, mit-
telwertfreie Zufallsvariablen aufgefasst. Auch der Anfangszustand x0 sei eine unbekannte,
beschränkte Zufallsvariable.

Es ist nun zu unterscheiden zwischen den Systemvariablen (xk, wk, vk, yk), den kor-
respondierenden Größen (x̃k, w̃k, ṽk, yk) in einer Schätzaufgabe und deren (optimalen)
Schätzwerten (x̂k, ŵk, v̂k, yk), die als Lösung der Schätzaufgabe von einem Beobachter
bestimmt werden. Diese Variablen und ihre Zusammenhänge sind in Tabelle 2.1 zusam-
mengefasst. Es ist zu beachten, dass die gemessene Ausgangsgröße yk im realen System
und in der Schätzaufgabe identisch ist.

2.1.2 Horizont
In den Abschnitten 2.3 und 2.4 wird erläutert, warum zur Zustandsschätzung im Allge-
meinen nicht die gesamte Information, die in allen in der Vergangenheit aufgetretenen

Vorlesung und Übung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
©A. Steinböck, Institut für Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.1 Bestandteile von MHE Seite 37

Systemvariablen Variablen im
Schätzproblem

Optimale
Schätzwerte

Zustand xk x̃k x̂k

Prozessstörung wk w̃k ŵk

Systemdynamik xk+1 = fk(xk, wk) x̃k+1 = fk(x̃k, w̃k) x̂k+1 = fk(x̂k, ŵk)
Messstörung vk ṽk v̂k

Nominelle Ausgangsgröße hk(xk) hk(x̃k) hk(x̂k)
Gemessene Ausgangsgröße yk = hk(xk)+vk yk = hk(x̃k) + ṽk yk = hk(x̂k)+v̂k

Tabelle 2.1: Variablen des Systems und des Beobachters.

Messwerten yk enthalten ist, exakt ausgenützt werden kann. Aus diesem Grund werden
bei MHE nur Messwerte aus einem Zeithorizont verwendet, der in der Vergangenheit
beginnt, zum aktuellen Zeitpunkt endet und eine finite Länge besitzt. Informationen aus
Messwerten, die vor dem aktuellen Horizont generiert wurden, können aber näherungsweise
in der aktuellen Schätzung berücksichtigt werden. Um neue hinzukommende Messwerte
zu berücksichtigen, wird der Horizont zeitlich fortbewegt und die Schätzung wiederholt.
D. h. mit jedem Abtastschritt wird ein neuer Messwert zur Schätzung hinzugenommen
und der älteste bisher berücksichtigte Messwert verworfen.

Es soll nun N ≥ 1 die Länge des Horizonts und K der aktuelle Zeitindex sein, d. h. tK ist
der aktuelle Zeitpunkt. Es werden die Messwerte yK−N , yK−N+1, . . . , yK−1 zur Schätzung
herangezogen. Sie werden in der Folge yK−N |K−1 = (yK−N , . . . , yK−1) zusammengefasst.
Der aktuelle Messwert yK soll keine Berücksichtigung mehr finden, damit das Zeitintervall
(tK−1, tK) zur Berechnung der Lösung der Schätzaufgabe zur Verfügung steht. Wird unter
Verwendung der Messwerte yK−N |K−1 der Zustand xk geschätzt, so handelt es sich im
Fall k ≥ K strenggenommen um eine Prädiktion, im Fall k = K − 1 um eine Filterung
und im Fall k ∈ {K − N, K − N + 1, . . . , K − 2} um eine Glättung. Die hier vorgestellte
MHE Variante vereint grundsätzlich diese Vorgehensweisen:

Zum Zeitpunkt K werden die Zustandsgröße xK−N und die zu einer Folge zusam-
mengefassten Prozessstörungen wK−N |K−1 = (wK−N , . . . , wK−1) geschätzt. Daraus
können mithilfe von (2.1a) sofort Schätzwerte für die Zustände xK−N+1, xK−N+2,
. . . , xK berechnet werden.

Für eine kompaktere Schreibweise soll nun x̌k(l, xl, wl|k−1) mit l ≤ k die Lösung von (2.1a)
für den Anfangszustand xl zum Zeitpunkt tl und die Störfolge wl|k−1 sein. Im speziellen Fall
l = k sei wl|k−1 eine leere Folge und x̌k(l, xl, wl|k−1) = xl. In ähnlicher Weise wird auch für
die Folge der Messstörungen die abgekürzte Schreibweise vK−N |K−1 = (vK−N , . . . , vK−1)
verwendet.

Wird der MHE Beobachter neu eingeschaltet, so gilt zunächst für die Horizontlänge
N = K, d. h. alle verfügbaren Messwerte werden genützt. Bei MHE wird ab einem gewissen
Zeitindex N festgehalten und es werden fortan nur noch die Messwerte aus einem Horizont
mit fester, finiter Länge N zur Schätzung verwendet.

Vorlesung und Übung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
©A. Steinböck, Institut für Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.1 Bestandteile von MHE Seite 38

2.1.3 Beschränkungen
Bei vielen praktischen Anwendungen sind Stör-, Zustands- oder Ausgangsgrößen be-
schränkt. Hier werden die folgenden Beschränkungen berücksichtigt:

xk ∈ Xk , wk ∈ Wk , vk ∈ Vk , ∀ k ∈ N0 . (2.2)

Hierbei seien Xk, Wk und Vk zeitvariante Mengen, die

Xk ⊆ Rn , 0 ∈ Wk ⊆ Rp , 0 ∈ Vk ⊆ Rq (2.3)

erfüllen. Die Mengen Wk und Vk bieten eine einfache Möglichkeit, die Beschränkheit von
Störungen zu modellieren, die sich z. B. auch in Form von lokal verschwindenden Wahr-
scheinlichkeitsdichten manifestiert. Bei der Interpretation und Festlegung der Menge Xk ist
Sorgfalt angebracht: Anders als ein Regler, kann ein Zustandsschätzer die Einhaltung von
Schranken in der realen Strecke nicht erzwingen. Ist ein realer Systemzustand tatsächlichen
physikalischen Schranken ausgesetzt, so sollten diese impliziert durch das Modell (2.1)
abgebildet sein. Ist dies, z. B. aufgrund von Modellungenauigkeiten, nicht der Fall, so
können solche Schranken durch eine entsprechende Wahl von Xk erzwungen werden. Durch
die Festlegung von Xk können also Modellfehler kompensiert oder Modellvereinfachungen
erzielt werden. Eine falsche Wahl der Schranken Xk kann aber zu (unphysikalischen)
Akausalitäten führen [2.1] oder die Konvergenz von Schätzwerten gegen ihre wahren Werte
verhindern [2.2].

2.1.4 Skalares Gütemaß
Zur Beurteilung der Qualität von Schätzwerten x̃K−N und w̃K−N |K−1 wird ein skalares
Gütemaß der Form

JK|N (x̃K−N , w̃K−N |K−1) = BK−N (x̃K−N ) +
K−1∑

k=K−N

bk(w̃k, ṽk) (2.4)

mit den Funktionen Bk : Rn → R≥0 und bk : Rp × Rq → R≥0 minimiert. Die Anfangs-
kostenfunktion BK−N ≥ 0 enthält bekannte oder zu früheren Zeitpunkten geschätzte
Informationen über den Anfangszustand xK−N . Da von mittelwertfreien Störgrößen aus-
gegangen wird, soll bk(w, v) positiv definit bezüglich beider Argumente w und v sein.
Gemäß Tabelle 2.1 werden die Schätzwerte ṽk für ∀ k = K − N, . . . , K − 1 mittels

ṽk = yk − hk(x̌k(K − N, x̃K−N , w̃K−N |k−1)) (2.5)

berechnet.

2.1.5 Optimierung
Zur Bestimmung der optimalen Schätzgrößen wird die beschränkte statische Optimie-
rungsaufgabe
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(x̂K−N , ŵK−N |K−1) =
arg min

(x̃K−N ,
w̃K−N|K−1)

JK|N (x̃K−N , w̃K−N |K−1) (2.6a)

u.B.v. x̃k+1 = fk(x̃k, w̃k) ∀ k = K − N, . . . , K − 1 (2.6b)
ṽk = yk − hk(x̃k) ∀ k = K − N, . . . , K − 1 (2.6c)
x̃k ∈ Xk ∀ k = K − N, . . . , K (2.6d)
w̃k ∈ Wk , ṽk ∈ Vk , ∀ k = K − N, . . . , K − 1 (2.6e)

gelöst. In ihr sind das dynamische Modell, die Beschränkungen und das skalare Gü-
temaß aus den vorhergehenden Abschnitten zusammengefasst. Der optimale Wert der
Kostenfunktion von (2.6) wird in der Form ĴK|N = JK|N (x̂K−N , ŵK−N |K−1) abgekürzt.

Die Lösung der Optimierungsaufgabe (2.6) ist im Allgemeinen mit hohem numerischen
Aufwand verbunden, was eine der zentralen Herausforderungen bei MHE Beobachtern sein
kann. Da (2.6) strukturell ähnlich zu den bei der modellprädiktiven Regelung auftretenden
Optimierungsproblemen ist, wird auf die in Abschnitt 1 angeführten Literaturverweise für
Lösungsmethoden verwiesen.

2.1.6 Annahmen
Definition 2.1 (Vergleichsfunktionen). Es werden die folgenden Klassen von Funk-
tionen definiert:

K = {σ : R≥0 → R≥0 | σ(0) = 0 und σ ist stetig und streng monoton steigend}
K∞ = {σ ∈ K | limt→∞σ(t) = ∞}

L = {γ : R≥0 → R≥0 | limt→∞γ(t) = 0 und γ ist stetig und nicht steigend}
KL = {β : R≥0 ×R≥0 → R≥0 | β( · , t) ∈ K und β(s, · ) ∈ L}

Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel einer Funktion der Klasse KL.

t

β(s, t)
s

Abbildung 2.1: Beispiel für eine Funktion der Klasse KL.

Es werden die folgenden Annahmen getroffen:

A1) Für jeden beschränkten Zustand xk ∈ Xk und jede beschränkte Störung wk ∈ Wk

besitze (2.1a) eine eindeutige und beschränkte Lösung xk+1. Die Funktion fk ist
Lipschitz-stetig.
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A2) Für jeden beschränkten Zustand xk ∈ Xk und jede beschränkte Störung vk ∈ Vk

besitze (2.1b) eine eindeutige und beschränkte Lösung yk. Die Funktion hk ist stetig.

A3) Die Störungen wk und vk mit k ∈ N0 sind beschränkt und es gilt

lim
k→∞

wk = 0 , lim
k→∞

vk = 0 . (2.7)

Das folgende Lemma ist eine Konsequenz der Annahme A3. Der Beweis dazu findet
sich in [2.12].

Lemma 2.1 (Beschränktheit der Summe von konvergenten Störungen). Ist die
Annahme A3 erfüllt, dann existiert eine Funktion γb ∈ K∞, so dass

∞∑
k=0

γb(||wk||2 + ||vk||2) < ∞ . (2.8)

A4) Der Vektor x̄k soll nun entweder dem bekannten Zustand xk oder einem früher
gefundenen Schätzwert für xk entsprechen. Fortan wird x̄k daher als A-priori-
Schätzung des Zustands xk bezeichnet. Einem MHE Beobachter mit dem Horizont
K − N, . . . , K steht der Wert x̄K−N zur Verfügung, im Allgemeinen jedoch nicht
der tatsächliche Zustand xK−N .

A5) Die Kostenfunktionen Bk und bk aus (2.4) sind stetig und für beliebige x ∈ Rn,
w ∈ Rp und v ∈ Rq durch

γB(||x − x̄k||2) ≤ Bk(x) − Bk(x̄k) ≤ γB(||x − x̄k||2) ∀ k ∈ N0 (2.9a)
γb(||w||2 + ||v||2) ≤ bk(w, v) ≤ γb(||w||2 + ||v||2) ∀ k ∈ N0 (2.9b)

beschränkt, wobei γB, γB, γb, γb ∈ K∞ und γb in Lemma 2.1 definiert wurde.

Aus (2.9a) folgt natürlich Bk(x) ≥ Bk(x̄k), wobei das Gleichheitszeichen nur im Fall
x = x̄k gilt. Bei bekanntem Bk(x) kann x̄k durch Minimierung von Bk( · ) berechnet
werden. Ist die Annahme A3 erfüllt, so folgt aus (2.8) und (2.9b) die Ungleichung

∞∑
k=0

bk(wk, vk) < ∞ . (2.10)

2.2 Stabilität von Zustandsschätzern
Bevor verschiedene Varianten von Zustandsbeobachtern basierend auf der Optimierungs-
aufgabe (2.6) besprochen werden, wird der Begriff der Stabilität des Schätzfehlers in
Anlehnung an [2.2] definiert. Ist das System (2.1) keinen Störungen wk und vk ausgesetzt
und ist der Anfangszustand exakt bekannt, d. h. x̄K−N = xK−N , dann gilt für die optimale
Lösung von (2.6) mit N ≤ K natürlich

x̂K−N = xK−N (2.11a)
ŵK−N |K−1 = (0, . . . , 0) (2.11b)
v̂k = yk − hk(x̌k(K − N, x̂K−N , (0, . . . , 0)) = 0 ∀ k = K − N, . . . , K − 1 (2.11c)
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und ĴK|N = BK−N (xK−N ). Abweichungen von diesem Idealzustand können verschiedene
Ursachen haben:

• Ungenaue Informationen über den Anfangszustand, x̄K−N ̸= xK−N

• Nicht verschwindende Prozessstörungen, wk ̸= 0

• Nicht verschwindende Messstörungen, vk ̸= 0

Die folgenden Stabilitätsdefinitionen klären, wie der Schätzfehler auf derartige Abweichun-
gen reagiert.

Definition 2.2 (Nominell global asymptotisch stabiler Schätzfehler (NGAS)). Eine
Zustandsschätzung für das System (2.1) beginnend zum Zeitpunkt k ≥ 0 ist nominell
global asymptotisch stabil, wenn im Falle von verschwindenden Störungen, d. h. wl = 0
und vl = 0 für ∀ l = k, . . . , K − 1 mit k ≤ K, eine Funktion β( · , · ) ∈ KL existiert,
so dass für beliebige xk, x̄k ∈ Rn gemäß Annahme A4 und für ∀ K ∈ N0

|| x̌K(k, xk, (0, . . . , 0))︸ ︷︷ ︸
= xK

−x̌K(k, x̂k, ŵk|K−1)||2 ≤ β(||xk − x̄k||2, K − k) (2.12)

erfüllt ist.

Definition 2.3 (Robust global asymptotisch stabiler Schätzfehler (RGAS)). Eine
Zustandsschätzung für das System (2.1) beginnend zum Zeitpunkt k ≥ 0 ist robust
global asymptotisch stabil, wenn bei gegebenen Funktionen γB( · ), γb( · ) ∈ K∞ für
jedes ε > 0 ein δ(ε) > 0 existiert, so dass für beliebige xk, x̄k ∈ Rn gemäß Annahme
A4 und beliebige Störungen wl und vl für ∀ l = k, . . . , K − 1, die der Annahme A3
genügen,

γB(||xk−x̄k||2) +
∞∑

l=k

γb(||wl||2 + ||vl||2) ≤ δ(ε) ⇒

|| x̌K(k, xk, wk|K−1)︸ ︷︷ ︸
= xK

−x̌K(k, x̂k, ŵk|K−1)||2 ≤ ε ∀ K ∈ N0
(2.13)

mit K ≥ k erfüllt ist und darüber hinaus

lim
K→∞

(x̌K(k, xk, wk|K−1)︸ ︷︷ ︸
= xK

−x̌K(k, x̂k, ŵk|K−1)) = 0 (2.14)

gilt.

Die Definition 2.3 verlangt also, dass der Beobachtungsfehler beschränkt bleibt und für
K → ∞ gegen 0 konvergiert. Jeder RGAS Schätzer ist auch NGAS.
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2.3 Zustandsschätzung mit vollständiger Information
Wird die Zustandsschätzung mit der Horizontlänge N = K durchgeführt, so spricht man
von Schätzung mit vollständiger Information. Diese Beobachtervariante wird hier kurz
studiert, da sie aus theoretischer Sicht sehr gute Stabilitäts- und Konvergenzeigenschaften
besitzt. Ihr Nachteil ist, dass der Rechenaufwand im Allgemeinen zumindest proportional
zu K und daher ohne Schranken wächst.

Im vorliegenden Abschnitt wird von einer Zustandsschätzung durch Lösen der Optimie-
rungsaufgabe (2.6) mit N = K ausgegangen. Sind das Modell (2.1) und die Beschränkungen
(2.2) bekannt, so sind beim Entwurf des Schätzers lediglich die Kostenfunktionen B0 und
bk für ∀ k = 0, . . . , K − 1 zu wählen.

Es stellt sich nun die Frage für welche Klasse von Systemen der Fehler einer Zustands-
schätzung mit N = K überhaupt stabil sein kann. Ähnlich zur Detektierbarkeit bei linearen
Systemen kann für nichtlineare zeitdiskrete Systeme die Eigenschaft der inkrementellen
Eingangs/Ausgangs-Zustands-Stabilität (siehe [2.11, 2.13]) als notwendige Voraussetzung
für einen stabilen Beobachtungsfehler verwendet werden.

Definition 2.4 (Inkrementelle Eingangs/Ausgangs-Zustands-Stabilität (IIOSS)). Das
System (2.1) ist inkrementell Eingangs/Ausgangs-Zustands-stabil, wenn Funktionen
β( · , · ) ∈ KL und γ1( · ), γ2( · ) ∈ K existieren, so dass für beliebige Anfangszustände
xa, xb zu einem Zeitpunkt k ∈ N≥0, beliebige Störfolgen wa,k|K−1, wb,k|K−1 und für
∀ k ∈ N0 mit k ≤ K

||x̌K(k, xa, wa,k|K−1) − x̌K(k, xb, wb,k|K−1)||2
≤ β(||xa − xb||2, K − k) + γ1

(
max

l=k,...,K−1
{||wa,l − wb,l||2}

)
+ γ2

(
max

l=k,...,K−1
{||hl(x̌l(k, xa, wa,k|l−1)) − hl(x̌l(k, xb, wb,k|l−1))||2}

) (2.15)

gilt.

In dieser Definition steht der Begriff inkrementell für den Vergleich zweier beliebiger
Zustandsfolgen. Die Eingangs/Ausgangs-Zustands-Stabilität (IOSS) [2.13] ist eine schwä-
chere Eigenschaft, betrachtet nur eine einzelne Zustandsfolge und gibt an, wann diese
Zustandsfolge in den Ursprung konvergiert. Für Systeme mit 0 = fk(0, 0) und 0 = hk(0)
impliziert die Eigenschaft IIOSS die Eigenschaft IOSS [2.13]. Die Umkehrung gilt nicht.
Für lineare Systeme sind IIOSS und IOSS äquivalente Eigenschaften.

Lemma 2.2 (Konvergenz des Zustandes von IIOSS-Systemen). Wenn das System
(2.1) die IIOSS-Eigenschaft gemäß Definition 2.4 besitzt sowie für limK→∞(wa,K −
wb,K) = 0 und beliebige Anfangszustände xa, xb zum Zeitpunkt k ∈ N0
limK→∞(hK(x̌K(k, xa, wa,k|K−1)) − hK(x̌K(k, xb, wb,k|K−1))) = 0 mit K ≥ k gilt,
dann folgt daraus

lim
K→∞

(x̌K(k, xa, wa,k|K−1) − x̌K(k, xb, wb,k|K−1)) = 0 . (2.16)
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Aufgabe 2.1. Beweisen Sie Lemma 2.2.

Satz 2.1 (RGAS der Zustandsschätzung mit vollständiger Information). Für ein
System (2.1), das die IIOSS-Eigenschaft besitzt, und Störungen, die der Annahme A3
genügen, führt der Zustandsschätzer (2.6) mit N = K (Schätzung mit vollständiger
Information) und Kostenfunktionen B0 und bk gemäß der Annahme A5 zu einem
robust global asymptotisch stabilen Schätzfehler.

Beweis. Es sei (x̃0, w̃0|∞) = (x0, w0|∞) eine zulässige, wenngleich nicht notwendiger-
weise optimale und bekannte Lösung der Optimierungsaufgabe (2.6) für N = K → ∞.
Aus Lemma 2.1 und der Annahme A5 erhält man

J∞|∞(x̃0,w̃0|∞)

= B0(x0) +
∞∑

k=0
bk(wk, vk) − B0(x̄0) + B0(x̄0)

≤ γB(||x0 − x̄0||2) +
∞∑

k=0
γb(||wk||2 + ||vk||2) + B0(x̄0) = J ,

(2.17)

wobei J eine Konstante ist. Daraus folgt direkt

ĴK|K ≤ J ∀ K ∈ N0 . (2.18)

Diese Beschränktheit des optimalen Gütefunktionswert ĴK|K und die Annahme A5
implizieren die Existenz einer eindeutigen Lösung der Optimierungsaufgabe (2.6) mit
N = K für ∀ K ∈ N0.

Es sei (x̂0, ŵ0|K−1) das zu einem beliebigen Zeitpunkt K gefundene optimale Schät-
zergebnis. Sicher ist dieses Schätzergebnis auch eine zulässige aber im Allgemeinen
nicht optimale Lösung der Optimierungsaufgabe (2.6) mit N = K − 1 zum Zeitpunkt
K − 1. Es gilt daher

JK−1|K−1(x̂0, ŵ0|K−2)
= ĴK|K − bK−1(ŵK−1, yK−1 − hK−1(x̌K−1(0, x̂0, ŵ0|K−2))︸ ︷︷ ︸

= v̂K−1

) (2.19)

und folglich
ĴK|K ≥ ĴK−1|K−1 + bK−1(ŵK−1, v̂K−1) . (2.20)

Gemäß (2.18) und (2.20) ist die Folge (ĴK|K) nach oben durch J beschränkt und
nicht fallend. Aus (2.20), das für beliebige K gilt, folgt daher

lim
K→∞

bK(ŵK , v̂K) = 0 , (2.21)
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was wegen (2.9b) und (2.5)

lim
K→∞

ŵK = 0 (2.22a)

lim
K→∞

v̂K = lim
K→∞

(yK − hK(x̌K(0, x̂0, ŵ0|K−1))) = 0 (2.22b)

impliziert. Weil gemäß Annahme A3 auch

lim
K→∞

wK = 0 (2.23a)

lim
K→∞

vK = lim
K→∞

(yK − hK(x̌K(0, x0, w0|K−1)︸ ︷︷ ︸
= xK

)) = 0 (2.23b)

gilt, erhält man

lim
K→∞

(ŵK − wK) = 0 (2.24a)

lim
K→∞

(hK(x̌K(0, x̂0, ŵ0|K−1)) − hK(xK)) = 0 . (2.24b)

Da das System die IIOSS-Eigenschaft besitzt, ist die Existenz von Funktionen
β( · , · ) ∈ KL und γ1( · ), γ2( · ) ∈ K gesichert, so dass

||x̌K(k, x̂k, ŵk|K−1) − x̌K(k, xk, wk|K−1)︸ ︷︷ ︸
= xK

||2

≤ β(||x̂k − xk||2, K − k) + γ1
(

max
l=k,...,K−1

{||ŵl − wl||2}
)

+ γ2
(

max
l=k,...,K−1

{||hl(x̌l(k, x̂k, ŵk|l−1)) − hl(x̌l(k, xk, wk|l−1)︸ ︷︷ ︸
= xl

)||2}
) (2.25)

für ∀ k, K ∈ N0 mit k ≤ K gilt. Analog zu Lemma 2.2 folgt aus (2.24) und (2.25)

lim
K→∞

(x̌K(k, x̂k, ŵk|K−1) − x̌K(k, xk, wk|K−1)︸ ︷︷ ︸
= xK

) = 0 (2.26)

womit die in (2.14) geforderte Konvergenz des Schätzfehlers gezeigt ist.
Wählt man nun ein festes δ ≥ 0 und fordert J = δ für J aus (2.17), so folgt unter

Berücksichtigung von (2.9a) und B0(x̄0) ≥ 0 aus (2.17) und (2.18), dass

γB(||x0 − x̄0||2) ≤ δ , γB(||x̂0 − x̄0||2) ≤ δ , (2.27)

wobei hier x̂0 der zu einem beliebigen Zeitpunkt K ermittelte optimale Schätzwert des
Anfangszustands x0 ist. Umformung von (2.27) führt mithilfe der Dreiecksungleichung
auf

||x̂0 − x0||2 ≤ γ−1
B (δ) + γ−1

B (δ) , (2.28)
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womit die Beschränktheit des Anfangsschätzfehlers für Schätzungen zu beliebigen
Zeitpunkten K gesichert ist. Mit der Forderung J = δ folgt unter Berücksichtigung
von (2.9b) und B0(x̄0) ≥ 0 aus (2.17) und (2.18) ferner, dass

γb(||wl||2) ≤ δ , γb(||ŵl||2) ≤ δ , ∀ l ∈ N0 (2.29a)
γb(||vl||2) ≤ δ , γb(||v̂l||2) ≤ δ , ∀ l ∈ N0 , (2.29b)

wobei hier ŵl und v̂l die zu einem beliebigen Zeitpunkt K > l berechneten optimalen
Schätzwerte für die Störungen wl und vl sind. Unter Verwendung von (2.5) und der
Dreiecksungleichung lässt sich (2.29) in die Form

||ŵl − wl||2 ≤ γ−1
b (δ) + γ−1

b (δ) ∀ l ∈ N0 (2.30a)
||v̂l − vl||2 = ||hl(x̌l(0, x̂0, ŵ0|l−1)) − hl(xl)||2

≤ γ−1
b (δ) + γ−1

b (δ) ∀ l ∈ N0
(2.30b)

umschreiben. Die Abschätzungen (2.28) und (2.30) können nun gemeinsam mit
k = 0 in (2.25) eingesetzt werden und man erhält unter Berücksichtigung von
β( · , l) ≤ β( · , 0) ∀ l ≥ 0

||x̌K(0, x̂0, ŵ0|K−1) − xK ||2 ≤ β(γ−1
B (δ) + γ−1

B (δ), 0) + γ1(γ−1
b (δ) + γ−1

b (δ))
+ γ2(γ−1

b (δ) + γ−1
b (δ)) ∀ K ∈ N0 ,

(2.31)

wobei K wieder der Zeitpunkt der Schätzung ist. Die gesamte rechte Seite von (2.31)
ist eine K-Funktion in δ und daher nach δ auflösbar. Es existiert also zu jedem
gegebenen ε ≥ 0 ein δ(ε) ≥ 0 wobei δ(0) = 0, so dass

||x̌K(0, x̂0, ŵ0|K−1) − xK ||2 ≤ ε ∀ K ∈ N0 . (2.32)

Damit ist auch die Existenz einer Beziehung δ(ε), die die Erfüllung der Implikation
(2.13) und somit die Beschränktheit des Schätzfehlers sichert, gezeigt.

2.4 Zustandsschätzung auf bewegtem Horizont
Erfolgt zum Zeitindex K eine MHE Zustandsschätzung durch Lösen der Optimierungs-
aufgabe (2.6), so werden Messwerte yK−N |K−1 aus dem aktuellen Zeithorizont K − N ,
. . ., K verwendet. Dieser umfasst N ∈ N0 Abtastintervalle, wobei N eine feste finite Zahl
ist. Im vorliegenden Abschnitt wird nur noch der Fall K > N explizit betrachtet. Im Fall
K ≤ N , also wenn der Beobachter neu eingeschaltet wird, verwendet man einfach die
Zustandsschätzung mit vollständiger Information gemäß Abschnitt 2.3.

Sind das Modell (2.1) und die Beschränkungen (2.2) bekannt, so sind beim Entwurf
des MHE Beobachters lediglich die Horizontlänge N sowie die Kostenfunktionen BK−N

und bk für ∀ k = K − N, . . . , K − 1 zu wählen. Diese Wahl ist natürlich entscheidend für
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die Stabilität und Konvergenz des Schätzfehlers. Ein Vergleich der Gütefunktion

JK|K(x̃0, w̃0|K−1) = B0(x̃0) +
K−1∑
k=0

bk(w̃k, ṽk) (2.33)

aus der Zustandsschätzung mit vollständiger Information mit der Gütefunktion

JK|N (x̃K−N , w̃K−N |K−1) = BK−N (x̃K−N ) +
K−1∑

k=K−N

bk(w̃k, ṽk) (2.34)

für MHE zeigt, dass ein wesentlicher Punkt des Entwurfes die Einbeziehung vergangener
Informationen und Schätzergebnisse in den Anfangskostenterm Bk( · ) (meist mit k =
K − N) ist. Bk(x̃k) soll daher Abweichungen zwischen x̃k und der A-priori-Schätzung x̄k

bestrafen. Weist der Schätzwert x̄k eine hohe (geringe) statistische Zuverlässigkeit auf, so
sollte die Abweichung x̃k − x̄k durch Bk( · ) entsprechend hoch (gering) bestraft werden
[2.8].

2.4.1 Anfangskostenterm für vollständige Information
Eine naheliegende Frage ist nun, wie der Anfangskostenterm Bk( · ) zu wählen ist, damit
der MHE Beobachter und die Zustandsschätzung mit vollständiger Information (siehe
Abschnitt 2.3) die gleichen Ergebnisse liefern. Um diese Frage zu beantworten (siehe [2.8]),
wird zunächst (2.33) in die Form

JK|K(x̃0, w̃0|K−1) = B0(x̃0) +
K−N−1∑

k=0
bk(w̃k, ṽk)︸ ︷︷ ︸

Anfangskostenterm

+
K−1∑

k=K−N

bk(w̃k, ṽk) (2.35)

umgeschrieben. Offensichtlich hängt die letzte Summe in (2.35) nur von x̃K−N , w̃K−N |K−1
und den gegebenen Messwerten yK−N |K−1 ab. Die Unabhängigkeit des Systemverhaltens
im Horizont K −N, . . . , K von Zuständen vor dem Zeitpunkt K −N wird auch als Markov-
Eigenschaft des zugrunde liegenden stochastischen Prozesses bezeichnet. Es kann daher der
als Anfangskostenterm bezeichnete Term in (2.35) in ein separates Optimierungsproblem
als Funktion von x̃K−N ausgelagert werden. Dieses lautet für einen allgemeinen Zeitpunkt
k ∈ N0

ĴB
k|k(x) = min

(x̃0,w̃0|k−1)
Jk|k(x̃0, w̃0|k−1) (2.36a)

u.B.v. x̃l+1 = fl(x̃l, w̃l) ∀ l = 0, . . . , k − 1 (2.36b)
ṽl = yl − hl(x̃l) ∀ l = 0, . . . , k − 1 (2.36c)
x̃l ∈ Xl ∀ l = 0, . . . , k − 1 (2.36d)
w̃l ∈ Wl , ṽl ∈ Vl , ∀ l = 0, . . . , k − 1 (2.36e)
x̃k = x . (2.36f)

Die Funktion ĴB
k|k(x) liefert die minimalen Kosten, die entstehen wenn die Zustandsfol-

ge zum Zeitpunkt k am Punkt x ∈ Xk ankommt. Die Funktion wird daher auch als
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Ankunftskostenterm (Englisch: arrival cost) bezeichnet (vgl. [2.2]). Sie sorgt für die Be-
rücksichtigung von Informationen, die vor dem Zeitpunkt k gesammelt wurden (z. B. die
Messwerte y0|k−1) und daher nicht explizit in einer MHE Optimierungsaufgabe auftreten,
deren Horizont zum Zeitpunkt k beginnt. Der einzige Unterschied zwischen (2.36) und der
ursprünglichen Optimierungsaufgabe (2.6) ist die Endbedingung (2.36f). Offensichtlich
gilt aufgrund von dieser Endbedingung

ĴB
k|k(x) ≥ Ĵk|k ∀ x ∈ Xk, k ∈ N0 . (2.37)

Lemma 2.3 (Bedingung für Äquivalenz zwischen MHE und Zustandsschätzung mit
vollständiger Information). Wenn die MHE Optimierungsaufgabe (2.6) für K ≥ N
unter Verwendung des speziellen Anfangskostenterms

BK−N (x̃K−N ) = ĴB
K−N (x̃K−N ) (2.38)

mit ĴB
K−N ( · ) gemäß (2.36) formuliert und gelöst wird, so stimmt ihre Lösung im

Intervall K −N, . . . , K mit jener der Zustandsschätzung mit vollständiger Information
gemäß Abschnitt 2.3 exakt überein.

Der Beweis dieses Lemmas folgt konstruktiv aus dem Vorangegangen.
Es gilt auch hier, dass x̄K−N durch Minimierung von BK−N ( · ) berechnet werden

kann. Das entspricht einer Lösung der Optimierungsaufgabe (2.36) ohne die Endbe-
dingung (2.36f), was wiederum auf die ursprüngliche Optimierungsaufgabe (2.6) und
x̌K−N (0, x̂0, ŵ0|K−N−1) führt.

Lemma 2.3 zeigt, dass eine MHE Formulierung gefunden werden kann, die zur Zu-
standsschätzung mit vollständiger Information äquivalent ist und daher die gleichen guten
Stabilitäts- und Konvergenzeigenschaften besitzt. Im Allgemeinen ist mit dieser MHE
Formulierung aber auch der Rechenaufwand äquivalent zu jenem der Zustandsschätzung
mit vollständiger Information. Der hohe Rechenaufwand ist dem Anfangskostenterm
(2.38) geschuldet und limitiert den praktischen Nutzen dieser MHE Formulierung. Im
Folgenden werden daher die Stabilitäts- und Konvergenzeigenschaften von MHE Varianten
mit alternativen Anfangskostentermen Bk( · ) untersucht.

2.4.2 Kein Anfangskostenterm
In der MHE Formulierung kann auch einfach auf den Anfangskostenterm BK−N verzichtet
werden, d. h. Bk( · ) = 0 ∀ k ∈ N0 und die Optimierungsaufgabe lautet
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Ĵ0
K|N = min

(x̃K−N ,
w̃K−N|K−1)

JK|N (x̃K−N , w̃K−N |K−1) =
K−1∑

k=K−N

bk(w̃k, ṽk) (2.39a)

u.B.v. x̃k+1 = fk(x̃k, w̃k) ∀ k = K − N, . . . , K − 1 (2.39b)
ṽk = yk − hk(x̃k) ∀ k = K − N, . . . , K − 1 (2.39c)
x̃k ∈ Xk ∀ k = K − N, . . . , K (2.39d)
w̃k ∈ Wk , ṽk ∈ Vk , ∀ k = K − N, . . . , K − 1 . (2.39e)

Allerdings reicht dann die IIOSS-Eigenschaft des Systems (2.1) nicht mehr aus, um
die Existenz eines optimalen MHE Schätzwertes und die (asymptotische) Stabilität des
Schätzfehlers zu garantieren. Wegen der Wahl Bk( · ) = 0 ist die Bedingung (2.9a) aus
Annahme A5 in diesem Abschnitt nicht erfüllbar. Aus diesem Grund ist die Existenz
einer beschränkten optimalen Lösung der MHE Optimierungsaufgabe in diesem Fall nicht
mehr gesichert. Gemäß [2.2] ist die nachfolgend definierte Beobachtbarkeitseigenschaft
des Systems (2.1), welche stärker ist als die IIOSS-Eigenschaft, für die Existenz und
Eindeutigkeit der Lösung von (2.39) hinreichend.

Definition 2.5 (Beobachbarkeit des Anfangszustandes). Der Anfangszustand des
Systems (2.1) ist beobachtbar, wenn eine Zahl N ∈ N und Funktionen γ1( · ), γ2( · ) ∈ K
existieren, so dass für beliebige Anfangszustände xa, xb zum Zeitpunkt K−N , beliebige
Störfolgen wa,K−N |K−1, wb,K−N |K−1 und ∀ K, N ∈ N0 mit K ≥ N ≥ N

||xa − xb||2 ≤ γ1
(

max
k=K−N,...,K−1

{||wa,k − wb,k||2}
)

+ γ2
(

max
k=K−N,...,K−1

{||hk(x̌k(K − N, xa, wa,K−N |k−1))

− hk(x̌k(K − N, xb, wb,K−N |k−1))||2}
) (2.40)

gilt.

Definition 2.6 (Beobachbarkeit des Endzustandes). Der Endzustand des Systems
(2.1) ist beobachtbar, wenn eine Zahl N ∈ N und Funktionen γ̄1( · ), γ̄2( · ) ∈ K
existieren, so dass für beliebige Anfangszustände xa, xb zum Zeitpunkt K − N ,
beliebige Störfolgen wa,K−N |K−1, wb,K−N |K−1 und ∀ K, N ∈ N0 mit K ≥ N ≥ N

||x̌K(K − N,xa, wa,K−N |K−1) − x̌K(K − N, xb, wb,K−N |K−1)||2
≤ γ̄1

(
max

k=K−N,...,K−1
{||wa,k − wb,k||2}

)
+ γ̄2

(
max

k=K−N,...,K−1
{||hk(x̌k(K − N, xa, wa,K−N |k−1))

− hk(x̌k(K − N, xb, wb,K−N |k−1))||2}
)

(2.41)

gilt.
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Bemerkung 2.1. Die Eigenschaft Beobachbarkeit des Anfangszustandes sichert also
bei gleichen Störungen wa,K−N |K−1 = wb,K−N |K−1 und va,K−N |K−1 = vb,K−N |K−1
und gleichen Messwerten ya,K−N |K−1 = yb,K−N |K−1 für ∀ N ≥ N die Äquivalenz
der Anfangszustände, d. h. xa = xb. Die Eigenschaft Beobachbarkeit des Endzu-
standes hingegen sichert bei gleichen Störungen wa,K−N |K−1 = wb,K−N |K−1 und
va,K−N |K−1 = vb,K−N |K−1 und gleichen Messwerten ya,K−N |K−1 = yb,K−N |K−1 für
∀ N ≥ N für beliebige Anfangszustände xa, xb die Äquivalenz der Endzustände, d. h.
x̌K(K − N, xa, wa,K−N |K−1) = x̌K(K − N, xb, wb,K−N |K−1). Wegen der Annahme
A1 über die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion fk impliziert die Beobachbarkeit des
Anfangszustandes die Beobachbarkeit des Endzustandes. Ein Vergleich der Defini-
tionen 2.4 und 2.6 zeigt ferner, dass (abgesehen von der Forderung N ≥ N) die
Beobachbarkeit des Endzustandes die Eigenschaft IIOSS impliziert.

Satz 2.2 (RGAS der MHE Zustandsschätzung ohne Anfangskostenterm). Für ein
System (2.1), dessen Anfangszustand beobachtbar im Sinne der Definition 2.5 ist, mit
Störungen, die der Annahme A3 genügen, führt der MHE Zustandsschätzer (2.39)
(Schätzung ohne Anfangskostenterm) mit festem N und bk gemäß der Annahme A5
zu einem robust global asymptotisch stabilen Schätzfehler.

Beweis. Der Beweis erfolgt ähnlich zum Beweis des Satzes 2.1. Für die Optimierungs-
aufgabe (2.39) sei nun (x̃K−N , w̃K−N |K−1) = (xK−N , wK−N |K−1) eine zulässige,
wenngleich nicht notwendigerweise optimale und bekannte Lösung. Folglich gilt mit
(2.9b) und dem in (2.17) definierten Wert J

K−1∑
k=K−N

γb(||ŵk||2 + ||v̂k||2) ≤ Ĵ0
K|N ≤ JK|N (x̃K−N , w̃K−N |K−1)

=
K−1∑

k=K−N

bk(wk, vk) ≤
K−1∑

k=K−N

γb(||wk||2 + ||vk||2) ≤ J .
(2.42)

Um aus dieser Beschränktheit des optimalen Gütefunktionswertes Ĵ0
K|N auf die

Existenz einer Lösung (x̂K−N , ŵK−N |K−1) der Optimierungsaufgabe (2.39) mit fi-
nitem x̂K−N schließen zu können, wird die Eigenschaft Beobachtbarkeit des An-
fangszustandes benötigt. Unter Verwendung der Annahme A3 folgen aus (2.42) die
Konvergenzresultate

lim
K→∞

Ĵ0
K|N = 0 (2.43a)

lim
K→∞

ŵK−k = 0 ∀ k = 1, . . . , N (2.43b)

lim
K→∞

v̂K−k = lim
K→∞

(yK−k − hK−k(x̌K−k(K − N, x̂K−N , ŵK−N |K−k−1)))

= 0 ∀ k = 1, . . . , N ,
(2.43c)

wobei in (2.43c) wieder (2.5) verwendet wurde. Weil gemäß der Annahme A3 für

Vorlesung und Übung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
©A. Steinböck, Institut für Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.4 Zustandsschätzung auf bewegtem Horizont Seite 50

einen finiten Wert N auch

lim
K→∞

wK−k = 0 ∀ k = 1, . . . , N (2.44a)

lim
K→∞

vK−k = lim
K→∞

(yK−k − hK−k(xK−k)) = 0 ∀ k = 1, . . . , N (2.44b)

gilt, erhält man

lim
K→∞

(ŵK−k − wK−k) = 0 ∀ k = 1, . . . , N (2.45a)

lim
K→∞

(hK−k(x̌K−k(K − N, x̂K−N , ŵK−N |K−k−1)) − hK−k(xK−k))

= 0 ∀ k = 1, . . . , N .
(2.45b)

Da das System die Eigenschaft Beobachtbarkeit des Anfangszustandes besitzt
und diese die Beobachtbarkeit des Endzustandes impliziert, ist die Existenz von
Funktionen γ̄1( · ), γ̄2( · ) ∈ K und einer Zahl N ∈ N gesichert, so dass

||x̌K(K − N, x̂K−N , ŵK−N |K−1) − xK ||2
≤ γ̄1

(
max

k=K−N,...,K−1
{||ŵk − wk||2}

)
+ γ̄2

(
max

k=K−N,...,K−1
{||hk(x̌k(K − N, x̂K−N , ŵK−N |k−1)) − hk(xk)||2}

) (2.46)

für ∀ K, N ∈ N0 mit K ≥ N ≥ N und finitem N gilt. Aus (2.45) und (2.46) folgt für
finites N ≥ N

lim
K→∞

(x̌K(K − N, x̂K−N , ŵK−N |K−1) − xK) = 0 , (2.47)

womit die in (2.14) geforderte Konvergenz des Schätzfehlers gezeigt ist.
Wählt man nun ein festes δ ≥ 0 und fordert J = δ für J aus (2.17) bzw. (2.42), so

folgt in einer zum Beweis des Satzes 2.1 analogen Weise, dass

||ŵk − wk||2 ≤ γ−1
b (δ) + γ−1

b (δ) ∀ k = K − N, . . . , K − 1 (2.48a)
||hk(x̌k(K − N, x̂K−N , ŵK−N |k−1)) − hk(xk)||2 ≤ γ−1

b (δ) + γ−1
b (δ)

∀ k = K − N, . . . , K − 1
(2.48b)

gilt. Einsetzen der Abschätzung (2.48) in (2.46) liefert

||x̌K(K − N, x̂K−N , ŵK−N |K−1) − xK ||2
≤ γ̄1(γ−1

b (δ) + γ−1
b (δ)) + γ̄2(γ−1

b (δ) + γ−1
b (δ))

(2.49)
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für ∀ K, N ∈ N0 mit K ≥ N ≥ N und finitem N . Die gesamte rechte Seite von
(2.49) ist eine K-Funktion in δ und daher nach δ auflösbar. Es existiert also zu jedem
gegebenen ε ≥ 0 ein δ(ε) ≥ 0 wobei δ(0) = 0, so dass

||x̌K(K − N, x̂K−N , ŵK−N |K−1) − xK ||2 ≤ ε (2.50)

für ∀ K, N ∈ N0 mit K ≥ N ≥ N und finitem N . Damit ist auch die Existenz einer
Beziehung δ(ε), die die Erfüllung der Implikation (2.13) und somit die Beschränktheit
des Schätzfehlers sichert, gezeigt.

Nachteilig beim MHE Zustandsbeobachter ohne Anfangskostenterm ist, dass die Strecke
beobachtbar gemäß Definition 2.5 sein muss und dass dies eine möglicherweise große
Mindesthorizontlänge N erfordert. Nachfolgend werden daher Bedingungen für einen von
Null verschiedenen Anfangskostenterm formuliert, so dass diese Beobachtbarkeitsbedingung
nicht mehr erforderlich ist.

2.4.3 Approximation der Ankunftskosten
Der vorliegende Abschnitt beschreibt eine MHE Formulierung mit einem Anfangskosten-
term Bk( · ), der selbst aus der Betrachtung eines finiten mitbewegten Horizonts hervorgeht.
Es wird versucht, die guten Stabilitäts- und Konvergenzeigenschaften der Zustandsschät-
zung mit vollständiger Information (siehe die Abschnitte 2.3 und 2.4.1) zu erreichen und
trotzdem den Rechenaufwand in einem vertretbaren Bereich zu halten.

Es wird zunächst in Anlehnung an den Ankunftskostenterm (2.36) für vollständige
Information, der sogenannte MHE Ankunftskostenterm

ĴB
k|N (x) = min

(x̃k−N ,
w̃k−N|k−1)

Jk|N (x̃k−N , w̃k−N |k−1) (2.51a)

u.B.v. x̃l+1 = fl(x̃l, w̃l) ∀ l = k − N, . . . , k − 1 (2.51b)
ṽl = yl − hl(x̃l) ∀ l = k − N, . . . , k − 1 (2.51c)
x̃l ∈ Xl ∀ l = k − N, . . . , k − 1 (2.51d)
w̃l ∈ Wl , ṽl ∈ Vl , ∀ l = k − N, . . . , k − 1 (2.51e)
x̃k = x (2.51f)

definiert, der den finiten Horizont k − N, . . . , k mit k > N abdeckt. Für die Gütefunktion
gilt in üblicher Art

Jk|N (x̃k−N , w̃k−N |k−1) = Bk−N (x̃k−N ) +
k−1∑

l=k−N

bl(w̃l, ṽl) . (2.52)

Für den Fall k ≤ N wird ĴB
k|N ( · ) = ĴB

k|k( · ) mit ĴB
k|k( · ) gemäß (2.36) verwendet.

Mit rekursiven Definitionen Bk( · ) = ĴB
k|N ( · ), Bk−N ( · ) = ĴB

k−N |N ( · ), . . . würde man
also wieder den Ankunftskostenterm für vollständige Information gemäß (2.36) erhalten.
Es stellt sich daher die Frage, wie die Funktion ĴB

k|N ( · ) sinnvoll durch Bk( · ) approximiert
werden kann. Es kann gezeigt werden (siehe [2.2]), dass für Stabilität und Konvergenz des
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MHE Schätzfehlers die Einhaltung der folgenden Ungleichungen von Bedeutung ist:

ĴB
k|N (x) ≥ Bk(x) ≥ Ĵk|N + γB(||x − x̄k||2) ∀ x ∈ Xk, k > N . (2.53)

Hierbei ist γB( · ) ∈ K∞ die bereits in Annahme A5 verwendete Vergleichsfunktion und

x̄k = arg min
x∈Xk

ĴB
k|N (x) = x̌k(k − N, x̂k−N , ŵk−N |k−1) (2.54)

die A-priori-Schätzung gemäß Annahme A4, wobei (x̂k−N , ŵk−N |k−1) natürlich einfach
die Lösung der ursprünglichen Optimierungsaufgabe (2.6) (ohne die Endgleichungsbe-
schränkung (2.51f)) ist und

Ĵk|N = Bk(x̄k) = min
x∈Xk

ĴB
k|N (x) (2.55)

der zugehörige optimale Gütefunktionswert. Für einen skalaren Zustand x ist in Abbildung
2.2 ein Beispiel für Bk( · ) dargestellt, welches (2.53) bis (2.55) erfüllt.

PSfrag replacements

xx̄k

ĴB
k|N(x)

Bk(x)

Ĵk|N + γ
B

(||x − x̄k||2)
Ĵk|N

Abbildung 2.2: Beispiel für einen möglichen Anfangskostenterm Bk(x), der (2.53) und
(2.55) erfüllt.

Eine Voraussetzung für die Konvergenz der MHE Zustandsschätzung ist die im folgenden
Satz postulierte Beschränktheit des Anfangskostenterms.

Satz 2.3 (Beschränktheit der MHE Gütefunktionswerte). Wird die Ungleichung
(2.53) eingehalten, so gilt

ĴB
k|N (x) ≤ ĴB

k|k(x) , Ĵk|N ≤ Ĵk|k , ∀ x ∈ Xk, k ≥ 0 . (2.56)

Aufgabe 2.2. Beweisen Sie Satz 2.3. Dies gelingt besonders einfach mittels vollständiger
Induktion.

Definition 2.7 (MHE Detektierbarkeit). Das System (2.1) ist MHE detektierbar,
wenn das erweiterte Modell

xk+1 = fk(xk, w1,k) + w2,k ∀ k ∈ N0 (2.57a)
yk = hk(xk) + vk ∀ k ∈ N0 (2.57b)
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mit der erweiterten Prozessstörung wk = [wT
1,k, wT

2,k]T die IIOSS-Eigenschaft gemäß
Definition 2.4 besitzt.

Bemerkung 2.2. Die Eigenschaft MHE Detektierbarkeit ist geringfügig restriktiver als
die Eigenschaft IIOSS aber weniger restriktiv als die Eigenschaft Beobachtbarkeit
des Endzustands gemäß Definition 2.6. Bei vielen IIOSS Systemen tritt bereits die
ursprüngliche Störung wk in (2.1a) nur additiv auf. Diese Systeme sind natürlich
automatisch MHE detektierbar.

Satz 2.4 (RGAS des MHE Zustandsbeobachters mit Approximation der MHE An-
kunftskosten). Für ein System (2.1), das MHE detektierbar im Sinne der Definition
2.7 ist, mit Störungen, die der Annahme A3 genügen, führt der MHE Zustandsschätzer
(2.6) mit festem N sowie einem Anfangskostenterm Bk, der die Ungleichung (2.53)
erfüllt (Schätzung mit Approximation der MHE Ankunftskosten), und einer Kosten-
funktion bk gemäß der Annahme A5 zu einem robust global asymptotisch stabilen
Schätzfehler.

Der Beweis dieses Satzes ist in [2.2] zu finden. Mit der Ungleichung (2.53) kennt man nun
Bedingungen, die der Anfangskostenterm Bk( · ) erfüllen muss, um einen RGAS Beobachter
zu erhalten. Der tatsächliche Entwurf der Funktion Bk( · ) bleibt aber eine anspruchsvolle
Aufgabe [2.2].

2.5 Maximum-a-posteriori Zustandsschätzung
Wird das System (2.1) als stochastischer Prozess aufgefasst, so liefert die Wahrschein-
lichkeitstheorie konkrete Hinweise auf eine sinnvolle Wahl der Funktionen Bk( · ) und
bk( · , · ). Sind bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen bekannt, so kann mit dem
Maximum-a-posteriori (MAP) Schätzer sogar ein optimaler Beobachter konstruiert werden.
Die nachfolgenden Ausführungen basieren zum Teil auf [2.7, 2.14]. Einige Grundlagen der
Stochastik wurden auch bereits in der Vorlesung Regelungssysteme 1 [2.10] besprochen.
Zunächst wird der Begriff des Modalwerts definiert:

Definition 2.8 (Modalwert einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion). Für eine stetige
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion Pz(z) ist der Modalwert ẑ definiert als

ẑ = arg max
z

Pz(z) . (2.58)

Bei der Realisierung einer Zufallsvariable z tritt also der Modalwert ẑ mit der höchsten
Wahrscheinlichkeit auf. Man beachte, dass (2.58) immer eine Lösung besitzt, diese muss
aber nicht eindeutig sein.

Gemäß dem Modell (2.1) liegen statistische Zusammenhänge zwischen den Messgrößen
y0|K−1 und den unbekannten Größen x0 und w0|K−1 vor. Für das Schätzproblem mit
vollständiger Information können diese Zusammenhänge durch die bedingte Wahrschein-
lichkeitsdichte

P (x0, w0|K−1|y0|K−1) (2.59)
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beschrieben werden.
Definition 2.9 (Maximum-a-posteriori (MAP) Zustandsschätzer). Ein MAP Zu-
standsschätzer für das System (2.1) liefert für gegebene Messwerte y0|K−1, d. h. bei
Berücksichtigung der vollständigen Information, als Schätzwert für die unbekannten
Größen x0 und w0|K−1 zum Zeitpunkt K ∈ N0 den Modalwert

(x̂0, ŵ0|K−1) = arg max
(x̃0,w̃0|K−1)

P (x̃0, w̃0|K−1|y0|K−1) . (2.60)

Diese Optimierungsaufgabe kann um die Beschränkungen (2.2) erweitert werden. Derartige
Beschränkungen können aber auch bereits in der Formulierung von (2.59) berücksichtigt
werden, indem die Wahrscheinlichkeitsdichte für nicht zulässige Werte auf Null gesetzt
wird. Der Einfachheit halber wird in diesem Abschnitt auf Beschränkungen der Art (2.2)
verzichtet.

Im nächsten Schritt soll die bedingte Wahrscheinlichkeitdichte (2.59) konkreter formuliert
werden. Da es sich bei x0 und w0|K−1 um stochastisch unabhängige Zufallsvariablen
handelt, gilt

P (x0, w0|K−1) = Px0(x0)
K−1∏
k=0

Pwk
(wk) . (2.61)

Berücksichtigt man (2.1) und die stochastische Unabhängigkeit der Zufallsvariablen v0|K−1,
so folgt für die bedingte Wahrscheinlichkeit der Messgrößen

P (y0|K−1|x0, w0|K−1) =
K−1∏
k=0

Pvk
(yk − hk(x̌k(0, x0, w0|k−1))) =

K−1∏
k=0

Pvk
(vk) . (2.62)

Mit dem Satz von Bayes folgt aus (2.61) und (2.62) die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte

P (x0, w0|K−1|y0|K−1) =
P (y0|K−1|x0, w0|K−1)P (x0, w0|K−1)

P (y0|K−1)

= Px0(x0) ∏K−1
k=0 Pwk

(wk)Pvk
(vk)

P (y0|K−1) ,
(2.63)

welche direkt in das Schätzgesetz (2.60) eingesetzt werden könnte. Berücksichtigt man
(2.1b), die Monotonizität der Logarithmusfunktion ln( · ) und dass für gegebene Messwerte
y0|K−1 der Nenner von (2.63) eine feste Zahl ist, so kann die vereinfachte Optimierungs-
aufgabe

(x̂0, ŵ0|K−1) = arg min
(x̃0,w̃0|K−1)

(
B0(x̃0) +

K−1∑
k=0

bk(w̃k, yk − hk(x̌k(0, x̃0, w̃0|k−1)))
)

(2.64)

mit den Kostenfunktionen

B0(x̃0) = − ln(Px0(x̃0)) (2.65a)
bk(w̃k, ṽk) = − ln(Pwk

(w̃k)) − ln(Pvk
(ṽk)) (2.65b)
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formuliert werden. Offensichtlich liefert sie das gleiche Ergebnis wie (2.60).
Da (2.64) der ursprünglichen Optimierungsaufgabe (2.6) (ohne Beschränkungen) mit

N = K für die Zustandsschätzung mit vollständiger Information entspricht, ist mit (2.65)
die aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht optimale Formulierung der Kostenfunktionen
B0( · ) und bk( · , · ) gefunden.

Analog zu Definition 2.9 kann natürlich sofort ein MHE MAP Zustandsschätzer
formuliert werden. Es tritt dann statt (2.59) die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte
P (xK−N , wK−N |K−1|yK−N |K−1) mit K > N und festem N auf. Bei der Formulierung
der Wahrscheinlichkeitsdichte von xK−N sind bei Verwertung der vollständigen Infor-
mation auch die Messwerte y0|K−N−1 zu berücksichtigen. In diesem Fall lautet die der
Optimierungsaufgabe zugrunde liegende bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte also

P (xK−N , wK−N |K−1|y0|K−1)
= P (xK−N |y0|K−N−1)P (wK−N |K−1|xK−N , yK−N |K−1) .

(2.66)

Die hier vorgenommene Aufspaltung in zwei Faktoren ist wegen der Markov-Eigenschaft
des stochastischen Prozesses zulässig.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte P (xK−N |y0|K−N−1) modelliert alle Informationen, die vor
dem Zeitpunkt K−N gesammelt wurden. Sie kann gemäß dem Satz der totalen Wahrschein-
lichkeit durch Integration der Wahrscheinlichkeitsdichte P (x0, w0|K−N−1|y0|K−N−1) über
die Variablen x0, w0, w1, . . ., wK−N−1 unter Berücksichtigung der Bedingung xK−N =
x̌K−N (0, x0, w0|K−N−1) berechnet werden. Natürlich korrespondiert P (xK−N |y0|K−N−1)
mit dem Ankunftskostenterm (2.36) für vollständige Information. In vielen praktischen
Fällen wird man aufgrund des Rechenaufwands P (xK−N |y0|K−N−1) durch eine leich-
ter berechenbare Approximation ersetzen. Wird z. B. von einer gleichverteilten Zufalls-
variable xK−N ohne Berücksichtigung der Messwerte y0|K−N−1 ausgegangen, so ist
P (xK−N |y0|K−N−1) konstant bezüglich all seiner Argumente und man erhält eine MHE
Zustandsschätzung ohne Anfangskostenterm (vgl. Abschnitt 2.4.2). In [2.15] werden ver-
schiedene weitere Möglichkeiten zur Approximation von P (xK−N |y0|K−N−1) mittels Filter
(extended Kalman-Filter, unscented Kalman-Filter, Partikelfilter, etc.), die entlang der
mit MHE geschätzten Folge x̂0, x̂1, . . ., x̂K−N mitgerechnet werden, vorgestellt.

Fasst man nun für gegebene, feste Messwerte y0|K−N−1 den Zustand xK−N als Zufalls-
variable mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

PxK−N (xK−N ) = P (xK−N |y0|K−N−1) (2.67)

auf, so erhält man in völlig analoger Weise zur Herleitung von (2.64)

(x̂K−N , ŵK−N |K−1)

= arg min
(x̃K−N ,

w̃K−N|K−1)

(
BK−N (x̃K−N )

+
K−1∑

k=K−N

bk(w̃k, yk − hk(x̌k(K − N, x̃K−N , w̃K−N |k−1)))
) (2.68)

mit den aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht optimalen Kostenfunktionen
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Bk(x̃k) = − ln(Pxk
(x̃k)) = − ln(P (x̃k|y0|k−1)) (2.69a)

bk(w̃k, ṽk) = − ln(Pwk
(w̃k)) − ln(Pvk

(ṽk)) . (2.69b)

2.6 Zustands- und Parameterschätzung
In vielen Aufgabenstellungen sollen nicht nur die Systemzustände xk sondern auch unbe-
kannte Systemparameter ρ ∈ R ⊆ Rr geschätzt werden [2.3, 2.16], wobei R die Menge
der zulässigen Systemparameter ist. Nachfolgend wird skizziert, wie dies mit den bisher in
diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren einfach möglich ist.

Ist bekannt, dass die Parameter ρ zumindest innerhalb des Schätzhorizonts K−N, . . . , K
konstant sind, so kann das Modell (2.1) in der Form

xk+1 = fk(xk, wk, ρ) ∀ k ∈ N0 (2.70a)
yk = hk(xk, ρ) + vk ∀ k ∈ N0 (2.70b)

angeschrieben werden. Zusätzlich zu x̃K−N und w̃K−N |K−1 wird dann in der Optimierungs-
aufgabe ρ̃ ∈ R als (beschränkte) Optimierungsvariable verwendet. Die Kostenfunktionen
Bk und bk sind entsprechend anzupassen. Mit jedem Aufruf des MHE Schätzers wird ein
neuer Schätzwert ρ̂ für ρ ermittelt.

Ist hingegen bekannt, dass die Parameter ρ einer (zumeist langsamen) Dynamik un-
terliegen und ist die Länge N des Schätzhorizonts so groß, dass dynamische Änderungen
von ρ relevant sein können, so kann ρk ∈ Rk ⊆ Rr als weiterer Systemzustand aufgefasst
werden und das Modell (2.70) in die Form

xk+1 = fk(xk, wk, ρk) ∀ k ∈ N0 (2.71a)
ρk+1 = gk(xk, wk, ρk) ∀ k ∈ N0 (2.71b)

yk = hk(xk, ρk) + vk ∀ k ∈ N0 (2.71c)

umgeschrieben werden. Die Funktion gk ist nun entweder ein bekanntes Modell der
Parameteränderungen oder, falls ein solches nicht vorhanden ist, ein random-walk Modell
der Form

gk(xk, wk, ρk) = ρk + wρ
k (2.72)

mit zufälligen Störungen wρ
k, die Teil der Prozessstörung wk sind. Je nach Art der

Parameteränderungen kann wρ
k stark beschränkt oder in der Kostenfunktion bk stark

bestraft werden.
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