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3 Optimierungsbasierte Schatzung

3.1 Parameterschatzung fiir ein lineares Modell

3.1.1 Der regulare Fall

Von einem System sind die zu einem Vektor zusammengefassten Ausgangswerte y € R™
(z. B. aus Messungen) verfiigbar. Fiir sie wird ein lineares Modell der Form

y=Sp+v (3.1)
mit unbekannten Systemparametern p € R” angenommen. Hierbei ist die deterministische
spaltenreguldre Matrix S € R"™*" (Datenmatrix) bekannt und v ist eine stochastische
Storung (Zufallszahl) mit Erwartungswert E(v) = 0 und bekannter, symmetrischer, positiv
definierter Kovarianzmatrix E(vvl) = Q > 0. Die Verteilung von v kann beliebig und
unbekannt sein. Natiirlich kann sich die Abbildung (3.1) aus Messungen des Ausgangs
eines linearen dynamischen Systems ergeben (siche dazu die Beispiele 3.1 und 3.2 am
Ende dieses Abschnitts). Der Vektor p konnte dann neben Systemparametern auch den
unbekannten Anfangszustand des Systems enthalten.

Der nun folgende Entwurf eines optimalen Schétzers ist an [3.1] angelehnt. Alternative
Herleitungen finden sich in [3.2-3.4]. Die unbekannten Parameter p sollen von einem
linearen Schatzer der Form

p =Ky (32)

mit einer noch zu bestimmenden Matrix K € R™ "™ erwartungstreu und mit minimaler
Varianz des Parameterschéitzfehlers geschétzt werden. Es soll also

E() =p (3.3)

gelten und die Summe der Einzelvarianzen
>_E((: = p:)*) =B (Ip - pl3) =spur (E((B—p)(®—P)")) (3.4)
i=1
soll minimal sein. Wegen
E(p) = E(Ky) = E(K(Sp + v)) = K(Sp + E(v)) = KSp (3.5)

muss fiir die Erwartungstreue des Schétzers

KS=E (3.6)
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3.1 Parameterschitzung fiir ein lineares Modell Seite 60

erfiillt sein. Beriicksichtigt man dies in (3.4), so folgt

E(Ip—pl3) =E(K(Sp+v)—pl3) =E(Kv[3) =E (v'K'Kv)
= E (spur (Kvv'K")) = spur (KQK™) = Z Ki;QrKy, = (KQ) : K (3.7)
irjik

mit K = [Kj], Q = [Q;;] und dem doppelt verjiingenden Produkt A : B =37, ; A;;B;;
zweier Matrizen A und B. Zur Bestimmung von K wird daher die Optimierungsaufga-
be

min (KQ) : K (3.8a)
KERnXm
u.B.v. KS-E=0 (3.8b)

formuliert. Die zugehorige Lagrangefunktion
LK,A)=(KQ): K+ (KS—E): A

=3 KijQiuKin + Y KijSjulin — > 0ijAsj (3.9)
ik ik i

mit S = [S;;], den Lagrange-Multiplikatoren A = [A;;] und dem Kronecker-Symbol

1 firi—
5ij = =y (3.10)
0 fiiri#y

fithrt auf die KKT-Bedingungen (erster Ordnung)

OL(K, A N

ah) > (QuKir + KirQuj) + D Sjphix =0 Vi, j (3.11a)
8Kl-j - -

OL(K, A) N

“oh, %:Kikskj ~6;=0 Vi,j . (3.11b)

In Matrixschreibweise lauten diese

OL(K,A) -

oK = 2KQ+AsT=0 (3.12a)
OL(K,A) B

—oh =KS-E=o0. (3.12b)

Wird (3.12a) rechtsseitig mit Q'S multipliziert, so ergibt sich unter Verwendung von
(3.12b)
A=-28TQ71s)!. (3.13)

Nach Einsetzen in (3.12a) folgt daher

K= (sTQ!'s)"'sTqQ!. (3.14)
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3.1 Parameterschitzung fiir ein lineares Modell Seite 61

Zum Nachweis der strikten Optifnalit'alt von K geméaf (3.14) muss noch gezeigt werden,
dass jede andere Matrix K, die K # K und die Nebenbedingung (3.8b) erfiillt, zu einem
schlechteren Kostenfunktionswert (3.8a) fihrt. Dieser Nachweis folgt unter Beachtung
der Identititen (KQ) : K = spur(KQK?'), KS = E, Q > 0, K # K und KQK" =
(STQ~'S)~! aus der Ungleichung
0 < spur (K - K)Q(K — K)1)
= spur (KQK") — 2spur (KQK™) + spur (KQK™)
spur (KQK™) — 2spur ((STQ7!'S)"'STQ'QK™) + spur (KQK™) (3.15)
E

= spur (KQK") — spur (KQK") .
Der optimale lineare erwartungstreue Schéitzer lautet also

p=(STQ's)"'sTQ 'y (3.16)
Er wird auch als BLUE (best linear unbiased estimator) oder Gauf-Markov-Schdatzer
bezeichnet. Geniigt v auflerdem einer Normalverteilung, so kann gezeigt werden, dass es
im Sinne des Minimum-Varianz-Kriteriums keinen besseren (linearen oder nichtlinearen)
erwartungstreuen Schétzer als (3.16) gibt [3.1, 3.5].
Mit dem Schétzer (3.16) lautet die Kovarianzmatrix des Parameterschétzfehlers

E((p-p)(p-p)")=KQK"=(8"Q'S)"'>0. (3.17)

Sie vergrofiert sich also tendenziell mit wachsenden Werten fiir Q und sie verkleinert sich
tendenziell mit wachsenden Werten fiir S und m (Anzahl der Messwerte). Ihre positive
Definitheit folgt aus der Zeilenregularitit von K und der Regularitdt von Q.

Aufgabe 3.1 (Gewichtete lineare Least-Squares Methode). Zeigen Sie, dass (3.16) die
eindeutige Losung p* des quadratischen Optimierungsproblems

min (Sp-y)'Q ' (Sp—y) (3.18)
PER
ist, welche auch als gewichtete lineare Least-Squares Methode oder gewichtete lineare
Regression bezeichnet wird. Berechnen Sie auch die Hessematrix der Kostenfunktion in
(3.18) und vergleichen Sie diese mit der Kovarianzmatrix des Parameterschétzfehlers
geméaB (3.17).

Beispiel 3.1 (Anfangszustand eines autonomen, zeitdiskreten LTI-Systems). Es soll
basierend auf gemessenen Ausgangswerten yi mit £ =0,1,..., N —1 ein BLUE Schét-
zer fiir den Anfangszustand xg des autonomen, zeitdiskreten, linearen, zeitinvarianten
Systems

Xpi1 = Axg (3.19a)
Yi = Cxp + vy (3.19b)
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3.1 Parameterschitzung fiir ein lineares Modell Seite 62

entworfen werden. Die zufélligen Messstorungen vy sind durch
E(vi) =0, E(viv)) = Qudy; (3.20)

mit Qg > 0 charakterisiert.
Fir die Zustandsfolge ergibt sich die Lésung

xp = APxq (3.21)

so dass flir den Ausgang
Vi = CAkXO + Vi (322)

folgt. Werden alle gemessenen Ausgangswerte in einem Vektor assembliert, so ergibt
sich

Yo C Vo
Y1 CA Vi
) = ) xg + ) . (3.23)
YN-1 CAN-! VN-1
——— —_—— ——
y S v

Mit p = x¢ und der Blockdiagonalmatrix

Qo 0
(3.24)

o
|

0 Qn-1

entspricht dies natiirlich genau dem linearen Modell (3.1). Der Anfangszustand xg
kann daher mit dem BLUE Schétzer (3.16) geschétzt werden, wenn S spaltenregulir
ist. Ob dies der Fall ist, hdngt auch von NV, also der Anzahl der verfiigbaren Messungen
ab. Einsetzen von S und Q in (3.16) und Ausmultiplizieren liefern

N-1
%0 =G 'Y (AN CTQ; 'y (3.25)
k=0
mit der Abkiirzung
N—-1
G=) (ATFCTqQ,'CAF. (3.26)
k=0

G wird (insbesondere fir Qi = E) als Gramsche Matriz (observability Gramian)
bezeichnet. Thre Regularitét ist eine Voraussetzung fiir die eindeutige Schéitzbarkeit
(vollstéandige Beobachtbarkeit) von x¢. Fiir die Kovarianzmatrix des Parameterschétz-
fehlers gilt geméf (3.17)

E ((%0 — %0)(%0 —x0)T) =G ' >0. (3.27)
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Beispiel 3.2 (Anfangszustand eines autonomen, zeitkontinuierlichen LTI-Systems).
Analog zu Beispiel 3.1 soll nun der zeitkontinuierliche Fall betrachtet werden. Es wird
basierend auf gemessenen Ausgangswerten y(¢) mit ¢ € [0,7] ein BLUE Schétzer fiir
den Anfangszustand xg des autonomen, zeitkontinuierlichen, linearen, zeitinvarianten
Systems

x(t) = Ax(t) , x(0) = xo (3.28a)
y(t) = Cx(t) + v(t) (3.28b)

entworfen. Die zufilligen Messstérungen v(t) sind durch
E(v()) =0,  E(v(Hv' (1) =Qt)s(t— ) (3.29)

mit Q(¢) > 0 und der Dirac Delta-Funktion §(¢) charakterisiert.
Fiir die Zustandstrajektorie ergibt sich die Losung

x(t) = exp(At)xg , (3.30)
so dass fiir den Ausgang
y(t) = Cexp(At)xg + v(t) (3.31)

folgt.

Anders als in Beispiel 3.1 kénnen nun nicht alle gemessenen Ausgangswerte y(t)
mit ¢ € [0, 7] in einem gemeinsamen Vektor assembliert werden. Es wird daher analog
zum finit-dimensionalen Schétzerentwurf (3.16) ein neuer linearer Schétzer fiir xg
entwickelt. Allgemein kann dazu die lineare Abbildung

%0 = /O " Ky dt (3.32)

mit der noch unbekannten Matrix K(¢) angesetzt werden. Damit dieser Schétzer
erwartungstreu ist, muss

T
E(%o) = E( /0 K(t)(C exp(At)xo + v(t)) dt)

T (3.33)
= /0 K(t)Cexp(At)dtxo = xg

E

erfiillt sein. Fiir die Kovarianzmatrix des Schéatzfehlers Xg — x¢ gilt unter Beriicksich-
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3.1 Parameterschitzung fiir ein lineares Modell Seite 64

tigung von (3.29) und (3.33)
E((%0 — %0) (%0 — x0)")
_E ((/OT K(£)(C exp(At)xo + v(1)) dt — x())
( /0 UK () (Cexp(Ar)xo + v(r)) dr — xo) T)
_E ( /0 CK(v(n) /O LT KT () dT) (3.34)
s ( / ! / K (v (v (K () dr dt)
T OT "
- /0 /0 K(t) E(v(t)vT (7))KT(r) dr dt
_ /OTK(t)Q(t)KT(t) dt .

Fiir die aufsummierten Einzelvarianzen der Schétzfehler Xy — xq ergibt sich damit
E((%0 — x0)" (%0 — x0)) = E(spur((%o — x0)(%0 — %0)"))

3.35
_/ spur(K(£) QK (¢ ))dt:/OT(K(t)Q(t)):K(t)dt. (3:35)

Der Schétzer soll diesen Wert minimieren. Zur Bestimmung von K(¢) muss daher die
dynamische Optimierungsaufgabe

) T
min /0 (K(H)Q(1)) : K(1) dt (3.36a)
wB.v. Z(t) = K(t)Cexp(At) (3.36b)
Z(0)=0 (3.36¢)
Z(T)=E (3.36d)

gelost werden, wobei die durch (3.33) definierten isoperimetrischen Beschrankun-
gen durch das Randwertproblem (3.36b)-(3.36d) ersetzt wurden. Die zugehorige
Hamiltonfunktion lautet

H(t,Z,K,A) = (KOQ®)) : K(t) + (K(t)Cexp(At)) : At),  (3.37)
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so dass sich die Optimalitatsbedingungen (erster Ordnung)

Z(t) = gf = K(t)Cexp(At) (3.38a)
A(t) = —ZIZ =0 (3.38b)
0= gfé = 2K(t)Q(t) + A(t) exp(ATH)CT (3.38c¢)
ergeben. Daraus folgt
A(t) = konst. = A (3.39a)
K(t) = —%Aexp(ATt)CTQ’l(t) (3.39b)

Einsetzen von (3.39b) in (3.33) fihrt auf

~1
T
A=—2 ( / exp(ATHCTQ ™ (1)C exp(At) dt) (3.40)
0
und schliefllich den Schétzer
T
%0 =G ! / exp(ATHCTQ L (t)y(t) dt (3.41)
0
mit der Abkiirzung
T
G = exp(ATt)CTQ 1 (t)Cexp(At)dt . (3.42)
0

G ist (insbesondere fir Q(¢) = E) auch als Gramsche Matriz (observability Gramian)
bekannt. Thre Regularitét ist eine Voraussetzung fiir die eindeutige Schatzbarkeit
(vollsténdige Beobachtbarkeit) von xg. Einsetzen von (3.39b) und (3.40) in (3.34)
liefert fiir die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers

E ((%0 — x0) (%0 —x0)T) =G 1 >0. (3.43)

3.1.2 Der Fall einer nicht spaltenregularen Datenmatrix

Ist im Modell (3.1) die Datenmatrix S € R™*" nicht spaltenreguldr, so existiert fiir die
unbekannten Parameter p kein linearer erwartungstreuer Schétzer, da die Bedingung (3.6)
nicht erfiillbar ist. In diesem Fall liegt eine Redundanz der Parameter p im Modellansatz
(3.1) vor. Diese Redundanz auflert sich dadurch, dass unterschiedliche Parameterwerte
pP1 # p2 zu gleichen Erwartungswerten Sp; = Spe des Systemausgangs y fiihren kénnen.
Es gilt dann

S(p1 —p2) =0 (3.44)
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3.1 Parameterschitzung fiir ein lineares Modell Seite 66

und p; und po sind am Ausgang nicht unterscheidbar. Eine Moéglichkeit dieses Problem
zu umgehen ist eine gednderte Wahl des Modells (3.1), so dass die Datenmatrix S
spaltenregular ist. Eine zweite Moglichkeit mit dem Problem umzugehen besteht darin,
nicht die Werte von p selbst, sondern die Werte einer linearen Abbildung Tp von p mit T €
R*™ zu schéitzen. Geméa$ (3.44) sind alle Parameterwerte im Kern(S) der Matrix S nicht
unterscheidbar und daher nicht erwartungstreu schiitzbar. Da R™ = Kern(S) @ Bild(ST)
gilt, sind im Umkehrschluss Parameterwerte genau dann erwartungstreu schétzbar, wenn
sie im Bild(S™) liegen. Folglich stellen die Einschriinkungen

Kern(S) C Kern(T) (3.45a)
Bild(T") C Bild(S™) (3.45b)

fiir die Wahl von T die erwartungstreue Schéitzbarkeit der Werte von Tp sicher. Im
néchsten Schritt soll daher ein linearer Schétzer

Tp = Ky (3.46)
fiir die Werte von Tp mit gegebenem T geméif (3.45) entworfen werden, der erwartungstreu
ist und minimale Varianz des Schétzfehlers erreicht. Fir Erwartungstreue muss wegen
E(Tp) = KSp die Bedingung

KS=T (3.47)

erfiillt sein. Sie kann, wie es sein muss, nur erfiillt werden, wenn (3.45b) gilt. Unter Beriick-
sichtigung von (3.47) gilt fiir die Varianz des Schétzfehlers (Summe der Einzelvarianzen)

E (| Tp - Tp|;) = spur (KQK") = (KQ) : K . (3.48)

Zur Bestimmung von K ist daher die Optimierungsaufgabe

min (KQ) : K (3.49a)
KEROXm
u.B.v. KS-T=0 (3.49b)

zu lésen. Es ist zu beachten, dass hier die Nebenbedingungen (3.49b) wegen der fehlenden
Spaltenregularitat von S nicht funktional unabhéngig sind, d.h. die LICQ Bedingung
ist nicht erfiillt. Folglich kénnen Lagrange-Multiplikatoren aus den KKT-Bedingungen
zwar berechnet werden, aber sie sind nicht eindeutig. Abgesehen davon kann die optimale
Losung von (3.49) analog zu Abschnitt 3.1.1 berechnet werden und lautet

K =T(sTQ!s)'sTqQ !, (3.50)

wobei (-)t die Pseudoinverse einer Matrix liefert'. Der optimale lineare erwartungstreue
Schéatzer lautet also

'Die Pseudoinverse (Moore-Penrose-Inverse) AT € R™ ™ einer Matrix A € R™*" ist durch die Bedin-
gungen

AATA=A, ATAAT=AT, (AANHT=AAT, (ATA)T=ATA
definiert. Die Pseudoinverse kann mit Hilfe der Singulé&rwertzerlegung berechnet werden. Fiir m > n

lautet diese
A=UxVv"
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Tp =T(S'Q's)'sTQ 'y (3.51)
und fiir die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers gilt
E ((Tp — Tp)(Tp — Tp)") = KQK" = T(s"Q"'s)'T" . (3.52)

Sie ist fiir zeilenreguldres T positiv definit.

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass der Schétzer (3.51) erwartungstreu ist und unter allen
linearen erwartungstreuen Schéitzern die minimale Varianz des Schétzfehlers erreicht.

Aufgabe 3.3 (Gewichtete lineare Least-Squares Methode bei nicht spaltenregulirer
Datenmatrix). Zeigen Sie, dass (3.51) dem Ausdruck

T arg min (Sp —y)'Q ' (Sp —y) (3.53)
pPER™

entspricht, also dass T‘B = Tp* gilt, wobei p* die Losung des quadratischen Optimie-
rungsproblems in (3.53) ist. Untersuchen Sie auch die Eindeutigkeit dieser Losung.
Berechnen Sie ferner die Hessematrix zu diesem Optimierungsproblem und vergleichen
Sie diese mit der Kovarianzmatrix des Schétzfehlers gemafl (3.52).

Losung von Aufgabe 3.3. Das Optimierungsproblem in (3.53) kann in die Form

min p'STQISp-2y'Q Sp+y' Qly (3.54)
p

umgeschrieben werden. Die zugehorige Hessematrix lautet daher STQ™'S. Sie ist
positiv semidefinit, da S nicht spaltenregulér ist. Folglich kann die Losung von (3.54)
nicht eindeutig sein. Optimale Losungen existieren aber sicher, da

Kern(STQ™!S) C Kern(y'Q™!8) (3.55)
und folglich
2y"Q7'Sp>0 = p'STQ'Sp>0 (3.56)
mit der m x n Matrix
5 _ diag{o1,02,...,0n}
0

und unitdren Matrizen U € R™*™ und V € R"*". Die Pseudoinverse folgt dann in der Form
Al =vsiUu®
mit der n x m Matrix
»f = [diag{ai7 ob,... o0} 0]
und
T 0 firo; =0
o, = sonst .

Analoges gilt fiir den Fall m < n.
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gilt. Die notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ordnung fiir (3.54) lautet
28TQ'sp* —28TQ 'y =0. (3.57)

Sie ist auch hinreichend fiir ein Optimum, da die Optimierungsaufgabe (3.54) konvex
ist. Es gelten nun die Beziehungen

Kern(S) = Kern(STQ™!S) (3.58a)
Bild(ST) = Bild(STQ ™) = Bild(STQ™'S) . (3.58b)

Aufgabe 3.4. Zeigen Sie die Giiltigkeit dieser Beziehungen.

Losung von Aufgabe 3.4. Gleichung (3.58a) und Bild(ST) = Bild STQ™) folgen
aus der Regularitit von Q~!. Wegen (3.582a) und R" = Kern(S) @ Bild ST) =
Kern(STQ™!S) @ Bild(STQ™!S) gilt Bild(ST) = Bild(STQ'S).

Wegen (3.58b) ist die Gleichung (3.57) (unabhéngig von y) konsistent, d. h. es exis-
tieren stets Losungen p*. Jene Anteile von p* die im Kern(S) liegen haben keine
Auswirkungen auf (3.54) und (3.57). Dies hat zwei Konsequenzen: a) Eine Lésung p*
des quadratischen Optimierungsproblems in (3.53) kann nicht eindeutig sein. b) Von
Interesse ist insbesondere jener Anteil von p* der nicht im Kern(S) liegt.

(STQ*S)TSTQ*S ist eine orthogonale Projektionsmatrix, welche jeden Vektor
des R™ in den Zeilenraum der Matrix STQ™!S projiziert. Dieser entspricht wegen der
Symmetrie von STQ~!S auch ihrem Spaltenraum und damit dem Bild(ST). Folglich
ist E — (STQ™'S)'STQ~!S eine orthogonale Projektionsmatrix, welche jeden Vektor
des R™ in den Orthogonalraum von Bild(ST), also in den Kern(S) projiziert. Mit
diesen Projektionsmatrizen kann jede Losung p* von (3.57) wie folgt orthogonal
zerlegt werden.

f)* _ (STQ—IS)TSTQ—lsﬁ* + (E - (STQ—ls)TSTQ—ls)f)* (359>
Pl o

Es gilt dann p} € Bild(ST) und p§ € Kern(S) C Kern(T). Natiirlich ist p} eine
partikuldre Losung von (3.57) und p{j eine homogene Losung. Der Wert pj ist
eindeutig, da die Projektion der Optimierungsaufgabe (3.54) in das Bild(S™") strikt
konvex ist. Folglich ist auch der Schatzwert /TE = Tp* = Tpj] eindeutig.

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie, dass fir jedes p* welches (3.57) erfiillt, der Schitzwert
Tp* erwartungstreu ist und fiir die Kovarianzmatrix seines Schétzfehlers

E ((Tp* — Tp)(Tp* — Tp)") = T(STQ'S)'TT (3.60)

gilt.

Vorlesung und Ubung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.1 Parameterschitzung fiir ein lineares Modell Seite 69

Diese Kovarianzmatrix enthéilt also die Pseudoinverse der Hessematrix STQ™!S aus
der Optimierungsaufgabe (3.54).
Eine mogliche Losung von (3.57) lautet

p* = (STQ7's)’'sTQ 7y . (3.61)
Um dies zu zeigen, wird der Ausdruck (3.61) in (3.57) eingesetzt, was
28TQ's(sTQ!s)’sTQ 'y —28TQ 'y =0 (3.62)

liefert. Die hier auftretende orthogonale Projektionsmatrix STQ'S(STQ'S)f pro-
jiziert jeden Vektor des R™ in den Spaltenraum der Matrix STQ™!S, welcher dem
Bild(S™) entspricht. Aus STQ 'y € Bild(ST) folgt daher direkt die Giiltigkeit der
Gleichung (3.62).

Unterzieht man den Ausdruck (3.61) einer orthogonalen Zerlegung geméf (3.59),
so zeigt sich noch

pi =(8"Q 's)’s"Q 'sp* = (STQ'9)ISTQ 'y = p* (3.63a)
Py = (E—(s'Q's)’sTQ 's)p* =0. (3.63b)

Das heift, fiir p* gemiB (3.61) gilt bereits p* € Bild(S™).

3.1.3 Der singulare Fall

In diesem Abschnitt wird im Modell (3.1) die Voraussetzung einer positiv definiten
Kovarianzmatrix E(vv') = Q aufgegeben. Q muss daher nur noch positiv semidefinit
sein. Thr Rang wird mit ¢ = rang(Q) bezeichnet und es gilt ¢ < m. Das folgende Lemma
besagt, dass v in diesem Fall auf einen Unterraum des R" beschrankt ist.

Lemma 3.1 (Raum der stochastischen Stérung). Fir eine stochastische Stérung v
mit Erwartungswert E(v) = 0 und Kovarianzmatriz E(vv') = Q gilt

v € Bild(Q) . (3.64)

Beweis. Die Storung v wird in der Form

v=QQ'v+(E-QQ)v (3.65)
V1 Vo

orthogonal zerlegt. Offensichtlich gilt

E(vy) =0 . (3.66)
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Auflerdem ergibt sich
E(vavy) = E((E - QQHvv' (E - QQN")

= (E-QQ)Q(E-QQ")" (3.67)
=(Q-QQ'Q)(E-QQ")" =0.
Daraus folgt vo = 0 und somit geméf (3.65) die Beziehung (3.64). O

Weiterhin wird keine Spaltenregularitit der Datenmatrix S im Modell (3.1) gefordert.
Dementsprechend gilt analog zu Abschnitt 3.1.2, dass p nicht erwartungstreu geschétzt
werden kann, sondern nur die Werte von Tp mit gegebenem T € R°*" welches (3.45)
erfillt. Es soll daher wieder ein Schétzer /TB fir Tp entworfen werden.

Ursachen fiir eine singuldre Kovarianzmatrix

Eine Singularitit von Q kann beispielsweise in folgenden Féllen auftreten.

o Es existiert eine konstante Matrix B # 0 so, dass jede Realisierung der stochas-
tischen Stoérung v
0 =Bv (3.68)
erfillt. Praktisch kann dies folgende Ursachen haben:

— Einzelne Komponenten der stochastischen Stérung v sind streng Null, was
beispielsweise bei storungsfreien (exakten) Messungen zutrifft.

— Einzelne Komponenten der stochastischen Storung v weisen eine lineare
Abhéngigkeit auf, was beispielsweise bei Messungen mit perfekt korrelierten
Storungen zutrifft.

Wegen (3.64) lautet eine Moglichkeit zur Berechnung einer Matrix B bei be-
kanntem Q (siehe [3.3])
B=E-QQf. (3.69)

e Wenn die Systemparameter p eine lineare Gleichung der Art
a=Ap (3.70)
mit konstanten Ausdriicken a und A erfiillen miissen, so kann dies beriicksichtigt
werden, indem ein erweitertes Modell der Form

I

~— =~ =

y S v

0
statt (3.1) verwendet wird. Die Kovarianzmatrix E(vv?') = l? 0] ist singulér.

e« Wenn der Systemausgang y eine lineare Gleichung der Art
a=Ay (3.72)
mit konstanten Ausdriicken a und A erfiillen muss, so gilt nach Einsetzen von
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(3.1)
a=A(Sp+v). (3.73)
Wird der Erwartungswert dieser Gleichung berechnet und E(v) = 0 berticksich-
tigt, so fithrt dies auf die Bedingung
a=ASp, (3.74)
welche dquivalent zu (3.70) behandelt werden kann. Wird (3.74) von (3.73)
abgezogen, so ergibt sich die weitere Bedingung
0=Av, (3.75)
welche dquivalent zu (3.68) interpretiert werden kann.

Die genannten Félle konnen auch ndherungsweise auftreten. Dann ist Q zwar nicht streng
singular aber moglicherweise numerisch schlecht konditioniert (grofies Verhéltnis aus
maximalem zu minimalem Eigenwert von Q, d.h. A\pax/Amin > 1). Auch dann kann es
sinnvoll sein, einen der nachfolgend beschriebenen Schétzer zu verwenden [3.6].

Definition 3.1 (Konsistenz der Messwerte). Die Ausgangswerte (Messwerte) y werden
als konsistent mit dem Modell (3.1) bezeichnet, wenn sie

yeBid(|s q|) (3.76)

erfiillen.

In den Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2 war die Bedingung (3.76) wegen der Regularitét von
Q trivial erfillt, d. h. beliebige Ausgangswerte y waren konsistent. Treten im aktuellen
Abschnitt Ausgangswerte y auf die (3.76) (signifikant) verletzen, also nicht konsistent
sind, so sollte das Modell (3.1) verbessert werden. Dies kann z. B. durch eine andere Wahl
von S oder Q erfolgen.

Schatzerentwurf

Es soll ein linearer Schatzer der Form

Tp = Ky (3.77)

fir Tp entworfen werden, der erwartungstreu ist und minimale Varianz des Schétztehlers
sicherstellt. Fiir Erwartungstreue muss wegen E(Tp) = KSp wieder die Bedingung
(3.47) erfiillt sein. Auch in diesem Fall gilt fiir die Varianz des Schétzfehlers (3.48). Zur

Bestimmung von K ist daher wieder die Optimierungsaufgabe

min  (KQ):K (3.784)
KeROXm
u.B.v. KS-T=0 (3.78Db)

zu 1osen. Die zugehorigen KKT-Bedingungen (erster Ordnung) lauten

2KQ + AST =0 (3.79a)
KS-T=0, (3.79b)
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bzw. in zusammengefasster Schreibweise

K A FS? ﬂ =[o 1. (3.80)

Es existieren Losungen fiir [K A} sofern (3.45) erfiillt ist. Dann gilt

Bﬂd([o T}T) - Bild([QS? ﬁD . (3.81)

Wegen der Singularitdt von Q kann K im Allgemeinen nicht eindeutig berechnet werden.
Eine mogliche Losung von (3.80) lautet

kA= 122 5] B2

Aufgabe 3.6. Zeigen Sie, dass (3.82) die Gleichung (3.80) erfiillt. Beriicksichtigen Sie
dabei (3.81).

Jede Matrix K, welche (3.80) erfiillt, ist optimal im Sinne der Optimierungsaufgabe
(55.78). Zum Nachweis dieser Aussage muss gezeigt werden, dass keine andere Matrix K, die
K # K und die Nebenbedingung (3.78b) erfiillt, zu einem besseren Kostenfunktionswert
(3.78a) fithrt. Dieser Nachweis folgt unter Beachtung der Identitéten spur (KQKT) =
(KQ) : K, (3.792), KS =T = KS, Q > 0 und K # K aus der Ungleichung

0 < spur ((f{ K) QK - K)")
QK™) — 2spur (KQKT) + spur (KQK™)
QK") + spur (ASTK™) + spur (KQK™)
) + spur (AT?) + spur (KQK™) (3.83)
) 4 spur (ASTK™) + spur (KQK™)
QK") — 2spur (KQK™) + spur (KQK™)
= spur (KQK™) — spur (KQK") .

I
)
T
=1
=

Wegen der Singularitiat von Q bzw. der im Allgemeinen nicht vorhandenen Eindeutigkeit
von K kann K geméif} (3.80) nicht strikt optimal sein.

Mit einem erwartungstreuen Schitzer (3.77) lautet die Kovarianzmatrix des Parameter-
schéatzfehlers - -

E((Tp — Tp)(Tp — Tp)") = KQK"' > 0. (3.84)

Im Falle einer regulidren Kovarianzmatrix Q konnte in den Aufgaben 3.1 und 3.3 mit der
gewichteten linearen Least-Squares Methode jeweils eine unbeschriankte Optimierungsauf-
gabe formuliert werden, deren Losung zum exakt gleichen optimalen linearen erwartungs-
treuen Schétzer fir p bzw. Tp fiihrt. Als Gewichtungsmatrix in der Optimierungsaufgabe
wurde jeweils Q™! verwendet. Im aktuellen Fall einer singuldren Kovarianzmatrix Q kann
keine solche unbeschrinkte Optimierungsaufgabe formuliert werden.
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Transformation des Modells

Als Alternative zum obigen Schétzerentwurf wird eine Transformation des Modells (3.1)
vorgestellt, die ein reduziertes Modell mit regulérer Kovarianzmatrix der Stérung liefert.
Dies fithrt im Allgemeinen nicht auf einen Schatzer mit K geméaf (3.82).

Im Falle einer singulidren Kovarianzmatrix QQ enthélt der Vektor v der stochastischen
Storung redundante Information. Um diese Redundanz noch klarer darzustellen und
schlieBlich zu beseitigen, wird das Modell (3.1) in einen stochastischen und einen deter-

ministischen Teil transformiert. Man wahlt dazu eine reguldre Matrix [
2

vV
1] € R™*™ go,
dass

V1 € Bild(Q) (3.85a)
V] € Kern(Q) (3.85b)

gilt. Eine solche Matrix kann z. B. erstellt werden, indem ihre Zeilen die aus der Singu-
lirwertzerlegung von Q = Udiag{cy,0a,...}UT folgenden Singulidrvektoren enthalten,

d.h. [V;f V;F} = U. Wird das Modell (3.1) linksseitig einmal mit V; und einmal mit
Vo multipliziert, so ergibt sich das transformierte Modell
Viy =VSp+ Vv (386&)
Voy = VsSp, (3.86b)

wobei (3.86a) den stochastischen und (3.86b) den deterministischen Teil enthélt. Die
stochastische Storung v = Vv hat die Dimension ¢. Thre Kovarianzmatrix lautet

EFVY) = BE(VivwwiVl) = VviQVyT (3.87)

und ist wegen (3.85a) reguldr. Damit ist es gelungen die eingangs erwéhnte Redundanz in
v zu beseitigen.

Bemerkung 3.1 (Beschriankte gewichtete lineare Least-Squares Methode). Es kann
nun die beschrinkte gewichtete lineare Least-Squares Optimierungsaufgabe

Tp = Targmin (Sp —y) 'V (ViQV]) ' Vi(Sp —y) (3.88a)
p
u.B.v. Voy = VoSp (3.88D)

formuliert und gelést werden. Dessen Hessematrix lautet STV (VQV])~'VS
und ist im Allgemeinen nur positiv semidefinit, weshalb die Losung von (3.88) nicht
eindeutig sein kann. Optimale Losungen existieren aber sicher, was analog zur Losung
der Aufgabe 3.3 gezeigt kann. Im Weiteren wird ein alternativer Weg zum Entwurf
eines Schétzers T‘B (basierend auf bisherigen Ergebnissen und ohne ein weiteres
Optimierungsproblem) beschrieben.

Um bei der Schitzung die Zwangsbedingung (3.86b) automatisch zu berticksichtigen,
kann der Parametervektor p in der Form
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p = (Va2S)'Vay + (E — (V2S)V,8)p (3.89)
mit neuen Parametern p € R™ dargestellt werden. Der erste Summand ist eine partikulére
Lésung von (3.86b), wie leicht durch Einsetzen in (3.86b) und Berticksichtigung von (3.1),
Lemma 3.1 und (3.85b) gezeigt werden kann. Der zweite Summand ist eine homogene

Lésung von (3.86b), was sofort durch Einsetzen in den homogenen Teil von (3.86b) gezeigt
werden kann. Unter Verwendung von (3.89) kann das Modell (3.86) auf die Form

V1(E — S(V28)'Vy)y = VIS(E — (V2S)VyS) p + Vv (3.90)
N
y S v

reduziert werden.

Wegen (3.85b) und V3S(E — (V2S)TV,S) = 0 gilt
Bild(S(E — (V2S)'V,8)) C Bild(Q) . (3.91)
Daraus folgt gemeinsam mit (3.85a)
Kern(V{S(E — (V28)"V,8)) = Kern(S(E — (V28)'V,8)) (3.92)
und schliefllich wegen (3.45a)

Kern(ViS(E — (V38)TV,8)) C Kern(T(E — (V28)V,8)) . (3.93)

S T

Damit ist sichergestellt, dass mit dem Modell (3.90) und der Methode aus Abschnitt 3.1.2

ein eindeutiger Schitzwert Tp fiir Tp = T(E — (V2S)TV38)p berechnet werden kann.
Unter Verwendung von (3.89) folgt daraus schliellich der gesuchte Schétzer

Tp = T(V,S) Voy + Tp . (3.94)

3.2 Parameterschatzung fiir ein nichtlineares Modell

Von einem System sind die zu einem Vektor zusammengefassten Ausgangswerte y € R™
(z. B. aus Messungen) verfiigbar. Fiir sie wird ein nichtlineares Modell der Form

y=h(p)+v (3.95)
mit unbekannten Systemparametern p € R™ angenommen. Hierbei ist die deterministische
Abbildung h : R™ — R™ bekannt und v ist eine stochastische Storung (Zufallszahl)
mit Erwartungswert E(v) = 0 und bekannter, symmetrischer, positiv semidefinierter
Kovarianzmatrix E(vv?') = Q > 0. Die Verteilung von v kann beliebig und unbekannt
sein.

Es soll ein Schéitzer p fiir die unbekannten Parameter p entworfen werden. Vorbereitend
dafiir werden zunéchst Moglichkeiten zur Berechnung der Ableitung von h beziglich p
vorgestellt.
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Berechnung der Jacobi-Matrix (Vh)(p)

Die Berechnung der Jacobi-Matrix

Ol

onh\ T ”

(vh)p) = (52) = | :
p

ohy

Opn

Ohm,
Op1

: (3.96)
Ohm
Opn

kann z.B. mit den im Skriptum Optimierung [3.7] erlduterten Verfahren analytisch
oder ndherungsweise numerisch erfolgen. Ergédnzend werden hier fiir den Fall, dass die
Abbildung h(p) die Losung eines zeitkontinuierlichen oder zeitdiskreten dynamischen
Systems beinhaltet, mogliche Berechnungswege fiir (Vh)(p) vorgestellt.

e Setzt sich y € R™ aus den zu diskreten Zeitpunkten t; mit £k = 0,..., N — 1
aufgenommenen Messungen y () eines Systemausgangs zusammen und wird das
System durch das zeitkontinuierliche dynamische Modell

x(t) = £(t,x(t), p) t>tg (3.97a)
X(to) = Xo(p) (397b)
y(t) = h(t,x(t),p) +v(t) t>tg (3.97¢)
beschrieben, so gilt
y=[5"t) ... ¥tn-1)] (3.98a)
_ _ T
h(p) = [b"(to, x(to).p) ... hT(tx_1,x(tv-1).p)| - (3.98)

Nach Berechnung der Zustandstrajektorie x(¢) kann die Sensitivitét

dx(t)
X(t) == —— 3.99
(0= (399)
von x(t) beziiglich p durch Losung der Anfangswertaufgabe (Sensitivitatsdifferenti-
algleichung)
Y af(t7 X, p) 6f(t, X(t)7 p)
X(t) = ———= X(t) + ————= t>t 3.100
(t) 0x ‘x:x(t) 1)+ Jp = ( 2
dzo(p)
X(tg) = 3.100b
(1) = =% (3.100D)
ermittelt werden. Damit kann die Ableitung
dh(t,x(t),p) _ dh(t,x,p) oh(t,x(t), p)
= X(¢t _ 3.101
dp ox ‘x:x(t) (&) + op ( )
zu den Messzeitpunkten ¢ = t;, ausgewertet und zur Jacobi-Matrix
- T - T
(Vh)(p) = [(cm(m;rgtwr») dhity sty 1)) ] (3.102)
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assembliert werden. Fiir eine speichereffiziente Implementierung sollten die Inte-
gration von (3.97a) und (3.100a) und die Assemblierung von (3.102) synchron
durchgefithrt werden. Dann kann auf eine Speicherung der Trajektorien x(¢) und
X(t) verzichtet werden.

Setzt sich y € R™ aus den zeitdiskreten Messungen y, mit £ =0,..., N — 1 eines
Systemausgangs zusammen und wird das System durch das zeitdiskrete dynamische

Modell

Xp+1 = £(xk, P) k>0 (3.103a)
X0 = Xo(P) (3.103b)
Yk = hy(xk, p) + Vi k>0 (3.103c)
beschrieben, so gilt
T

y=1[50 ... ¥h. (3.104a)

hT hT T
h(p) = [bf (x0.p) ... BY_;(xn-1.p)] - (3.104b)

In diesem Fall kann (Vh)(p) direkt durch Nachdifferenzieren (Anwendung der
Kettenregel) berechnet werden. Zur iibersichtlichen Darstellung kann (analog zum
zeitkontinuierlichen Fall) auch hier die Sensitivitét

_dxg

Xg = — 1
k dp (3.105)
definiert und mittels der Differenzengleichung
Ot (X1, P) Ot (xx, P)
Xpp1=——Xp+ ——= k>0 3.106
k+1 0%, kTt op =z ( a)
dxo(p)
Xo=—7-=- .106b
0 dp (3.106b)
berechnet werden. Damit kann die Ableitung
dhy (xx, p) _ Ohy(xk, ) Ohy_1(xy_1,P)
= X 3.107
dp OX} L op ( )
ausgewertet und zur Jacobi-Matrix
_ | {dho(x0,p)\ T dhy—1(xy—1,p)\ ©
(Vh)(p) = {(Oépo Rl)T L (dhaafoere)) (3.108)

assembliert werden.

3.2.1 Der reguladre Fall

Fiir das Modell (3.95) mit einer bekannten, symmetrischen, positiv definiten Kovarianz-
matrix E(vv') = Q > 0 soll nun ein Schétzer
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b =k(y) (3.109)

fiir die unbekannten Parameter p entworfen werden. Ohne weitere Kenntnisse iiber die
Verteilung von v kann hier wegen der Nichtlinearitdt der Funktion h im Allgemeinen
kein Schétzer k(- ) konstruiert werden, der stochastische Eigenschaften wie Erwartungs-
treue

E(p) = E(k(h(p) +v))=p (3.110)
und minimale Varianz des Parameterschatzfehlers
min  E(|b ~ pl3) = E([k(a(p) +v) - pl}) (3.111)

sicherstellt. Selbst wenn die Verteilung von v bekannt ist, ist die Konstruktion eines
solchen Schétzers aus zumindest zwei Griinden eine schwierige Aufgabe: a) Die durch
(3.110) beschriankte Optimierungsaufgabe (3.111) ist infinit-dimensional. b) In (3.110) und
(3.111) sind Erwartungswerte von nichtlinear transformierten Zufallsgrofien zu berechnen
(siehe z.B. [3.8-3.10]). Wahrscheinlichkeitstheoretische Uberlegungen dazu werden in
Abschnitt 3.2.4 angestellt. Ohne diese Uberlegungen kann zuniichst ein Schéitzer mit Hilfe
der gewichteten Least-Squares Methode entworfen werden.

Fiir das lineare Modell (3.1) hat sich in Aufgabe 3.1 gezeigt, dass die gewichtete lineare
Least-Squares Methode den gleichen erwartungstreuen linearen Schétzer liefert wie die
Minimierung der Varianz des Parameterschétzfehlers. Fir das nichtlineare Modell (3.95)
gilt dieser Zusammenhang im Allgemeinen nicht. Basierend auf den Ergebnissen der
Aufgabe 3.1 erscheint es aber sinnvoll, hier die gewichtete nichtlineare Least-Squares
Optimierungsaufgabe

b =k(y) = argmin (h(p) —y)" W(h(p) - y) (3.112)
mit der Gewichtungsmatrix W = Q! > 0 zu 16sen. Grundsitzlich muss W symmetrisch
und positiv semidefinit sein.

Die Optimierungsaufgabe (3.112) kann z. B. iterativ mit der Newton-Methode oder
der Gauss-Newton-Methode gelost werden (siehe [3.7]). Ein Iterationsschritt der Gauss-
Newton-Methode lautet

Bt = br — ((VR)BOW(YH () (Vh)EOW(h(E) ~y) . (3113)

Damit die Matrix (Vh)(pr)W(Vh)" (p;) invertierbar ist, muss (Vh)(py) zeilenregulir
sein.

Fiir den Spezialfall h(p) = Sp, d.h. bei einem linearen Modell, liefern die Newton-
Methode und die Gauss-Newton-Methode identische Iterationsvorschriften und konver-
gieren in einem Schritt. Es liegt also dann eine analytische Lésung vor und es gilt
(Vh)(p) = ST, womit sich (3.113) zum Schétzer (3.16) vereinfacht.

Es zeigt sich also, dass ein lineares Modell erhebliche Vorteile gegeniiber einem nicht-
linearen Modell besitzt. Nachfolgend wird eine Moglichkeit gezeigt, wie diese Vorteile
zumindest teilweise geniitzt werden kénnen, wenn manche der zu schitzenden Parameter
linear auftreten.
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Separierung in linear und nichtlinear auftretende Parameter

Héufig kann ein nichtlineares Modell (3.95) in der Form

¥ = ho(Putin) + H(Pulin)Plin + v (3.114)
dargestellt werden, d.h. mit separierten linearen Parametern pyy, und nichtlinearen Para-
metern pniin, welche im Vektor p = [pghn pEﬂ}T zusammengefasst werden. Damit lautet
die Optimierungsaufgabe in (3.112)

f{gﬁ% (hO(f)nlin) + H(f)nlin)f)lin - Y)TW(hO(f)nlin) + H(f)nlin)f)lin - y) . (3115)

Analog zu Abschnitt 3.1.1 lautet der BLUE Schétzer fir py, daher

Pin = (H" (Buin) WHBmin) ) H (Buin) W(y — ho(Bui) - (3.116)

Einsetzen dieser Losung in (3.115) liefert die nichtlineare Optimierungsaufgabe

g})}ﬂ (hO(f)nlin) - Y)T (W - WH(f’nlin) (HT (IN)nlin)WH(f)nlin)) _1HT (f)nlin)W>
(ho(f)nlin) - y) )
(3.117)

welche aufgrund ihrer reduzierten Dimension hdufig mit geringerem Rechenaufwand als
(3.115) gelost werden kann. Riickeinsetzen der Losung pPpjin aus (3.117) in (3.116) liefert
den Wert Piin-

Transformation auf lineares Modell

In seltenen Féllen kann ein (lokaler) Diffeomorphismus (bijektive, stetig differenzierbare
Abbildung, deren Umkehrabbildung auch stetig differenzierbar ist) p = g(pin) so gefunden
werden, dass

h(g(Piin)) = SPiin (3.118)

gilt. Dann kann das nichtlineare Modell (3.95) auf die lineare Form

y = Spin +Vv (3.119)

vereinfacht werden. Gelingt dies nicht, so kann moéglicherweise zumindest ein (lokaler)
Diffeomorphismus p = g(Pulin, Plin) gefunden werden, mit dem sich das nichtlineare Modell
(3.95) auf die separierbare Form (3.114) vereinfachen lasst.

Beispiel 3.3 (Schatzung unbekannter harmonischer Signale). Ein skalares Ausgangs-
signal wird gemessen, mit einer Periodendauer von 1s abgetastet und im Vektor
y € R™ zusammengefasst, d.h. y = [yx]r=0,....m—1. Diese Messwerte beinhalten eine
stochastische Storung v mit Erwartungswert E(v) = 0 und symmetrischer, positiv
definierter Kovarianzmatrix E(vvl') = ¢E > 0, wobei ¢ > 0 unbekannt ist. Die
Messwerte sind in Abbildung 3.1 dargestellt.
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Abbildung 3.1: Messwerte.
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Yk = Aq cos(2mfik 4+ ¢1) + Ag cos(2m fok + p2) + v,

Bemerkung 3.2. Die in Abbildung 3.1 gezeigten Werte wurden algorithmisch
generiert. Dabei wurde zum eigentlichen Signal eine im Intervall [—2.5,2.5]
gleichverteilte zufillige Storung addiert. Das Signal-Rausch-Verhéltnis betrigt

Es ist bekannt, dass das ungestorte Ausgangssignal durch Addition zweier harmoni-
scher Signale entstand. Es sollen alle Parameter (Amplitude, Frequenz und Phase)
dieser harmonischen Signale geschitzt werden. Es kann daher das Modell

(3.120)

T
verwendet werden. Von den zu schitzenden Grofien p = [Al Ay w1 o fi fg}
treten hier nur A; und As in linearer Form auf. Eine Transformation auf ein lineares
Modell ist nicht moglich. Mit dem lokalen Diffeomorphismus

(3.121a)

Vorlesung und Ubung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
©A. Steinbock, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Parameterschitzung fiir ein nichtlineares Modell Seite 80

dessen Umkehrabbildung

Pnlin,1 f1
Pnlin,2 f2
pnlin] | _ | A co§(901) (3.121b)
Plin Plin,2 —Aqsin(pr)
Plin,3 Az cos(p2)
| Plinga | | —A2sin(p2)]
lautet, kann das Modell aber zumindest in die separierbare Form
Yk = Plin,1 COS(Qﬂ_pnlin,lk) + Piin,2 Sin(2ﬂ—pnlin71k) (3 122)
+ plin,S COS(2ﬂ-pnlin72]€) + plin,4 Sin(27rpnlin,2 k) + Vg ‘
und somit die Darstellung (3.114) mit
ho(pulin) = 0 (3.123a)
HO(pnlin)
Hl(pnlin)
H(puiin) = : (3.123b)
Hm—l (pnlin)
Hk(pnlin) =
(3.123c)

{cos(prnhn’lk) sin(27pniin,1k)  cos(2mPniin 2k) sin(27rpnlin,2k)]
transformiert werden. In der Optimierungsaufgabe (3.115) kann W = E /g verwendet
werden, wobei der unbekannte Parameter ¢ in der Losung

-1

Do = (H” (Put) H(Put) ) H (Buiia)y (3.124)

vgl. (3.116), durch Kiirzung wegféllt. Die Optimierungsaufgabe (3.117) vereinfacht
sich wegen (3.123a) zu

. 1 . _ ~ —1 ~
gl}n 6 yT (E - H(pnlin) (HT(pnlin)H(pnlin)) HT (pnlin)> Yy, (3125)

J(Isnlin)

wobei ohne Einfluss auf die Losung ¢ = 1 verwendet werden kann. Natiirlich kénnte
in (3.125) auch der konstante Term y'y/q fortgelassen werden. Fiir die Messwerte
aus Abbildung 3.1 ist J(puin) in Abbildung 3.2 dargestellt. Da die Parameter f;
und fo in J symmetrisch auftreten, reicht es den dargestellten Bereich f; > fo zu
betrachten. Die Optimierungsaufgabe (3.125) hat in diesem Bereich ein eindeutiges
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Minimum (siehe Abbildung 3.2) und kann numerisch, z. B. mit der MATLAB-Funktion
fminunc, gelost werden. Anschlieflend wird pyi, geméaf (3.124) berechnet.

‘ J(pnlin)

e J(Puin), Optimum []

400

J(pnlin)
300

0.045

0.055 0.05

0.05 0.055

0.045 0.06
Pulin,1 = f1 Pnlin2 = f2

Abbildung 3.2: Kostenfunktion.

Parameter Wahrer Wert Geschétzter Wert

A 1 0.962
A, 0.3 0.320
o1 0.5 0.508
02 —2.5 —2.402
f1 0.055 Hz 0.055 02 Hz
fa 0.05 Hz 0.049 82 Hz

Tabelle 3.1: Wahre und geschétzte Parameterwerte.

Die so geschétzten Parameterwerte sind in Tabelle 3.1 mit jenen verglichen, die
zur Generierung der Werte y;, verwendet wurden. Abbildung 3.3 zeigt die Messwerte
und den geschétzten Verlauf des unverrauschten Signals.
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Abbildung 3.3: Messwerte und geschéitzter Verlauf des unverrauschten Signals.

Bemerkung 3.3. Ohne die Transformation (3.121) wére die Schiatzaufgabe nur
schwer l6sbar, da in einem 4-dimensionalen Suchraum (mit zahlreichen lokalen
Minima) fiir die nichtlinear auftretenden Parameter ¢1, @2, f1 und fo nach einem
globalen Optimum gesucht werden miisste.

3.2.2 Der singulare Fall

Ist Q singulér, so kann dies analoge Ursachen haben wie jene, die im Abschnitt 3.1.3 fiir
den linearen Fall angegeben wurden. Ist Q singuldr, so kann in der Least-Squares Opti-
mierungsaufgabe (3.112) die Gewichtungsmatrix W = (Q + ¢E)~! mit einem geeigneten
Parameter € > 0 verwendet werden.

Alternativ dazu kann (analog zu Abschnitt 3.1.3) das Modell (3.95) so transformiert
werden, dass sich ein reduziertes Modell mit regulérer Kovarianzmatrix der Stérung ergibt.

Vi
€ R™*™ go, dass
2

Man wahlt eine regulére Matrix [

Vi € Bild(Q) (3.126a)
V] € Kern(Q) (3.126b)

erfiillt sind. Wird das Modell (3.95) linksseitig einmal mit V; und einmal mit Vo multi-
pliziert, so ergibt sich das transformierte Modell
Viy = Vih(p) + Viv (3.127a)
Voy = Voh(p) , (3.127b)
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wobei (3.127a) den stochastischen und (3.127b) den deterministischen Teil des Modells
enthélt. Die Kovarianzmatrix der stochastischen Stoérung Vv lautet

E(VivwiV]) =V,QV] (3.128)

und ist wegen (3.126a) regular. Damit kann nun (analog zu Bemerkung 3.1) die beschréankte
gewichtete nichtlineare Least-Squares Optimierungsaufgabe

b =k(y) = argmin (h(p) - y)"W(h(p) —y) (3.129a)
w.B.v. Voy = Voh(p) (3.129h)

mit der Gewichtungsmatrix W = V1 (V1QV{)~1V; > 0 formuliert und geldst werden.

3.2.3 Der kollineare Fall

Ahnlich zu Abschnitt 3.1.2 fiir ein lineares Modell, ist die Schéitzung von p im Modell (3.95)
nicht eindeutig oder nur unzuverldssig moglich, wenn unterschiedliche Parameterwerte
p1 # p2 zu gleichen Erwartungswerten h(p;1) = h(ps2) oder dhnlichen Erwartungswerten
h(p;) ~ h(p2) des Systemausgangs y fithren kénnen.

Sensitivitatsmatrix

Zur Beurteilung, ob dieses Problem vorliegt, kann die Sensitivitdtsmatriz

S(p) = (Vh)" (p) (3.130)

verwendet werden. Aus einer Taylorreihenentwicklung am Punkt py folgt

h(p2) = h(p1) + S(p1)(P2 — 1) + O(||p2 — p1l13) - (3.131)

Damit nun (bei Vernachlissigung des Restterms in (3.131)) fiir p; # p2 jedenfalls
h(pi) # h(p2), oder dquivalent |h(p1) — h(p2)|/2 # 0 gilt, muss S(p1) spaltenregulér
sein, d. h. rang(S(p1)) = n. Selbst wenn S(p;) spaltenregular ist, besteht noch immer die
Gefahr von dhnlichen Erwartungswerten h(p;) ~ h(p2) (|[h(p1) — h(p2)|l2 = 0) selbst bei
signifikant unterschiedlichen Werten p; # ps. Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn aus
den Spalten von S(p) eine Linearkombination dhnlich dem Vektor 0 gebildet werden kann,
und wird als Kollinearitit der Spalten von S(p) bezeichnet [3.11]. Fiir ein nichtlineares
Modell hingt die Kollinearitétseigenschaft im Allgemeinen auch von den Parameterwerten
p ab. Fiir eine kompaktere Notation wird fortan p nicht mehr explizit als Argument
angegeben, d.h. S = S(p).

Priifung auf Kollinearitat

Um eine mogliche Kollinearitat einer Matrix S quantitativ zu bewerten, werden zunéchst
die Spalten S; = 0h/dp; von S = [S;;] = [0h;/Op;] mit j = 1,...,n normiert, so dass
sich

Vorlesung und Ubung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
©A. Steinbock, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Parameterschitzung fiir ein nichtlineares Modell Seite 84

= = Sy . _

S = [5] = [15z] = S ding{lISulle, [Sall, - ISull, ™ (3.182)
ergibt. Hierbei wird davon ausgegangen, dass S keine Nullspalten enthélt. Der in [3.12]
vorgeschlagene Wert

R 11530 W ST G
p—ggﬁg( b ) ﬁnlﬁ, [Sr]l2 = \/ Amin(STS) € [0,1] (3.133)
rlo=1

verkleinert sich mit zunehmender Kollinearitét der Spalten S; von S. Die Funktion Apin( - )
liefert den kleinsten Eigenwert einer symmetrischen Matrix. Die {ibergebene Matrix STS
ist symmetrisch und positiv semi-definit. Thre Eintrage sind auf das Intervall [—1,1]
beschriinkt und enthalten die sogenannten Kosinus-Ahnlichkeiten (siehe [3.13]) der Spalten
S;. Alle Eintrége in der Hauptdiagonale von STS haben folglich den Wert 1.

Perfekte Kollinearitit tritt im Fall p = 0, also rang(S) < n auf. Im Gegensatz da-
zu gilt p = 1 bei bestmoglicher Unabhéngigkeit (Orthogonalitét) der Spalten S;. In
(3.133) wird die Matrix S mit normierten Spalten (und nicht S) verwendet, um eine gute
Interpretierbarkeit und Vergleichbarkeit verschiedener Werte p zu ermoglichen.

GemiB [3.12] kann der Wert p wie folgt interpretiert werden: Ein Anderung an den
Messwerten y bzw. an den Erwartungswerten h(p), die durch eine Anderung eines
Parameters p; hervorgerufen wird, kann (in linearer Ndherung) bis auf einen Anteil p
durch eine Anderung der iibrigen Parameter p, mit k # j kompensiert werden. Der
Kehrwert von p wird in der Literatur auch als Kollinearititsindex bezeichnet [3.12, 3.14].
Es gilt natiirlich 1/p > 1. Ubersteigt 1/p einen bestimmten Schwellwert, so geht man
von Kollinearitdt und daher schlechter Schétzbarkeit der Parameter p aus. In [3.12] wird
dieser Schwellwert fiir 1/p beispielsweise mit 20 angegeben.

1 1
—=————>20 = Kollinearitét (3.134)

p Amin (STS)

Fiir nichtlineare Modelle hdngen die Werte fiir S, S und p im Allgemeinen von p ab. Fir
festgelegte Werte p kann eine Priifung auf Kollinearitdt vorab, d.h. vor Aufnahme von
Messwerten y und vor einer Berechnung eines Schéitzwertes p, durchgefiihrt werden.

Es soll nun die Gultigkeit von (3.133) gezeigt werden. Wegen der Symmetrie der positiv
semidefiniten Matrix STS existiert eine orthogonale n x n Matrix V so, dass

VISTSV = diag{\i, A2, ..., A} (3.135)

mit den Eigenwerten A\; > 0 von STS gilt?. Die Spalten von V sind also normierte

2Wenn ~
S=uxv"”

der Singulirwertzerlegung von S mit m > n, der m x n Matrix

di e On
5 lag{al,f;z, N

und unitdren Matrizen U € R™*™ und V € R™*" entspricht, so gilt

VTSTSV = 2TUTUs = 7% = diag{o},03,...,02} = diag{\1, A2, ..., An} .
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Eigenvektoren von STS. Es folgt nun mit r = Vz

|Srls = VrTSTSr = VZTVTSTSVz = > Ajz . (3.136)
\ j=1

Wegen |||z = [|Vz|l2 = ||z||2 liefert die Minimierung von (3.136) schlieBlich den zu
beweisenden Zusammenhang

rrélﬂl{n |Sr|ls = mln ]le\J = =1/ Amin( (STS) (3.137)

l[xll2=1 HZIIz

Aufgabe 3.7 (Bestmégligh({Unabhéingigkeit). Zeigen Sie, dass im Fall p = 1 fiir die
Eigenwerte der Matrix STS

N=1 Vji=1,....n (3.138)

gilt und die Spalten der Matrix S orthogonal sind. Besonders einfach ist dieser Beweis
zu fﬁhren, wenn Sie zunéchst zeigen, dass alle Eintrége in der Hauptdiagonale von
STS stets den Wert 1 haben und somit spur(STS) = n gilt.

Abhilfe bei Kollinearitat

Eine Moglichkeit Kollinearitét zu vermeiden oder zu beseitigen ist eine gednderte Wahl
des Modells (3.95), so dass der Kollinearitatsindex

1
= <20 (3.139)
P

erfiillt. Eine zweite Moglichkeit mit dem Problem umzugehen besteht darin, nicht die Werte
von p selbst, sondern die Werte eines transformierten (reduzierten) Parametervektors p
zu schatzen. Konkret soll

p = t(p) (3.140)
mit einer injektiven Abbildung t : R® — R"™ gelten. Eine Voraussetzung fiir die eindeutige
Schétzbarkeit von p ist natiirlich die Zeilenregularitdt von (Vt)(p). Die Abbildung t(-)
wird nun so gewahlt, dass die Kollinearitdt der neuen Sensitivitatsmatrix

S(P) = 8(P)lp=t(s)(Vt)" (P) (3.141)

z.B. im Sinne von (3.133) geringer ausféllt als jene der urspriinglichen Sensitivitatsmatrix
S(p) gemaf (3.130). Klarerweise sollte daher

(V)" (D) ¢ Kern(S(p)|p=i(p)) (3.142)
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gelten. Ist S(p) zwar spaltenregulér aber kollinear, so sollte analog gelten, dass sich die
Spalten von diag{||S1]|2, [|S2|l2, - -, [|Snll2}(Vt)T (B) méglichst nicht entlang von jenen
Richtungen erstrecken, welche durch die zu kleinen Eigenwerten A; von STS gehérenden
Eigenvektoren aus V aufgespannt werden. Als kleine Eigenwerte sind gemafl (3.134) jene
zu verstehen, fur die 1/,/X; > 20 gilt.

Beispiel 3.4 (Vermeidung einer singuldren Sensitivitdtsmatrix durch Transformation).

Die Abbildung

h(p) = ap; + b2 (3.143)
p3
mit festen, orthogonalen Vektoren a und b besitzt die Sensitivitdtsmatrix
_ T — 1 _pP2
S(p) = (Vh)"(p) = [a by —bE], (3.144)

welche jedenfalls singulér ist. Dies zeigt sich auch im Wert p = 0 gemaf (3.133).
Augenscheinlich kénnen hier die Parameter po und p3 nicht unabhingig voneinander
geschéitzt werden.

Es gilt nun
. ) bll2 ||b|l2|p2
iag {191, 152l 18512} = ciag{ o, 212, [P12l2! (3.1450)
’P3| p3
S _ [ a  bpsl  bp
S=ir mE -mgs) (3-145b)
1 0 0
aTa _ _|p3lp2
§T§— |0 1 sl (3.145¢)
_ |pslp2 1
L p3|p2]
diag{\A1, A2, A3} = diag{1,2,0} (3.145d)
10 0
B B __Ipslp2 |p3|p2
V= {vl V2 v3} =0 V2palpal  V2pslp2| | ° (3.145¢)
1 1
NG 7

Folglich sollte o < 2 gelten und die Abbildung t(p) sollte so gewéhlt werden, dass die
Spalten von diag{[|S1 |2, ||S2|l2, Ssll2} (Vt) " (p) nicht parallel zu vs verlaufen. Eine
mogliche Wahl, die dies erfiillt, lautet

P =t(D) = |p2| - (3.146)
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Mit dieser Wahl gilt

h(t(p)) = ap1 + bp2
g(f)) =la b
S [ a b
S= Rk m®nL
-~ 1 o]
STS = 0
_0 1_

T
Schétzung von p = [131 132] kann zuverldssig erfolgen.

Fiir ein lineares Modell (3.1) mit n = 3 ist die Sensitivitdtsmatrix

[ 377 112 2.96
—0.55 —6.13 —11.09
S=]-268 1.64 3.30
-1.36 —6.45 —13.36
| 613  9.67  19.95

welche die Kollinearitét beseitigt.
Zunéchst werden

0.4822 0.0843 0.1104]
—-0.0703 —0.4612  —0.4135

S=| —0.3428 0.1234 0.1231
—0.1740  —0.4853  —0.4982

| 0.7841 0.7276 0.7439 |

[ 1 0.6857 0.7107]

STS = 0.6857 1 0.9983

| 0.7101 0.9983 1
diag{A1, A2, A3} = diag{0.0011,0.3937,2.6052}
[ 0.003 31 0.8512 0.5238

V= [vl Vs v?,} = 0.6948  —0.3967 0.5999
| -0.7184  —0.3437 0.6048
1
p=0.0333, —=20.99>20.
p

(3.147a)
(3.147D)

(3.147¢)

(3.147d)

und folglich p = 1. Die Spalten von S sind also bestmdéglich unabhéngig und eine

Beispiel 3.5 (Vermeidung einer kollinearen Sensitivitdtsmatrix durch Transformation).

(3.148)

bekannt. Im Falle einer Kollinearitit soll eine Abbildung (3.140) gesucht werden,

(3.149a)

(3.149b)

(3.149¢)

(3.149d)

(3.149¢)
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berechnet. Es liegt also eine deutliche Kollinearitat vor. Aus dem zu )\min(STS) =)\
gehorigen Eigenvektor vy ist zu erkennen, dass diese Kollinearitat vor allem zwischen
der zweiten und dritten Spalte der Matrix S vorliegt.

Da nur der Eigenwert A\; die Ungleichung 1/\; > 20 erfiillt, sollte o < 2 gewéhlt wer-
den. Da es sich auflerdem um ein lineares Modell handelt, reicht hier die Verwendung
einer linearen Abbildung

p=t(p)=Tp. (3.150)
Es muss also eine n x o Matrix T gewéhlt werden. Die bestmdgliche Wahl fiir T im

Sinne einer geringen verbleibenden Kollinearitdt ergibt sich aus der Gleichung

Vo vs| = diag{[|Si[l2, [1S2]]2. s[>} T (3.151)

in der Form

0.1089  0.0670
T = [-0.0298 0.0451]| . (3.152)
~0.0128 0.0226

Daraus folgen

[0.3391  0.3699 |
0.2652 —0.5636
S=ST=[-0.3830 —0.0311 (3.153a)
0.2157 —0.6836
| 0.1230  1.2971 |
57§ - | 0] (3.153b)
0 1

und schlieBlich p = 1. Die Spalten von S sind also bestméglich unabhingig und
T
eine Schétzung von p = [pl ]52} kann zuverlassig erfolgen. Wird der Schatzwert

fur p gemaf Abschnitt 3.1.1 berechnet so stimmt er mit dem Schatzwert /'IS aus
Abschnitt 3.1.2 iiberein, wenn T = T gilt.

3.2.4 Schranken fiir die Kovarianzmatrix des Parameterschatzfehlers

In diesem Abschnitt werden mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie weitere Uberlegungen
zur Erwartungstreue von Schitzern und zur Kovarianzmatrix des Schétzfehlers angestellt.
Insbesondere werden Schranken fiir diese Kovarianzmatrix berechnet.

Es sei P,(z) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (Verteilungsdichtefunktion) einer
stetigen Zufallsvariable z. Dementsprechend gilt Py (v) fiir die zuféllige Stérung v im
Modell (3.95). Natiirlich sind auch der Ausgangwert y und der Schiatzwert p geméf} (3.109)
Zufallsgrofien und es gilt
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Py(y;p) = Pv(y —h(p)) . (3.154)

Die Schreibweise Py (y; p) signalisiert, dass die Verteilung von y von der deterministischen
Grofle p abhéngt. Die Bedingung fiir Erwartungstreue kann damit in der Form

E(p) = /k(y)Py(y; p)dy = E(k(h(p) +v)) = /k(h(p) +v)Py(v)dv = p (3.155)
angeschrieben werden?.

Satz 3.1 (Ndherungsweise Schranke fiir die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers). Fiir
die Kovarianzmatriz eines erwartungstreuen Schatzers p = k(y) fir die Parameter p
im nichtlinearen Modell (3.95) gilt niherungsweise (Fehler [ O(||v||3)Py(v)dv)

BB~ p)(® —p)") ~ (Vi) (h(p))Q(VK)(h(p)) > (S"(0)Q'S(p)) . (3.156)

wobei das Grifer-Gleich-Zeichen so zu verstehen ist, dass die Matriz (Vk)" (h(p))Q
(Vk)(h(p)) — (ST(p)Q1S(p)) ! positiv semidefinit ist.

Der nachfolgende Beweis ist an [3.6] angelehnt.

Beweis. Die Taylorreihenentwicklung von k(- ) am Punkt h(p) lautet
p = k(h(p) +v) =k(h(p)) + (VK)' (h(p))v + O(|V[}) . (3.157)
Einsetzen in (3.155) liefert unter Beriicksichtigung von [ Py(v)dv =1 und E(v) =0
/ K(h(p) + v)Py(v) dv
= [ (k) + (VI @)y + (V) vy dv (3158
~k(h(p)) + [ O(VBA V) dv =p.
In guter Ndherung kann daher fiir Erwartungstreue

k(h(p)) ~ p (3.159)
gefordert werden, so dass sich aus (3.157) fiir den Schétzfehler

p—p = (Vk) (h(p))v+O(|v]3) (3.160)

3Das Symbol f in (3.155) ist als Mehrfachintegral iiber den Ereignisraum der jeweiligen Zufallsvariable
zu verstehen.
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und in weiterer Folge fiir dessen Kovarianzmatrix

E((p-p)p—-p)")
= (V)" (h(p)) B (V) (h(p)) + [ O(VIDR v av (316D
——

Q

ergibt. Damit ist der erste Teil von (3.156) gezeigt.
Die Ableitung von (3.159) nach p lautet

(Vk)"(h(p))(Vh)" (p) = (Vk)"(h(p))S ~ E . (3.162)

Hierbei wird fiir eine kompaktere Notation p nicht explizit als Argument von S
angegeben, d.h. S = S(p). Durch Ausmultiplizieren kann leicht die foglende Identitét
bewiesen werden.

Q-S(s'qQ's)"!s*
= (Q - S(STQ_ls)_lsT)Q_l <Q _ S(STQ_ls)_lsT) (3‘163)

Aus ihr folgt
Q-s(s™Q's)"'sT >0 (3.164)

und nach links- und rechtsseitiger Multiplikation mit (Vk)* (h(p)) bzw. (Vk)(h(p))
unter Berticksichtigung von (3.162) schlieBlich

(Vk) " (h(p))Q(VK)(h(p)) - (STQ'S)™" > 0. (3.165)

Damit ist auch der zweite Teil von (3.156) gezeigt. O

Aufgabe 3.8. Zeigen Sie, dass Satz 3.1 im Falle eines linearen erwartungstreuen
Schétzers p = Ky nicht nur ndherungsweise sondern exakt gilt.

Vorbereitend auf den néchsten Satz, der eine rigorosere Schranke fiir die Kovarianzmatrix
eines erwartungstreuen Schétzers formuliert, werden zwei Mafe fiir den Informationsgehalt
der Zufallsgréfle y beziiglich p definiert. Weiterfithrende Informationen dazu sind auch in
[3.6, 3.15] zu finden.

Definition 3.2 (Score-Funktion). Wird eine Zufallsvariable y durch Parameter p
beeinflusst und ist Py (y;p) deren Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, so gilt fir die
Score-Funktion

s = <3ln(Payr()y; p))>T _ Py(;; — <8ny9(§ P)>T . (3.166)

Die Score-Funktion héngt von y und p ab. Sie entspricht der Ableitung der sogenannten
Log-Likelihood-Funktion In(Py(y;p)) nach p, d. h. sie beschreibt die (lokale) Sensitivitét
von In(Py(y; p)) beziiglich p. Klarerweise beeinflusst diese Sensitivitat die Genauigkeit
mit der p basierend auf einer Realisierung der Zufallsvariable y geschétzt werden kann.
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Fiir den Erwartungswert der Score-Funktion gilt

E(s) = /(W)pr(y; p)dy

- 1 (OP(yipP)\ (o
_/Py(y;p)( op >Py(y,p)dy (3.167)

(o rsmn) - () o

Hier wurde davon ausgegangen, dass die Integration iiber y und die Ableitung nach p in
ihrer Reihenfolge vertauscht werden diirfen. Dies ist erfiillt, wenn der Ereignisraum von y
(Integrationsgebiet) unbeschrénkt ist oder sein Rand nicht von p abhéngt.

Definition 3.3 (Fisher-Informationsmatrix). Die Kovarianzmatrix der Score-Funktion

NN T S 1n( P (v
I(p) = E(ss") = E((aln(lgyl()y, p))) 91 (Igylgy, p)))

- E(;p (aln(Payr()y; p)))T>

wird als Fisher-Informationsmatrix bezeichnet. Sie existiert, wenn die Score-Funktion
fir alle Werte y mit Py(y;p) > 0 existiert und finit ist.

(3.168)

Dass auch die Fisher-Informationsmatrix ein Mafl fiir den Informationsgehalt der
Zufallsgrofe y beztiglich p ist, wird anhand der zweiten Zeile von (3.168) klar, welche den
Erwartungswert der negativen Kriimmungen der Log-Likelihood-Funktion In(Py (y;p))
beziiglich p enthélt. Je grofler die Werte der Fisher-Informationsmatrix sind, desto spitzer
ist die Log-Likelihood-Funktion In(Py(y; p)) beziiglich p. Um die Giiltigkeit der zweiten
Zeile von (3.168) zu zeigen, wird (3.167) nach p abgeleitet

o ddEI()s) _ aéi)(/<a1n(1;§y;p)>TPy(y;p)dy)

(P iy (P O

_ E(i@ln(?r()y; p))>T>

+ / (mn(gs;)(y; p)>T81n(1;yI()y;p))

(3.169)

Py(y;p)dy .

Hier wurde wieder davon ausgegangen, dass die Integration iiber y und die Ableitung
nach p in ihrer Reihenfolge vertauscht werden diirfen.

Satz 3.2 (Cramér-Rao-Schranke). Es sei p = k(y) ein erwartungstreuer Schdt-
zer fir die Parameter p im nichtlinearen Modell (3.95) und es seien die folgenden
Regularitdtsbedingungen erfillt.
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a) Die Fisher-Informationsmatriz existiert und ist positiv definit.

b) Die Integration iber y und die Ableitung nach p dirfen in ihrer Reihenfolge
vertauscht werden

Dann ist die Kovarianzmatriz des Schétzfehlers in der Form

E(p-p)p—p)") =T (p) (3.170)

nach unten beschrinkt, wobei das Grifer-Gleich-Zeichen so zu verstehen ist, dass
E((Pp—-p)®—p)") —I'(p) eine positiv semidefinite Matriz ist.

Der nachfolgende Beweis ist an [3.6] angelehnt. Dort wird zusétzlich eine Erweiterung der
Cramér-Rao-Schranke fiir nicht erwartungstreue Schétzer vorgestellt.

Beweis. Die Ableitung der Bedingung (3.155) fiir Erwartungstreue des Schétzers
nach p liefert

/ kly / k(y 1 8Pyé§§ PR (i) dy (3.171)

= E(ps ) E .
Wird davon der aus (3.167) folgende Ausdruck
pE(Y) =E(ps’) =0 (3.172)

abgezogen, so ergibt sich
E((p—p)s")=E. (3.173)

Die Matrix

E(F;p

ist natiirlich positiv semidefinit, wobei hier (3.173) verwendet wurde. Die positive
Semidefinitheit von (3.174) dnder sich nicht, wenn der Ausdruck links- und rechtsseitig
mit einer beliebigen Matrix und ihrer Transponierten multipliziert wird. Im Speziellen
gilt

>0 (3.174)

L s N\T
{(f)—p)T ST}> _ [E((p p;jp p) ) I(];j’))

)
~11(p) (3.175)

O]

Ist die Fisher-Informationsmatrix zwar regulér aber numerisch schlecht konditioniert
(grofes Verhéltnis aus maximalem zu minimalem Eigenwert von I(p), d. h. Apax/Amin > 1),
so kann die Cramér-Rao-Schranke geméf (3.170) sehr grole Werte annehmen. Die Para-
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meterwerte p sind dann nicht zuverléssig schatzbar [3.14]. Es ist in diesem Zusammenhang
zu beachten, dass die Eigenwerte der Fisher-Informationsmatrix auch von den gewahlten
Einheiten der Parameter p abhédngen.

Ein erwartungstreuer Schitzer wird als effizient bezeichnet, wenn seine Fehlerkovarianz-
matrix die Cramér-Rao-Schranke geméfl Satz 3.2 erreicht, wenn also

E(p-p)(p-p)")=T"(p) (3.176)

gilt [3.16]. Bedingungen fiir die Existenz eines effizienten Schétzers werden z. B. in [3.15]
angegeben. Jeder effiziente Schéitzer ist erwartungstreu und minimiert die aufsummierten
Einzelvarianzen der Schatzfehler. Umgekehrt muss nicht jeder Schitzer, der erwartungstreu
ist und die aufsummierten Einzelvarianzen der Schéitzfehler minimiert, effizient sein.

3.2.5 Normalverteilte Storung

In diesem Abschnitt wird kurz der Fall betrachtet, dass die Stérung v € R™ im Modell
(3.95) normalverteilt ist mit dem Erwartungswert 0 und der Kovarianzmatrix Q > 0, d. h.

v~ N(0,Q).

Definition 3.4 (Normalverteilung). Zufallsvariablen z € R™ geniigen einer Normal-
verteilung mit dem Erwartungswert g und der Kovarianzmatrix 3 > 0, wenn fiir ihre
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
1
(2m)™ det

P,(z) =

=) exp (—;(z —w)'t'e Nz~ u)) (3.177)

gilt. Dafiir wird die abgekiirzte Notation z ~ N'(u, X) verwendet.

Satz 3.3 (Affine Transformation einer normalverteilten Zufallsvariable). Wird eine
normalverteilte Zufallsvariable z € R™ mit z ~ N (u, X) einer affinen Transformation

x=Az+b (3.178)

mit zeilenreqularer Matriz A € R™ ™ und n < m unterzogen, so ist die resultierende
Zufallsvariable x € R™ normalverteilt mit dem Erwartungswert Ap + b und der
Kovarianzmatric ASAT, d. h.
x~N(Ap+b,AZAT) . (3.179)
Ein Beweis dieses Satzes findet sich z. B. in [3.17, 3.18].

Aufgabe 3.9. Zeigen Sie, dass im Satz 3.3 die Beziehungen E(x) = Ap + b und
E((x - E(x))(x —Ex))T) = ASAT gelten.

Beispiel 3.6 (Cramér-Rao-Schranke bei normalverteilter Storung). Fiir die Stérung v
im Modell (3.95) gilt v ~ N (0,Q) und es liegt der regulére Fall vor (positiv definite
Kovarianzmatrix Q, spaltenreguliire Sensitivititsmatrix S(p) = (Vh)™(p)). Es soll
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die Cramér-Rao-Schranke fiir erwartungstreue Schéitzer p von p berechnet werden.
Aus v ~ N (0, Q) folgt mit dem Modell (3.95) und dem Satz 3.3

y ~N(h(p), Q) (3.180)

und somit fiir die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

1
@) det(Q)

sowie fiir die Log-Likelihoodfunktion

Py(y:p) = exp(—5(v ~hE)'Q Iy —h(p)) (G181

1 1 _
In(Py(y;p)) = —5 In((27)" det(Q)) - (v —h(p)) ' Q' (y —h(p)) .  (3.182)
Weiters ergibt sich fiir die Score-Funktion

. T
S = (W) = (Vh)(p)Q '(y —h(p)) =S"(p)Q '(y — h(p)) (3.183)

und fir die Fisher-Informationsmatrix

1(p) = ST(p)Q" E((y - h(p))(y — h(p))") Q'S(p) = ST(p)Q'S(p) , (3.184)

Q
woraus die Cramér-Rao-Schranke
E((p—p)®-p)") > (ST(PQ'S(p) " (3.185)

folgt. Sie stimmt also in diesem Fall mit der ndherungsweisen Schranke geméfi Satz 3.1
iiberein. Ein Vergleich mit (3.17) zeigt, dass der BLUE Schétzer (3.16) im Falle eines
linearen Modells die Cramér-Rao-Schranke erreicht, d. h. er ist effizient.

Bemerkung 3.4. Basierend auf den Ergebnissen dieses Beispiels wird klar, dass die
in den Beispielen 3.1 und 3.2 berechneten Gramschen Matrizen G im Falle von nor-
malverteilten Messstorungen vy bzw. v(t) gleich der Fisher-Informationsmatrix
I(xp) sind und dass die in diesen Beispielen berechneten BLUE Schétzer fiir den
Anfangszustand x die Cramér-Rao-Schranke erreichen, d. h. effizient sind.

Verteilung eines linearen Schitzers

Es soll nun geklart werden, welche statistische Verteilung ein linearer Schétzer p = Ky
fiir p bei normalverteilter Storung v besitzt. Aus v ~ N(0, Q) folgt mit dem nichtlinearen
Modell (3.95) wieder

y ~N(h(p),Q) . (3.186)
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Die Anwendung des Satzes 3.3 auf den linearen Schitzer p = Ky zeigt, dass p normalver-
teilt mit dem Erwartungswert Kh(p) und der Kovarianzmatrix KQKT ist, d.h.

p ~ N(Kh(p), KQK") . (3.187)

Speziell ergibt sich im Falle des linearen Modells (3.1), also fiir h(p) = Sp, und bei
Verwendung der zeilenreguliren Matrix K = (STQ™!S)~!STQ~! (BLUE Schitzer gemif
(3.16))

p~N(p,(STQ'S)™) (3.188)

(siehe dazu auch (3.17)).

Vertrauensbereich fiir die zu schiatzenden Parameter

Bislang wurden verschiedene Moglichkeiten der Konstruktion eines Schéatzers p fiir die
unbekannten Systemparameter p € R™ vorgestellt. In der Regel weicht p vom wahren
Wert p ab. Es kann daher niitzlich sein, alternativ (oder in Ergénzung) zu einem Schétzer
p ein (moglichst eingeschranktes) Gebiet K (y) im Parameterraum R™ anzugeben, von
dem behauptet werden kann, dass es die unbekannten Systemparameter p mit vorgebener
Wabhrscheinlichkeit enthélt. Ein solches Gebiet wird mit der nachfolgenden Definition
angegeben.

Definition 3.5. Ein Gebiet K (y) C R" in Abhéngigkeit der zufélligen Ausgangswerte
y wird als Vertrauensbereich (Konfidenzbereich) fiir die zu schitzenden Parameter p
mit dem Niveau 1 — a bezeichnet, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass K (y) den Punkt
p enthilt, (unabhéngig von den konkreten Werten p) die Bedingung

PpeK(y)>1l-a (3.189)

erfiillt. Der Wert « € [0, 1] wird als Irrtumswahrscheinlichkeit bezeichnet.

Fiir eine detailliertere Definition wird auf [3.18, 3.19] verwiesen. Praktisch wird die Irrtums-
wahrscheinlichkeit o hdufig im einstelligen Prozentbereich gewéhlt. Fiir ein gegebenens
Niveau 1 — «v ist das Gebiet K (y) nicht eindeutig, da verschiedene Berechnungsvorschriften
K(y) die Bedingung (3.189) erfiillen kénnen. Wahrend p eine Punktschditzung fir die
unbekannten Parameter p realisiert, kann K (y) als Bereichsschdtzung fir p mit Irrtums-
wahrscheinlichkeit « verstanden werden. Es sei betont, dass p eine deterministische Grofie
und K (y) ein zufilliges Gebiet ist.

Fiir den Fall einer normalverteilten Stérung v ~ N(0, Q) wird nun angelehnt an [3.20]
eine konkrete Berechnungsvorschrift fiir einen Vertrauensbereich K (y) angegeben.

Definition 3.6 (Mahalanobis-Distanz). Gilt fiir Zufallsvariablen z ~ N (u, ¥) mit
z € R, so wird die Grofle

d(z, 1, 2) = \/(z — ) TSz — p) (3.190)
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(vgl. den Exponenten in (3.177)) als Mahalanobis-Distanz bezeichnet und ihr Quadrat
d*(z, u, 2) geniigt der sogenannten y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden®.

Es sei x2(a) das a-Quantil der x2-Verteilung, d. h. es gilt P(x < x%(a)) = a. Definitio-
nen der x2-Verteilung, ihrer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und ihrer Verteilungsfunk-
tion sind z. B. in [3.18, 3.19] zu finden.

Gemaf (3.187) geniigt ein linearer erwartungstreuer Schétzer p = Ky der Normalver-
teilung

p~N(p,KQKT) . (3.191)
Folglich ist die Mahalanobis-Distanz

d(p,p, KQK") , (3.192)

welche natiirlich ebenfalls eine Zufallszahl ist, ein skalares Maf} fiir den Schétzfehler
P — p. Im Parameterraum R™ bilden alle Punkte p mit einer Mahalanobis-Distanz
d(p,p, KQKT) < d ein Hyperellipsoid mit dem Mittelpunkt p. Fiir eine bestimmte
Distanz d € [0, 00) lisst sich diese Punktmenge sofort in der Form

{per|\/o-p) (KQK) (6 - p) < df (3.193)

angeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass p in dieser Menge liegt, entspricht der Wahrschein-
lichkeit, dass d(p, p, KQK™') < d gilt’. Da nun d?(p, p, KQK™') = d?(p, p, KQKT) ~ x2
gilt, stellt die Menge

K(y)={p € R"|(Ky - p)"(KQK") Ky —p) < xi(1-a)}  (3.194)

einen Vertrauensbereich fir p mit dem Niveau 1 — a dar. Diese Menge definiert im
Parameterraum ein Hyperellipsoid mit dem Mittelpunkt Ky. Fiir den Fall n = 2 veran-
schaulicht Abbildung 3.4 den Vertrauensbereich fiir p anhand von zwei Realisierungen der
Zufallsvariablen y.

Wird im Falle des linearen Modells (3.1), d.h. h(p) = Sp, die zeilenregulire Matrix
K = (STQ!S)"!STQ ™! verwendet (BLUE Schitzer gemi8 (3.16)), so vereinfacht sich
(3.194) zu

K(y) = {15 e R™ \ (Ky —p)'(STQ'S)(Ky — p) < x3,(1 — a)} . (3.195)

4Um dies zu sehen, kann z unter Beriicksichtigung von Satz 3.3 auf die standardnormalverteilten
Zufallsvariablen

Q™ *(z - p) ~ N(0,E)

transformiert werden. Die Zufallsvariable d*(z, u, =) entspricht folglich den aufsummierten Quadra-
ten von n unabhéingigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen und ist auf dem Intervall [0, co)
definiert. Eine solche Summe geniigt per Definition der y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden und ihr
Erwartungswert ist n.

"Klarerweise gilt auf der durch d(p, p, KQKT) = d definierten Oberfliche, dass die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion Pp(p) konstant ist.
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Wahrscheinlichkeit > 1 — « Wahrscheinlichkeit < o

{peR? | (P, p, KQKT)<y3(1-a)} {PeR? | d®(p, p, KQKT)<x3(1-a)}
P24 D24

=Y
=
=Y
=

(a) (b)

Abbildung 3.4: Vertrauensbereich fiir p € R? mit dem Niveau 1 — a, (a) korrekte Bereichs-
schiatzung: p € K(y), (b) Irrtum: p ¢ K(y).

3.3 Optimale Versuchsplanung

Die beim Entwurf eines Schétzers fiir Systemparameter p € R™ erreichbare Schétzgiite
héngt erheblich von den verfiigharen Ausgangswerten y € R™ und deren Messgenauigkeit
ab. Die optimale Versuchsplanung (englisch: optimal design of experiments) [3.21-3.23]
verfolgt nun das Ziel, die Beschaffung von Ausgangswerten (im Versuch oder im laufenden
Betrieb eines Systems) so zu planen, dass die erreichbare Schétzgiite maximiert wird.
Diese Planungsaufgabe kann z. B. folgende Entwurfsfreiheitsgrade umfassen:

e Auswahl von physikalischen Messgrofien

o Zeitraume und Zeitpunkte von Messungen

Type, Prazision, Anzahl und ortliche Positionierung von Sensoren

Aufbau, Funktion, Konfiguration und Gréfle des Systems bzw. Versuchs

Anregung und Betriebszustand des Systems (Anfangsbedingungen, Randbedin-
gungen, Fingangstrajektorie)

Natiirlich wird die erreichbare Schétzgiite auch von der Wahl des Modells (siehe (3.1)
oder (3.95)) und der Auswahl an zu schitzenden Systemparametern p beeinflusst. Alle
weiteren nicht in p enthaltenen Systemparameter miissen anderweitig festgelegt werden,
z. B. basierend auf Vorwissen, speziellen Messungen, Datenblattern, Literatur, etc.

Als Beurteilungskriterium fiir die erreichbare Schétzgiite wird meist eine untere Schranke
R ! fiir die Kovarianzmatrix des Parameterschitzfehlers E((p — p)(p — p)T) in der Form

E(p-p)(p-p)") >R (3.196)

oder eine daraus abgeleitete skalare Funktion r(R) herangezogen. Konkret wird bei der
Planung die (nichtlineare) Optimierungsaufgabe
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min r(R) (3.197)

formuliert und gelost. Das Losen von (3.197) kann numerisch anspruchsvoll sein.

Welche Matrix?

Fir R kann geméfl den Satzen 3.1 und 3.2

R =5"(p)Q 'S(p) (3.198a)
oder
R =I(p) (3.198b)

verwendet werden.

Fiir die Wahl (3.198b) spricht, dass es sich bei I7!(p) um eine rigorose Schranke
handelt. Die Berechnung der Fisher-Informationsmatrix setzt jedoch die Kenntnis der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion Py (y;p) voraus.

Die Wahl (3.198a) kann wie folgt motiviert werden:

« ST(p)Q~'S(p) kann einfach und ohne Kenntnis von Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tionen berechnet werden.

« Fiir ein lineares Modell (3.1) und den BLUE Schitzer (3.16) entspricht (STQ~1S)~!
exakt der Kovarianzmatrix des Parameterschatzfehlers (siehe (3.17)). Im Opti-
mierungsproblem der dazu korrespondierenden gewichteten linearen Least-Squares
Methode (siehe Aufgabe 3.1) entspricht STQ 'S der Hessematrix der Kostenfunkti-
on.

o In der gewichteten nichtlinearen Least-Squares Optimierungsaufgabe (3.112) mit
der Gewichtungsmatrix W = Q™! entspricht ST(p)Q~'S(p) der Gauss-Newton
Approximation der Hessematrix der Kostenfunktion.

o Wie in Beispiel 3.6 gezeigt, gilt bei normalverteilter Storung fiir die Fisher-Informa-
tionsmatrix I(p) = ST(p)Q~'S(p), d. h. (3.198a) und (3.198b) sind identisch.

o Wie in Abschnitt 3.2.5 gezeigt, gilt bei einem linearen Modell (3.1) mit normal-
verteilter Storung und Verwendung des BLUE Schétzers (3.16) fiir den Schétzwert
p~ N(p,(STQ7!S)!) und es kann fiir p der Vertrauensbereich

K(y)={peR"|(Ky -p)"(8"Q'S)(Ky —p) < xh(L—a)} . (3.199)

mit dem Niveau 1 — a angegeben werden. K (y) definiert im Parameterraum R" ein
Hyperellipsoid, dessen Gréfe, Form und Orientierung ausschlieSlich durch STQ~'S
festgelegt sind. Natiirlich soll dieses Hyperellipsoid moglichst klein sein.

Alternativ zu (3.198) kann R im Sinne einer Minimierung der in Abschnitt 3.2.3
besprochenen Kollinearitat (allerdings ohne direkten Bezug zur Kovarianzmatrix des
Schétzfehlers) in der Form
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R =S"'S (3.200)

mit (dem zumeist von p abhéngigen) S gemif (3.132) gewéhlt werden. Diese Wahl
hat gegeniiber (3.198) den Vorteil, dass R hier nicht mehr von den Einheiten bzw. der
Skalierung der Parameter p abhéngt.

Die Berechnung von R kann ohne Kenntnis der Ausgangswerte y erfolgen, also be-
reits vorab. Bei dieser Berechnung werden jedoch (im Allgemeinen) die unbekannten (zu
schitzenden) Systemparameter p bendtigt. Ein gingiger Ausweg aus diesem Dilemma ist
hier die Verwendung von Schétzwerten fiir p anstatt der wahren Werten p. Die Optimie-
rungsaufgabe (3.197) und ihre Losung sind daher nur lokal in der Néhe der verwendeten
Parameterwerte giiltig [3.21]. Gegebenenfalls sind die optimale Versuchsplanung und die
Schéitzung von p iterativ zu wiederholen.

Es soll noch kurz die Bedeutung der Figenwerte und Eigenvektoren der Matrix R
diskutiert werden. Die Matrix R und ihre Inverse R™! sind symmetrisch und somit
diagonalisierbar. Folglich sind ihre Eigenvektoren orthogonal. Es seien A\; mit ¢ =1,...,n
die Eigenwerte der Matrix R. Somit sind 1/); die Eigenwerte der Matrix R™!. Die
implizite Gleichung

p'Rp = ¢ (3.201)

definiert im Parameterraum R™ ein Hyperellipsoid, dessen Halbachsen die Lingen c¢/v/A;
aufweisen und entlang der zugehorigen Eigenvektoren von R ausgerichtet sind. Die Inter-
pretation von Hyperellipsoiden (fiir verschiedene Werte ¢) im Sinne der Kovarianzmatrix
des Schétzfehlers bzw. eines Vertrauensbereiches fiir p folgt direkt aus den vorangegange-
nen Uberlegungen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ¢ = 1 gesetzt werden, so
dass fiir die weitere geometrische Interpretation das durch

p'Rp=1 (3.202)

bestimmte Ellipsoid herausgegriffen wird.

Welches Beurteilungskriterium?

Je nach Wahl der Funktion r(R) in der Optimierungsaufgabe (3.197) kénnen nun folgen-
de Beurteilungskriterien zur optimalen Versuchsplanung unterschieden werden. Weitere
Beurteilungskriterien und Details zu den nachfolgend angegebenen Funktionen sind z. B.
in [3.14, 3.21, 3.23] zu finden.

¢ A-Optimalitat: Es wird die Funktion
"1
R) = R H= —
r(R) =spur(R 1) = 3"+

i=1 """

(3.203)

minimiert, wobei \; die Eigenwerte der Matrix R sind. Damit wird versucht, die
Summe (oder gleichwertig das arithmetische Mittel, A steht fiir average) der Einzel-
varianzen der Parameterschéitzfehler (siehe z.B. (3.4)) zu minimieren. Geometrisch
kann dies so gedeutet werden, dass die pytagoreische Summe der Halbachsenlan-
gen des in (3.202) definierten Hyperellipsoids minimiert wird. Dies entspricht einer
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Minimierung der Diagonalenldnge jenes kleinstmoglichen Hyperquaders der das Hy-
perellipsoid umschreibt und dessen Kanten parallel zu den Achsen des Hyperellipsoids
sind.

e D-Optimalitat: Es wird die Funktion

r(R) = det(R™1) = detl(R) — 7] Ai (3.204)
=1 "

minimiert. Die Determinante einer Kovarianzmatrix wird als generalisierte Varianz
bezeichnet. Die D-Optimalitat (D steht fiir Determinante) versucht daher die gene-
ralisierte Varianz des Parameterschétzfehlers zu minimieren. Geometrisch kann dies
so gedeutet werden, dass der Rauminhalt des in (3.202) definierten Hyperellipsoids
minimiert wird. Dies entspricht einer Minimierung des Rauminhalts jenes kleinst-
moglichen Hyperquaders der das Hyperellipsoid umschreibt und dessen Kanten
parallel zu den Achsen des Hyperellipsoids sind. Die D-Optimialitdt hat den Nach-
teil, dass sie gute (kleine) Werte fur r(R) liefert sobald die Lénge einer Halbachse
des Hyperellipsoids klein wird. Die iibrigen Halbachsenldngen kénnen weiterhin grofl
sein und damit eine hohe Varianz von Parameterschétzfehlern erlauben.

o E-Optimalitat: Es wird die Funktion

1
n(B) = m?x )\_1 Cmin; \;

(3.205)

minimiert. Damit wird versucht, die grotmogliche (E steht fiir extreme) Varianz des
Parameterschétzfehlers (entspricht der Varianz der am unzuverlissigsten schitzbaren
Linearkombination t*p mit |t = 1) zu minimieren. Geometrisch kann dies so
gedeutet werden, dass die Lange der langsten Halbachse des in (3.202) definierten
Hyperellipsoids minimiert wird. Wird R = STS verwendet, so entspricht die E-
Optimalitat einer Maximierung der Grofe 1/p aus (3.134).

e Erweiterte E-Optimalitét: Es wird die Funktion

r(R) = DX A (3.206)

mini )\z

minimiert®. Dies entspricht dem Verhéltnis aus maximalem zu minimalem Eigenwert
der Matrix R und wird spektrale Konditionszahl von R genannt [3.24]. Damit wird
versucht, die Varianzen aller Parameterschétzfehler moglichst aneinander anzuglei-
chen. Geometrisch kann dies so gedeutet werden, dass das in (3.202) definierte
Hyperellipsoid moglichst zu einer Kugel wird. Es ist zu beachten, dass hierbei keine
Riicksicht auf Ausmafl der Varianzen bzw. die Grofie der Kugel genommen wird. Bei
der Verwendung von R = STS ist dies unkritisch, da S die normierten Spalten von
S enthélt.

Natiirlich gilt dann r(R) = r(R™1).
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Beispiel 3.7 (Optimale Anordnung von Sensoren). Ein Diffusionsprozess fithrt zu
einem stationidren Konzentrationsprofil u(z) im Bereich z € [0, 1], welches durch das
Zweipunktrandwertproblem

2

O:@u

(z) 4 6p1z + 2po x €]0,1] (3.207a)

mit homogenen Randbedingungen

z(0)==z(1)=0 (3.207b)
definiert ist. Es sollen die Positionen x1, ..., z,, von m Sensoren fiir die Groéfien
u(zy), ..., u(xy,) so optimiert werden, dass aus den Messwerten bestmoglich die

T
unbekannten Modellparameter p = [pl pg} geschitzt werden kénnen. Die Sensoren

sind identisch und ihre Messwerte werden von statistisch unabhingigen Storungen vy,
..., Uy mit Erwartungswert 0 verfélscht.
Die Losung von (3.207) lautet

u@) = [z(1 —2)(1+2) z(1-2)|p, (3.208)
so dass sich die Ausgangswerte
y=Sp+v (3.209a)

mit
.%1(1—1’1)(14-%1) 331(1—1‘1)
S = : : (3.209b)
Tl —2m) (1 4+ ) (1l — )
ergeben. Da es sich um identische Sensoren handelt und auf sie statistisch unabhén-

gige Storungen wirken, erscheint die Annahme E(vv') = ¢2E mit einer beliebigen
unbekannten Varianz o2 gerechtfertigt. Daher wird

R =S'S (3.210)
in der Optimierungsaufgabe
min 7(R) (3.211)
x€[0,1]™

(siehe (3.197)) zur optimalen Anordnung der Sensoren verwendet.
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Abbildung 3.5: Kehrwert der Beurteilungsfunktion r(R) fiir A-Optimalitidt und m = 2
Sensoren.
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Abbildung 3.6: Kehrwert der Beurteilungsfunktion r(R) fiir D-Optimalitét und m = 2
Sensoren.
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Abbildung 3.7: Kehrwert der Beurteilungsfunktion r(R) fur E-Optimalitdt und m = 2

Fir m = 2 Sensoren und Verwendung der Kriterien A-, D- und E-Optimalitat
sind die Werte r(R) in den Abbildungen 3.5 bis 3.7 gezeigt. Konkret sind hier fiir
tibersichtlichere Zahlenwerte die (zu maximierenden) Kehrwerte 1/r(R) dargestellt.
Wenn im Fall m = 2 zumindest ein Sensor an einem der Rdnder 0 oder 1 positioniert

Die Optimierungsaufgabe (3.211) kann numerisch, z. B. mit der MATLAB-Funktion
fmincon, gelost werden. Die daraus folgenden (global) optimalen Positionen der
Sensoren sind in Tabelle 3.2 angegeben. Fiir m > 2 existieren in der Regel weitere
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Anzahl an Optimale Sensorpositionen x*

Sensoren m  A-Optimalitdat D-Optimalitat E-Optimalitét

) [0.221 46 [0.276 39 [0.220 84]
0.797 60| 0.72361 | 0.798 51 |
0.196 39| 0.276 39| 0.195 63 |
3 0.196 39 0.276 39 0.195 63
0.77296 0.72361 0.77379)
0.22146 0.276 39 0.220 84
A 0.22146 0.276 39 0.220 84
0.797 60 0.72361 0.798 51
0.797 60 0.723 61 0.798 51
[0.20702] [0.276 39 ] [0.206 32]
0.207 02 0.276 39 0.206 32
5 0.207 02 0.276 39 0.206 32
0.78289 0.72361 0.78376
10.78289) 10.723 61 0.783 76

Tabelle 3.2: Optimale Sensorpositionen.

Werden in diesem Beispiel m > 2 Sensoren verwendet, so werden stets alle Sensoren
auf nur zwei verschiedene optimale Positionen aufgeteilt. Fir gerade Werte m sind
das stets die selben Positionen. Daraus folgt als bevorzugte Versuchsvariante die
Verwendung von zwei Sensoren und deren wiederholtes Auslesen.

Fir dieses Beispiel liefern A- und E-Optimalitdt sehr dhnliche Ergebnisse. Die D-
Optimalitat fithrt unabhéngig von m immer zu den selben optimalen Sensorpositionen.
Fiir dieses Beispiel sollte weder die erweiterte E-Optimalitit noch die Matrix R = STS
verwendet werden, da sich damit optimale Sensorpositionen beliebig nahe an den
Réndern 0 und 1 ergeben. Je ndher Sensoren an diesen Réndern platziert werden, desto
kleiner ist die Sensitivitédt ihrer Messwerte beziiglich p. Folglich ist eine Schétzung von
p basierend auf diesen Messwerten mit groferen Fehlern (Varianzen) verbunden. Die
Absolutwerte dieser Sensitivitdten spielen in der erweiterten E-Optimalitit aufgrund
der Verhéltnisbildung in (3.206) keine Rolle. Ebenso spielen sie in S keine Rolle, da
S die normierten Spalten von S enthilt.

Vorlesung und Ubung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
©A. Steinbock, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.4 Literatur Seite 105

3.4 Literatur

[3.1]
[3.2]
3.3]

[3.4]

13.5]

[3.10]
3.11]

[3.12]

[3.13]

3.14]

S. Kay, Fundamentals of Statistical Signal Processing: Estimation Theory. New
Jersey: Prentice-Hall, 1993, Bd. 1.

C. Byrne, Signal Processing: A Mathematical Approach, 2. Aufl. Boca Raton: CRC
Press, 2015.

D. Sengupta und S. Jammalamadaka, Linear Models: An Integrated Approach
(Series on Multivariate Analysis). New Jersey: World Scientific, 2003, Bd. 6.

W. Kemmetmiiller, Skriptum zur VO Regelungssysteme 1 (WS 2022/2023), Institut
fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien, 2022. Adresse: https:
//www.acin.tuwien.ac.at/master/regelungssysteme-1/.

Y. Eldar und A. Oppenheim, ,,Covariance shaping least-squares estimation,” IEEE
Transactions on Signal Processing, Jg. 51, Nr. 3, S. 686697, Mérz 2003.

T. Séderstrom und P. Stoica, System Identification. New York: Prentice Hall, 1989.

A. Steinbock, Skriptum zur VU Optimierung (WS 2022/2023), Institut fur Auto-
matisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien, 2022. Adresse: https: //wuw.
acin.tuwien.ac.at/master/optimierung/.

S. Kay, Intuitive Probability and Random Processes using MATLAB, 1. Aufl. New
York: Springer, 2005.

D. Montgomery und G. Runger, Applied Statistics and Probability for Engineers,
7. Aufl. New York: John Wiley & Sons, 2018.

K. Ramachandran und C. Tsokos, Mathematical Statistics with Applications. Ams-
terdam: Academic Press, 2009.

D. Belsley, E. Kuh und R. Welsch, Regression Diagnostics: Identifying Influential
Data and Sources of Collinearity. Hoboken: John Wiley & Sons, 2004.

R. Brun, P. Reichert und H. Kiinsch, ,Practical identifiability analysis of lar-
ge environmental simulation models,“ Water Resources Research, Jg. 37, Nr. 4,
S. 1015-1030, 2001.

P. Tan, M. Steinbach, A. Karpatne und V. Kumar, Introduction to Data Mining,
2. Aufl. New York: Pearson, 2019.

K. McLean und K. McAuley, ,Mathematical modelling of chemical processes—
Obtaining the best model predictions and parameter estimates using identifiability
and estimability procedures,“ The Canadian Journal of Chemical Engineering,
Jg. 90, Nr. 2, S. 351-366, 2012.

F. Hlawatsch, Skriptum zur VO Parameter Estimation Methods (SS 2023), Institute
of Telecommunications, TU Wien, 2023.

J. Norton, An Introduction to Identification. London: Academic Press, 1988.

Y. Tong, The Multivariate Normal Distribution (Springer Series in Statistics).
New York: Springer, 1990.

Vorlesung und Ubung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
©A. Steinbock, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien


https://www.acin.tuwien.ac.at/master/regelungssysteme-1/
https://www.acin.tuwien.ac.at/master/regelungssysteme-1/
https://www.acin.tuwien.ac.at/master/optimierung/
https://www.acin.tuwien.ac.at/master/optimierung/

3.4 Literatur Seite 106

3.18]
3.19]

[3.20]

3.21]
3.22]
3.23]

[3.24]

H. Georgii, Stochastik - Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik,
5. Aufl. Berlin: De Gruyter, 2015.

K. Wichmann, Auswertung von Messdaten - Statistische Methoden fiir Geo- und
Ingenieurwissenschaften. Miinchen: Oldenbourg, 2007.

B. Wang, W. Shi und Z. Miao, ,,Confidence analysis of standard deviational ellipse
and its extension into higher dimensional Euclidean space,“ PLOS ONE, Jg. 10,
Nr. 3, e0118537, 2015.

A. Emery und A. Nenarokomov, ,Optimal experiment design,“ Measurement
Science and Technology, Jg. 9, Nr. 6, S. 864876, Juni 1998.

F. Pukelsheim, Optimal Design of Experiments (Classics in Applied Mathematics).
SIAM - Society for Industrial und Applied Mathematics, 2006.

A. Atkinson, A. Donev und R. Tobias, Optimum Experimental Designs with SAS
(Oxford Statistical Science Series). Oxford: Oxford University Press, 2007.

G. Golub und C. Van Loan, Matriz Computations (Johns Hopkins Studies in the
Mathematical Sciences), 4. Aufl. Baltimore: Johns Hopkins University Press, 2013.

Vorlesung und Ubung Optimierungsbasierte Regelungsmethoden (Sommersemester 2023)
©A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



	3 Optimierungsbasierte Schätzung
	3.1 Parameterschätzung für ein lineares Modell
	3.1.1 Der reguläre Fall
	3.1.2 Der Fall einer nicht spaltenregulären Datenmatrix
	3.1.3 Der singuläre Fall

	3.2 Parameterschätzung für ein nichtlineares Modell
	3.2.1 Der reguläre Fall
	3.2.2 Der singuläre Fall
	3.2.3 Der kollineare Fall
	3.2.4 Schranken für die Kovarianzmatrix des Parameterschätzfehlers
	3.2.5 Normalverteilte Störung

	3.3 Optimale Versuchsplanung
	3.4 Literatur


